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INTRODUCCION

El tema del trabajo se enmarca en las areas de los Sistemas Dinamicos Discretos y Geo-
metria Fractal, cada una de estas dos areas es bastante amplia con un desarrollo y estudio
formal relativamente reciente. Las dos teorias (Sistemas Dindmicos Discretos y Geometria
Fractal) estédn estrechamente relacionadas en varios de sus aspectos.

Los estudios sobre Sistemas Dindmicos, se originan con los trabajos de dos matematicos
franceses, Gaston Julia [16] y Pierre Fatou [11] hacia 1918. Después de estos afios el drea
estuvo en hibernacién, pasando algunas décadas sin grandes avances, salvo los trabajos de
H. Cremer [7] en 1932, C. L. Siegel [23] en 1942 y H. Brolin [6] en 1965. A partir de 1974 el
[.B.M impulsado por el desarrollo de la computadora digital, renueva el interés en esta area,
particularmente el Dr. B. Mandelbrot de la Universidad de Yale con sus experimentos en
computadores, logra mostrar al mundo cientifico las primeras imagenes fractales. Desde la
década del 70 este campo ha estado en la vanguardia de los matematicos contemporaneos,
investigadores tales como R. L. Devaney [9], M. Barnsley [1, 2, 3], J. E. Hutchinson [15]
entre otros, han estado explorando este campo de las matematicas con ayuda de los compu-
tadores modernos.

Con respecto al estudio de los Sistemas Iterados de Funciones, Hutchinson [15] fue en 1981
el primer matematico que estudiando las propiedades comunes (compacidad, autosemejanza
entre otras) de los fractales ya conocidos, elabora una teorfa unificada para la obtencién
de una amplia clase de conjuntos fractales: “los fractales autosemejantes”. Este método
permitié estudiar los Sistemas Iterados de Funciones como una generalizacién del método
de Hutchinson, la cual realiza principalmente M. Barnsley [1].

Los Sistemas Iterados de Funciones y los Sistemas Dinamicos Discretos, constituyen dos
métodos en cierta forma “duales” para construir fractales: por una parte, fractal como
atractor de un Sistema Iterado de Funciones y por otra, fractal como conjunto de Julia
asociado a un Sistema Dinamico Discreto. Ejemplos clasicos de fractales, tanto en la recta
como en el plano, se pueden obtener de las dos maneras. Asi por ejemplo, el conjunto de
Cantor usualmente se construye como el atractor de un Sistema Iterado de Funciones y
también, como el conjunto de Julia de un Sistema Dinamico Discreto, andlogamente sucede
con otros fractales clasicos como el tridangulo de Sierpinski.

Por supuesto, hay una gran variedad de ejemplos menos clasicos, de obtencién de fractales
por medio de uno de estos dos métodos, algunas veces usando sélo uno de ellos y otras
usando los dos y haciendo notar, aunque no muy enfaticamente, esa especie de dualidad

mencionada anteriormente.

Surgen de manera natural, preguntas tales como:
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1. ;Dado un SD con conjunto de Julia J¢, bajo qué condiciones existe un SIF' cuyo
atractor sea J;?7

2. (Dado un SIF con atractor A, bajo qué condiciones existe un SD cuyo conjunto de
Julia sea precisamente A7

En el primer capitulo “Preliminares” se definen algunos conceptos y se referencian teoremas
y resultados, los cuales han sido utilizados en el desarrollo de este trabajo. En este capitulo se
pretende introducir al lector en lo concerniente a Sistemas Iterados de Funciones y Sistemas
Dinamicos Discretos, se muestran algunos ejemplos que clarifican las definiciones dadas y se
finaliza mostrando el comportamiento de un Sistema Dinamico Discreto particular para el
cual, en el siguiente capitulo se construira su Sistema Iterado de Funciones correspondiente.

En el segundo capitulo “Sistemas Iterados de Funciones construidos a partir de Sistemas
Dinamicos Discretos”, se dan respuestas parciales a la primera pregunta planteada ante-
riormente, mostrando cémo a partir de un cierto tipo de Sistema Dindmico en la recta real,
en el plano complejo y en la esfera de Riemann, se puede obtener un Sistema Iterado de
Funciones cuyo atractor sea el conjunto de Julia del Sistema Dinamico dado. Fundamen-
talmente en este capitulo se exponen algunos teoremas que explican las condiciones que
debe cumplir el Sistema Dindmico para construir su Sistema Iterado de Funciones corres-
pondiente y se muestran algunos ejemplos de construccion.

En el tercer capitulo “Sistemas Dinamicos Discretos construidos a partir de Sistemas Itera-
dos de Funciones” se responde parcialmente la segunda pregunta, asociando a cada Sistema
Iterado de Funciones con contracciones inyectivas un Sistema Dinamico Discreto. Esto se
hace inicialmente clasificando los diferentes tipos de Sistemas Iterados de Funciones, pro-
curando ilustrar los resultados con ejemplos apropiados, lo cual nos llevarda a tratar un
Sistema Dinamico particular llamado Sistema Dindmico Shift Aleatorio y a la exposicién
de un hermoso teorema. Finalmente en “Conclusiones” se resume lo que se ha estudiado en
el presente trabajo y se plantean algunos problemas abiertos.

El principal aporte original mostrado en este trabajo es la recopilacion de estos dos grandes
conceptos (Sistemas Iterados de Funciones y Sistemas Dindmicos Discretos) mostrandolos
como dos sistemas analogos de construccién de fractales, los cuales se desarrollan en la
literatura matematica como dos temas independientes, cada uno con un gran tratamien-
to formal. Debe mencionarse también que algunas de las demostraciones de los teoremas
presentes, se han modificado con el objetivo de ser accesibles a un grupo mas amplio de
lectores, pues las demostraciones originales que exponen los autores requieren de herra-
mientas un poco mas formales. Ademas se presentan algunos ejemplos los cuales facilitan
la comprensién del tema.
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1. PRELIMINARES

A continuacién se presentan conceptos y resultados bésicos tanto de la teoria de los Sis-
temas Iterados de Funciones, como de la teoria de los Sistemas Dinamicos Discretos, los
cuales pueden encontrarse en Barnsley [1], Falconer [10] o Sabogal [22], que se usardn en
los capitulos posteriores y constituyen un marco teérico especifico para el trabajo.

Definicién 1.1.

Sea (X,d) un espacio métrico y f : X — X wuna funcion. Diremos que f es una con-
traccion si existe r € R0 < r < 1 tal que para cualesquiera x,y € X se tiene que
d(f(x), f(y)) <rd(x,y), en tal caso la constante r se llama factor de contraccion de f.

Definicién 1.2.
Sea (X,d) un espacio métrico y H(X) la familia de subconjuntos compactos no vacios de
X, la funcion h : H(X) x H(X) — [0, 00) definida por:

h(A,B) :=if{r >0| AC N(B;r) y BC N(4;r)}

Es una métrica conocida como la Métrica de Hausdorff, donde N(A;¢) llamada Nube

se define como {x € X|d(z,A) < €} y d(a, K) := min{d(a,z)|x € K} es la distancia de un

punto a un compacto.

1.1. Sistemas Iterados de Funciones y Sistemas Dinamicos
Discretos.

Definicién 1.3.

Un Sistema Iterado de Funciones Hiperbdlico (denotado SIF') consta de un espacio
métrico completo (X, d) y un conjunto finito de contracciones {w,,n = 1,...,N} w, :
X — X, se denota como {X;w,,n=1,...,N}.

El SIF se llama Hiperbdlico en cuanto a que el conjunto de contracciones {w,,n =
1,...,N} w,: X — X es un conjunto finito, sin ninguna condicién adicional a las con-
tracciones mas que la mencionada en la Definicién 1.1.

La expresiéon W°" representa la composicién de W consigo misma n veces, es decir W es
la funcién identidad, Wt =W, W2 =W oW, W =W oW oW y asi sucesivamente.

En adelante se denotard W"(x) para significar W°"(z).

El siguiente teorema garantiza la existencia y unicidad de lo que llamaremos el atractor de
un SIF.
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Teorema 1.1. (Barnsley, [1], Teorema 7.1)
Sea {X;w,,n=1,...,N} un SIF yH(X) la familia de subconjuntos compactos no vacios
de X con la métrica de Hausdorff generada por la métrica de X. La funcion

W H(X) — H(X)
K — LNan(K)

n=1

es una contraccion sobre (H(X), h), su dnico punto fijo A € H(X) satisface
A=W(A) = U wa(A),
es llamado el atractor del SIF y ademds para cualquier K € H(X) se tiene

lim W"(K) = A.

n—oo
Al respecto obsérvese que W estd bien definida puesto que w,(K) es compacto no vacio
y unién finita de compactos no vacios es compacto no vacio. Puede también demostrar-
se que W es una contraccion sobre el espacio métrico (H(X),h), con factor de contrac-
ciéon s = max{s,;n = 1,..., N}, donde s, es el factor de contraccién de w, para cada
n e {l,...,N} (Sabogal [22], Lema 3.2.11). El espacio (H(X), h) es completo pues (X, d)
es completo (Sabogal [22], Teorema 3.2.6), de esta manera por el teorema de punto fijo
para contracciones® se asegura la existencia y unicidad del punto fijo A € H(X). Por otra
parte la expresion lim,, ., W (K) = A para cualquier K € H(X), muestra una manera de
calcular dicho punto fijo A € H(X).

En este trabajo se entendera por fractal al atractor de un SIF cuya dimensiéon de Haus-
dorff® es estrictamente mayor que su dimensién topoldgica. El atractor A es cominmente
un fractal, aunque no siempre lo es, es decir, se pueden obtener conjuntos de naturaleza no
fractal como atractores de un SIF, como ejemplo; se puede obtener un STF cuyo atractor
sea el cuadrado {(z,y) € R? : 0 < x < 1,0 < y < 1}, en este caso su dimensién de Haus-
dorff y su dimensién topoldgica coinciden. Debe resaltarse que un conjunto, obtenido como
el atractor de un STF' es autosemejante (o autosimilar), pues se obtiene como unién de un
conjunto finito de copias reducidas de si mismo (Sabogal [22], capitulo 4, pag. 101).

Ejemplo 1.1. Considere el SIF {R;wy,wy} donde
1 1 2

X, U)Q(LU) = g.f(f—"g

En este caso W : H(R) — H(R) se define como W(K) = wy(K) Uwy(K) para todo K €
H(R). El atractor de este SIF es el conjunto de Cantor que en adelante se denotard C,
como se muestra en la Figura 1.

13
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Figura 1. Construccion del conjunto de Cantor.

Se demostrara que el atractor de este STF es el conjunto de Cantor C, haciendo uso de la
siguiente caracterizacion: “El espacio de Cantor es el conjunto de todos los ntimeros entre
0 y 1, que se pueden representar en base 3, usando unicamente las cifras 0 y 27, es decir:

o0

C={zel01] |x:Z§— z; € {0,2}}.

i=1

Se demostrard que C = wy(C) Uwy(C).

Sea x € C, luego = )2, % con z; € {0,2}. Entonces z; =06 z; = 2.

= Si 21 = 0 se tiene que

T T T 1 /x T T , 1
—2+—3+—4+---=—(—2—|——3+—4—|—---> a81x:§y:w1(y)€w1(6)

T Ty g 3\3 "3z 3

siendo y=2+23 +33+---€C

= Si x; = 2 se tiene que

T T 2 1 2
(—2+—3+--->+—a81x:—y+—:w2(y)€w2(c)

1
3\3 " 32 3 373

De esta manera C C wq(C) U ws(C).

2Véase Sabogal [22], Teorema 2.8.1.
bEste concepto alude a conocimientos de teorfa de la medida y esta por fuera de los objetivos de este
trabajo, para un tratamiento formal puede consultarse Barnsley [1], capitulo 5.
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Reciprocamente sea y € wq(C) Uwsy(C). Siy € wy(C) existe x € C tal que y = wy(x)

32 % donde w; € {0,2}, para todo i =1,...,n, luego

> Z; il ) 0 T )
i=1
Si y € ws(C) se tiene que y = wy(x) = 32 + 2 para algtin z € C, siendo

y=-+5+=+-€C

Luego w1 (C) Uws(C) CC.

Definicion 1.4.

1
3

X

Un Sistema Dindmico Discreto (denotado SD) consta de una funcion f : X — X

donde X es un conjunto no vacio, se denota {X, f}. La orbita de un punto x € X es la

sucesion { f™(x)}5%,.

Ejemplo 1.2. En el Sistema Dinamico {R, P} mostrado en la Figura 2, se tiene que el

“congunto de puntos atrapados (es decir el conjunto de puntos de orbita acotada, el cual se
llamara “Conjunto lleno de Julia” asociado a P, véase Definicion 1.7) es el conjunto de

Cantor C.

IV A

8 8
D= N[

Pw=4" 0
3—3x sl

112\
3 2 3

Figura 2. Ejemplo 1.2.

Para ver que el conjunto de Julia asociado a P es el conjunto de Cantor C, observe que si
x < 0 entonces P(x) = 3z, de esta manera P¥(z) = 3*2 — —oo cuando k — co. Si z > 1
entonces P(r) < 0 y nuevamente P¥(z) — —oo. Si # € [0,1]\ C entonces para algin k
tenemos que x ¢ P*[0,1], luego P*(z) ¢ [0,1] y nuevamente P*(z) — —oo cuando k — oco.
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Los Ejemplos 1.1 y 1.2 revelan una interesante relacién entre SIF’'s y SD’s; el conjunto C,
atractor del STF {R;w;,wy}, dado en el Ejemplo 1.1, coincide con el conjunto de puntos
atrapados del Sistema Dindmico {R, P}, dado en el Ejemplo 1.2.

Definicién 1.5.

Dos Sistemas Dindmicos {X1; f1} y {Xo; fo} se dicen equivalentes, si existe un homeo-
morfismo h : X1 — Xy tal que (fy o h)(x1) = (ho fi)(z1) para todo x1 € Xy, es decir que
el siquiente diagrama conmute

X1 i, Xo
fl‘ ‘f2
X4 i Xo

Definicién 1.6.

Dados P y Q) polinomios, se dice que son topoldogicamente conjugados en el abierto U,
si eziste un homeomorfismo ¢ : U — p(U) tal que (p o P)(z) = (Q o p)(2) para z € U es
decir, que el siguiente diagrama conmute.

v . U

ol |7
oU) — ¢U)

1.2. Sistema Dindmico {R,az(l —z)} a € R".

Existe un procedimiento grafico para representar la dinamica de un Sistema Dindmico de
la forma {R, f}, el cual utiliza la grafica de la funcién f : R — R, este procedimiento recibe
el nombre de “Iteracion Grdfica”, el cual se enuncia a continuacién:

A partir de la grafica de y = f(x) y de y = z, empiece con un punto (z¢,0) y conéctelo
mediante un segmento de linea recta al punto (zo, f(zo)), a continuacién conecte este pun-
to con (x1,z), posteriormente con (xy, f(z1)) y continue de manera similar, llamaremos
al camino recorrido en este proceso como la trayectoria de la érbita. La érbita de zq es la
sucesion xg, 1, Ta, ..., tal como se muestra en la Figura 3.

La grafica correspondiente a la funcién f(z) = ax(l — x) es una pardbola con vértice en
(3,4%) v que pasa por los puntos (0,0) y (1,0). La Figura 4 muestra el proceso de iteracién
grafica para tres diferentes valores de 0 < a < 4. Para a = 1,45 la trayectoria de la orbita es
en forma de escalera, la cual converge al punto de interseccién entre la grafica de y = f(z)
y la recta y = x. Para a = 2,75 la trayectoria de la érbita genera una espiral que converge
al punto de interseccion entre la pardabola y la recta y = x. Para a = 3,2 se observa que la

orbita determina un comportamiento en espiral.
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|

a =145 a = 2,75 a=3,2

Figura 4. Iteracion grafica para tres diferentes valores de a.

Cuando a = 4 se tiene que pueden seleccionarse iteradas tal que nunca se repitan y lleguen
a llenar las regiones abajo y a la derecha de la parabola, tal como se muestra en la Figura
5. En esta figura de izquierda a derecha se muestran los primeros 10, 50 y 100 pasos de la
iteracion respectivamente.

Para a > 4, la iteracién grafica muestra que el cuadrado unidad que contenia la trayectoria
de la érbita cuando 0 < a < 4, ya no la contiene para valores de a mayores que 4, en efecto
un numero finito de iteradas se encuentran en esta regién, pero existe una iterada la cual
sale de este cuadrado, y en adelante las demdas también lo haran, en este caso la orbita
rapidamente escapa a infinito, véase la Figura 6.

Observe que para cualquier o < 0 la érbita escapa a infinito, para xo > 1 se tiene igual-
mente que la primera iterada es 1 < 0 y de esta manera las siguientes iteradas creceran
negativamente hacia infinito como en el primer caso, sin embargo para xy € [0, 1] se sigue
que 0 < x1 = axo(l — x9) < 1, cuando 0 < a < 4. De esta manera para 0 < a < 4 el
conjunto de puntos prisioneros es A = [0, 1], mientras que para valores de a > 4 se tiene
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Figura 6. Iteracion Grafica cuando a > 4.

que el conjunto de puntos prisioneros es no conexo. Para mostrar este hecho mediante un
ejemplo, debemos antes introducir un procedimiento grafico llamado “Iteracion Grdfica ha-
cta atrds”, este es:

Dado un valor y, se quiere encontrar x de manera que ax(l — z) = y. Escogemos y so-
bre el eje y y dibujamos la horizontal por este punto, la cual puede intersecar a la gréafica
f(z) = az(1 — x) en dos puntos, uno o ninguno, como se muestra en la Figura 7. Luego
trazamos verticales desde estos puntos de interseccién hacia el eje x, la intersecciéon de estas
verticales con el eje x son las preimédgenes de y y las soluciones a la ecuacion.

Si queremos repetir este procedimiento, levantamos verticales desde estos puntos hacia la
recta y = x y dibujamos la(s) horizontal(es) para encontrar la grafica f(x) y asi sucesi-
vamente como se muestra a la izquierda de la Figura 8, de esta manera podemos generar
orbitas hacia atras las cuales pueden ser representadas por un arbol, obteniendo nuevamen-
te una, dos o ninguna preimagen.
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Figura 8. Iteracion grafica hacia atras cuando a = 4,5.

Sea a = 4,5, mediante el método de Iteracién Grafica hacia atras, tenemos que la preimagen
consiste de dos partes disjuntas, como se muestra en el paso 1° a la derecha de la Figura 8,
en la paso 2° se muestra la preimagen de las anteriores partes disjuntas, para el paso 3° se
observa que la construcciéon como la que se hizo en el Ejemplo 1.1, y por tanto el conjunto
de puntos prisioneros es totalmente disconexo®.

°Una demostracién de este hecho se encuentra en Devaney [9], paginas 34 a 38.
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A continuacién se muestra la equivalencia entre x +— ax(l —x) y 2z + 2%+ ¢ cuando
a,r,z,c€e Ryc< i. Esto es la equivalencia entre

Znyl = 22 +c (1)

Tpr1 = axp(l — x,) (2)

Usando la identificacién

Tz
5—% v a=1+vI—4c (3)

Ty —

A partir de (3) tenemos:

2 a 4 2 a 4
_a oz
4 a
Por otra parte, de (2) tenemos:
1 =z, 1 =z, 1 z,.,1 =z,
n = n 1 n) — - —\5 - = ~  — )\5 —
tn = ama(1 = 2) = aly = 2)(1 - (5~ 2) = aly — 2)(5 + )
1 22 a 22
=it
De esta manera tenemos que la dindmica para x,.1 = az,(l — x,) es equivalente a

Zny1 = 22+c. De hecho la iteracién de cualquier polinomio cuadratico de la forma az®+bz+d
es equivalente a la iteracién de z,41 = 22 + ¢ (véase Definicién 1.6) y por consiguiente a la
iteracién de x,1 = az,(1 — x,), con un parametro a escogido apropiadamente.

Como ejemplo considere el caso a = 3 y x9 = 0,23, de esta manera zy, = —0,2025 y

c = —32, como se muestra en la Figura 9.

47
El punto critico es decisivo en la forma del conjunto de puntos prisioneros. Observe que la
desintegraciéon de la preimagen del intervalo unidad en dos conjuntos disjuntos es causada
por el hecho que el vértice de la pardbola se ubica por encima del cuadrado [0, 1] x [0, 1],
la coordenada z del vértice es llamada punto critico y la coordenada y es llamada wvalor
critico de la funcién f(z) = ax(1 — z). Observe que el valor critico tiene Unicamente una
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20 = 0,23 1
Figura 9. Dindmicas x, 1 = ax,(1 — 2,) ¥ 2,41 = 22 + ¢ respectivamente.

preimagen y esta es el punto critico (véase Figura 7). La 6rbita del punto critico es llamada

orbita critica, esta es:

1 a 4d®>—-a°

272 16 T
Esta érbita determina cuando el conjunto de puntos prisioneros es un intervalo (una pieza
conexa) o un conjunto de Cantor (totalmente disconexo)?. Cuando a < 4 el valor critico no
excede 1 ya que § < 1, de esta manera la 6rbita critica permanece en el intervalo unidad
para todas las iteraciones, siendo el conjunto de puntos prisioneros el intervalo unidad. Si
a > 4 se tiene que § > 1y la drbita critica escapa a infinito, siendo el conjunto de puntos
prisioneros un conjunto de Cantor (este hecho se deducird posteriormente como Corolario

1.5).

1.3. Sistema Dindmico {R,z? + c}.

Consideramos un cuadrado de referencia correspondiente al cuadrado unidad para la ite-
racién anterior, este es el determinado por el punto de interseccién entre la grafica de
f(z) = 22+ cylarecta y = 2, el cual es la solucién de » = HEvl=de V21_46 cuando ¢ < 1.
Segtin la ecuacién (3) pag. 20, este punto corresponde a § y el cuadrado de referencia es
[—5,5] X [=5,5], lamado el cuadrado esencial, véase Figura 10.

En el caso anterior el punto critico era xy = %, ahora segun la ecuacién (3) 20, el punto
critico es zo = a(3 — ) = a(3 — 3) = 0, luego la érbita critica es 0, ¢, ¢ +¢,.. ..

Si el vértice de la pardbola f(z) = 2% + ¢ no sale del cuadrado esencial, se tiene que el

conjunto de puntos prisioneros es el intervalo [—%, §]. Note que si el valor critico ¢ sale del

dDevaney [9], paginas 34 a 38.
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Figura 10. Cuadrado esencial.

cuadrado esencial se tiene como conjunto de puntos prisioneros un conjunto de Cantor.

Cuando el vértice de la parabola toque el lado inferior del cuadrado esencial se tendra que
c=—3,estoesc= —Hf@ de donde 4¢(c + 2) = 0 siendo ¢ = —2 la tnica solucién, de
esta manera el vértice de la pardbola excede el cuadrado esencial cuando ¢ < —2. Por otra
parte si ¢ es grande tal que la pardbola se ubique por encima de la recta y = z se tendra que

la érbita del origen se va a infinito, tal como se muestra en la Figura 11.
Y

Ve

Figura 11. Dindmica cuando ¢ > i.

La o6rbita critica permanece en el conjunto de puntos prisioneros, cuando la parabola toca
a la recta y = z, en este caso los puntos de interseccion de la parabola con la recta y = z

coinciden, es decir:
I+vl—4c 1-+v1-4c
2 B 2
En este caso dc =1y c= i, asi cuando ¢ > i se tiene que la parabola sobrepasa a la recta
y = z y la Orbita critica se va a infinito. En resumen el conjunto de puntos prisioneros es

conexo si ¢ € [-2,1].

El caso particular de los Sistemas Dindmicos de la forma {C; f} o {C; f}, es decir dindmicas
en el plano complejo o en la esfera de Riemann, ha sido y sigue siendo ampliamente estudia-
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do. Este tipo de dinamicas constituye una fuente muy interesante de conjuntos de naturaleza
fractal, incluso para funciones sencillas como polinomios de la forma f(z) = z2+¢, ce€ C.
En la siguiente seccién se precisan algunos conceptos y resultados para este caso particular
de dinamicas complejas.

1.4. Dinamicas en el plano complejo y en la esfera de Riemann.

Definicién 1.7.
Sea f: C — C un polinomio de grado mayor que 1. Fy denota el conjunto de puntos en C
cuyas orbitas no convergen a infinito. Esto es:

Fr={2eC:{|f"(2)|},=y es acotada}.

Este conjunto es llamado Conjunto de Julia Lleno asociado al polinomio f. La frontera
de Fy es llamada Conjunto de Julia del polinomio f, y se denota como Jy.

Ejemplo 1.3. El ejemplo mds simple que ilustra estas definiciones, se tiene al considerar
f(2) = 22. Si|z| <1, como f5(z) = 22" se sigue que f¥(z) = 0 cuando k — oo, si |z| > 1
se tiene que f*(2) — oo cuando k — oo, ademds si |z| = 1 se tiene que f*(z) se ubica en la
circunferencia |z| = 1 para todo k. De esta manera el conjunto de Julia lleno Ky es el disco
unitario |z| <1 y el conjunto de Julia J; es su frontera es decir, |z| = 1. Generalmente los
conjuntos de Julia J; asociados a polinomios son fractales. En este caso especial el conjunto
de Julia Jy no es un fractal.

El estudio dindmico de los polinomios cuadraticos de la forma P(z) = ag + a1z + a2
resulta, en cierta forma mas sencillo, si escogemos un polinomio () que guarde las mismas
propiedades de P, esto se establece en la siguiente definicion.

Los polinomios cuadréticos de la forma P(z) = ap+a12+as2? son topolégicamente conjuga-
dos a polinomios de la forma f.(z) = 2%+ ¢, la conjugacién topolégica es un homeomorfismo
del plano complejo o una funcién afin de la forma az + b, con a,b € Cy a # 0 (véase Ga-
maliel [13], pag. 8). La ventaja es que estos ultimos estdn parametrizados por el campo C,
ademads encontrar los puntos fijos de P se reduce a encontrar los puntos fijos de f, es decir,
encontrar las raices del polinomio 22 — z + ¢, las cuales son:

1V e

21,2
’ 2

— p(@
Ok
donde p(z) y ¢q(z) son polinomios de grado n > 2 con coeficientes complejos y sin factores

comunes.

Para los siguientes resultados sea f : C — C una funcién racional de la forma f(z)

Definicion 1.8.
p(2)
q

Si z es un punto fijo de f(z) = o €n C y la derivada f'(z) esta definida, se tiene que
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a) z es un punto fijo atractivo si |f'(z)| <1
b) z es un punto fijo repelente si |f'(z)] > 1y
c) z es un punto fijo indiferente si |f'(z)] = 1.

Las siguientes proposiciones son necesarias en la comprensiéon de los teoremas, lemas y
ejemplos que se muestran en el presente capitulo, para las cuales no se proporcionara su
demostracion, sin embargo el lector interesado puede consultar Falconer [10], capitulo 14.

Proposicién 1.1. (Falconer [10], Proposition 14.2)
Sea f(z) un polinomio. El conjunto de Julia lleno Ky y el conjunto de Julia J; son subcon-
Juntos compactos no vacios de C con Jy C Ky. Ademds Jy tiene interior vacio.

Proposicién 1.2. (Falconer [10], Proposition 14.3)
El conjunto de Julia J; es totalmente invariante bajo f, es decir f(J;) = Jy = f~1(J;).

Corolario 1.2. (Falconer [10], Corollary 14.8)

a) Lo siguiente se tiene para todo z € C con a lo mds una excepcion: Si U es un conjunto
abierto intersecando a J;, entonces f~*(2) interseca a U para infinitos valores de k.

b) Siz€ Jg, entonces J; es la clausura de UL | f75(2).

Teorema 1.3. (Falconer [10], Teorema 14.10)
Si f es un polinomio, Js es la clausura de los puntos periddicos repelentes de f.

Definicién 1.9.
St w es un punto fijo atractivo de f, la cuenca de atraccion de w es el conjunto

Aw) ={z€ C: f*(2) = w cuando k — oo}
En el plano complejo ampliado € se define la cuenca de atraccién de co como
A(oo) = {z € C: f¥(2) = oo cuando k — oo}

Lema 1.1. (Falconer [10], Lemma 14.11)
Sea w un punto fijo atractivo de f. Entonces 0A(w) = Jy, también se cumple si w = oo.

Definicién 1.10.
El Congunto de Mandelbrot M se define como el conjunto de pardmetros ¢ para los
cuales el conjunto de Julia asociado a f.(z) = 2> + ¢ es conexo, es decir

M ={ceC: J(f.) es conexo}.

Esta definicién conocida también como Definicion cldsica de M, no es muy utilizada para
graficar dicho conjunto, en vez de eso se proporciona una definiciéon equivalente, la cual es
mas util para propositos computacionales, pues asegura cuando un parametro c esta en M,
para demostrar esta equivalencia es necesario conocer el efecto de f; ! sobre curvas suaves,
la cual se muestra en el siguiente lema.
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Definicién 1.11.
En el plano complejo, una curva suave representard una curva diferenciable, si ademds
la curva es cerrada y no tiene puntos de autointerseccion se llamard un lazo, las regiones
del plano complejo C dentro y fuera del lazo se llamardn el interior y exterior del lazo
respectivamente. Una figura de ocho es una curva suave, cerrada con un unico punto de
autointerseccion.

Lema 1.2. (Falconer [10], Lemma 14.13)

Sea C' un lazo en el plano complejo.

a) Sic estd dentro de C, entonces f;71(C) es un lazo, con la imagen inversa del interior
de C' como el interior de f71(C).

b) Sic estd sobre C, entonces f71(C) es una figura de ocho con autointerseccion en 0,
tal que la imagen inversa del interior de C' es el interior de los dos lazos.

c) Sic estd fuera de C, entonces f71(C) consiste en dos lazos disjuntos, con la imagen
versa del interior de C como el interior de los dos lazos.

Bosquejo de la demostracion

a) Sean ¢ un punto en el interior del lazo C' y z un punto sobre C, considere un rayo a
partir de ¢, siendo 2 la tnica interseccion entre el lazo C' y el rayo, tal como se muestra en
la Figura 12. La imagen bajo f,!(z) de este rayo son dos rayos a partir de 0, la imagen de
2o son dos valores f.'(z) simétricos respecto al origen.

c £ fH0O)
- f742)
<
______ —fe (=) .
0 foH (=0)
e~

Figura 12. Lema 1.2, caso a.

El lugar geométrico determinado por f,!(z) cuando z se mueve alrededor de C' es una curva
suave cerrada cuando z # ¢, determinada de la siguiente manera:

Cuando 2 recorre C' empezando en zj, f. '(z) traza una curva suave desde f;'(z) hasta
—f71(20). Al mismo tiempo la otra raiz — f!(z) determina una curva suave desde — f;(2)
hasta f!(z), siendo esta curva simétrica respecto al origen a la curva anterior, pues una
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rafz es la negativa de la otra. De esta manera el lugar geométrico determinado por f'(z)
cuando z € C' es una curva cerrada.

Como ¢ ¢ C, se sigue que 0 ¢ f71(C), ast fi(z) # 0 sobre f.!(C) y de esta manera apli-
cando el teorema de la funcién inversa, f. es localmente una funcién inyectiva sobre f.(C).

Para demostrar que f,'(C') es un lazo se razona por contradiccién, si f71(C) es una curva
cerrada que no es un lazo, entonces existe un punto z_; = f;1(2) de autointerseccién para
algun z € C, como se muestra en la Figura 13, ya que z_; es un punto de autointerseccion
en f71(C) y f. es localmente inyectiva sobre f,1(C), se sigue que z debe ser un punto de
autointerseccion de C', contradiciendo el hecho de que C' sea un lazo.

fHO)
C o
Z-1
&L
Figura 13. Si f7'(C) es una curva cerrada que no es un lazo.

Es decir, la contradiccién surge al considerar vecindades alrededor de z y z_1, sean «;, i =
1,2, 3,4 arcos que contienen al punto z_;, como se muestra la Figura 14. Ya que la imagen
bajo f. de un arco que contenga al punto z_i, es un arco f.(c;) que contiene al punto
z y como f. es localmente inyectiva sobre f;1(C), esto implica que los arcos f.(;) sean
distintos en todos sus puntos, excepto en el punto z, siendo z un punto de autointerseccién
de C, lo cual es una contradiccién. Asi f,1(C) es un lazo.

I
C e ~
—_— < N\
/ aq \
I Q9 \
| \
| “-1 ,‘
\ /
\ a3 /
fc \ Qy /
~— — N
N -

Figura 14. Vecindades alrededor de z y z_;.
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Como f, es una funcién continua que lleva el lazo f71(C) en el lazo C, f. lleva el interior
y exterior de f,}(C) en el interior y exterior de C' respectivamente, se sigue que f. ! lleva
el interior y exterior de C' en el interior y exterior de f7(C) respectivamente, pues de lo
contrario se contradice la continuidad de f,.

b) Sea ¢ un punto sobre el lazo C'y considere un rayo a partir de ¢, de manera que c sea el

tinico punto de interseccién entre el rayo y el lazo C. La imagen bajo f. ! de este rayo son
dos rayos a partir de 0 y la imagen de c es 0, tal como se muestra en la Figura 15.

Figura 15. Lema 1.2, caso b.

Sea z un punto en C' y considere los dos valores de f!(z). Al variar z alrededor de C' se
tiene que f.'(z2) traza una curva suave, cuando z # ¢, de la siguiente manera:

Cuando z se aleja de ¢, f7!(2) traza una curva suave a partir de 0 y cuando z se aproxima
a ¢ nuevamente (después de haber recorrido el lazo C' por primera vez) la curva suave se
cierra en () nuevamente. Al mismo tiempo la raiz —f!(2) traza una curva suave, simétrica
respecto al origen a la anterior.

Para demostrar que f,'(C') es un figura de ocho considere vecindades alrededor de ¢ y su
imagen 0, como se muestra en la Figura 16.

A diferencia del anterior caso la funcién f. no es localmente inyectiva sobre f.'(C), pues
0e f7YC) y fi(2) = 0 cuando z = ¢, sin perdida de generalidad considere el caso en el
que fe(an) = fe(ay) v felas) = fe(as), de esta manera la imagen bajo f. de algin punto
v € aq es también la imagen bajo f. de algiin punto w € ay.

¢) Sea ¢ un punto en el exterior del lazo C'y considere un rayo a partir de ¢, de manera que
no corte al lazo C, haga coincidir el rayo con el eje real de manera que el punto ¢ coincida
con el origen, de esta manera la imagen bajo f. ! del anterior rayo son dos rayos a partir
de 0 sobre el eje real, tal como se muestra en la Figura 17.
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Figura 17. Lema 1.2, caso c.

Sea z un punto en C'y considere los dos valores de f,!(z2). Al variar z alrededor de C' se tiene
que f71(2) traza una curva suave, de manera tal que cuando z recorre C' completamente, la
rafz f71(z) traza una curva suave por encima del eje real y al mismo tiempo la raiz —f1(2)
traza una curva suave por debajo del eje real, siendo esta curva suave simétrica respecto al
origen a la curva anterior.

Las curvas simétricas obtenidas por las rafces f;1(2) son disjuntas pues se encuentran en
hemisferios diferentes del plano. En el caso en que una de estas curvas interseque al eje real,
se implicaria que exista un punto z € C' de interseccion entre el lazo C' y el rayo.

Analogamente al primer caso ¢ ¢ C'y se tiene que 0 ¢ f1(C) asi f/(z) # 0 sobre el lazo
f1(C), de esta manera f. es localmente una funcién inyectiva sobre el lazo f,}(C') y del mis-
mo modo, se demuestra que las curvas determinadas por f, *(z) son lazos con la imagen bajo

f. del interior de los lazos f!(C') como el interior del lazo C. O

Para la demostraciéon del teorema 1.4 se hara uso de las dos siguientes proposiciones

Proposicién 1.3. (Beardon [4], Proposicion 5.1.3) Un dominio D es simplemente conezo
sty solo si su complemento es conexo.

Proposicién 1.4. (Beardon [4], Proposicion 5.1.4) Un dominio D es simplemente conezo
st y solo si su frontera OD es conexa.
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El siguiente resultado es conocido como “Teorema fundamental del conjunto de Mandel-
brot”, ya que da una caracterizacién de M en términos de la érbita de 0 bajo f..

Teorema 1.4. (Falconer [10], Teorema 14.14)

M ={ce C:{f0)}r>1 es acotada} (4)
={ceC: f*0) = oo cuando k — oo} (5)

Demostracion.
Las definiciones (4) y (5) son equivalentes. El objetivo de la demostracién es mostrar que
la definicién (4) o (5) es equivalente a la definicién clasica de M, esta es:

M = {ce C: J, es conexo}

Se demostrard que si {f¥(0)}x>1 es acotada, entonces J;, es conexo.

Sea C' una circunferencia lo suficientemente grande, tal que: 1° todos los puntos de
{£¥(0)}x>1 caigan dentro de C, 2° f71(C) este en el interior a C' y 3° los puntos fuera de
C se iteren a infinito bajo f..°

Ya que ¢ = f.(0) estd dentro de C, el Lema 1.2 parte a) asegura que f, '(C) es un lazo y
tal como se consider6 esta contenido en el interior de C. Ademds f.(c) = f2(0) estd dentro
de C'y como f, lleva el exterior de f;'(C) en el exterior de C, entonces ¢ no puede estar
en el exterior de f,!'(C). Aplicando nuevamente el Lema 1.2 parte a), f.2(C) es un lazo
contenido en el interior del lazo f;}(C) !, continuando de esta manera se obtiene una su-
cesién decreciente de lazos {f7*(C)}r>0, cada uno conteniendo al préximo en su interior,
como se muestra en la Figura 18.

Sea F' la interseccién de los conjuntos cerrados formados por puntos sobre o en el interior
de todos los lazos f.%(C). Si z € C\F alguna iterada f*(z) para algtin k, cae fuera de C'y
asi f¥(z) — oo. De esta manera aplicando la Definicién 1.9 con oo como punto atractivo,
se tiene:

A(oo) ={z€ C: f¥(2) = oo cuando k — oo}
=C\F
Por el Lema 1.1 el conjunto de Julia de f, es la frontera de A(oco) = C\F' que es la misma
frontera de F'. Como F' es la interseccion de una sucesion decreciente de conjuntos cerrados

simplemente conexos, F' es simplemente conexo y por tanto tiene frontera conexa. De esta
manera Jy, es conexo.

Se demostrard que si J;, es conexo, entonces { f¥(0)}x>1 es acotada.

¢Siempre es posible escoger un radio para el cual la érbita de un punto zg diverja bajo f., Peitgen [21]
seccién 13.4 pdg 738, lo llama “el punto de no retorno” este valor es r(¢) = max(|c|, 2).
fEl hecho de que este lazo f2(C) este contenido en el lazo f1(C), se sigue de que inicialmente el lazo

f£71(C) se consideré contenido en el lazo C.
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a) b)

Figura 19. a) Orbita no acotada, b) Lazos {f;*(C)}ro.

Equivalentemente se probard que si {f#(0)};>1 es no acotada, entonces .J;, es disconexo.
Sea C' una circunferencia suficientemente grande tal que: 1° f.'(C) sea interior a C'y
2° los puntos fuera de C' se iteren a infinito bajo f.. En este caso para algin p el punto
f7(0) = fP=1(c) € C, tal como se muestra en la Figura 19 a), con f¥(0) dentro o fuera de
C, de acuerdo a si k es menor o mayor que p respectivamente®.

Como en la primera parte se construye una sucesiéon decreciente de lazos {f.*(C)}r>o,
cada uno conteniendo al préximo en su interior como se muestra en la Figura 19 b). El
argumento anterior se rompe cuando se obtiene el lazo f!77(C), ya que fP~'(c) € C de
donde ¢ € f!7P(C) y por el Lema 1.2 parte b), f.7(C) es una figura de ocho contenida en
ellazo f17P(C') con f. llevando el interior de cada mitad de fP(C'), en el interior de f!77(C).

g0bsérvese que con esta construcciéon se tiene que la 6rbita de cero es no acotada.
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El conjunto de Julia Jy, esta contenido en el interior de cada mitad de f;7(C), ya que
puntos fuera de f;P(C) se iteran a infinito bajo f.. Como ¢ esta por fuera de f,?(C),
aplicando el Lema 1.2 parte ¢), f,77!(C) desconecta a Jy,, pues son dos lazos disjuntos
conteniendo al conjunto de Julia de f.. Asi Jy, es disconexo. O

El siguiente resultado es consecuencia directa del teorema anterior

Corolario 1.5.
El congunto de Julia para f.(z) = 2% + ¢ es conexo si y sélo si la orbita de cero es un
conjunto acotado.

Ejemplo 1.4. El conjunto de Julia para f;(z) = 2*> +1i es conexo.

En efecto, la drbita de cero para fi(z) es
FO) =i fi() = -1+ f—14+i)=—i, fil(—i)=—1+i,

la orbita de cero es la sucesion {0,i,—1 + i, —i,—1 + i, —i,--- }, la cual es una sucesion
acotada, asi por el corolario anterior el conjunto de Julia para f; es conexo.

El conjunto de Julia para f;(z) = 2% + i es el mostrado en la Figura 20, Falconer [10] pag
232, menciona que el conjunto de Julia para f.(z) = 22 + ¢ es una dendrita®, siempre que
algin término de la érbita de cero sea un punto periédico (de orden diferente a 1), i.e.
f5(0) = f**4(0) para enteros positivos k y ¢, como en efecto se tiene para el Ejemplo 1.4
con el punto z = —1 + 4.

Figura 20. Conjunto de Julia para f;(z) = 2% +i.
Ejemplo 1.5. Para f(z) = 2% — 2 se tiene que el conjunto de Julia es un subconjunto de
la recta real, este es el conjunto conexo [—2,2].

La drbita de cero es {0,—2,2,2,...} la cual es efectivamente acotada, luego por el Corolario
1.5 se tiene que Jy es un conjunto conexo.

Para demostrar que este conjunto de Julia es en efecto [—2,2|, considere lo siguiente:

hContinuo localmente conexo sin curvas cerradas simples.
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Los puntos fijos de f son dados por z* —2 = z, asi estos son z = —1, 2. Como f'(z) = 2z,
tenemos que |f'(2)| =4 > 1, asi 2 es un punto fijo repelente. El Teorema 1.3 asequra que
z =2 € Jy asi por el Corolario 1.2 b), el conjunto de Julia es la clausura de UZ | f%(2). Si
w € [<2,2] entonces fL(w) = (w +2)2 € [<2,2], luego f~*(w) € [~2,2], y en particular
f75(2) € [-2,2], para todo k € Z*. De esta manera el conjunto de Julia estd contenido en
la clausura de [—2,2], por consiguiente Jy C [—2,2].

Como f(0) = =2, f2(0) = f(=2) =2 y z = 2 es un punto fijo de f, se sigue que
f50) = 2 para k = 2,3,..., luego f*(0) - oo y de esta manera, por el Teorema 1./
2 = —2¢& M, luego el conjunto de Julia es conexo. Como z =2 y z = —2¢€ Jy, ya que
f7Y2) = {2,-2}, y el conjunto de Julia es un subconjunto conezo del intervalo [—2,2],
conteniendo los puntos finales = = =2 y z =2, entonces Jy = [-2,2].

Definicién 1.12.

Sea {X, f} un Sistema Dindmico, un punto periddico de f es un punto x € X tal que
f™(x) =  para algin n, el menor entero n para el cual se cumple esta igualdad, es llamado
el peritodo de x. La orbita de un punto periodico de f es llamada un ciclo.

Definicién 1.13.

Un punto periodico de f de periodo n es atractivo si es un punto fijo atractivo de f™.
Un ciclo de periodo n es un ciclo atractivo de f si el ciclo contiene un punto periodico
atractivo de f de periodo n.

Una definicién topoldgica equivalente a la de punto fijo atractivo dada en la Definicién 1.8 es:

Sea {X, f} un sistema dindmico y zy € X un punto fijo de f. El punto z; se llama punto
fijo atractivo de f, si 3 € > 0 tal que f(B(xs,€)) C B(zy,€) vy f restringida a B(xy,€) es
una contraccion.

Ejemplo 1.6. En el Ejemplo 1.4 {—1+i,—i} es un ciclo periédico de orden 2, pero no
es ciclo atractivo puesto que ni z = —1 +1, ni z = —1i son puntos periodicos atractivos de
periodo 2, para estos se tiene que | f2(—1+1)| = [2((=1+i)> +)2(—1+ )| = |4+ 4i| > 1
y | fP(=9)| = |2((—=9)® +49)2(—1i)| = |4i + 4| > 1 respectivamente.

Teorema 1.6.
La funcién f.(z) = 22 +¢, c € C, tiene puntos fijos atractivos si y sdélo si |1+ /1 —4c| < 1
0|1 —+/1—4c| <1, donde la raiz cuadrada designa la funcion raiz cuadrada principal.

Demostracion.
El punto z, es un punto fijo para f. si y sélo si f.(z9) = 20, es decir si y sélo si 22 — 29 +c = 0,
asi las soluciones son

1++1—4c 1—+1—4c

20 = ————— 0 2o =

2 2

‘Entiéndase el valor /z = \/Fe% donde r es el médulo del complejo z y 6 es el argumento de z.
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Donde nuevamente la raiz cuadrada designa la funcién raiz cuadrada principal. Ahora, zg
es un punto atractivo si y sélo si | f.(z0)| = |22 < 1, combinando estos resultados con las
soluciones para zg, se obtiene lo que se quiere demostrar. O
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2. SISTEMAS ITERADOS DE FUNCIONES CONS-
TRUIDOS A PARTIR DE SISTEMAS DINAMI-
COS DISCRETOS

En este capitulo se muestran dos teoremas en los cuales, a partir de un Sistema Dindmico
de la forma {C, f.} o {C, f.}, se obtiene un Sistema Iterado de Funciones cuyo atractor
es el conjunto de Julia del Sistema Dinamico dado.

Sic ¢ M por el Teorema 1.4, f¥(0) — oo cuando k — oo, asi f. puede o no contener un ciclo
periédico atractivo. Se conjetura (Falconer [10], pdg. 228) que el conjunto de parametros c
para los cuales f, tiene un ciclo periédico atractivo coincide con el interior de M.

Suponga que ¢ esta por fuera de M, asi f. no tiene puntos periédicos atractivos y por
definicién J(f,) es no conexo, de hecho J(f.) es totalmente disconexo. El siguiente teorema
asegura que J(f.) se puede expresar como la unién disjunta J = S1(J) U Ss(J), donde Sy
y S son las ramas de f,. sobre J.

Teorema 2.1. (Falconer [10], Teorema 14.15)
Suponga que |c| > 1(5+2V/6) ~ 2,475..., entonces J(f.) es totalmente disconexo y es el
atractor (en el sentido del Teorema 1.1) de las contracciones dadas por las ramas f71(z) =

++v/z — c.

Demostracion.

Sea C' la circunferencia {z € C | |z] = |c|} y D su interior {z € C | |z] < |¢|}. Como ¢ € C
se tiene por el Lema 1.2 que f71(C) es una figura de ocho con autointersecciéon en 0, tal
como se muestra en la Figura 21.

COXE)

10

NG

fHC) = {(ce” = ¢)

IN

0 < 4r}.

Figura 21. Teorema 2.1.
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Es una parametrizacién de la curva suave f;'(C'), observe que la mayor distancia entre los
dos puntos mas alejados de esta curva es 2v/2c.

Si|z| > |e| v |c| > 2 se tiene que

|[fe(2)| = 12%] = le| = |2]* = |c]
> [el* = lef = lel(je] = 1)
> |¢f

Asi si el punto z esta por fuera de C, la imagen bajo f. esta también por fuera de C'. Como
se mostro en el Lema 1.2 parte b), la funcién f, lleva el interior de cada uno de los lazos de
la figura de ocho f,!(C') en el interior del lazo C.

Defina 57,55 : D — D como las ramas de f. dentro de cada lazo de la figura de ocho,
entonces S1(D) y So(D) son los interiores de la figura de ocho f;1(C).

Sea V el disco {z : |z| < |2¢|2}, para este se tiene que su adherencia contiene exactamente
a la figura de ocho f1(C), puesto que como se habia mencionado la mayor distancia entre
dos puntos mds alejados de f'(C) es 2v/2¢c. De esta manera S1(D), So(D) C V C D. Se

sigue que S1(V), So(V) C V con S1(V) y So(V) disjuntos, ya que c esta por fuera de V.

Para ¢ = 1, 2 se tiene:

|21 — 2]

(21 = €)% + (22 — )3

1Si(21) = Si(z2)] = |(21 =€) — (22 — €)3] =

Se sigue que si 21, 2o € V, entonces:

[Si(z1) — Si(2)]|

\Zl—Z2|

La explicacion de esta cota superior es porque el valor méximo del cociente

|Si(21) = Si(22)| _ 1

|21 — 22| B |(zl—c)%+(22—c)%|

sucede cuando z; — zo, luego escribiendo z en vez de z; y 23, tenemos

1 1 1 B
G-otrG-of Be-gn 20 P

Ahora como |z —¢| > |z| — |¢| ¥ |z — ¢| = |¢ — 2|, entonces:
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e — 2| > |c| — |2]
(Je = 2)2 > (|| — |2])2
2 — 2[)% > 2(|¢| — |2])?
1 1
2(jc—z])2 ~ 2(|c| - |2])?

IA

— . 1
Ya que z € V, se tiene que |z| < |2¢|Z, de esta manera

1 1
1= 1.1
2(lef = 1z0)2  2(le| = [2¢|2)>

1 1,1 ) )
= —(]e|—|2¢|2) 72 es la cota superior mostrada anteriormente
2(\ |—]2¢|?) la cot trad t t

A partir de 3(|c| — 2¢|2)"2 < 1 se tiene que |¢| > 1(5+2V/6) el cual es el valor mostrado

en la hipotesis inicial.
Si || > 1(5 + 2V/6) se tiene que

|Si(21) — Si(22)] -

1
‘21—22| 2

De esta manera S; y S, son contracciones sobre el disco V. Por el Teorema 1.1 existe un
unico compacto no vacio F' C V llamado atractor, para el cual

SI(F)U Sy(F) =F
Ya que S;(V) y S2(V) son disjuntos, se sigue que S;(F) y So(F) son disjuntos también,
implicando que F' sea disconexo.

El conjunto F' coincide con el conjunto de Julia Jy,, ya que como V contiene al menos un
punto z € J;, por el Corolario 1.2 parte b), se tiene que J; es la clausura de U, f%(2) y
ademds esta contenido en V, J;, es un subconjunto compacto no vacio de V' (Proposicién
1.1), satisfaciendo J;, = f.'(Jy.), ademds Jy, = Si(Jy,)USa(J;,) (Proposicién 1.2). De esta

manera Jy, = F' es el Ginico conjunto compacto no vacio que satisface Sy (F)USy(F) = F. O

Ejemplo 2.1. Para la funcion f(z) = 2% + 2,5 se tiene que [2,5] = 2,5 > i(5 + 2v6),
luego el Teorema 2.1 asequra que el SIF {C;\/z — 25, —\/z — 2,5} tiene como atractor al
conjunto de Julia asociado a f(z) = 22+ 2,5, el cual se muestra a la izquierda de la Figura
22, la figura de en medio muestra una ampliacion de la region especificada a la izquierda y
la figura de la derecha es también una amplificacion de la region especificada en la figura
de en medio.
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Figura 22. Conjunto de Julia para f(z) = 22 + 2,5.

2.1. Un SIF para el Sistema Dindmico {R;az(1 —z)}, a € R*.

L Es posible encontrar un STF para el cual el atractor coincida con el conjunto de puntos
atrapados del Sistema Dindmico {R;az(1 —x)}, a € R*? si es asi ;Cémo son las con-
tracciones y cudl es la relacién con los conjuntos de Julia asociados a la familia f(z) = 2% +c¢?

El proceso de construccion de este STF es similar al anterior en el cual se queria construir
un STF cuyo atractor fuera el conjunto de Julia asociado a f(z) = 2% + ¢, en este caso se
requeria que el conjunto de Julia fuera totalmente disconexo, similarmente sucede en este
caso, es decir se necesita que el conjunto de puntos atrapados de f,(x) = az(l — x) sea
totalmente disconexo y esto sucede cuando a > 4, de esta manera el vértice de la parabola
fa(z) = ax(1 — z) esta por encima de la recta y = 1 como se muestra en la Figura 23.

Para este proposito hallamos los puntos de interseccion entre la recta y = 1 y la parabola,
es decir resolvemos la ecuacién f,(z) =1

La funcién f, lleva los intervalos [0,A] y [1 — A, 1] en el intervalo [0, 1] de forma biyectiva,
luego las ramas de f, (inversas en algun sentido, aunque debe mencionarse que la funcién
fa no es inyectiva) son

1 1 =z 1 1 =z
2 ViTa Y POty

Las cuales llevan el intervalo [0, 1] en los intervalos [0, A] y [1 — A, 1] respectivamente.

S1(.T) =

Para i = 1,2 se tiene: |S](x)| = 2—2(%—%)_%, luego 1 < [Sf(x)] < %(i—%)_% =

si 0 < x < 1. Por el teorema de valor medio:
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A 1= 1

Figura 23. Construccion del STF para |a| > 4.

1 1a2 1
e — < |9, _ q. < (= _—a) 2|z —uyl.
“Jo —y| < [Si(2) - S < 5(T @) Fe -y

: : 2 1
Para que las ramas S; sean contracciones, se requiere que |[3(% — a)~2| < 1, de donde
la| > 2+ /5.

De esta manera las ramas S; son contracciones sobre [0, 1] y {R; Sy, S2} es un SIF cuyo
atractor es el conjunto de puntos atrapados del Sistema Dindmico Discreto {R;az(1 — x)}
cuando |a| > 2 + /5.

Los siguientes resultados se utilizaran en la demostracion del Teorema 2.6.

Teorema 2.2.
Sea (X, d) un espacio métrico, A € H(X), y € > 0. La nube (tal como se menciona en la
Definicion 1.2) N(A;e€) es un conjunto abierto en X.

Demostracion.

Sea x € N(A;e¢), entonces Ja € A tal que d(z,a) < €, claramente z € B(a; €). Obsérvese que
B(a;e) C N(A;e), pues y € B(a;e) luego d(y,a) < ey como a € A se sigue que y € N(A4;e),
asi = es punto interior de N(A;¢) y la nube N(A;€) es un conjunto abierto. O

Teorema 2.3.

Sea (X, d) un espacio métrico y (A, )nen una sucesion decreciente de compactos no vacios de
X, tales que A1 D Ay D ---D A, D --- Si existe un abierto O de X tal que ﬂ;’ozl A, CO,
entonces AN € N tal que Ay C O.

Demostracion.
Como N, A, C O se tiene que X —O0 C X —N2 A, =U2 (X —A,). Como X — O es
cerrado y X es compacto, entonces X — O es compacto y como cada A, es compacto, se
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sigue que A, es cerrado y X — A,, es abierto, de modo que {X — A,,}°°, es un recubrimiento
abierto del compacto X — O, por tanto existen ny,no, ..., n, tales que

X-O0CUW (X—-A4,)=X-n"_ A, luego NP, A, CO.
Sea N = max{ni,...,n,} de modo que N > n; paratodo i = 1,...,p asi Ay C
A,, paratodot=1,...,py por tanto
Ay CP_A,, CO
]

Teorema 2.4.
Si X es un espacio métrico compacto y {An}n una sucesion decreciente en (H(X),h), tal
que Ay D Ay--- D A, D+, entonces

lfm A, = N2, A,
n—oo

Demostracion.
Probaremos por definiciéon de limite de una sucesion que: dado € > 0 AN € N, tal que si
n > N entonces

h(A,, N0 A,) <€

La anterior desigualdad es equivalente a afirmar que
1° A, C NN Ay e) y 2° N2, A, € N(A,;e) véase Sabogal [22], Lema 3.22.

Para demostrar 1°, es claro que N2, A, € N(N>2, A,;€) donde la nube N(N% A, €) es
un conjunto abierto, segin el Teorema 2.2, témese N(N2, A,;€) = O, por el Teorema 2.3
dN € Ntal que Ay CO = N(N%2, Apse). Luegosin > N A, C N(Ne, Apse).

Para demostrar 2°, sea © € N, A, asi x € A, paratodo n € N y esto implica que
d(x,A,) =0 < e. Luego x € N(A,;¢).
En conclusion si n > N,
A, TN Anse) vy M2y A, CN(Ae).
O

Teorema 2.5. (Barnsley [1], Teorema 4.1)
Sea (Y,d) un espacio métrico y X C Y compacto no vacio. Sea f : X — Y una funcion
continua y tal que f(X) D X. Entonces la transformacion W : H(X) — H(X) definida por

W(A) = fY(A) VA€ H(X)

posee un punto fijo A € H(X), este es A = N, f°(X) = lim, o W°(X). Suponga
que f obedece la condicion adicional que f(O) es un subconjunto abierto del espacio métrico
(f(X),d) siempre que O C X es un subconjunto abierto del espacio métrico (X,d), entonces
W es una transformacion continua del espacio métrico (H(X), h(d)) en si mismo.
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Demostracion.
Primero se mostrard que la funcién W : H(X) — H(X) esta bien definida.

Sea B € H(X), asi BC X CY ycomo f: X — Y se tiene que f~'(B) C X. Al ser B
compacto se tiene que B es cerrado en (X,d) y X\ B es abierto, por continuidad de f se
tiene que f~1(X\DB) es abierto

f7UB) = [THXN\(X\B)) = X\f~H(X\B)

Luego f~1(B) es cerrado en el espacio métrico compacto (X, d) y f~1(B) es compacto.
Ahora se mostrard que W tiene un punto fijo A € H(X).

Como f(X) D X se sigue que X O f~1(X) y en general
Xof 'MX)of*(X)o--Df™X)D -

Ast {f°™(X)}22, es una sucesién decreciente de compactos, la cual por el Teorema 2.4
converge a la interseccién

A=, (X) = lim W(X)

n—oo
Para mostrar que A es punto fijo de f, se necesita mostrar que A = f(A) o equivalente-
mente f~1(N,A4,) = N A, donde A, = f°(X) paran=1,2,...

Se demostrard que (N2 A,) C N2 A,

Sea r € f~1(N>2,A,) entonces f(zr) € N2 A, v f(z) € A,paratodo n, luego = €
f_l(An) = An—i—l yTeE ﬂzozoAn.

Se demostrard que N A, C f~1(N A,)

Sea r € N A, asi z € A1 = f7'(A,) paratodo n, luego f(z) € A, para todo n,
se sigue que x € f~1(A,) para todon y de esta manera x € N2, f1(A,) = 71N A,).

n=0
Por lo tanto f~1(N22,A4,) = N2, A, v A es punto fijo de f.

La demostracién de que W es una funcién continua puede encontrarse en Barnsley [3]. O

El siguiente resultado muestra cémo construir un SIF a partir de un Sistema Dindmico de
la forma {C, f.(z) = 22 4 ¢}, donde la funcién f, puede tener o no tener ciclo atractivo (en
el sentido de la Definicién 1.13). Obsérvese que este es un caso mas general, pues el espacio
es C la esfera de Riemann, donde oo es un punto fijo atractivo.
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Teorema 2.6. (Barnsley [1], Teorema 2.1)

Sea ¢ € C. Suponga que el Sistema Dindmico {C; f(z) = 2% + ¢} posee un ciclo atractivo
{#z1,22,-+ ,2,} CC, dado ¢ > 0, sea X la esfera de Riemann C con (p+ 1) bolas de radio
e removidas, centradas en cada punto del ciclo y en el infinito. La estructura

{Xswi(2) = V2 —cywa(z) = =z — ¢}
es un SIF, donde la funcion W : H(X) — H(X), definida por
W(K) = wi(K)Uwy(K)

es continua con respecto a la métrica de Hausdorff sobre H(X). Ademds W posee un inico
punto fijo Js, y se tiene
lim W(K) = J; VK € H(X)

n—oo

Estas conclusiones también se tienen si la drbita del origen {f(O)};2, converge a oo’ y
en este caso X = C\B(oo,¢€).

Demostracion.
La demostracién de la continuidad de W se encuentra en Barnsley [3]. Para probar que W
posee un unico punto fijo hacemos uso del Teorema 2.5, considere el limite A € H(X) de
la sucesion decreciente de conjuntos {W°"(X)},, llamando
A=, fPO(X) = lim We(X)
n—oo

Se tiene que W(A) = A. De Brolin [6] Lema 6.3, se sigue que A = J; es el conjunto de
Julia asociado a f. O

Una de las justificaciones por la cual se suprimen p + 1 bolas de radio ¢, es para establecer
la unicidad del punto fijo J; tal como se establece en el Teorema 1.1, pues de lo contrario
se tendrfa que C = w;(C) U wy(C) es también un punto fijo, contradiciendo la unicidad.
Para un tratamiento mas formal y justificaciones adicionales del por qué se suprimen estas
bolas, se recomienda el articulo de Brolin [6], seccién 6.

Ejemplo 2.2. Considere el Sistema Dindmico {C; f(z) = 22}. El origen O es un ciclo
atractivo de periodo 1, el teorema anterior nos dice que el STF

{X = C\(B(0,0,00000001) U B(cc, 0,00000001)); wy(2) = v/z, wa(2) = —v/z}

posee un dnico atractor, el cual resulta ser el conjunto de Julia J; = {z € C: |z| = 1}.

JSi la érbita del origen converge a infinito se tiene que ¢ ¢ M, Teorema 1.4 y f no posse ciclo atractivo.
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Figura 24. Conjunto de Julia para f(z) = 22 — 1.

Ejemplo 2.3. La funcidn f(z) = 2* — 1 tiene un ciclo atractivo de orden 2, pues f2(0) =
0y f(0) = —1 # 0, asi z = 0 es punto periddico de orden 2 y como |f'(0)] < 1
se tiene que el ciclo {0,—1} es atractivo. El teorema anterior asegura que la estructura
{X;Vz+1,—Vz+ 1} donde

X = C\(B(0;0,0000001) U B(—1;0,0000001) U B(co; 0,0000001))

es un SITF en el sentido del Teorema 1.1 cuyo atractor es el conjunto de Julia J; asociado
a la funcién f(z) = 22 — 1, el cual se muestra en la Figura 2/.

El caso del Sistema Dindmico {C; f.}, donde f. no tiene ciclo atractivo, se examiné en
el Teorema 2.1, mientras que para el Sistema Dinamico {@, fe}, donde f. no tiene ciclo
atractivo, se requiere suprimir inicamente una bola centrada en oo tal como se indica al
final del Teorema 2.6.
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3. SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS CONSTRUI-
DOS A PARTIR DE SISTEMAS ITERADOS DE
FUNCIONES

Definicién 3.1.
Dado un SIF {X;ws,...,wy}, el espacio de cédigos asociado al SIF es el espacio
métrico XN, donde ¥ = {1,2,...,N}.

Considere sobre XN la métrica dada por
d.(a, B) :ZM paratodo a=aa;..., B=0310s...

La demostracion del Teorema 3.1 utiliza el siguiente Lema, el cual se cita textualmente

Lema 3.1 (Sabogal, Lema 4.3.4). Sea {X;wy,...,wy} un SIF con factor de contraccion
A (es decir X = max{\, Ay, ..., Ay} donde \; es el factor de contraccién de w;). Sea XN el
espacio de los cédigos asociado al SIF y ¢ : YN xNxX — X, para cada o = ajay ... € BV,
definida por

A, n,T) = Wy, © Wey O« + Wy, (T)

Sea K € H(X). Entonces eziste una constante D tal que
d(d(a,m, 1), (v, m, ) < DA™}

para todo o € XN, para todo m,n € N y para todo x1,x9 € K.

Teorema 3.1. (Sabogal [22], Teorema 4.3.5)
Sean {X;wy,...,wy} un SIF y A su atractor. Sea XN el espacio de cédigos asociado al
SIF. Para cada o € XN, n€ Ny z € X, sea

o(a) == lim ¢(a,n, z)

n—o0

Entonces o(a) siempre existe, pertenece a A, es independiente de x y la funcion

p: 3N = A
a — p(a)

es continua y sobreyectiva.

Demostracién. Sean z € X, K € H(X) tal que z € K y K € H(X) tal que K C K. El
atractor A se puede obtener como

A= lim W"(K)

n—oo
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Obsérvese que

d(a,1,1) = wy, (x) € W(K)
(@, 2,7) = Wa, © Wy, (1) € W(K)

A, n,T) = Wy, 0+ 0 Wy, (x) € WK)

La sucesién (é(a, 1, )), es de Cauchy en K el cual es un espacio métrico completo (Sabogal
[22], Lema 4.3.3), y aplicando el Teorema de Completez de H(X) (Sabogal [22], Teorema
3.2.6), se tiene que dicha sucesién converge a un elemento del atractor A , es decir

lim ¢(a,n,z) € A

n— o0

A continuacién se demuestra que la funcién ¢ es continua

Sea € > 0, por la propiedad arquimediana existe ng € N tal que XD < € (A es el factor de
contraccién del STF y D es el diametro de K). Para «, 3 € X que cumplan

1
dc(a,ﬂ) < W =0>0
se tiene
a; — B |ozZ B
N + 1)motl | + <1
A P eesy Z R
Z|aZ Bi|(N + 1)roti=t 4 Z — Bi|(N + 1)ttt <1
i=no+1

Sea t = Y i a; — Bi|(N + 1)"™'~% ¢l cual es un entero positivo o cero. Necesariamente
t = 0 puesto que d.(a, f) < W =0 > 0, de modo que o; = B; paratodoi=1,...,ng
es decir « y [ coinciden en sus primeras ng cifras.

Para m > ng se tiene que A" < A", por lo tanto si x1, x5 € K

d(¢(@, m, ZIJ'1>, ¢(ﬁ7 m, x2)) = d(wal °© waQ O Wo, (x1)7 wﬁl ° wﬁQ S wgm(fﬁg))
d(p(a,m,x1), dp(a,m,z2)) < N"D < \ND <

y tomando el limite cuando m — oo

d( lim gb(a,m,xl), H_I)Il ¢(5am> $2)) <€

m—o0
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Luego d(¢(a), ¢(a)) < € y ¢ es continua.
A continuacién se demuestra que ¢ es sobre

Sea a € A, como {z} € H(X) se tiene que
A= lim W"({z})
n—o0

Considere la sucesién de compactos

W({z}) = {wi(z), ..., wn(z)}
W2({z}) = {w owy (), ..., w; own(z),

wy 0wy (x),...,wyown(T),..., Wy OW,..., Wy OWN}

W"({x}) = {wa, 0 Way 0+ - wWay(z)] a; € {1,...,N} 1 <i < N}

Como W"({x}) es convergente, claramente es una sucesién de Cauchy en H(X), usan-
do el teorema de completez de H(X) (Sabogal [22], Teorema 3.2.6) debe existir una su-
cesion (a,), tal que (a,), — ay a, € W"({z}) para todo n € N. Asi para cada n
an = wy, 0wy, 0---owy (x).

Se determina entonces una sucesién de cédigos (a™), donde o™ = (a?,),,. Como XN es
compacto (™), admite una subsucesién convergente, sea esta (a*"), — a, a € N, por la
tltima convergencia los segmentos iniciales de los cédigos a® coincidentes con los de «, se
van haciendo cada vez mas largos de modo que

d(QS(Oé, 1, Zlf), ¢(akn> n, I)) < )\t(n)D

donde t(n) = #{j € N| af", 1 < k < j}. Tomando limite en los dos lados de la desigualdad
se obtiene

lim ¢(a,n,z) = lim ¢(a*, n,x)
n—oo n—oo

ola) = lim w_k, 0+ 0w i, (r) = lim ay, =a
n—oo Y1 Qan N300
Nota. En general la funcién ¢ no es inyectiva.

Definicién 3.2.
El conjunto ¢~ (a) = {a € XN|p(a) = a} es llamado el conjunto de direcciones de
ac A
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3.1. Sobre la definicion de SIF totalmente disconexo

La clasificacién de STF’s en totalmente disconexos, Just-touching y Overlapping es debida
a Barnsley [1], Definicién 2.2. Un error en el enunciado y la demostracién del Teorema
2.2 de Barnsley [1] (pues hace falta la hipdtesis de que las contracciones sean inyectivas),
llevo a plantear las siguientes afirmaciones y analizar las interrelaciones entre ellas, dado
un STF {X;wy,...,wy} con atractor A.

1) A como espacio topoldgico es totalmente disconexo.

(1)
(2) Cada punto de A tiene una unica direccién (i.e. ¢ es inyectiva).
(3) wi(A) Nwy(A) =0 Vi), 1<ij<N.
(4)

4) Las contracciones w; del STF son inyectivas.

Los siguientes resultados muestran las interrelaciones entre las afirmaciones dadas

Proposicién 3.1.

A como espacio topoldgico totalmente disconexo no implica que cada punto de A tenga una
unica direccion.

Se utilizard el Teorema 4.1 de Hata [14], el cual se cita textualmente:

Teorema 3.2. (Hata [14], Teorema 4.1)
Sea {fj}i<j<n un conjunto finito de contracciones de X que satisfacen Y ., Lip(f;) < 1.
Entonces K = K(f1,..., fn) es totalmente disconezo y por tanto dimr(K) = 0.

El conjunto K = K(f1,...,fs) que se menciona anteriormente es el atractor del STF
{X; fi,..., fu}, la expresion Y Lip(f;) < 1 se refiere a la suma de los factores de con-
traccion de las contracciones f;.

Demostracion.

Considere el STF {[0,1];%,%2 42 2 + 3} para el cual Z?:l Lip(fi)=1+1+1=2<1,
de esta manera por el resultado anterior el atractor A es totalmente disconexo. Observe que
Fiz(wy) = Fix(ws ow;) donde Fix(w;) denota el conjunto de puntos fijos de w;.

@) — I L33 1
wy(x) = 1 5—x 4:B—5 z—5
ast Fiz(ws) = {2}.
(wgow)(@) = = S4d_, o B34
Ws O WNT) = 16 4 16" 4 ~ 5

asi Fiz(wsow;) = {2} y de esta manera se tiene un punto en A con dos direcciones. [

Este ejemplo también muestra que si cada punto de A tiene una tnica direccién no se im-
plica que w;(A) Nw;(A) =0 Vi#j 1<i,j<N.
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Proposicién 3.2.
St cada punto de A tiene una unica direccion, entonces A como espacio topoldgico es total-
mente disconexo.

Demostracion.

Si ¢ : XN — A es inyectiva, para ser homeomorfismo sélo resta demostrar que es abierta
o cerrada, pues es continua y sobreyectiva (Teorema 3.1) que junto con la hipdtesis de
inyectividad se implica que ¢ es biyectiva. En efecto, sea F© C XN cerrado, entonces F es
compacto pues XN es compacto (por ser homeomorfo a Cantor), como ¢ es continua o(F)
es compacto dentro de un Hausdorff (por ser espacio métrico), asi ¢(F’) es cerrado.

Luego ¢ es un homeomorfismo y XN 2 A, de esta manera A es homeomorfo a Cantor y por
consiguiente totalmente disconexo. O

Proposicién 3.3.
Si cada punto de A tiene una unica direccion, entonces w;(A) N w;j(A) = 0 para todo
i#7, 1<4,7<N.

Demostracion.
Suponga por contradiccién que w;(A) Nw;(A) # 0, es decir Ji,j, 1 <i,57 < N i # j,
tales que w;(A) Nw;(A) # 0, de esta manera existen a,b € A con w;(a) = w;(b).

Como ¢ es sobreyectiva existen oy 3 en XN, tales que a = p(a) vy b= ¢(83), entonces

a = lim wgy, 0+ 0w,, ()
n—oo

wi(a) = wi( 1wy, o+~ 0w, (1))

= lim w; 0wy, 0+ 0wy, ()
n—o0

= p(ia)

Anélogamente se obtiene w;(b) = p(j5).

Por tanto ¢(iar) = ¢(jf) lo cual contradice la inyectividad de ¢, porque se esta mostrando
dos cédigos diferentes que tienen la misma imagen bajo . O

Proposicién 3.4.
Si cada punto de A tiene una unica direccion, entonces las contracciones w; del STF son
myectivas.

Demostracion.

Se probard que w; : A — A es inyectiva (de manera anédloga se probaria para cualquier w;).
Por contradiccién suponga que w; no es inyectiva. De esta manera existen a,b € A a # b
tales que wq(a) = wy(b). Recuerde que la funcién de direccionamiento
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p: 3N - A

a— p(a) = lm wy, 0---ow,, (x), ze€X
n—oo
es continua y sobreyectiva, por tanto existen codigos o = ajan ..., = [152... tales que

ola) =ay ¢(B) =b. Como a # b se sigue que p(a) # (), a partir de la inyectividad de
© se tiene que a # . Obsérvese que

p(la) = lim w; 0wy, 0+ 0w, (2)

= wy(Jim wy, o+~ 0wy, (x)

Por otra parte

p(16) = lim wy o wg, o--- 0w, (z)

Como wy(a) = wq(b), se sigue que p(la) = ¢(18) con la # 15 (pues o # ), con lo cual ¢
no es inyectiva. ]

Proposicién 3.5.
wi(A) Nw;(A) =0 Vi#j, 1<4i,57 <N noimplica que cada punto del atractor tenga
una unica direccion.

Considere el STF' {[0, 1]; %x, 1}, para este se tiene lo mostrado en la figura 25

Por el Teorema 2.4 se tiene que el limite es A = {--|n > 0} U {0}.

Para este STF, wi(A) = {3z|n > 1}U{0} y wa(A) = {1}, luego wi(A) Nwy(A) = 0. Para
201005 ... € YN se tiene

©(2a1as...) = lim wy 0wy, 0+ 0wy, (x) = Hm we(y) =1
n—00 n—o0
Donde y = wg, 0« -+ 0 w,, (z), de esta manera 1 € A y tiene infinitas direcciones.

Este ejemplo también justifica las Proposiciones 3.6 y 3.7 siguientes.
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1 Ao
L2 L
Lo - A

5 :
ren o . A

Figura 25. Construccién del atractor del STF {0, 1]; %x, 1}.

Proposicion 3.6. A como espacio topoldgico totalmente disconexo no implica que las con-
tracciones w; del SIF sean inyectivas.

Proposicién 3.7. w;(A) Nw;(A) =0 Vi#j, 1<i,j <N no implica que las contrac-
ciones w; del STF sean inyectivas.

Proposicién 3.8.

Siw;(A)Nw;(A) =0 Vi#j, 1<1i,5<N ylas contraccionesw; del SIF son inyectivas,
entonces que cada punto del atractor A tiene una unica direccion y viceversa.

Demostracion.
Por contradiccion suponga que ¢ no es inyectiva, es decir existen 2 cédigos o y [ con

a# By pla)=pp)

Sea k el menor entero positivo, tal que ay # S, asi

O = 0y ...0 1001 ...

B=05102- Be-1BkBrr1---

plaray ... ap 101 .. ) = @(B1B2 - Beo1BkBrer - - -)

lim (wal O+ Wey_y ©Wq, O 0 wan(x>> = lim (wal O 0 Wqy_4 OWB,O"+*0 wﬁn(x))
n—oo n—oo

w(lfin wa, -+ 0 w,, (2)) = w(lim wy, o--- 0w, (x))
n—oo n—oo

Siendo w = wg, 0+ - -0wW,,_,, la cual es continua e inyectiva pues es composicién de funciones
continuas e inyectivas, asi

Jinolowak S Owan(x> = nlin(;lowﬁk O Owﬁn(x)

Wy, (nli_{go Wayyq © 7" 0 Wy, (ZL’)) = Wgy, (nlinolo Wy © 70" O Wp, (I))

Way, (CL) = W, (b> =c
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Siendo a = lim,, o Way,,, © 0 Wq, () ¥ b = limy, oo wg,,, © -+ 0 wg, (7). De esta manera
¢ € Wy, (A) Nwg, (A), la cual es una contradiccion pues recuérdese que oy # S.

Reciprocamente, por la Proposicion 3.3 y la Proposicién 3.4 se tiene que si cada punto del
atractor A tiene una unica direccién, entonces w;(A) Nw;(A) =0Vi#j, 1 <i,j < Ny
las contracciones w; del STF son inyectivas. O

Proposicién 3.9.
El hecho de que las contracciones del SIF sean inyectivas no implica que el atractor A
como espacio topologico sea totalmente disconexo.

Considere el STF {R?; %z, %z + %, %z + i + ?z} cuyo atractor es el tridangulo de Sierpinski,
para este se tiene que las contracciones son inyectivas, sin embargo su atractor A como

espacio topologico no es totalmente disconexo .

Proposicién 3.10.
El hecho de que las contracciones del SIF sean inyectivas no implica que cada punto del
atractor A tenga una unica direccion.

Proposicién 3.11.
La inyectividad de cada una de las contracciones w; del SIF, no implica que w;(A)Nw;(A) =
0 Vi#j, 1<ij<N.

Para justificar las Proposiciones 3.10 y 3.11 considere la Proposicién 4.4.13 de Sabogal [22],
la cual se cita textualmente:

Proposicién 3.12. (Sabogal [22], Proposicion 4.4.13)

El triangulo de Sierpinski es el inico (salvo homeomorfismos) espacio topoldgico que se
puede obtener como el atractor A de un SIF {X;wy,ws, w3} que cumple:

1. wq, we, w3 son inyectivas

2. wi(A) Nwa(A) = {p}, wi(A) Nws(A) = {q}, wa(A) Nw3(A) = {r} donde p =
wi(x2) = wa(r1), ¢ = wi(rz) = wa(z1), 7 = walrz) = ws(x2) son tres puntos
distintos y x1, T2, x3 son los puntos fijos de wy, wsy, w3 respectivamente.

3. p, q y r tienen exactamente dos codigos cada uno.

Por el numeral 3 se tiene que ¢ no es inyectiva (i.e cada punto del atractor puede tener
mé&s de una direccién), de esta manera se justifica la Proposicién 3.10. Por el numeral 2 se
tiene que w;(A) Nw;(A) # 0 Vi #j, 1 <i,j7 <N, lo cual justifica la Proposicién 3.11.

El diagrama mostrado en la Figura 26, establece las relaciones entre las afirmaciones refe-
rentes a la nocion de STF totalmente disconexo con atractor A.

De esta manera parece razonable definir a un STF' totalmente disconexo como en la afir-
macién (2), en la cual cada punto del atractor A posee una tnica direccién.
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(3) +(4)
(1) A es totalmen-

te disconexo — (2) @ es inyectiva

O et | | ® wiA) nus(4) =0, ¥i £

Figura 26. Relaciones referentes a la nocion de STF' totalmente disconexo.

Definicién 3.3.
Sea {X;wy,...,wx} un SIF con atractor A

ELSTF se llama totalmente disconexo si la funcion de direccionamiento correspondiente
(go 3N A) es inyectiva, es decir a cada punto del atractor A le corresponde una unica
direccion.

ElSIF se llama Just-touching si no es totalmente disconexo y existe un conjunto abierto
O C A que satisface las siguientes condiciones

1. wi(0O)Nw;(0)=0 Vi,je{l,2,....N} con i#j

2. UM, w;(0) Cc Ok
El SIF se llama Overlapping si no es ni totalmente disconexo ni Just-touching.

Ejemplo 3.1.

a) Como se demostrd en el Ejemplo 1.1, el atractor del SIF {R;w;(z) = 1z, ws(z) =
st + 2} es el conjunto de Cantor C. Para este SIF se tiene que las contracciones
wy Y wy son inyectivas y como C C [0,1], entonces wi(C) € wi([0,1]) = [0,3] y
ws(C) C ws([0,1]) = [2,1] por lo tanto

w1 (C) Nwy(C) C {0, %] N El} =

De esta manera como se demostro en la Proposicion 3.8, se sigue que todo punto del
atractor tiene una sola direccion y el SIF es totalmente disconezxo.

kTambién llamada “Condicién del conjunto abierto”.
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b)

El atractor del SIF {[ 1]; 1z, 93 + 3} es el conjunto A = [0,1], obsérvese que
w1 ([0, 1]) U we([0, [0,3] U [ 1] = [0,1]. Este SIF no es totalmente discone-
0 ya que wl(A)ﬁw2( ) {3} vy de esta manera el punto x = § tiene dos direcciones.

Existe un conjunto abierto O C A que satisface las condiciones para ser un SIF
Just-touching en efecto, témese O = (0,1) U (3, 1), para este w1 (O) = (0,3) U (3, 1)

y wa(0) = (3,3)U(2,1), siendo w1 (O) Nwa(O) =0 y wi(O) Uw(O) C O.

El atractor del STF {[0,1]; 3, x—i— } es el conjunto A = [0, 1], puesto que w ([0, 1])U
wy([0,1]) = [0, } [11] = . Claramente no es totalmente disconexo pues
4

1
wl(A) Nwsy(A) = [4, 3 £0. El S]F no es Just-touching, ya que no eziste un conjunto
abierto O C [0,1], O # 0, que cumpla:

a) wi(O)Nwy(0) =0y
b) ’LUl(O) U’LUQ(O) Q O

Para demostrar que no existe tal conjunto abierto se utilizard el concepto de conjuntos
de Borel vy teoria de la medida'. Supdngase que tal conjunto abierto O si existe, en-
tonces este conjunto abierto O es un conjunto de Borel y de medida estrictamente po-
sitiva, pues 3(a,b) C O, donde 0 < b—a = M(a,b) < M(O), como wy : O — w;(O)
y wy : O — wy(O) son homeomorfismos, se tiene que wi(O) y we(O) también
son conjuntos de Borel, luego son todos medibles. Ademds M(w;(0)) = sM(O) y
M(wy(0)) = 3M(O). Por las condiciones a) y b) anteriores y por propiedades de la
funcion medida M se tiene:

M (w1 (0) Uw(0)) = M(w,(0)) + M(w2(0)) < M(0)

Lo +

5 - M(0) < M(0)

3
4
ZM(O) < M(0)

Lo cual es un absurdo, pues M(O) > 0. De esta manera el SIF es Overlapping.

Definicién 3.4.
Sea {X;w,,n=1,.... N} un SIF totalmente disconexo con atractor A. La transforma-
cion Shift asociada a A es la funcion S : A — A definida por

S(a) = w, (a) Va € w,(A)

El Sistema Dindmico {A, S} es llamado el Sistema Dindmico Shift asociado al SIF.

En el presente trabajo no se estudiara este concepto puesto que se aleja del objetivo de esta investigacién,

sin embargo para un tratamiento més formal puede consultarse Robert G. Bartle (1995). The Elements of
Integration and Measure Theory. Editorial Wiley.
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Es importante observar que la condicién de que el STF sea totalmente disconexo (i.e. ¢
es inyectiva), implica que las contracciones del STF sean inyectivas. Las contracciones se
pueden restringir al atractor A, de esta manera w; : A — A paratodoi = 1,..., N,y
ademads se tiene que w;(A) Nw;(A) =0 paratodoi # j, i,j = 1,..., N, de esta manera se
sigue que S queda bien definida.

Teorema 3.3.
Sea {X;wy,...,wy} un SIF totalmente disconezxo y sea {A; S} su Sistema Dindmico Shift
asociado. Sea XN el espacio de cédigos asociado al SIF y T : XN — 3N definida por

T(Z’ll’gxg .. ) = XT3 ...

Entonces los Sistemas Dindmicos {A; S} y {EN; T} son equivalentes. El homeomorfismo
que produce esta equivalencia es la funcién de direccionamiento ¢ : XN — A, la cual se
abordo en el Teorema 3.1.

Demostracion.
Se debe probar que el siguiente diagrama conmuta

¥

W A
T‘ ‘S
A

Sea av = o ... € XV, se tiene:

(S0 9)(@) = S(p(@)) = S(Him wa, 3104, 0+ -0 0, ()
= 5(wa, (nll_{go WayWay © * ** © Wa, (7)) = S(wa, (a))

= Wy, (Wey (@) = a

Siendo a = lim,, o0 WeyWay O+ + © W, (T).

Por otra parte

(poT)(a) =¢(T(a)) = p(asas...) = M Wy, 0 Wey © -+ 0 Wy, (T) =a

n—oo

O

Ejemplo 3.2. Como se mostrod en el ejemplo 1.2, el SIF que genera el conjunto de Cantor
C es {Rywy(x) = 32, we(x) = 52+ 3}, su funcion de direccionamiento es ¢ : SN — C donde
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> ={1,2}

N

Por ejemplo, para ver de quién es direccion el cédigo 12 = 122222 ... € XN, se calcula

©(12) = lim w; 0wy 0wy 0wy 0 -+ - 0 wy(1)

n—oo
1
= lim w (1) =w (1) == €C
n—00 3

luego 12 es direccion de 3.

Este SIF es totalmente disconexo, luego segin la Definicion 3.4, la estructura {C; S} donde

S(z) = 3z sz. z € wi(C)
3r—2 six € wyC)

es un Sistema Dindmico cuyo conjunto de puntos atrapados es C. La funcion S se representa
grdaficamente en la Figura 27.

S(x)

[\J[e)

Figura 27. Gréfica de S(x).

El objetivo ahora es extender la definicion de Sistema Dinamico Shift asociado con un STF
totalmente disconexo, para cubrir también los casos Just-touching y Overlapping. Esto nos
llevara a la idea de Sistema Dinamico Shift Aleatorio y al descubrimiento de un hermoso
teorema llamado el “Teorema de la sombra”.

Ejemplo 3.3.

a) Considere el SIF Just-touching del ejemplo 3.3 parte b), este es {[0,1]; 32, 2z + 3}
cuyo atractor es A = [0, 1], dos posibles Sistemas Dindamicos Shift asociados al STF
son los mostrados en la Figura 28.
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T
Sy (x) = 2z siz € [0, 1] So(x) = 2z siz€l0,3)
20 —1 siz e (3,1] 20 —1 siz e[l 1]

Figura 28. Posibles Sistemas Dinamicos Shift asociados al STF Just-touching.

b) El SIF cuyo atractor es el triangulo de Sierpinski (denotado S) con vértices en
(0a0)> (Oal) Y (1>0) €s {Rz;wlaw%wi’»} donde

1 1 1

1 11
wo(z,y) = (51' + 3 5?/)

1 1
w3<$7y) = (51’, §y)

El atractor de este STF Just-touching es mostrado en la Figura 29.

T
3N
S Bh

Figura 29. Triangulo de Sierpinski

Un posible Sistema Dindmico correspondiente es {S, S}, donde
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)}

N[ =

Y

N =

22,2y — 1) si (z,y) € wi(S)\{(0, 3)(
S(z,y) = 4 2z —1,2y) si(z,y) € wa(S)\{(5,0)}
(21’, 2y) St (SL’, y) S w3(8)

El caso en el que el SIF es Querlapping se considera a continuacion.

c) Considere el SIF Qverlapping del ejemplo 3.3 parte c), este es {[0,1]; %x, %x + i}

cuyo atractor es A = [0,1], en este caso wi(A) Nwa(A) = [3, 3], dos posibles Sistemas
Dindmicos Shift asociados al SIF son los mostrados en la Figura 30.

S1(x) Sa(x)
1 . .
1 @
2
i i 2z siz€0,1]
S (1) — 1 IS 12
1) {%x—% siw e [3,1] 2(2) {%x—% siz e (3,1]

Figura 30. Posibles Sistemas Dinamicos Shift asociados al STF Overlapping.

Para dar igual importancia a las dos alternativas, en los casos de STF Overlapping y Just-
touching se sugiere definir la dindmica en la region de “traslape” de una manera aleatoria
es decir, cuando un punto se ubique en la region de traslape se da la posibilidad de que el
siguiente punto de la érbita sea obtenido aplicando una cualquiera de las transformaciones
inversas disponibles, esto se especifica en la siguiente definicién (para simplificar la notacién
se considera el caso de un SIF con dos contracciones).

Definicién 3.5.
Sea { X ;wy,wy} un SIF con atractor A y tal que wy : A — A ywq : A — A sean invertibles.
Una sucesion de puntos {z,}5>, en A se llama una orbita del Sistema Dindmico Shift
Aleatorio asociado con el SIF si:
wfl(zn) si Tn € W (A) Y Tn ¢ wy (A) N w2(A)
Tpi1 = < wy (z,) $1 Ty € wo(A) y xp, ¢ wi(A) Nwy(A)
uno cualquiera de {w; ' (z,), wy (x,)}  si 2, € wi(A) Nwy(A)

para cada n € {0,1,2,...}.
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Se usard la notacion T,y = S(x,), aunque la transformacion S : A — A que determina esta
sucesion pueda no estar bien definida. Andlogamente la notacion {A; S} denota la coleccion
de las posibles drbitas definidas aqui y se llamard a {A; S} el Sistema Dindmico Shift
Aleatorio asociado al SIF.

En el caso de que wy(A)Nws(A) = ), se procede a hallar el Sistema Dindmico Shift asociado
al STF que se menciono en la Definicion 3.4, puesto que en este caso el STF es totalmente
disconexo (pues las contracciones son invertibles y por consiguiente inyectivas).

Para el caso del STF{[0, 1]; %x, %ZL'—I— i} cuyo atractor es A = [0, 1], se tiene lo mostrado en la
Figura 31, de esta manera cuando el STF no es totalmente disconexo, la idea sera volverlo
totalmente disconexo, haciéndolo actuar en un espacio de dimensiéon mayor y de tal forma
que su proyeccion en el espacio original produzca justamente la dinamica aleatoria que se
definié anteriormente.

Yy
14 .
Regién de j
traslape :
— }
L~ 1 1 1
1 il
dindamica dindamica dindamica
unica aleatoria unica

Figura 31. Dindmica para el STF{[0,1]; 3z, 32 + 1}.

Definicién 3.6.

El Sistema Iterado de Funciones levantado (SIF levantado) asociado con el SIF
{X;w,wy} es el SIF {X x XN wy,ws} donde XN es el espacio de cddigos sobre {1,2} y
wr, Wy : X x XN — X x YN se definen por:

wi(z,0) = (wi(x), 1o) V(z,0) € X x O

wy(x,0) = (wy(x), 20) V(z,0) € X x O

A C X x YN denotard al atractor de este SIF levantado.
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De esta manera la proyeccién del atractor del STF' levantado sobre el espacio X es el atrac-
tor A del SIF original, y la proyeccién del atractor del SIF levantado sobre el espacio XN
es el mismo YNy como XN es equivalente a Cantor, entonces el atractor del STF' levantado
A es totalmente disconexo. Es decir si A es el atractor del STF levantado {X x XN; @y, Wy}

entonces I1;(A) = A y Tl(A) = XN
Para el espacio de cédigos XN considere la métrica d definida por:

0 sia=p
d(a, B) =< .
zr donde k es el menor entero positivo para el cual ay # By,
Observe que d(1o, la) = 4
o # « se tiene que d(o, o)
tanto:

d(o,«) en efecto, si 0 = « se obtiene trivialmente la igualdad, si
= 2% donde k es el menor entero positivo tal que o, # ay, por

1 11 1
d(lo,1a) = d(loyog ... o0  Okp1...,loqag .. ooy ...) = S T 9o = id(a, «)
cifra k+1

Para la demostracién del Lema 3.2 se utilizara la siguiente métrica:

d((z1,2), (21, 22)) = di(21, 21) + da(29, 22)

Donde (X1,d;) v (Xa,ds) son espacios métricos completos, x1,2; € X1 y 9, 22 € X5. Note
que (X7 X X5, d) es un espacio métrico completo.

Lema 3.2. (Barnsley [1], lemma 6.1)

Sea {X;wi,wy} un SIF hiperbdlico con atractor A y las contracciones wy : A — Ay
we : A — A invertibles. Entonces el SIF levantado asociado es hiperbolico y totalmente
disconexo.

Demostracion. Es claro que X x XN es un espacio métrico completo, pues es el producto
de dos espacios métricos completos.

Se prueba que w; : X x XY — X x ¥V es en efecto una contraccién (andlogamente se
probarfa para wy), sean (z,0), (y,a) € X x XN

d(wi(z,0), wi(y, @) = d((wi(z), 10), (wi(y), 1a))
= d(w1(z), w1(y)) + d(10, 1a)
< rd(z,y) + %d(a, @)
<td(z,y) + td(o, @)

= td((z,0), (y,a))
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Siendo 7 el factor de contraccién de wy y ¢ = max{ry, %} <1 0<t<1,de esta manera
w; es contraccion.

Se prueba ahora que el STF {X x ¥N; w1, wy} es totalmente disconexo

a) Las contracciones wy, wy son inyectivas, en efecto si wy(x, o) = wi(y, «), por definicién
(wy(z), 1o) = (we(y), lar), luego wy(x) = wi(y) y 1o = la, como w; es invertible se
sigue que * = y y 0 = « de esta manera (r,0) = (y, o), andlogamente se prueba para
Wy.

b) Debe probarse ademds que w;(A) N w3(A) = 0 siendo A el atractor del SIF {X x
>N: @y, w3}. Por contradiccién suponga que existe (z,0) € wi(A) N ws(A), luego
existen (ay, o), (as, o) € A tales que

(SL’,O') = @I(al,al) = w2(a2,a2)

(x,0) = (wi(a1), lag) = (wa(az), 2am)

implicando que lay = 2as, lo cual es una contradiccién.

De a) y b) se concluye que el STF levantado es totalmente disconexo.

0

Definicién 3.7. B

Sean {X;wy,we} un SIF con contracciones invertibles, A el atractor del SIF levantado.
Entonces el Sistema Dindmico Shift { A; S} asociado al STF levantado, es llamado Sistema,
Dindmico Shift levantado asociado al SIF', donde

S:A— A
(z,0) = S(z,0) = (w;}(z),T(0))  V(zx,0)€ A

siendo T(010203...) = 0903 .. para todo o0 = 010905 ... € XN

Teorema 3.4. (Barnsley, [1] Teorema 6.1, Teorema de la sombra)

Sea { X;wy,ws} un STF hiperbolico de transformaciones invertibles wy, wy y atractor A. Sea
{z,}5°, cualquier orbita del Sistema Dindmico Shift Aleatorio {A; S}. Entonces eziste una
orbita {x,}°, del Sistema Dindmico Shift levantado {2[’ §} tal que la primera componente
de x,, es x,, para toda n.

Demostracion. Se construye la drbita {7, }5°, como sigue:

Dado g € Ay o =0105... € XN, sea
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71 = S(T0) = S(x0,0) = (w; (20), T(0)) = (21,0205 ..)

=X
I
N

el
I

in = S(fn_l) = S(l’n_l, OnOn+1 - - ) =

5(1’1,0'20'3 .. ) = (w;z

I(Il), T(O'20'3 c. )) = (.CL’Q, 0304 .. )

1

(’w;n (xn—l), T(0n0n+1 .. )) = ([lfn, On+10n+2 - - )

Obsérvese que tal como se construyé la sucesién z,,, la primera componente de esta es x,

para toda n.

O

Ejemplo 3.4. a) Para el SIF {w(z2),wa(z), ws(2), ws(2)}, donde:
Lv2 v 2 1
wi(z) = 5(7 - 27)2 + (g - gz)
1v2 v, 2 1
wy(z) = 5(7 + ZT)Z — (5 + gz)
() = 32+ 35
wy(2) = 52+ 741
1 3.
wy(z) = 3%~ 10
A

Figura 32. Atractor del STF{wy,ws, ws,w,}, grafica tomada de Barnsley [1].

El atractor de este SIF se parece a una hoja de arce como se muestra en la Figura
32, la cual esta constituida por cuatro “hojuelas” que se taslapan y las cuales son
como entidades distintas separadas a diferentes alturas sobre el atractor. A su vez,
cada hojuela consiste de cuatro hojuelas mds pequenas de nuevo a diferentes alturas,
y asi sucesivamente. De esta manera se obtiene un conjunto de alturas distribuidas
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sobre un conjunto de Cantor, de tal manera que la sombra de la coleccion total de
hojuelas infinitesimales es precisamente la hoja atractor en el plano complejo C. El

atractor levantado es totalmente disconexo y por tanto podemos formar su Sistema
Dindmico Shift.

OVERLAPPING
REGION

X =

Figura 33. Dindmica para el STF{R; %x, %x + i}, grafica tomada de Barnsley [1].

b) Para el SIF Overlapping {R; %x, %x + i} se tiene que el SIF levantado es

- ~ 1 ~ 1
{R x 8wy, @y}, donde w,(z,0) = (556, lo) y wo(z,0)= (zx+ 1,20).

Una imagen del atractor A y su dinamica se muestra en la Figura 33. En esta se
observa lo enunciado en el Teorema 3.4 “Teorema de la sombra”, en cuanto a que
la proyeccion de la dinamica sobre el atractor A del SIF levantado, es la dindmica
sobre el atractor A del SIF inicial.
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CONCLUSIONES

1. Como se observa en el presente trabajo los algoritmos para generar fractales: Sistemas
Iterados de Funciones y Sistemas Dindamicos Discretos estan relacionados en varios de
sus aspectos, de esta manera la principal guia para desarrollar este trabajo fue tratar
de responder las siguientes preguntas:

= ; Es posible construir Sistemas Iterados de Funciones a partir de Sistemas Dindami-
cos Discretos de modo que el atractor del Sistema Iterado de Funciones este rela-
cionado con el conjunto de Julia del Sistema Dindmico Discreto? En el capitulo
2 se vio que es posible construirlo bajo ciertas condiciones, las cuales implicaban
que las funciones consideradas en el Sistema Iterado de Funciones fueran efecti-
vamente contracciones, esto fundamentalmente ocurria escogiendo un parametro
apropiado, el cual implicaba que el conjunto de puntos atrapados o el conjun-
to de Julia asociado al Sistema Dinamico fuera totalmente disconexo. Es decir
para construir Sistemas Iterados de Funciones a partir de Sistemas Dindmicos
Discretos se consideran 2 casos: 1°. Para la familia de Sistemas Dindmicos de la
forma {C, f.} donde f, = 2% + c y el conjunto de Julia asociado a f. es total-
mente disconexo y cuando |c| > i(5 +2v/6) ~ 2,475, se tiene que las ramas de
la funcién son efectivamente contracciones y de esta manera se tiene un Siste-
ma Iterado de Funciones cuyo atractor es el conjunto de Julia de f., es decir se
aplica el Teorema 2.1 y 2°. Para la familia de Sistemas Dindmicos de la forma
{C, fe} donde el conjunto de Julia asociado a f. es conexo (esto es f. tiene un
ciclo atractivo), se aplica el Teorema 2.6, en este caso se suprimen (p + 1) bolas
en cada punto del ciclo atractivo.

= ; Es posible construir Sistemas Dinamicos Discretos a partir de Sistemas Iterados
de Funciones de modo que el conjunto de Julia del Sistema Dinamico Discreto
este relacionado con el atractor del Sistema Iterado de Funciones? En el capitu-
lo 3 se vio que la respuesta es afirmativa, y que existen diferentes formas de
construccion del Sistema Dinamico dependiendo del tipo de Sistema Iterado de
Funciones es decir, a partir de un Sistema Iterado de Funciones totalmente dis-
conexo se puede construir un Sistema Dinamico Discreto, llamado el Sistema
Dindmico Shift asociado al Sistema Iterado de Funciones, este Sistema Dinami-
co Shift se construyo con las inversas de las contracciones del Sistema Iterado
de Funciones cuando estas eran inyectivas, en efecto el requerir que el Sistema
Iterado de Funciones fuera totalmente disconexo implicé que las contracciones
fueran inyectivas, se debe recalcar que el espacio métrico considerado en este
Sistema Dindmico no es el mismo espacio métrico completo considerado en el
Sistema Iterado de Funciones, en este caso el espacio considerado era el atractor
del Sistema Iterado de Funciones el cual puede demostrarse que es un espacio
métrico completo, véase Sabogal [22] capitulo 2. Sin embargo existen otras clases
de Sistemas Iterados de Funciones, dependiendo de la naturaleza de su atractor,
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estos son Sistemas Iterados de Funciones Just-touching y Sistemas Iterados de
Funciones Overlapping para los cuales es también posible construir un Sistema
Dinamico correspondiente, en efecto en este caso se requirié extender la defini-
ciéon de Sistema Dindmico Shift para cubrir también los casos Just-touching y
Overlapping. Esto nos llevé a la idea de Sistema Dinamico Shift Aleatorio el cual
era el Sistema Dindmico requerido.

2. Uno de los problemas abiertos es obtener Sistemas Iterados de Funciones a partir
de Sistemas Dindmicos Discretos mds generales (o viceversa) en particular, el lector
podria interesarse en responder la pregunta: ;Como construir un Sistema Dinami-
co Discreto a partir de un Sistema Iterado de Funciones cuyas contracciones no son
necesariamente inyectivas? El capitulo 3 responde parcialmente esta pregunta, sin
embargo existe una gran cantidad de Sistemas Dindmicos Discretos y Sistemas Ite-
rados de Funciones para los cuales esta relacion es desconocida. De esta manera el
abordar esta pregunta se convierte en un futuro tema de investigacién para aquellos
que quieran adentrarse en este maravilloso mundo de la Geometria Fractal.
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