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RESUMEN

TITULO: CONSTRUCCI,(/)N DE MODELOS RELATIVISTAS DE DISCOS DELGA-
DOS AXTALMENTE SIMETRICOS INMERSOS EN UN HALO !

AUTOR: Oscar Mauricio Pimentel Diaz.?

PALABRAS CLAVE: Relatividad General, Discos Relativistas, Halo, Ecuaciones de
Einstein, Espacio-tiempo Conformestatico, Tensor Momento-Energia, Modelo de Kuzmin-
Toomre

DESCRIPCION:

Se presenta una familia infinita de modelos relativistas de discos delgados de polvo,
axialmente simétricos, inmersos en un fluido o halo. Los modelos se obtienen a partir de
soluciones de las ecuaciones de Einstein para un espacio-tiempo conformestatico y axial-
mente simétrico. Dado que el espacio-tiempo es conformestatico, el tensor métrico esta ca-
racterizado por una sola funciéon métrica, la cual presenta una discontinuidad en su primera
derivada normal a través de un disco delgado. Utilizando las ecuaciones de Einstein, se ob-
tienen las componentes del tensor momento-energia, tanto para el disco como para el halo,
a partir de las cuales se determinan las densidades de energia y presiones de los fluidos que
conformaran estas dos regiones. Para que las soluciones obtenidas sean fisicamente con-
sistentes, aplicamos las condiciones de energia y obtenemos una ecuacion para la funcién
métrica, la cual solucionamos por medio de una relacién con el modelo clasico de Kuzmin-
Toomre, de tal manera que se obtiene una familia relativista de discos de polvo con un
halo cuyos esfuerzos principales son diferentes de cero. Demostramos que las masas tanto
del halo como del disco en esta familia de soluciones discoidales convergen a una constante.

ITrabajo de Grado
2Escuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Guillermo A.
Gonzalez V., Ph.D.



ABSTRACT

TITLE: CONSTRUCTION OF AXIALLY SYMETRIC THIN RELATIVISTIC DISKS
IMMERSED IN A HALO!
AUTHOR: Oscar Mauricio Pimentel Diaz.?

KEY WORDS: General Relativity, Relativistic Disk, Halo, Einstein Equations, Confor-
mastatic Spacetime, Energy-Momentum Tensor, Kuzmin-Toomre Model

DESCRIPTION:

We present an infinity family of axially symetric thin relativistic dust disks models
immersed in a fluid or halo. We obtain these Models from solutions of Einstein equations
for an axially symetric conformastatic spacetime. Because the spacetime is conformastatic,
the metric tensor is characterized only by one metric function, which presents a disconti-
nuity in its first normal derivative through a thin disk. Using Einstein equations, we can
obtain energy-momentum tensor components both for the disk and the halo, from which,
we determine the energy densities and stresses of the fluids that will shape both regions.
In order to obtain physically consistent solutions, we apply energy conditions to obtain an
equation for metric function, which we solve through a relation with the clasic Kuzmin-
Toomre model, so, we obtain a relativistic dust disks family inmersed in a fluid or halo,
whose main stresses are different from zero. We show that the mass of the disk and the
mass of the halo converge to a constant.

'Degree work
2Escuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Guillermo A.
Gonzalez V., Ph.D.



INTRODUCCION

El estudio tedrico del campo gravitacional generado por una fuente material ha sido
de gran interés no solo desde el punto de vista de la teoria misma sino también desde sus
aplicaciones en la astrofisica. A través de los anos se han dedicado grandes esfuerzos en
la obtencion de soluciones que describan sistemas aislados con simetria axial, la cual es
caracteristica en objetos como planetas, estrellas, galaxias, discos de acrecién y agujeros
negros. Estas soluciones han sido obtenidas tanto en el marco de la teoria newtoniana de la
gravitaciéon como en el de la teoria general de la relatividad; sin embargo, en el contexto de
esta ultima teoria, la construccién de soluciones fisicamente aceptables y auto-consistentes
para fuentes materiales y campos gravitacionales generados por estas fuentes es un proble-
ma de gran dificultad. Para obtener estas soluciones, debemos resolver simultaneamente
el problema exterior, cuya solucién determina el campo externo y es basicamente un pro-
blema de contorno para las ecuaciones de Einstein de vacio y el problema interior, cuya
solucién determina la estructura y la dindmica de la fuente en su propio campo gravita-
cional. Adicional a esto, para que las soluciones sean aceptables desde el punto de vista
fisico, deben satisfacer ciertas condiciones sobre la fuente como su finitud y positividad, su
naturaleza razonable y el tamano geométrico finito de la fuente.

Ahora, si consideramos que la fuente es un disco infinitesimalmente delgado, el pro-
blema se reduce a formular condiciones de frontera adecuadas para la solucién exterior y
asi obtener soluciones auto-consistentes que describan fuentes de materia con un compor-
tamiento fisicamente razonable. Aunque los modelos relativistas de discos delgados aun
son altamente ideales, estos presentan una importancia astrofisica ya que se pueden usar
para modelar discos de acrecion, galaxias en equilibrio termodinamico y superposicién de
discos galacticos y agujeros negros.

De acuerdo a la observacion esta claro que muchos sistemas astrofisicos son compuestos;
es decir, estan formados por dos o mas partes. Un ejemplo tipico son las galaxias, las cuales
estan formadas por un disco galdctico, un agujero negro central (como es el caso de las
galaxias espirales), un bulbo galdctico y un halo que rodea el disco. Este ultimo es de gran
relevancia pues la mayoria de la masa de la galaxia se encuentra contenida en el en forma
de materia no visible o materia oscura, la cual explica el comportamiento de las curvas de
rotacién de las estrellas en el disco [33]. Asi entonces, el estudio del campo gravitacional
generado por esta clase de fuentes compuestas es de gran importancia, no solo desde el
punto de vista de la Teoria de la Relatividad misma, sino también desde el punto de vista
de sus aplicaciones astrofisicas.

Sin embargo, hasta ahora se han obtenido muy pocas soluciones que describan fuentes
discoidales inmersas en halos de materia debido a que la no-linealidad de las ecuaciones de
Einstein hace que el problema no se reduzca a una simple superposicion como el caso de
la gravedad Newtoniana. Esto nos conduce claramente a la importancia de obtener nuevas
soluciones exactas de este tipo para realizar un estudio detallado de tales sistemas. En
particular, estas soluciones nos permiten obtener de forma explicita la ecuacion de estado
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que describe el contenido material del halo, proporcionando asi importante informacion
que contribuye a alcanzar una comprension clara de la naturaleza de la materia oscura,
considerado probablemente como el problema no resuelto mas importante en la astronomia
extragalactica [25].

El problema de resolver las ecuaciones de Einstein y después interpretar las soluciones
como discos delgados estaticos y estacionarios ha sido abordado por muchos investigadores
debido a que éste presenta un gran interés no solo en el marco de la teoria de la relatividad
general y su comprension sino también en la interpretacion y aplicacién de las soluciones
obtenidas a sistemas astrofisicos como por ejemplo las estrellas de neutrones y las galaxias
en equilibrio termodindmico. Sin embargo, este problema es relativamente joven y aun
quedan muchas cuestiones que resolver.

Los primeros modelos de discos relativistas fueron obtenidos por Bonnor y Sackfield [36]
en 1968 y posteriormente por Morgan y Morgan [32] en 1969. Con esto, el interés por éste
tipo de modelos aumento y muchas soluciones diferentes fueron encontradas, tanto para
discos estéticos [6, 10, 1, 28, 26, 23, 22, 16, 15], como para discos estacionarios [11, 24, 8].
La estabilidad de este tipo de modelos se ha investigado usando perturbaciones de primer
orden en el tensor de momento-energia [27]. Discos relativistas como fuentes de la métrica
de Kerr-Newman se presentan en [30]. Discos de fluido perfecto cargados fueron estudiados
en [13], [19] y [18]. Discos de polvo han sido estudiados en [20], [9] ¥ [7].

La construccién de modelos relativistas de discos de polvo pero ahora inmersos en
halos, no ha sido facil; lo cual se evidencia en que hay muy pocos trabajos alrededor de
este tema. Sin embargo, Vogt y Letelier han realizado algunos aportes importantes en este
tema con los modelos de discos de fluido perfecto con halos [12]. Nosotros con el objetivo de
continuar con la investigacion, desarrollaremos un modelo de discos de polvo, los cuales son
consistentes con las observaciones, pero inmersos en un halo de materia oscura partiendo
de la métrica conformestatica.

Como el objetivo que perseguimos es construir modelos relativistas de discos delgados
axialmente simétricos e inmersos en un halo de materia oscura; presentamos en el Capitulo
2, seccion 2.1 mediante la aplicacion del método de distribuciones, las ecuaciones de Einstein
para un espacio-tiempo en el cual existe una hipersuperficie X que suponemos contiene una
distribucién de masa y que a demds, divide dicho espacio-tiempo en dos subregiones: M*;
es decir, por encima de X y M_, por debajo de la hipersuperficie. Este método permite la
obtencion de ecuaciones para cada una de las regiones en cuestion.

En la seccién 2.2 del mismo capitulo, resolvemos dichas ecuaciones para la métrica con-
formestatica con el objetivo de calcular los tensores de momento-energia correspondientes
al disco delgado y al fluido que conforma el halo. En la seccién 2.3, interpretamos las com-
ponentes del tensor momento-energia correspondientes al halo y al disco, ya que de esta
manera, obtenemos expresiones para las densidades de energia y presiones de los fluidos
que componen el sistema. También, aplicamos las condiciones de energia, con las cuales,
nuestras soluciones quedan restringidas.

En el capitulo 3, obtenemos una familia de soluciones discoidales que cumplen con
las restricciones anteriores, mediante una comparacion con el modelo clasico de Kuzmin-
Toomre. Con la expresion general obtenida, observamos finalmente el comportamiento de
las soluciones para diferentes casos particulares.
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Capitulo 1
Discos Delgados Axialmente
Simétricos con Halo

1.1. Ecuaciones de Einstein para cascarones delgados
de materia.

Para formular las ecuaciones de Einstein correspondientes a un espacio-tiempo estati-
co y axialmente simétrico en el cual existe una distribuciéon discoidal de materia, la cual
esta inmersa en un fluido o halo de materia oscura, introducimos primero las coordenadas
cilindricas, % = (¢, R, ¢, z), en las cuales el tensor métrico g,; solo dependerd de Ry z.

La distribucién discoidal de materia mencionada anteriormente la representamos en el
espacio mediante una hipersuperficie ¥ definida por la funcién ¢(z*) = z, la cual divide
el espacio-tiempo en 2 regiones: M y M~; es decir, por encima (4) y por debajo (—)
de X. Por lo tanto, es claro que el vector normal a dicha hipersuperficie esta dado por
ne, = ¢, = 02. Como consecuencia, las componentes del tensor métrico seran funciones
simétricas de la coordenada z; es decir,

gab<R’ Z) = gab(R7 _Z)v (1'1)

mientras que cuando z # 0, las primeras derivadas respecto a z de dichas componentes
seran funciones impares. Por lo tanto,

gab,z(Ra Z) = _gab,z(R7 _Z) (12)

De las anteriores ecuaciones esta claro que el tensor métrico es continuo en z = 0; es
decir,

[gab] = Jab ’z:0+ —Gab z:O,: 07 (13)

mientras que la primera derivada del tensor métrico respecto a z es discontinua en z = 0.
Por lo tanto,

bab = [gab,z] = 2gab,z ‘Z:0+ . (14)

Ahora, utilizando el método de las distribuciones [4, 3, 2] o las condiciones de juntura
sobre la curvatura extrinseca de cascarones delgados [34, 35, 14], tenemos que:

Gab = (gab)Da (15)
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Gab = (gab,c)Du
I = (I5)7,

Zc,d = ( zc,d)D + [ gc]ndé(z)‘
Supongamos que el tensor métrico, g.p, se puede escribir como
b = (9an)” = 92,0(2) + g {1 — 0(2)}, (1.9)

donde (z) y 0(z) son las distribuciones de Heaveside y Dirac respectivamente y g%, son
los tensores métricos para las regiones definidas por z >0 (M™) y 2 <0 (M™).

Como bien sabemos, el tensor de Ricci lo podemos escribir a partir del tensor de Riem-
man de la forma

Rab - ngRacbda (110)
en donde por definicién, el tensor de curvatura se escribe como
R%q = Thae = Upeg + Tpalee — T Ly (1.11)

Con el uso de las ecuaciones (2.9) y (2.10) y las definiciones para el tensor de Riemman,
obtenemos para el tensor de Ricci la expresion

Ry = RL0(2) + R, {1 — 0(2)} + Hupd(2), (1.12)

en la cual, R son los tensores de Ricci para las regiones definidas por z > 0y z < 0,
mientras que Hy, es el tensor de Ricci asociado a la hipersuperficie X definida por z = 0.
Este ultimo tensor se escribe en términos de b, y del vector normal n, mediante la expresién

1
Hab = §{bzna — bgnanb _|_ baznb - babgzz}7 (113)

donde todas las cantidades se evaldan en z = 0F.

Suponiendo que el tensor de momento-energia se puede escribir como
T =ThO(2) + Tp{1 —0(2)} + Qupd(2), (1.14)

donde T;',E) representan el tensor de momento-energia para las regiones z > 0y z < 0
respectivamente y ), es el tensor de momento-energia de ¥, es decir, en la region z = 0.
Podemos demostrar que las ecuaciones de Einstein en unidades geometrizadas (¢ = 871G =

1),

1
Tab == Rab - §gabR7 (115)
son equivalentes al sistema de ecuaciones:
1
Ty = Ra— §gabRia (1.16)
1
Qaw = Hap— 59abH, (1.17)

el cual facilita el andlisis por separado de las regiones z > 0y 2 < 0 (2,17) y z = 0 que
corresponde a la hipersuperficie ¥ (2,18).
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1.2. Soluciones discoidales axialmente simétricas

Como sabemos, la curvatura del espacio-tiempo, la cual se describe por el tensor de
Riemman (2.12), da evidencia de la presencia de un campo gravitacional, que a su vez,
es generado por una distribucién de masa. La relacién entre la fuente y la curvatura del
espacio-tiempo que hemos estado considerando se describe por las ecuaciones (2.17) y
(2.18).

Con el objetivo de generar en la hipersuperficie ¥ una distribucién discoidal de ma-
teria axialmente simétrica, y teniendo en cuenta las ideas anteriores, consideramos que
la geometria de nuestro espacio-tiempo estd descrita por la métrica conformestatica en
coordenadas cilindricas,

ds? = —e?dt® + e 2 (dR? + R2dy* + dz?), (1.18)

para la cual exigimos que la funcién 1 sea continua, dependa sélo de las coordenadas R y
z y que ademads sea una funcion par respecto a z, es decir,

V(R —2) = Y(R, 2), (1.19)
lo cual implica que la primera derivada de (R, z) respecto a z es impar
V(R —2) = =¥ .(R, 2). (1.20)
Ademas, imponemos la condicion adicional
Vol # 0. (1.21)

De esta manera, con el tensor métrico asociado al elemento de linea (2.19), podemos
calcular el tensor momento-energia del disco de acuerdo a la ecuacién (2.18). Sin embargo,
la inica, componente no nula del tensor (), es

Q) = 49 .e*, (1.22)
la cual estd evaluada en z = 0.

Con el tensor Qu ya calculado, podemos determinar el tensor de momento-energia
superficial del disco mediante la integral:

Sab = /Tabdsn =/ gzzQaln (123)

donde ds,, = /9..dz ¥y Top = Qupd(¢). Con esta integral, demostramos que la tinica com-

ponente no-nula de S, es
Stt = 4¢7Z€3w. (124)
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También podemos resolver las ecuaciones de Einstein para las regiones ¢ >0y ¢ < 0
y asi, calcular el tensor de momento-energfa T asociado. Al resolver las ecuaciones (2.17)
obtenemos que las tinicas componentes no nulas son:

YR

T;::tt = €4¢{2¢’RR+2R

(1.25)

TRiR = w?z_@D?R» ( )
T;, = R{W%+vi}, (1.27)
(1.28)

(1.29)

+ Qw,zz - w?R - ¢?Z}>

+ 2 2
Tzz - w,R - w,z?
+
Ty, = Tir=—2Yrd.,
para las cuales, vamos a suponer que nuestro disco, el cual tiene una densidad superficial

de materia (2.25) diferente de cero debido a la condicién impuesta (2.22), estd inmerso en
un espacio vacio; es decir, que el tensor de momento-energia T;ZE, es nulo; por lo tanto,

¢WR+%;+wm = 0 (1.30)
V0% = 0, (1.31)
VR4V = 0, (1.32)

Y. = O (1.33)

Este sistema de ecuaciones tiene como tnica solucién (R, z) constante. Esto a su vez
indica que la métrica es de tipo Minkowskiana; es decir, representa un espacio plano sin
fuentes de campo gravitacional; pero como sabemos que en el espacio hay un disco con
una densidad de masa diferente de cero, eso nos da el argumento necesario para afirmar
que la soluciéon de vacio no existe, por lo tanto, el modelo introduce de forma natural la
existencia de un halo.

1.3. Interpretacioén fisica de los modelos de discos del-
gados.
El contenido fisico del tensor de momento-energia tanto del disco como del halo, se

debe analizar desde un marco de referencia localmente Minkowskiano, el cual esta definido
mediante la tétrada ortonormal de vectores:

elo) = e v6g, (1.34)
el = ev o, (1.35)
a ew a

6(2) = §62’ (136)
el = €8s, (1.37)
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donde el vector ey representa la cuadri-velocidad del sistema de referencia localmente
Minkowskiano.

Con esta tétrada de vectores podemos calcular las componentes de S, en esta nueva

base teniendo en cuenta que
S(m)(n) = Sabe‘(lm)el(’n). (138)

Por lo tanto, la tinica componente no nula de S,),) es
Sy = 4e" . (1.39)

Este resultado nos indica que el fluido presente en la hipersuperficie 3 es de polvo; es decir,
es materia compuesta por particulas que no colisionan y por lo tanto, no tiene presiones
asociadas.

De la misma manera, las componentes del tensor de momento-energia del halo, escritas
en la nueva base se calculan de acuerdo a la expresiéon

T(jfn)(n) = Tiée?m> e?n)? (1.40)

de donde concluimos que las componentes no nulas de T(fn) (n) SOLL:

Tiw = € {20rr+ 2%’: + 2. — R — V2, (1.41)
T(jzt:c)(R) = {2 — PR}, (1.42)
oy = R +9%), (1.43)
T(:E)(z) = Y% — ¢}, (1.44)
Ty = Tom = 2"Vt (1.45)

Sin embargo, podemos darnos cuenta que el tensor T(fn)(n) es diagonalizable, por lo tan-
to para determinar el contenido fisico del tensor de momento-energia del halo, debemos
primero resolver el problema de autovectores y autovalores

+ n n
Tomymys™ = Momym&™, (1.46)
donde A es el autovalor asociado a cada autovector & (n),

Al resolver la ecuacién caracteristica dada por
+
obtenemos como resultado los autovalores:
+

_ +
A =10 ) (1.49)
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_ m*
A2 = Tg) ) (1.50)

Ahora, para cada A se resuelve la ecuacion (2.47) y se calculan los autovectores normalizados
&Y = (e 0,0, 0), (1.52)
éa) _ (0’ 0, %61/}, 0)’ (1.53)
@ _ L v _Qe?
gy = m(o, e¥. 0, —Qe ) (1.54)
@ _ 1 v v
&) = m(o, Qe?, 0, e ) (1.55)

donde Q@ = /1 ..

Con esta base de autovectores, calculamos las componentes del tensor de momento-
energia del halo por medio de la ecuacién:

T = T(i)(b)ﬁfaf)féb)- (1.56)

De aqui encontramos que las componentes no nulas de ngﬁ son

YR

Tt“t—L = (2 pr + 2? + 2, — @Z)?R — gb?z), (1.57)

Tin = € WL +¥%k), (1.58)

Ty, = (W2 +4%), (1.59)

T = =%+ %) (1.60)

Mediante un anélisis detallado del tensor 7%, podemos determinar que la componente th

es la densidad de energfa del fluido en el halo y las componentes T

+ +
ri Lop v 1% son los
esfuerzos principales. Es decir,

©
TE = p=e"(2V — Vi - V), (1.61)
Thy = pi=¢"Vu-V, (1.62)
T@i@ = py =XV Vi, (1.63)
TE = py=—e?Vip- Vi, (1.64)

Con estos esfuerzos podemos definir la presion del fluido como

1
p= 5 (pr+ P2+ ps); (1.65)

por lo tanto se han obtenido 3 propiedades fisicas que brindan informacién clave sobre el
comportamiento del disco y del halo. Para el disco se calculo la densidad superficial de
masa

o =4e¥P ; (1.66)
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y para el halo se calculo la densidad volumétrica de masa y la presion del fluido

p = 22V — V- Vi), (1.67)
p = ;ewvw.vw. (1.68)

Como vemos, las soluciones se encuentran todavia en términos de la funcién v, la cual es
hasta ahora desconocida, sin embargo, para que las soluciones que se van a obtener tengan
un comportamiento fisico apropiado, éstas deben satisfacer las condiciones de energia [29],
las cuales equivalen a exigir que se cumplan las siguientes desigualdades:

p = 0, (1.69)

lpl = |pili i=123, (1.70)

p+p > 0; i=1,23, (1.71)
p+pi+pe+ps = 0. (1.72)

Con estas desigualdades y con los resultados (2.62), (2.63), (2.64) y (2.65), obtenemos dos
condiciones adicionales sobre la funcién v, una para el halo y otra para el disco, las cuales
son respectivamente

Vi > Vi - Vi, (1.73)
. > (). (1.74)

2=01F —

Las condiciones (2.74) y (2.75) que hemos obtenido sobre la funcién 1), presentan res-
tricciones sobre las propiedades fisicas tanto del disco (2.67) como del halo ((2.68), (2.69)).
Sin embargo, dichas condiciones representan a su vez, una amplia gama de soluciones
para la funcion ; Por lo tanto, es importante, al menos en una primera instancia, bus-
car alternativas que nos conduzcan a resolver el problema de manera sencilla pero elegante.

Una manera de satisfacer las condiciones (2.74) y (2.75), es considerar funciones ¢ que
cumplan con la ecuacién

V2 = kVi - Vi, (1.75)

con k > 1y (2.75) se toma como una condicién de contorno al momento de solucionar
(2.76). La ecuacién anterior nos permite obtener una ecuacién de estado, para el fluido

contenido en el halo, de la forma
p

32k —1)
La ecuacién de estado que hemos obtenido en (2.77) nos muestra que la relacién entre
la presién y la densidad de energia del fluido que conforma el halo es el factor de escala
v = m, por lo tanto, al analizar el comportamiento fisico de la densidad de energia del
fluido estamos también analizando el de la presion, razon por la cual de ahora en adelante
solo analizaremos la densidad p. Los posibles tipos de fluidos que hemos obtenido para el
halo tienen una ecuacion de estado de la forma p = vp. Dependiendo del valor de ~, se
tienen diferentes tipos de fluidos: si v = 0 se obtiene un fluido de polvo (p = 0), si v = 1/3
se obtiene un fluido de radiacién (p = p/3) y si v tiene otro valor diferente, obtenemos
otra ecuacién que corresponde a otro tipo de fluido. Sin embargo, como en nuestro caso

p= (1.76)
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k > 1, entonces « toma valores en el intervalo (0, %], es decir, si k = 1, v = 1/3, lo cual

nos representa un fluido de radiacién y si k > 1, v < 1/3, el cual representa otro tipo de
fluido diferente. En nuestro modelo, no obtenemos un fluido de polvo ya que 7 no puede
ser igual a 0.

La ecuacién (2.76) la podemos reescribir como

V(e ™) =0, (1.77)

la cual facilmente podemos identificar con la ecuacién de Laplace V2® = 0. Sin embargo,
consideramos la relacién entre la funcién @ y la funcion ¢ de la forma

1
ko _ 1.78
< Tilw (1.78)

con el objetivo de garantizar que la métrica sea asintéticamente plana.
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Capitulo 2
Version Relativista del Modelo
Clasico de Kuzmin-Toomre

Una solucion al problema clésico de calcular una expresién para el potencial gravi-
tacional ®, generado por una distribucién discoidal delgada de materia o, fue propuesta
inicialmente por Kuzmin [17] y despues generalizada por Toomre en lo que se conoce como
el modelo clasico de Kuzmin-Toomre [5, 25].

Para resolver la ecuacién (2.78), hacemos uso del modelo clésico de Kuzmin-Toomre de
orden n, el cual, propone como solucién para el potencial @, la expresion

n

D, (r,0) = —Zﬂﬂ(cose); r= \/R2 + (] z | +a)?, (2.1)

I+1
=0’

con lo cual, las soluciones quedarian en términos de las constantes A;.
La expresién anterior se obtuvo mediante el metodo de desplazamiento, corte y reflexion,
el cual consiste en realizar una transformacién sobre la coordenada z de la forma

z = |z| + a, (2.2)

con la cual se obtiene una solucion para el potencial generado por una distribucion discoi-
dal de masa en el plano z = 0. Asi, obtenemos una soluciénes discoidales diferentes para
cada n, el cual toma valores de 0, 1,2, ..., es decir, se consigue una familia de soluciones.

De acuerdo a la relacién entre las funciones ¢ y ®, impuesta por la ecuacién (2.79),
podemos escribir las propiedades fisicas del sistema en términos de las primeras derivadas
de la funcién ® respecto a Ry z. Por ejemplo, la densidad de energia superficial del disco

(2.67) sera
4 P,

Mientras que la densidad volumétrica de energia del halo (2.68) sera,

 2%k—1 0%+ 9%
p= k2 (1 — @)20+k)/k

(2.4)

Las soluciones obtenidas anteriormente describen las distribuciones de masa de un halo
de materia oscura y de un disco que esta inmerso en dicho fluido; por lo tanto a partir
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de estas soluciones se puede obtener como resultado la masa total tanto del halo como
del disco. Teniendo en cuenta lo anterior, es interesante demostrar que la masa de nuestro
sistema converge; de manera que estas puedan ser calculadas. Para esto hacemos uso del
criterio de comparacion del limite [31].

Teorema 2.0.1 Teorema de comparacion del limite. Si dos integrales propias f;’f(a:)da: Yy
[2g(x)dx existen para cada b > a, siendo f(z) >0 y g(z) > 0 para todo x> a, y si

lim M = ¢, donde ¢ # 0,
(o)

entonces las integrales [° f(x)dx y [ g(x)dx o convergen ambas o divergen ambas.

Para calcular las masas tanto del halo como del disco debemos resolver para cada caso
la integral

1
M = 2/2 (Tab - 2Tgab> mafé)t) \/Ed3y7 (25)

donde m* es el vector normal a la hipersuperficie, fé’t) es el vector de killing tipo tiempo,
h es el determinante de la métrica inducida y d*y es el elemento de volumen del espacio [14].

Para el caso de la densidad superficial de masa del disco tenemos que m® = €y
Ely = eVely, h = R?e%, d*y = RdRdyp y Tu = € Sud(2); por lo tanto, la integral (3.5)

se reduce a
81 [

Mp = - (kv )RdR. (2.6)
0
Con la ecuacién (2.79), expresamos la integral en términos de ®,
8 [/ D
My =" | (1 = q)) rodro, (2.7)

en la cual se ha realizado la sustitucién r2 = R? + a?. El término entre paréntesis esta
evaluado en z = 0.

Ahora, debemos demostrar que

lfm ot = c, (2.8)

T0—00 H’n

con ¢ 20,3 jin(ro) = -

Con el objetivo de calcular p,, y pi,11 utilizamos la solucién (3.1) con la cual evaluamos
en z = 0" la funcién ®,, y su primera derivada respecto a z

A
®n |Z:0+ = - Z H_ll PI(G/TO)a (29)
1=0T0
AL+
@n,z =0+ = Zlfnl‘f‘Q)Pl+l(a/ro)’ (210)
=0 0
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en donde rZ = R* + a*. Con lo anterior podemos escribir la funcién p, y 11, las cuales
son respectivamente

"A (L4 1)
Z l+2 Pl+1(a/r0)

plr) = E | (211)
1+Z T Pa/ro)
1=0 "0

"CA (L4 1) Apii(n+2
Z R Pl+1(a/7”o) %in(a/?“o)

fini1(rg) = = v il , (2.12)
1+ Z l+1 Pa/ro) + mpnﬂ(a/%)

o

y con ellas podemos calcular su relacién:

" A,
Pnt1 _ 1+ ot 1=0"0 (2.13)
. " A1 0 A - e
: > Z(TQ)PIH(@/T’O) Z Pya/ro) + n_:_gl Pyyi(a/ro)
1=0 0 —o T To

Ahora, con el objetivo de calcular (3.8), analizamos el comportamiento de la funcién (3.13)
en el limite cuando ry — o0; en este limite, tanto el primero como el segundo termino entre
parentesis de la ecuacién anterior tienden a 1. Asi, hemos demostrado que

lim =1 (2.14)

T0—00

por lo tanto, si logramos demostrar que la masa del disco para el modelo n = 0 converge,
entonces esperamos que para cualquier n la masa también converja.

Para el caso de la densidad volumétrica de masa del halo, tenemos que en coordenadas
esféricas d3y = rsenfldrdpdz, la integral (3.5) se reduce a

_ / / [ ]rsen@drd@ (2.15)

sin embargo, para facilitar la aplicacion del teorema de comparacién del limite hacemos la

sustitucién 7 = cos#d,
P2 + P2
= / / [z] rdrdr. (2.16)

Ahora, debemos demostrar que

lfm 1L = ¢, (2.17)

T—00 Tln

Bp,2+,,2
conc#0,y 77n(7’7 T) - W'
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Con la ecuacién (3.1) y siguiendo un desarrollo similar al ralizado para el calculo de la
masa del disco podemos demostrar que

lfm L =, (2.18)
7—00 nn

lo cual nos indica que independientemente del valor de 7, la integral converge y que si para
n =0, Fo(r) = [5° no(r, 7)rdr converge, entonces también lo hard para todo n.

Como la integral en 7 va de —1 a 1, y como suponemos que F'(7) converge para todo

T, entonces
4 1

kJa
también convergera. Por lo tanto, si logramos demostrar que para el modelo n = 0 la masa
del halo converge, entonces también lo hara para cualquier n.

My = F(r)dr (2.19)

Ahora, es natural pensar en comprobar que las soluciones tengan un comportamiento
fisico adecuado. Para esto particularizamos la ecuacién (3.1) para diferentes valores de n
y dejaremos abierta la discusion anterior hasta calcular las masas del disco y del halo co-
rrespondientes al modelo n = 0.

2.1. Modelo n =0

Para el primer valor de n (n = 0), la funcién ¢ (3.1), toma la forma mas sencilla
reduciéndose a

A
Do (r,0) = — =7, (2.20)
T
donde r =r(r, z) = \/ R2+ (] z | +a)?, como lo habfamos mencionado antes.
Para la funcién @, calculamos las primeras derivadas con respecto a R y a z:
R
Do, = Ao, (2.21)
|z| + a
(I)O’z = AO ’/“3 |Z|,z (222)

Con estas derivadas y haciendo uso de las ecuaciones (3.3) y (3.4), podemos calcular,
para este caso, las propiedades que describen fisicamente el sistema conformado por un
disco inmerso en un halo. Para el caso de la densidad superficial de energia del disco,
obtenemos una expresién que viene dada como

_ = —(1+k)/k
(Ao +\VR2+ 1)

&(R) = (RQ N 1>(2k—1)/2k:

, (2.23)
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Figura 2.1: Modelo n = 0. Densidad superficial de energfa ¢ en funcién de R. En la
figura de la izquierda se grafica 6(R) para Ag =1y k =1;1,5;2;2,5, comenzando con la
curva inferior hacia arriba respectivamente; mientras que la figura de la derecha se grafica

(R) para k = 1y Ay = —0,2;0;1;2, comenzando con la curva superior hacia abajo
respectivamente.

donde R = R/a, Ay = Ay/ay 6(R) = 4: (R).

El comportamiento de la densidad superficial de masa del disco para todos los casos en
los cuales k toma diferentes valores es el mismo (figura 3.1); teniendo en cuenta, que de
acuerdo a la ecuacién (2.76), k > 1. Lo mismo sucede con los diferentes valores de Ay; para
los cuales se demuestra facilmente que estan restringidos al subconjunto de los nimeros
reales (—1, 00).

En estas graficas, es evidente la existencia de una regién en donde hay una mayor
concentracién de masa, la cual crece cuando R — 0. En cambio, cuando R se hace muy
grande; es decir, cuando nos alejamos del centro del disco, la densidad de masa se hace
muy cercana a cero. Este comportamiento es tipico de un disco galactico, ya que existe
una region central o bulbo donde se encuentra concentrada la mayor cantidad de masa del
disco, y a medida que nos alejamos en direccion radial del centro galactico, la densidad de
materia tiende a cero.

Ahora, es interesante volver a senalar que el disco que hemos obtenido esta inmerso en un
halo o fluido ya que se obiene una densidad volumétrica de energia diferente de cero; es
importante por lo tanto, analizar el comportamiento de dicha densidad que de acuerdo a
la ecuacién (3.4) tiene la forma

- — —2(k+1)/k

(AO + \/R2 + (] 2| +1)2)

p(R,Z) = . 7R ,
(R2+( 2| +1)2)( W/

(2.24)
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~ ~( D 2\ k2a2 =~
con zZ =z/a, p(R,2) = Ag(QZH)p(R’ zZ).
Recordemos que de acuerdo a la ecuacién de estado (2.77), la diferencia entre la presién
del fluido del halo y su densidad de energia es el factor de escala 1/3(2k + 1); sin embargo,

el comportamiento es el mismo.

En la figura 3.2, analizamos el comportamiento de la solucién (3.24). En ella observamos
que el comportamiento para cada uno de los casos es similar. A medida que nos acercamos
al centro del halo, el cual coinside con el centro del disco; es decir, para R — 0 y z — 0,
la densidad volumétrica de energia se hace maxima. Pero cuando nos alejamos del centro
del halo; que es igual a que R — 00, 0 2 — 00, 0 ambos casos a la vez, la densidad de
energia se hace cero. Cabe resaltar que la densidad volumétrica tiene un comportamiento
muy similar a la densidad superficial del disco, lo cual nos hace concluir que la energia
para el sistema conformado por un disco inmerso en un halo, esta concentrada en la regién
central y tiene a cero cuando nos alejamos de ésta.

Las expresiones para la densidad superficial de masa del disco y para la densidad vo-
lumétrica de masa del halo que hemos calculado en este modelo son sencillas; por lo tanto,
no se presenta ninguna dificultad al momento de resolver tanto la integral (3.7) que corres-
ponde a la masa del disco como la integral (3.15) que corresponde a la masa del halo. Al
resolver dichas integrales obtenemos las expresiones

8ma A
Mp, = k1n<1+ao>, (2.25)
_ 8ma AO Ao
Ma, = = (1 )+ 2 (2.26)

que son soluciones para la masa total contenida en el disco (3.25) y en el halo (3.26). Es
claro, al observar las expresiones para la masa del disco Mp, y la masa del halo Mpy,, que
para el modelo n = 0, existe una relacién de tipo lineal entre ambas de la forma

87TAO

My, = Mp, + i

(2.27)

Retomando la discusién sobre la convergencia de la masa total del disco (3.6) y la
masa del halo (3.15), recordemos que probar la convergencia sobre las masas del modelo
n = 0 implica que todas las demdas masas también van a converger. Como las masas del
disco y del halo convergen para este primer modelo, entonces podemos asegurar que las
demas masas también lo haran. Este resultado es importante pues obtenemos de nuestra
familia de discos inmersos en halos una cantidad (masa) que en principio es medible por
la observacion ya sea directa o indirecta.
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Figura 2.2: Modelo n = 0. Gréficas de contorno de la densidad volumétrica de energia
p(R,Z) en funcién de Ry Z. En la figura superior se grafica p para 4g = 1, k = 1. En la
figura inferior se grafica p para k =1, Ag = —0,1.
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2.2. Modelo n =1

Cuando n toma el valor particular de 1, la expresién general para el potencial ®, se
reduce a
Ay Ay

O (R, z) = —— — —-cosb, (2.28)

r 72

\+a

ya que el polinomio de Legendre P; = cosf = lzl+a , v como habiamos mencionado antes,

r=r(R,z) \/R2 + (a+ |2])2

Para esta nueva funcién, calculamos las primeras derivadas con respecto a Ry a z, las
cuales son respectivamente

B, = (Aot G2+ a) (229)
e = Bl ayae+ 250 e ) - 4. (2:30)

Al realizar el procedimiento descrito para el modelo n = 0, podemos calcular la densi-
dad superficial de energia del disco para el nuevo valor de n; la cual viene descrita por la
expresion

) - [Ao(1+ B2+ A2 - B2)] [1+ R] &
(14 R2)32 + Ag(1 + R2) + A }7

X

: (2.31)

donde Ay = Ag/a, Ay = Ay /a®, R=R/a, 2 = z/a y (R, %) = (ka/4)o(R, %).

Para este modelo particular, el comportamiento de la densidad superficial de energia es
similar para diferentes valores de k, Ay v A; (Figura 3.3). La eleccién de las constantes
en un principio es aleatoria; sin embargo, debido a que exigimos un comportamiento fisico
adecuado, se establecen ciertas restricciones sobre los valores numéricos de dichas constan-
tes, lo cual trae como resultado, evitar singularidades en las soluciones o densidades de
energia negativas.

El comportamiento para la densidad superficial de energia de este modelo es similar al
obtenido anteriormente (n = 0) y describe de igual manera un disco en el cual se presenta

una densidad de energia méxima en el centro (R — 0) y cae a cero cuando R — o0.

También podemos calcular la expresion analitica para la densidad volumetrica del fluido
que conforma el halo, remplazando las derivadas de la funcién ® (3.16 y 3.17) en la ecuacién
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Figura 2.3: Modelo n = 1. Densidad superficial de energia & en funcién de R. En la figura
superior se grafica ¢ para Ay =1, A =1 y para k = 1;1,5;2;2,5 comenzando desde
la grafica inferior hasta la superior. La figura inferior izquierda muestra las curvas para
k=1 A =1 y Ay = 1;1,5:2; 2.5, comenzando desde la curva superior hasta la inferior.
La grafica inferior derecha muestra las curvas para k = 1, 4y = 1y A; = 0;0,25;0,5;1,
comenzando de la curva inferior a la superior.
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(3.4); asi, obtenemos la expresién

p, 5 = AL (EL D+ S0 (E 2 DE
[R2+ (12| + 1) 7"
{02+ AR + (21 + 1) + 3412+ 1) = A + (12| + 122

2(1+k) )

{IR2 + (121 + 12122 + [B2 + (12 + )2 Ao + Az + 1))+

(2.32)

donde, Ay = Ag/a, Ay = A /a® y (R, 2) = < p(R, 7).

En la figura 3.4, se presenta la misma situacion que en el modelo anterior, ya que en
la region central; es decir, cuando R — 0 y Z — 0, obtenemos un maximo de densidad
volumétrica de energia, mientras que si nos alejamos en cualquiera de las direcciones, la
densidad de energia tiende a cero.
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Figura 2.4: Modelo n = 1. Gréfica de contorno de la densidad volumétrica de energfa A(R, %)
en funcién de R y Z, para diferentes valores (k, Ag, A;). La grafica superior corresponde a
los valores (1; 1; 1) y la inferior a los valores (3; 3; 3).
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2.3. Modelo n =2

Para este nuevo valor de n, la funcién ® que se muestra en la ecuacién (3.1) toma la
forma

Dy(R,z) = —70 — —-cosf — ;%(300529 - 1), (2.33)

donde, P, = cost = M% y P, =
r—\/RQ (|z] + a)2.

[?)(Mﬁ)2 - 1)} son los polinomios de Legendre y

Calculamos las primeras derivadas respecto a R y z, las cuales tienen la forma

R R(lz| +a) | 5A4; R[3(]z] + a)* — 7] R
CI)Z,R — AOF+3A1 " -+ 5 7 +A27T5 (234)
zl+a zZ|+a <
0, — Ao‘ |3 IZ\,z+3A1(HT5>| . — A | !
A 2 _ .2
+522[3(’Z|+a> r7r][|2’+ ]’ ‘ _3A2‘Z|+a’2‘7z (235)

Al remplazar la ecuaciéon (3.35) en (3.3), obtenemos la expresién para la densidad
superficial de energia del disco correspondiente al modelo particular n = 2:

e (R 1),

5(R) (240 — 241)(R?* +1)2 + 6(A; — A3)(R* +1) +5A4,(2 — R?
[2(R? + 1)572 + 240 (R? + 1)? + 24, (R? + 1) + Ay (2 - R2)|
donde 6(R) = (ka/2)0(R), R = aR, Ay = Ay/a, Ay = AyJa® y Ay = Ay)a®.

El comportamiento de esta solucién es similar al de los modelos anteriores (n = 0y
n = 1): se presenta una regién central (R — 0), en la cual, existe una mayor concentracién
de energia, la cual va decreciendo a medida que nos alejamos en direccion radial del centro

del disco (figura 3.5).
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Figura 2.5: Modelo n = 2. Densidad superficial de energfa #(R) en funcién de R. En la
figura superior izquierda se muestra el comportamiento de & para Ag=5A4=14,=1
y para k = 1,5;2;2,5; 3, comenzando de la curva inferior a la superior. En la figura superior
derecha se grafica &, para diferentes valores de Ay 2; 3; 4; 5, comenzando desde la curva
superior hasta la inferior. En la figura inferior izquierda se grafican diferentes valores de
Ay = 0;0,5;1; 2, comenzando desde la curva inferior hasta la superior. En la grafica inferior
derecha se grafica ¢ para diferentes valores de Ay = —0,5;0;0,5; 1, comenzando desde la
curva inferior hasta la superior.
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Al cambiar los valores para las constantes k, Ag, A; y A, cambia el méximo de den-
sidad de energfa, que para todos los casos fisicamente aceptables se presenta en R = 0.
También cambia la velocidad de decaimiento de &, lo cual es de interés cuando se aplican
estos modelos para la descripcién de objetos astrofisicos particulares.

Para la densidad volumétrica de energia del fluido que conforma el halo, remplazamos
las primeras derivadas de la funcién ®, en la ecuacion (3.4). Al realizar este procedimiento,
obtenemos la expresion,

AR+ (BAZ + ARt 22222 — R,
p(R.2) = P

2(1+k)

(7 + Agit + A2 Z + &2(22 - R2)]

(o2 — A +32(AZ — AP + 2022~ B
* - - T 204k Tk, (2.37)
[ + Aot + Ayi2Z + %2(22 - R2)| T

donde j(R, 2) = (ka)2/(2k — )p(R, 2), F = /(13| + 1)? + B2, Z = |3|+ 1, R = aR, » = a,
AO = Ao/a, Al = Al/a2 y AQ = AQ/CL3.

La figura 3.6 muestra que el comportamiento para la densidad volumétrica de energia
(p) es similar al de los modelos anteriores: cuando Ry Z tienden a cero; es decir, en la
region central, la densidad de energia en el halo es maxima, pero cuando alguna de las
coordenadas tiende a infinito, la densidad tiende a cero.
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Figura 2.6: Modelo n = 2. Gréfica de contorno de la densidad volumétrica de energfa A(R, %)
en funcién de Ry Z, para diferentes valores (k, Ag, A1, As). la grafica superior corresponde
a los valores (2; 2; 0; 0) y la inferior a los valores (5; 1; 3; 0).
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Capitulo 3
Conclusion

En el presente trabajo hemos obtenido a partir de la métrica conformestéatica una fa-
milia de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein para un espacio-tiempo estatico
axialmente simétrico. Estas soluciones describen las propiedades fisicas para un sistema
conformado por un disco infinito de polvo; es decir, que no tiene presiones, el cual esta
inmerso en un fluido o halo, para el cual hemos obtenido una ecuaciéon de estado de la
forma p = vp, donde v = [3(2k — 1)]7}, 1o cual nos indica que el fluido del halo puede ser
de radiacion (y = 1/3) o de cualquier otro tipo para vy en el intervalo (0,1/3).

Se obtuvieron soluciones discoidales que cumplen con las condiciones de energia necesa-
rias para obtener un comportamiento fisico adecuado, mediante una comparacién sencilla
con el modelo clasico de Kuzmin-Toomre. Estas soluciones introducen de manera natural
la existencia de un fluido ya que para la region del halo la solucién de vacio no existe.
Ademas, se logro garantizar que el espacio-tiempo fuera asintoticamente plano.

De acuerdo a las soluciones, se obtuvo para el halo un fluido cuyos esfuerzos principales
son diferentes de cero (p; = ps = —p3 # 0) y estan orientados en direccién de los ejes prin-
cipales. Por el contrario, las soluciones obtenidas para el disco describen un fluido de polvo
estatico el cual no presenta presiones. Otra caracteristica de estas soluciones discoidales, es
que de acuerdo a las expresiones analiticas de las densidades de energia y presiones, aun-
que los modelos obtenidos son infinitos, las propiedades fisicas caen rapidamente a cero,
permitiendo de esta manera observar una regién central bien definida en la cual hay una
mayor concentracion de masa.
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Se analiz6 el comportamiento fisico de dichas soluciones, las cuales reproducen en gran
parte las distribuciones de energia y presiones de los fluidos que conforman una gran
mayoria de objetos astrofisicos reales como son las galaxias, ya que en ellas, la masa se
distribuye de tal manera que en la region central tanto del disco galactico como del halo,
existe una mayor densidad de materia, la cual se hace cero a medida que nos alejamos
de dicha region; sin embargo, los modelos obtenidos son infinitos; es decir, no introducen
de manera natural un radio de corte en el cual la masa sea cero, como se observa en los
objetos astrofisicos.

Se demostré mediante el criterio de comparacién del limite que la masa del sistema
galactico conformado por un disco y un halo, para cada uno de los modelos, converge. Esto
sucedié al demostrar convergencia sobre la masa del disco (3.25) y del halo (3.26) para
el modelo n = 0. Para este primer modelo obtuvimos una relacién lineal entre la masa
del disco y del halo de la forma My, = Mp, + 8“,;40, en donde es claro que para Ay > 0,
Mp, > Mp,.
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