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RESUMEN

TITULO: Los sistemas de ecuaciones lineales: Eviden cias del transito entre los modos
de pensamiento en estudiantes universitarios*

AUTOR: Gonzéalez Rojas Doris Evila**
PALABRAS CLAVE:

Modos de pensamiento, geométrico, analitico, estructural.

El presente trabajo pretende responder a la pregunta ¢,Pueden los estudiantes de un curso de
ecuaciones diferenciales transitar entre los modos de pensamiento propuestos por Sierpinska,
en la resolucién de situaciones que involucran sistemas de ecuaciones o presentan dificultades
para transitar entre dichos modos de pensamiento? Por lo tanto el interés de este trabajo se
encuentra centrado en determinar evidencias del transito entre los modos de pensamiento.

Para el desarrollo de este trabajo se interactu6 con un grupo de estudiantes de cuarto semestre
de programas presenciales de pregrado. Se aplicd una prueba diagnoéstico a partir de la cual,
se disefiaron actividades para realizar una entrevista con tres estudiantes. La lectura y el
andlisis de las entrevistas de los estudiantes, teniendo en cuenta los modos de pensamiento en
Algebra Lineal, expuestos por Sierpinska (2000): pensamiento sintético-geométrico, analitico-
aritmético, analitico-estructural, permitieron detectar las concepciones, estrategias Yy
dificultades que presentan los estudiantes acerca del concepto sistema de ecuaciones lineales
y en relacion a las posibles soluciones que puede tener un sistema de dos y tres ecuaciones
lineales con dos incégnitas, en la representacion grafica y analitica. Se logr6 establecer que en
los estudiantes entrevistados predomina el modo de pensamiento analitico-aritmético.

Finalmente se plantean algunas observaciones de tipo metodolégico, con el propdsito de
mejorar el acompafiamiento de los docentes en la construccion pertinente de conocimiento
matemético en los estudiantes.

* Trabajo de Grado

** Facultad de Ciencias — Escuela de Matematicas — Especializacion en Educacion Matematica

— Director CAMARGO GARCIA, Javier Enrique. — Codirectora ROA FUENTES, Dora Solange.
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ABSTRACT

TITLE: THE SYSTEMS OF LINEAR EQUATIONS: EVIDENCE FR OM THE TRANSITION
BETWEEN MODES OF THINKING IN UNIVERSITY STUDENTS*

PROPONENT: Gonzalez Rojas Doris Evila**
KEY WORDS:

Modes of Thought, geometric, analytical, structural.

This paper aims to answer the question: Can students a course in differential equations move
between modes of thinking proposed by Sierpinska, the resolution of situations
involving equations or systems have difficulty moving between these modes of thought?
Hence the interest in this work is focused on identifying evidence of traffic between modes of
thought.

For the developmentof this work isinteractedwith a group of fourth semester
of undergraduate programs face. We applied a  diagnostic test from which were
designed activities for an interview with three students. Reading and analysis of interviews of
students, taking into account the modes of thinking inlinear algebra, presented
by Sierpinska (2000): synthetic-geometric thinking, analytical, arithmetic, analytical and
structural, to the recognition of concepts, strategies and difficulties presented by the students
about the concept and system of linear equations in relation to possible solutions that can have
a system of two and three linear equations with two unknowns in the graphical and analytical.
It was established that the students interviewed predominant mode of analytical
thinking, arithmetic.

Finally it raises some methodological observations, in order to improve the support of teachers
in the construction of mathematical knowledge relevant to students.

*Thesis

** Science Faculty — Mathematics School — Specialization in Mathematical Education — Director
CAMARGO GARCIA, Javier Enrique. — Codirector ROA FUENTES, Dora Solange.



INTRODUCCION

El algebra lineal es un area que tiene aplicabilidad en muchas otras, dentro y
fuera de las matematicas; por ejemplo en analisis funcional, ecuaciones
diferenciales, investigacion de operaciones, graficas por computadora,
ingenieria, etc. Uno de los conceptos que mas aplicaciones tiene dentro del
algebra lineal y fuera de ella son los sistemas de ecuaciones lineales. En
nuestro sistema educativo este tema es abordado a partir del grado 9° en la
educacion secundaria y en general en los ciclos basicos de los programas
universitarios se estudian temas relacionados con los sistemas de ecuaciones
lineales donde se busca desarrollar una teoria mas formal sobre los mismos. El
enfasis en la secundaria se centra en los métodos de solucion de un sistema:
reduccion, eliminacion y sustitucion; de tal manera que al ingresar a la
universidad los estudiantes conciben que al tener un sistema de ecuaciones
basta con aplicar algin método de solucion. Esto ha minimizado la importancia
de este concepto para resolver problemas y ha hecho de este un proceso
mecanico que no permite al estudiante comprender el significado de la

solucion a un sistema de ecuaciones lineales.

Relacionado con la problematica planteada, nuestro objetivo en este trabajo es
identificar los modos de pensamiento con que los estudiantes de ingenieria
abordan situaciones relacionadas con sistemas de dos y tres ecuaciones
lineales con dos incognitas (2x2 y 3x2); asi como la manera en que pueden
transitar de un modo de pensamiento a otro. Para alcanzar nuestro objetivo,
disefiamos y aplicamos, a un grupo completo de estudiantes de ecuaciones
diferenciales, una prueba diagnostica que trata de una serie de actividades que
buscan desarrollar los diferentes modos de pensamiento (Sierpinska, 2000).
Con base en los resultados de dicho diagnéstico seleccionamos a tres
estudiantes que participaron en una entrevista did4ctica, en la que buscamos
principalmente determinar cOmo estos estudiantes pueden o no transitar de un
modo de pensamiento a otro y las implicaciones que dicho transito tiene sobre
su manera de concebir la solucién de sistemas de ecuaciones lineales y su

interpretacion sobre su solucién.
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Nuestro trabajo esta organizado en cinco capitulos de la siguiente manera; en
el primero, Planteamiento del problema, describimos y justificamos nuestra
pregunta de investigacion y el objetivo que nos trazamos. En el capitulo 2,
Antecedentes, hacemos un breve recorrido por algunas investigaciones
realizadas anteriormente, relacionadas con los sistemas de ecuaciones
lineales y que se han desarrollado teniendo en cuenta los modos de
pensamiento de Sierpinska (2000), y trabajos que han analizado las
dificultades presentadas por los estudiantes para la solucién de sistemas de
ecuaciones lineales. Un tercer capitulo, Marco Tedrico, donde especificamos la
base sobre la cual nos apoyamos para realizar nuestro trabajo: los modos de
pensamiento en Algebra Lineal expuestos por Sierpinska (2000), y la
conveniencia en lograr el transito entre ellos. En el capitulo 4, Analisis
Metodolbgico, presentamos el proceso desarrollado, describimos el grupo de
estudiantes que participd en el proyecto, los instrumentos que utilizamos, la
prueba diagndstica y las entrevistas junto con sus analisis a priori y a posteriori.
Finalmente en el capitulo 5, Conclusiones y Recomendaciones, exponemos
nuestros resultados generales, la forma como respondimos nuestra pregunta y
planteamos las recomendaciones que estimamos convenientes para futuros

trabajos.
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CAPITULO 1.

Planteamiento del Problema

1.1 Sobre el problema de investigacion

Para Sierpinska (2000) y Dorier (2002), el estudiante que no comprende
claramente una definicibn, porque es muy abstracta para él, tendra
dificultades para entender conceptos, resolver problemas y demostrar
propiedades relacionados con esa definicion. Este es el principal problema que
presenta el algebra lineal ya que su naturaleza es puramente abstracta y no es
posible evadir dicha abstraccion para desarrollar sus conceptos basicos.

Por otra parte, algunos investigadores han llegado a la conclusion que una de
las dificultades en el aprendizaje del algebra lineal se presenta por los
diferentes lenguajes que se utilizan para hablar de algunos conceptos, por
ejemplo de los espacios vectoriales, transformaciones lineales, matrices, etc.
(Hillel, 2000, Sierpinska, 2000) y las diferentes representaciones que puede
tener un mismo objeto. Es decir, en un momento dado se puede presentar al
conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo como
un subespacio vectorial y en otro momento ese mismo conjunto se puede
presentar como el ndcleo de una transformacién lineal. Entre esos lenguajes
estan: el lenguaje abstracto; el lenguaje algebraico de R" y el lenguaje
geométrico de R? y R? (Hillel, 2000). En particular, Sierpinska (2000) distingue
tres modos de pensamiento en algebra lineal, relacionados con cada tipo de
lenguaje: sintético-geométrico, analitico-aritmético y analitico-estructural vy
sefiala que cada uno de estos modos de pensamiento conduce a diferentes

significados del objeto porque cada uno de ellos permite una mirada diferente
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sobre él. Por lo tanto plantea que estos modos de pensamiento podrian ser
responsables de algunas dificultades en el estudio del algebra lineal.

Uno de los conceptos que mas aplicaciones tiene dentro del algebra lineal y
fuera de ella son los sistemas de ecuaciones lineales. En nuestro sistema
educativo este tema es abordado a partir del grado 9° en la educacion
secundaria. En general en los ciclos basicos de los programas universitarios se
estudian temas relacionados con los sistemas de ecuaciones lineales donde se
busca desarrollar una teoria mas formal sobre los mismos. La importancia de
esta tematica ha tenido gran incidencia desde la formacion en algebra lineal; al
respecto, Dorier (2000) comenta que se han encontrado evidencias de
técnicas para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales en civilizaciones
muy antiguas en todo el mundo. También remite a los escritos de Euler (1750)
donde pueden encontrarse las primeras evidencias de que la dependencia de

ecuaciones lineales es vinculada a la solucién de los sistemas. Por ejemplo,

3x—2y=5
6x —4y =10

Euler reporta el caso de dos ecuaciones: {
“...no es posible determinar las dos incégnitas x e y, pues al eliminar x, la otra

desaparece también y queda una ecuacion idéntica (identidad 0 = ©) de la cual

no puede ser deducida. La razon para tal incidente es en principio muy obvia:
como la segunda ecuacion puede ser escrita en la forma 6x — 4y = 10, la cual
no es mas que el doble de la primera 3x — 2y = 5 y ésta no difiere en nada”
(Euler 1750, en Dorier 2000).

Otras investigaciones como las realizadas por Ramirez (2008); Miranda (2004);
Oaxaca, De la Cruz y Sanchez (2003), muestran que los estudiantes
presentan dificultades en la resolucion de un sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incognitas. Estos trabajos sefialan como en algunos casos el
estudiante no tiene claro qué significa encontrar la solucién de un sistema de
ecuaciones lineales, es decir, no tiene claro qué significado tiene el resultado
final después de aplicar un algoritmo determinado para resolver el sistema. En

particular, Ramirez (2008), muestra que los estudiantes no han desarrollado un
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modo de pensamiento analitico- estructural ya que no logran abstraer las
propiedades de los sistemas que pueden determinar caracteristicas

particulares sobre la solucién de los mismos. Por ejemplo, la autora concluye
4y — 3x = —8

que uno de sus estudiantes cuando resuelve el sistema, {—év— 6r =16 Y

llega a la identidad 0 = 0 inicialmente considera que la identidad significa que

el sistema no tiene solucién. Pero cuando el mismo estudiante resuelve otro

sistema y llega al resultado @ = k, con k constante diferente de cero, recuerda
gue el sistema no tiene solucion y que la identidad 0 = 0 significa que el

sistema tiene infinitas soluciones y que graficamente representa dos rectas
coincidentes.

Por otra parte, cuando a otro estudiante se le pregunta cuantas soluciones
tiene la ecuaciéon lineal que representa la recta dada (ver figural), este
relaciona la solucién de la ecuacién lineal con los puntos de interseccion de la
recta con los ejes, indicando que tiene dos soluciones, como se muestra en la

grafica.

Tt

L
-

Figura 1. Problema 1, Ramirez (2008).

En este caso podemos decir que el estudiante relaciona la solucién de la
ecuacion lineal con los cortes de la recta con los ejes coordenados. Podemos
afirmar que el estudiante no tiene claro, por lo menos geométricamente, en
qué consiste la solucion de una ecuacion y ha memorizado una “regla” en

donde dicha solucidn se determina mediante los puntos de corte.
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Particularmente en un curso de Ecuaciones Diferenciales el estudiante se
encuentra con que debe resolver sistemas de Ecuaciones diferenciales;
aunque los estudiantes que llegan a este curso deben haber aprobado un curso
de algebra lineal donde se aborda la teoria basica referente a los sistemas de
ecuaciones y su solucién, hemos percibido sus constantes dificultades no sélo
al resolver un sistema sino al momento de interpretar su solucion. Por ejemplo,
al pedir en clase que resuelvan el sistema:

( E—i =3x+v

) ar

dn

L— =x+ 3}',

dt

algunos estudiantes encuentran x(t) = e~ +3e*

0 v(t)=—e""F + 5e*,
pero no reconocen la solucion como una pareja solucién al sistema de

ecuaciones diferenciales lineales.

Teniendo en cuenta los aspectos que acabamos de describir, nos interesa
determinar cuales son las concepciones que los estudiantes que llegan a un
curso de ecuaciones diferenciales tienen sobre la solucién de un sistema de
ecuaciones lineales; en particular de dos ecuaciones con dos incognitas (2x2) o
de tres ecuaciones con dos incognitas (3x2) y la interpretacion que logran
hacer de dicha solucion respecto a la soluciébn de un problema; mediante el
andlisis del transito que pueden hacer entre los tipos de pensamiento

planteados por Sierpinska (2000).

Algunas de las preguntas que surgen como orientacion para esta investigacion

son:

» ¢Cbmo interpretan los estudiantes la o las posibles soluciones de un
sistema de ecuaciones lineales?
» ¢ Qué estrategias emplean los estudiantes para determinar la solucion de

un sistema de ecuaciones lineales?
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* ¢Qué interpretacion hacen los estudiantes de la representacion grafica
del conjunto solucion de sistemas de ecuaciones lineales? Y en
general, ¢qué evidencias muestran los estudiantes sobre el transito

entre los modos de pensamiento?

Con base en estas preguntas planteamos el siguiente problema de

investigacion:

¢, Pueden los estudiantes de un curso de ecuaciones diferenciales
transitar entre los modos de pensamiento propuestos por
Sierpinska, en la resolucién de situaciones que involucran sistemas
de ecuaciones o presentan dificultades para transitar entre dichos

modos de pensamiento?

1.2 Objetivo

Identificar los modos de pensamiento con que los estudiantes de ingenieria que
cursan Ecuaciones Diferenciales en la UIS-Socorro, abordan situaciones
relacionadas con sistemas de dos y tres ecuaciones lineales con dos
incognitas (2x2 y 3x2); asi como la manera en que pueden transitar de un

modo de pensamiento a otro.
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CAPITULO 2.
Antecedentes

A continuacién mencionaremos algunos trabajos en los cuales se hace uso del
marco de referencia de los modos de pensamiento de Sierpinska respecto al
concepto de sistemas de ecuaciones lineales, las dificultades entre el transito
de razonamiento sintético-geométrico al analitico-aritmético en la solucién de

ecuaciones lineales, que dan fundamento a nuestro trabajo.

Ramirez (2008) busca profundizar acerca de las concepciones de los
estudiantes de nivel superior respecto a los sistemas de ecuaciones lineales en
los modos de pensamiento geométrico y analitico, enfoca su trabajo en los
sistemas de dos y tres ecuaciones lineales con dos incognitas y muestra que
en su mayoria los estudiantes no logran determinar cuando un sistema de tres
ecuaciones lineales con dos incognitas tiene infinitas soluciones. No lo logran
hacer ni de manera algebraica, manera que se enfatiza generalmente en los

cursos de matematicas, al llegar a la identidad 0 = @; ni de manera analitica,

es decir no pueden determinar que las tres ecuaciones son equivalentes y por
tanto tienen infinitas soluciones. Ni mucho menos geométricamente, es decir,
que las tres rectas son coincidentes. Aunque la autora habla en términos de
rectas coincidentes e incluso pretenda dibujarlas un poco “gruesas”, es
pertinente aclarar que se refiere a la representacion de una Unica ecuacion, ya
que al tener un diferente nimero de ecuaciones equivalentes su representacion

gréfica es la misma.

De la misma manera, Ramirez (2000) muestra que los estudiantes presentan
dificultades en el modo de pensamiento analitico-estructural, ya que no

observa las propiedades particulares de los sistemas. Por ejemplo, al pedirle a
12x + 4y =—1

6 ’
x—y =2 la mayoria de los

los estudiantes que resolvieran el sistema {

estudiantes resolvieron el sistema y llegaron a la identidad 0 = 0, sin tener en

cuenta que las ecuaciones son equivalentes y por tanto el sistema tiene
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infinitas soluciones. Este comportamiento como comenta la autora, esta
relacionado con la dificultad de los estudiantes al transitar entre los modos de
pensamiento asignados al algebra lineal; ya que al tener un sistema
determinado parece que la prioridad de los estudiantes es realizar algun tipo de
manipulacion con los elementos que se presentan sin tener consciencia de la
viabilidad de aplicar sobre ellos resultados teoéricos. De esta manera la
representacion utilizada en un enunciado determinado parece incitar un tipo de
pensamiento particular; por tanto el transito entre dichos modos de
pensamiento esta limitado por la representacion de las situaciones y el transito

entre ellos queda determinado por la actividad de cada sujeto.

Oaxaca, De la Cruz y Sanchez (2003), mencionan en su trabajo algunas
dificultades que tienen los estudiantes de primer semestre de ingenieria al
resolver un sistema de ecuaciones lineales de dos ecuaciones con dos
incognitas y de ahi pasar al de tres por tres y posteriormente a sistemas
rectangulares de m ecuaciones y n incégnitas, buscando las alternativas para
que ellos puedan desarrollar modos de pensamiento sintético-geométrico y
analitico-aritmético en la solucion de los mismos. Estos autores concluyen que
entre los enfoques del pensamiento sintético-geométrico y el analitico-
aritmético hay una separacion que es necesario resolver para que los alumnos
los usen sin ninguna dificultad. Enfatizan en que los libros de texto favorecen
el pensamiento analitico-aritmético y muy pocos abordan ambos o Unicamente
hacen una introduccién a las dos formas de razonamiento pero continlan
utilizando en la solucién de ejemplos el analitico-aritmético y no se transita
entre ellos. Igualmente se tiene predileccion por esta forma de pensamiento
debido a la facilidad que tienen los estudiantes para desarrollar procesos

algoritmicos.

Estos autores plantean que es importante que todo ingeniero pueda interpretar
modelos matematicos lineales a partir de sus graficas o sus expresiones
algebraicas lineales y de esta manera pueda dar solucion a modelos mas

complicados. Los autores encontraron que los alumnos de primer semestre de
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programas de ingenieria conocen los métodos de solucion de los sistemas de
ecuaciones lineales, pero en el momento de pedirles su interpretacion,
presentan muchas dificultades. Su investigacion esta orientada a mejorar la
practica de la comunicacién y de las estrategias didacticas en el aula, para
tratar de superar dificultades cognitivas y afectivas que intervienen en la

ensefanza y el aprendizaje.

Algunas conclusiones a las cuales llegaron estos autores (Oaxaca, De la Cruz
y Sanchez 2003) son:
* El alumno tiene la creencia de que la solucion grafica de una ecuacion

esta en la interseccién con los ejes “x "y “v".
e La solucién del sistema de ecuaciones lo asocia con el valor de x o de v

pero no interpreta el punto que forma esta pareja.

e Los profesores debemos ayudar a nuestros alumnos a desarrollar las
formas de pensamiento sintético-geométrico y analitico-aritmético para
que ellos puedan transitar en ambas formas.

* EIl profesor en el aula induce a los alumnos a conocer los diferentes
métodos que existen para resolver sistemas de ecuaciones lineales,
pero se olvida de instruirlos en sus representaciones geomeétricas para

obtener su ecuacion a partir de su gréfica.

Miranda (2004) por su parte, propone generar modelos de ensefianza y
aprendizaje de conceptos del algebra lineal a partir de la implementacion de
practicas pedagogicas que logren articular los diversos lenguajes que se usan
para tratar conceptos del algebra lineal (espacios vectoriales, transformaciones
lineales, matrices, etc.). En este trabajo el autor presenta un primer ejemplo
para construir un modelo de ensefianza para el tema de transformaciones
lineales, que aplicé a algunos estudiantes, teniendo en cuenta los modos de
pensamiento descritos por Sierpinska. Después de aplicar el modelo propuesto,
el autor concluye que los estudiantes a quienes se les aplic6 el modelo tienen
suficiente dominio de las propiedades de una transformacion lineal, que les

permite pensar de manera estructural sobre la solucion del problema. Por el
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contrario aquellos estudiantes que no participaron en su propuesta se clasifican
solo en el modo de pensamiento analitico-aritmético ya que resolvieron
correctamente los problemas pero no lograron trascender a otro modo de
pensamiento. El autor comenta que su tratara de disefiar secuencias de
aprendizaje donde se articule el lenguaje geométrico con el algebraico
buscando que el estudiante se apoye en figuras geométricas en R? 0 en R® (en
forma inicial) para que junto con la definicion formal del concepto referido
pueda demostrar sus propiedades o encontrar contraejemplos apropiados. Por
ejemplo, si un estudiante ha aprendido la idea de la cerradura de una operacién
definida en un conjunto de vectores, entonces en una primera aproximacion,
con la ayuda de figuras geométricas adecuadas podria decidir si un
subconjunto de R? 0 R® es 0 no subespacio vectorial de R? o0 R®. Y una vez que
el estudiante pueda decidir mediante la visualizacion, entonces debera adquirir
practica algebraica para que pueda formalizar con simbolos lo que pudo intuir
visualmente. La etapa final serd cuando el estudiante pueda demostrar en
forma generalizada y algebraica, sin recurrir a figuras geomeétricas, las
propiedades del concepto estudiado, para, de este modo, posea un
pensamiento analitico. El autor manifiesta que la estructura de este modelo de
ensefianza, no necesariamente deba seguir una estructura lineal ya que en
cada etapa puede haber retrocesos en donde se tenga que volver a revisar

conceptos estudiados en etapas anteriores.

Un primer objetivo del trabajo de Ochoviet (2009), fue estudiar qué concepto
de solucion de un sistema de ecuaciones lineales construyen los estudiantes
uruguayos (del4-15 afios y 17-18 afios) cuando la ensefianza del tema se
inicia a través de los sistemas 2x2. Un segundo objetivo de este trabajo fue
disefiar una secuencia de ensefianza y de actividades, para los estudiantes de
14-15 afios, del concepto de solucién de un sistema de ecuaciones lineales
con dos incégnitas, que tiene en cuenta los datos revelados a partir del primer
objetivo.

De acuerdo a las dificultades que se detectaron en los estudiantes, Ochoviet
(2009) sugiere ensefar el concepto de solucién de un sistema de ecuaciones,
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no restringido al @mbito de los sistemas de dos ecuaciones, de tal manera que
se puedan ofrecer a los estudiantes diferentes tareas, donde tengan que
enfrentar distintos tipos de situaciones que involucren dos o0 mas ecuaciones
lineales. También recomienda que los sistemas de ecuaciones deberian ser
presentados en diferentes modos de pensamiento como los presentados por
Sierpinska (2000): el sintético-geométrico, el analitico-aritmético y el analitico
estructural. Diferentes maneras de pensar sobre los objetos matematicos
permitiran a los estudiantes una comprensiéon mas profunda de ellos. De tal
forma que los estudiantes construirdn una vision mas amplia del concepto
solucién de un sistema de ecuaciones lineales que les permitira en el futuro

comprender estructuras mas generales y abstractas.

Ardila y Montafiez (2010), interactuaron con un grupo de estudiantes de
noveno grado de basica secundaria y segundo semestre de programas
presenciales de pregrado, para determinar las dificultades y fortalezas que
presentan los estudiantes al transitar entre los modos de pensamiento sintético-
geométrico y analitico. Ardila y Montafiez (2010), argumenta que una de las
dificultades que presentaron algunos estudiantes para desarrollar las
actividades propuestas en la entrevista, estan relacionadas con el manejo
adecuado de los procesos algebraicos esenciales en la solucién de sistemas
de ecuaciones lineales. Esto impide que el estudiante asocie la solucion con su
significado geométrico, de tal manera que no estan en capacidad de transitar
entre estos modos de pensamiento. Por ejemplo, en la actividad 2 de la
entrevista realizada a los estudiantes de noveno grado, los autores plantearon
la siguiente situacion:

Realizar la representacion gréfica del siguiente sistema de ecuaciones:

x—y+1=0

dx+yv—-6=0
*x+4v+6=0

a. ¢Cual es la solucion del sistema?
b. Determina los puntos de corte de las rectas. ¢ Qué representan los
puntos de corte?
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Los autores determinaron que los estudiantes entrevistados manejan la parte
mecanica que se requiere para elaborar la representacion grafica del sistema
de ecuaciones dado pero el transito del modo de pensamiento aritmético al
geomeétrico es superficial, pues cuando relacionan el punto de corte entre dos
de las tres rectas con su significado aritmético, todos coinciden en afirmar que
es la solucién del sistema. En los estudiantes de pregrado, sefialan los autores,
fue evidente el desarrollo del pensamiento aritmético. Esto coincide con lo
planteado por Miranda (2004), quien afirma que en la mayoria de los casos el
énfasis del programa de Algebra es la eficiencia y aprendizaje de la solucion
de ejercicios. En este sentido, Ardila y Montafiez (2010), recomiendan que los
profesores deben brindar los espacios adecuados para que los estudiantes
desarrollen habilidades algebraicas al determinar la solucion de un sistema de
ecuaciones lineales; mediante el disefio de situaciones que les permitan
ademas de determinar la solucién de un sistema, analizar la pertinencia de
dicha solucion respecto al problema propuesto independientemente de la
representacion en que este aparezca. Comentan, ademas, que es
imprescindible fomentar el ambiente geométrico, reforzandolo en la medida en

que desarrollen ejercicios.

Tomando como base lo planteado en este capitulo, nuestro trabajo busca
identificar los modos de pensamiento con que los estudiantes de ingenieria que
cursan Ecuaciones Diferenciales en la UIS-Socorro, abordan situaciones
relacionadas con sistemas de dos y tres ecuaciones lineales con dos
incégnitas (2x2 y 3x2); asi como la manera en que pueden transitar de un
modo de pensamiento a otro. De acuerdo a estos antecedentes esperamos que
en nuestros estudiantes predominen los modos de pensamiento sintético-
geomeétrico y analitico-aritmético. Y que ademas, los estudiantes den muestras

de estar desarrollando un tipo de pensamiento estructural.
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CAPITULO 3.
Marco Tebrico

3.1 Los modos de pensamiento propios del algebra li neal

En esta seccion describiremos los principales aspectos sobre los modos de
pensamiento propuestos por Sierpinska (2000), para explicar coémo los

estudiantes comprenden los conceptos del algebra lineal.

Sierpinska (2000) distingue tres modos de pensamiento en algebra lineal: el
modo sintético-geométrico, el analitico-aritmético y el analitico-estructural.
Historicamente el modo de pensamiento sintético-geomeétrico aparecid primero
gue el pensamiento analitico-aritmético. Sin embargo esto no quiere decir que
uno elimine al otro ni que uno sea mas importante. Estos modos de
pensamiento son igualmente Utiles en la solucion de sistemas de ecuaciones
lineales y la idea es que el alumno pueda transitar de un pensamiento a otro sin
ninguna dificultad. Segun nuestro marco de referencia, este transito le permitira
lograr una profunda comprension de los conceptos del algebra lineal. Los
modos de pensamiento no son etapas en el desarrollo del pensamiento
algebraico, sino que son vistos como modos de pensamiento igual de utiles,
cada uno en su contexto, y para propositos especificos especialmente cuando
estan en interaccion (Sierpinska, 2000). Por tanto se dice que si un individuo
puede transitar entre los diferentes modos de pensamiento, estd dando

muestra de comprender realmente los conceptos del algebra lineal.

Cada uno de estos modos de pensamiento utiliza un sistema de
representacion. En algunas investigaciones dedicadas al problema del
aprendizaje del algebra lineal se reporta que entre las diversas dificultades que
un estudiante enfrenta para aprender la materia estan la variedad de lenguajes
y representaciones semiéticas con los que se estudian los objetos del algebra
lineal. Entre esos lenguajes estan: el lenguaje abstracto (correspondiente a la

teoria general abstracta del algebra lineal); el lenguaje algebraico de R" y el
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lenguaje geométrico de R* y R® (Hillel, 2000). Por tanto, para cada
representacion es necesario desarrollar una manera de pensar que le permita a

cada individuo comprender la informacion.

Por ejemplo, en el modo de pensamiento sintético-geométrico los objetos se
pueden representar mediante el uso de figuras geométricas. En la resolucion
de sistemas de ecuaciones lineales de dos y tres incognitas estos objetos son

planos y lineas.

En el modo de pensamiento analitico-estructural los objetos del algebra son
vistos como un todo estructural, pueden ser identificados a partir de un
conjunto de propiedades o0 a su caracterizacion a través de axiomas y
representaciones analiticas; es decir las propiedades son mas importantes que

la naturaleza de sus componentes numericos.

Y en el analitico-aritmético, los objetos son pensados a través de relaciones
numeéricas, los puntos del plano se representan como parejas ordenas, los
vectores como n-uplas, las matrices se entienden como un conjunto de
arreglos, las rectas y planos como ecuaciones lineales.

{ 4x + 5y =10
Sx + 10y =20

Cada uno de estos modos de pensamiento conduce a diferentes significados
de la nocion, porque cada uno de ellos permite una mirada diferente del objeto

algebraico en cuestion.

Entre los enfoques del pensamiento sintético-geométrico y el analitico-
aritmético hay una separacion que es necesario resolver para que los alumnos
los usen sin ninguna dificultad. En los libros de texto se favorece al

pensamiento analitico-aritmético y muy pocos abordan ambos o Unicamente
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hacen una introduccién a las dos formas de razonamiento pero continlan
utilizando en la solucién de ejemplos el analitico-aritmético y no se transita
entre ellos, se tiene predileccién por esta forma de pensamiento debido a la

facilidad de los procesos algoritmicos.

Por ejemplo, Grossman (1996) presenta los sistemas de ecuaciones lineales a

partir de un sistema de ecuaciones lineales general, es decir, de la

o

Hqq X — 4V = ,
forma{ 1 1z 1 donde ayy, a5, a5 v a,, SON ndmeros dados. Hace

foqX T,V =b

b

notar que cada una de las ecuaciones representa una linea recta y que la

solucién a este sistema es un par de nimeros, denotados por (x,v]), que

satisface el sistema. Pregunta si el sistema tiene solucion y si tiene cuantas son
las soluciones. Muestra un ejemplo de un sistema que tiene un unica solucion,
después un sistema con infinitas soluciones y posteriormente el ejemplo de un
sistema que no tiene solucién (inconsistente). Y después muestra cOmo se

representan geomeétricamente estos sistemas (paginas 2y 3).

Antes de iniciar la seccidn de ejercicios concluye con el siguiente resultado:

o

. Gy X — A4V = . . , .
El sistema { u 1z 1, de dos ecuaciones con dos incognitas x y v

@z1X T Az3¥ =

vy
b

no tiene solucién, tiene solucibn Unica o tiene un ndmero finito de

soluciones. Esto es:
I.  Tiene una solucion siy SOl0 Gyy@yy — Gq282¢ = 0.

ii. No tiene solucién o tiene un namero infinito de soluciones si y solo

Sl. flqq @y — Qqq8ag = O

Sus ejercicios, tanto ejemplos como propuestos, estan planteados del modo
analitico-aritmético. Hacemos referencia a este libro pues es uno de los mas
utilizados al abordar el tema de sistemas de ecuaciones lineales en un curso
cualquiera de Algebra Lineal | en la Universidad Industrial de Santander. Muy
pocos textos favorecen el pensamiento analitico-estructural, este tipo de

pensamiento parece reducirse solo a la labor del profesor en el tablero.
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La principal diferencia entre los modos de pensamiento sintético y
analitico con respecto a los objetos matematicos es que, en el modo
sintético los objetos matematicos, de alguna manera, son dados
directamente a la mente la cual trata de describirlos, es decir, de manera
natural, en tanto que, en el modo analitico estos objetos son dados
indirectamente; de hecho, tales objetos solamente se construyen con las
definiciones de la propiedades de sus elementos (Sierpinska, 2000).

Sierpinska menciona la coexistencia de tres tipos de lenguaje que dan cuenta
de cada modo de pensamiento. Lenguaje geométrico: el que se usa para
ilustrar las representaciones y propiedades de los vectores en R® y R
Lenguaje aritmético: usado para describir las operaciones entre matrices,
soluciones de ecuaciones, etc. y Lenguaje algebraico: usado para formalizar y
simbolizar entes como espacios vectoriales, transformaciones lineales, etc.
(Sierpinska, 1996). A su vez, cada uno de estos tipos de lenguaje desarrolla en
forma correspondiente los siguientes tipos de pensamiento necesarios para
que un estudiante pueda entender la materia: Pensamiento sintético
geométrico: Este tipo de pensamiento se da en una persona, por ejemplo,
cuando se piensa en las posibles colocaciones de rectas o planos en R? o R®
gue representan las posibles soluciones de un sistema de ecuaciones lineales.
Pensamiento aritmético - analitico: Siguiendo con el ejemplo anterior, si la
persona examina el problema en términos de los posibles resultados después
de haber reducido la matriz respectiva, se esta en el modo de pensamiento
aritmético analitico. Pensamiento analitico estructural: Cuando se piensa el
problema anterior en términos de las propiedades de las matrices invertibles o
no invertibles o de los determinantes del sistema.

Ademas Sierpinska afirma que algunas de las dificultades en el aprendizaje
de los conceptos de la asignatura tienen que ver con la falta de una practica
instruccional que articule estos lenguajes y que la desarticulacion puede
deberse a los contenidos que propician la coexistencia de esos lenguajes como

modos de pensamiento, que algunas veces son intercambiables pero que no
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son equivalentes. Entonces un estudiante podria entender un problema o
concepto solo desde el punto de vista geométrico sin que eso implique que
pueda pasar del lenguaje geométrico al lenguaje algebraico para resolver
completamente un problema. Por ejemplo, Ramirez (2008) plantea la siguiente

situacion:

“También analiticamente al resolver un sistema de dos ecuaciones

equivalentes si los estudiantes llegan a una identidad 0 = 0, la mayoria de ellos

le dan un significado de ‘no solucion’. Esta estudiante después de aplicar tres

meétodos de resolucion y al obtener en cada método la identidad 0 = @ concluye

gue el sistema no tiene solucion”.

M374(Fragmento): ...Son rectas paralelas, nunca se van a
cruzar y como nunca se van a cruzar, no hay solucién, por eso
me da 0= 0.

E377: Entonces, porque siempre te da 0=0, ¢no tiene solucion
el sistema?

M378: Si (risas).

E379: Y te van a dar rectas paralelas.

M380: Si, porque las rectas paralelas son aquellas que nunca
se van a cruzar.

De aqui la autora concluye que la estudiante presenta un aislamiento entre los
modos de pensamiento sintético-geométrico y analitico-aritmético; ademas
tampoco logra estar en un modo de pensamiento analitico-estructural al no

observar las propiedades del sistema.

Dorier y Sierpinska (2001) recopilan diferentes trabajos de investigacién sobre
el aprendizaje y la ensefianza del algebra lineal y determinan dos fuentes que
dan origen a las dificultades que tienen los estudiantes con el aprendizaje de
los conceptos de esta area; una relacionada con la naturaleza misma del
algebra lineal (dificultades conceptuales) y otra determinada por la clase de
pensamiento que se requiere para entender el algebra lineal (dificultades
cognitivas). En este escrito los autores reconocen la dificultad de clasificar las

investigaciones en matematica educativa que traten con un aspecto y no con
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el otro, por lo que hacen dos grandes clasificaciones: la naturaleza de la bestia
(Expresion usada por Hillel) y la ensefianza del algebra lineal (Roa, 2008).
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CAPITULO 4.
ASPECTOS METODOLOGICOS

4.1 Metodologia

A continuacion describiremos las fases en las que hemos organizado nuestro
trabajo, y con las que buscamos alcanzar el objetivo propuesto y responder a

las preguntas planteadas.

Fase 1: Esta fase consiste en la aplicacion de una prueba diagnostico a los
estudiantes de un curso de Ecuaciones Diferenciales. En el curso estaban
matriculados 28 estudiantes de ingenieria industrial, mecanica y civil. La prueba
diagndstica consiste en un cuestionario de 6 preguntas todas relacionadas con
la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales 2x2 y 3x2. Las preguntas de
la prueba diagnéstica han sido disefladas abordando los modos de
pensamiento presentados en Sierpinska (2000); para esto realizamos un
analisis a priori de las situaciones planteadas que posteriormente nos permita
hacer un analisis detallado sobre los diferentes modos de pensamiento que los

estudiantes desarrollan al intentar resolver las situaciones.

Fase 2: De acuerdo a la informacién recolectada en la prueba diagndstica y
dado que esta investigacion es de tipo cualitativo, seleccionamos 3 estudiantes
para realizar una entrevista didactica que nos permitiera dar respuesta a
nuestra pregunta de investigacion. Los alumnos seleccionados fueron aquellos
que estaban limitados por un tipo de representacion sobre los sistemas o
aguellos que en sus soluciones mostraron la habilidad de extraer informacion

de diferentes tipos de representacion.

La entrevista fue disefiada con base en los modos de pensamiento sintético-
geométrico, analitico-aritmético y analitico-estructural propuestos por
Sierpinska. La entrevista fue video- grabada y se realiz6 de manera individual.

No se dio paso a una pregunta hasta que no se respondié la anterior;
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buscamos motivar el razonamiento de los estudiantes, nos interesa motivarlos
a pensar sobre los problemas planteados. Estas entrevistas fueron transcritas
para realizar un analisis mas detallado sobre la manera como los estudiantes

pueden o no transitar de un modo de pensamiento a otro.

4.2 Prueba diagnéstica

Con esta prueba pretendemos identificar la manera como los estudiantes
abordan situaciones relacionadas con sistemas de ecuaciones lineales 2x2 y
3x2 para encontrar su solucibn y cémo la interpretan. A continuacion
presentaremos el analisis detallado de cada una de las preguntas de la prueba
diagnoéstica. Plantearemos cada problema y a continuacion haremos una
descripcion de cada uno, mostrando las acciones especificas que los
estudiantes pueden realizar y cobmo dichas acciones estan determinadas por el
tipo de pensamiento que los estudiantes utilizan para resolverlos. La prueba
diagnéstica completa, tal como se presentd a los estudiantes aparece como
anexo 1 de este trabajo. La prueba diagnéstica fue realizada a 28 estudiantes
de ingenieria (Civil, Mecanica e Industrial) que cursaban la materia de
Ecuaciones Diferenciales.

4.2.1 Analisis a priori

1. En cada uno de los siguientes numerales esta representado un sistema de
dos ecuaciones lineales con dos incognitas (2 x 2). Escribe el sistema

correspondiente para cada caso e indica la solucion.

\\\\ \\ / //
&

; ‘ \\ e l i
a) b) ¢}
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En este problema se presentan tres sistemas de rectas (dos 0 una) que
representan cada uno un sistema de ecuaciones lineales 2x2. En los
numerales a. y b. aparecen dos rectas en cada plano y en el c. sélo una. En
general, esperamos que los estudiantes encuentren representaciones
analiticas de las rectas que se ajusten a sus caracteristicas, mediante una
aproximacion de puntos de corte o de la pendiente. En el caso c, buscamos
hacer referencia a sistemas de ecuaciones equivalentes, donde una recta

puede tener muchas ecuaciones que la representen.

A continuacion haremos una descripcion de los procedimientos que pueden

realizar los estudiantes al abordar el analisis de cada numeral.

a. Las rectas en este caso son paralelas y por tanto tienen la misma
pendiente. Esperamos que esta idea se refleje en los sistemas planteados

por los estudiantes. Un estudiante puede plantear un sistema general por

) v=wmx + b ) . v=—-2x+1
ejemplo - .~ , 0 un sistema particular como . _ ,
Vv =imx + by v=—2x +2

por
aproximaciones con los puntos de corte. Consideraremos que un
estudiante que pueda transitar del modo de pensamiento sintético
geométrico al analitico estructural debe generar el sistema de ecuaciones

de manera general sin la necesidad de establecer escalas sobre los ejes.

b. En este caso las rectas se cortan en un (nico punto. Igualmente
esperamos que el transito del pensamiento sintético geométrico al
analitico estructural se dé cuando el estudiante determine un sistema
general 2x2 que represente una recta con pendiente negativa y otra con
pendiente positiva, ademas del punto comun. Por ejemplo: la formulacién
del sistema esta determinada por el punto de interseccion de las rectas. Si

un estudiante toma el punto (a b) como solucion del sistema, entonces

obtendria el sistema {,9 -math En este caso las pendientes quedan

b=mya+ By
definidas de manera general. Por otra parte si el estudiante hace una

aproximacion mediante una escala sobre el plano, por ejemplo
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[1. = (\?] x+ 4
[r=()x+2

geométrico al analitico aritmético. Donde las pendientes tomaran valores

, diremos que esta transitando del pensamiento sintético

particulares, una positiva y otra negativa.

c. En este plano aparece una Unica recta. Un estudiante puede determinar
que no es posible que este caso represente un sistema de ecuaciones
lineales 2x2, ya que aparece una unica recta. Esto nos indica que este
problema puede ser analizado por él sélo mediante un pensamiento
sintético-geométrico. No tiene otro tipo de estructuras que le permitan
hacer un transito con otro tipo de pensamiento para determinar que un
sistema puede estar determinado por ecuaciones equivalentes y que
dichas ecuaciones representan una unica recta en el plano. Por otra parte
si un estudiante determina un sistema de ecuaciones equivalente
particular diremos que puede transitar al pensamiento analitico-aritmético

y en el caso general al analitico-estructural.

En cuanto a la solucion de cada sistema, consideraremos que un estudiante
que logre transitar del pensamiento sintético-geométrico al analitico-estructural
podra decir que el sistema del numeral a. no tiene solucion, sin necesidad de
resolverlo de manera especifica ya que las rectas no se cortan en ningun
punto. Por otra parte como lo reportan Ramirez (2008) y Oaxaca, De la Cruz y
Sanchez (2003), es posible que los estudiantes identifiquen los puntos de corte
de las rectas con los ejes como soluciones del sistema. En este caso diremos
gue el estudiante no tiene una concepcion clara acerca de la representacion
grafica de la solucion del sistema; ya que sus analisis se basan en una regla
("la solucién son los cortes") sin determinar las condiciones de dicha regla. En
el numeral b. las rectas de cortan en un Unico punto. Si un estudiante

determina la solucién general como un punto (a, &) diremos que puede transitar

del pensamiento sintético-geométrico al analitico-estructural. Por otra parte si
hace una aproximacion por medio de una escala sobre los ejes del punto de

interseccién por ejemplo: (3,2) diremos que transita al pensamiento analitico-

aritmético. Finalmente en el numeral c. la solucion del sistema como infinitas
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soluciones sin que el estudiante plantee casos especificos ni resuelva el

sistema sera el reflejo de un tipo de pensamiento analitico-estructural.

2. En cada uno de los siguientes numerales esta representado un sistema de
ecuaciones lineales 3x2. Escribe el sistema correspondiente para cada caso e

indica la solucion.

N \\ e w
L o ) e //
N : /
D A 1
/—7/ “ S //,74' /
;;; ] i N / P : ; //
a) ! b) . c)

En este problema se presentan tres planos con rectas (tres, dos y una) que
representan un sistema de ecuaciones lineales 3x2. En el numeral a. aparecen
tres rectas en el plano, en b. hay dos rectas en el plano, y en el plano c.
aparece una sola recta. Esperamos, en general, que los estudiantes
encuentren representaciones analiticas de las rectas que se ajusten a sus
caracteristicas, mediante una aproximacion de puntos de corte o de las
pendientes. En los casos b. y c., buscamos hacer referencia a sistemas de

ecuaciones equivalentes, donde una recta representa ecuaciones equivalentes.

A continuacion haremos una descripcion de los procedimientos que
pensamos que los estudiantes pueden realizar al abordar el analisis de cada

numeral.

a. Las tres rectas en este caso se cortan entre si en tres puntos diferentes,
dos de ellas tienen pendiente positiva y la otra pendiente negativa.
Esperamos que esta idea se refleje en los sistemas planteados por los
estudiantes. Un estudiante puede plantear un sistema general

1

v =m,x + b, , 0 un sistema particular <

1

V =mgx + by

v =1myx + by -
= ( ] , conseguido por

medio de aproximaciones con los puntos de corte con los ejes, o con los
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puntos de corte entre parejas de rectas; ademas de determinar el valor
de las pendientes. Consideramos que un estudiante que pueda transitar
del pensamiento sintético-geomeétrico al analitico-estructural debe
generar el sistema de ecuaciones sin recurrir a escalas sobre los ejes.
Esperamos que algunos estudiantes consideren los cortes con los ejes
como la solucion del sistema, 0 que consideren que el sistema tiene
infinitas soluciones, en esos casos estos estudiantes no tienen claro el
concepto de solucion. O nos podemos encontrar también con estudiantes
gue no puedan establecer el sistema de manera correcta, por ejemplo,
gue aungque observe que las rectas son paralelas no tengan en cuenta
gue las pendientes son iguales. En estos casos podemos establecer que
no hay transito del modo de pensamiento sintético-geométrico al
analitico.

En este caso hay dos rectas que se cortan en un Unico punto, igualmente
esperamos que el transito del pensamiento sintético-geométrico al
analitico-estructural se dé cuando el estudiante determine el sistema
general 3x2 que representa dos rectas con pendientes positivas, un
mismo punto en comun y donde una de ella se puede expresar
analiticamente por medio de dos ecuaciones equivalentes. Si un

estudiante toma el punto (a,b)como soluciéon del sistema, entonces

b= mja+ b
obtendria el sistema {b = kmma + kB , en este caso las pendientes
b=ma+E

guedan definidas de manera general. Por otra parte, si el estudiante

hace una aproximacion mediante una escala sobre los ejes puede llegar

yv=x+ 2

a un sistema como por ejemplo [ y=2x+4

r= (s

, diremos que esta

transitando del modo de pensamiento sintético-geométrico al analitico-
aritmético. También nos podemos encontrar con estudiantes que no
puedan plantear el sistema porque les hace falta una recta, esto nos

indica que este problema puede ser analizado por el estudiante sélo
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mediante un pensamiento sintético geométrico. No tiene un tipo de
estructura que le permitan hacer un transito a otro pensamiento.

c. En este plano aparece una unica recta. Un estudiante puede determinar
gue no es posible que este caso represente un sistema de ecuaciones
lineales 3x2, porque hay una sola recta. Nuevamente, esto nos indica
gue el problema sdélo puede ser analizado por él mediante un
pensamiento sintético geométrico. Mientras que un estudiante que pueda
representar a partir de esta recta un sistema de ecuaciones lineales 3x2
esta transitando entre el pensamiento sintético-geométrico y el analitico-
estructural. Si algun estudiante necesita una escala numérica para
representar el sistema en forma particular, diremos que transita del

pensamiento sintético-geométrico al analitico-aritmeético.

En cuanto a la solucion de cada sistema, diremos que un estudiante que
transita del pensamiento sintético-geométrico al analitico-estructural podra
determinar que el sistema del numeral a. no tiene solucién puesto que las tres
rectas no cortan en un mismo punto, sin necesidad de llegar a esta conclusion
haciendo ningun tipo de operacion algebraica. Es posible como lo reporta
Ramirez (2008), que algun estudiante reporte la solucion del sistema como los
puntos de cortes entre dos rectas. En este caso diremos que el estudiante no
puede pensar de manera correcta sobre los elementos geométricos que

representan la solucion de un sistema.

En el numeral b. las rectas se cortan en un mismo punto. Si un estudiante

determina la solucion general como un punto (a, &) diremos que transita del

pensamiento sintético-geométrico al analitico-estructural. Por otra parte si el
estudiante necesita escalas en los ejes para encontrar la solucion del sistema

como un punto particular, por ejemplo {1,—1) diremos que el estudiante

transita entre el pensamiento sintético-geometrico al analitico-aritmeético.

En el numeral c. el sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones, si el

estudiante llega a esta conclusion sin hacer ninguna operacion o aproximacion
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diremos que el estudiante transita del pensamiento sintético-geométrico al
analitico-estructural, ya que puede reflexionar sobre las propiedades generales
de un sistema de ecuaciones equivalente sin necesidad de aplicar un método

de solucion especifico.

3. Determine la solucion de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales y

represente el conjunto solucién. Justifique su respuesta.

2 {x —3y=-10 b) { 4x + 5y = 100 0 v =
x—2y=25 Sx + 10y = 200

x+y=4 riy=4 { 21‘—3_1.':5-'
d){2x—3y =7 e)d2x—3y=7 Nl 3x-Iy=2
T y=8 3x—2y=11 L—li}x— 15y = 35
x=0

En este numeral se le pide a los estudiante encontrar la solucion a los sistemas
de ecuaciones lineales dados (2x2 o0 3x2) y ademas se les pide representar el
conjunto solucidn. Este tipo de ejercicios son los que nos encontramos con
frecuencia en los textos, son ejercicios que favorecen de algin modo el
pensamiento analitico aritmético. Como lo comentan De la Cruz, Sanchez
(2003): "entre el pensamiento sintético-geométrico y el analitico-aritmético hay
una separacion que es necesario resolver para que los alumnos los usen sin

ninguna dificultad”.

En los numerales a., d. y g. esperamos que los estudiantes determinen que el
sistema de ecuaciones lineales 2x2 y 3x2 respectivamente tiene Unica solucion.
Para ello esperamos que algun estudiante resuelva los sistemas por medio de
herramientas algebraicas, como sustitucion, igualacion, reduccion, método de
eliminacion de Gauss o de Gauss-Jordan, o en el caso del punto a. mediante
la regla de Cramer. En cuanto a la solucion, esperamos que el estudiante logre

expresar la solucién como un punto (x, v} y no solo encontrar el valor de x y de

v sin saber como agruparlos. Es decir, que determinen que ellos determinan
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una pareja ordenada que representa un punto en el plano cartesiano. (Ramirez,
2008; Oaxaca, De la Cruz y Sanchez 2003)

En los numerales b. y e. esperamos que los estudiantes logren determinar que
los sistemas tienen infinitas soluciones; si algun estudiante llega a esta
conclusion resolviendo los sistemas por medio de las herramientas
anteriormente nombradas, consideraremos que el estudiante maneja los
conceptos en un modo de pensamiento analitico-aritmético. Nos podemos
encontrar con algun estudiante que al resolver el sistema presente dificultad al

interpretar el resultado © = 0y no logre determinar la solucion del sistema.

Si un estudiante llega a esta conclusion observando las caracteristicas de las
ecuaciones, consideraremos que el estudiante maneja los conceptos por un

modo de pensamiento analitico-estructural.

En c. y en f. esperamos que los estudiantes puedan determinar que los
sistemas son inconsistentes, es decir, no tienen solucion. Resultado al cual
pueden llegar por medio de procedimientos algebraicos, es decir, resolviendo el
sistema, en este caso el estudiante maneja sus conceptos en un modo de
pensamiento analitico-aritmético; esperamos que algun estudiante al resolver el

sistema de ecuaciones tenga dificultades al interpretar el resultado 0 = ky no

logre interpretar la solucion.

Es posible que algun estudiante obtenga la solucion del sistema observando
las caracteristicas de las ecuaciones; en este caso diremos que el estudiante

aborda el problema por un modo de pensamiento analitico-estructural.

Es posible encontrar un estudiante que aborde este numeral representando los
sistemas de ecuaciones por medio de rectas y asi llegar a la solucion de cada
sistema, en este caso diremos que el estudiante transita de un modo de

pensamiento analitico-aritmético a un pensamiento sintético-geométrico.
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4. Encuentre el valor de p para que el sistema:

{4}:{ T+ Uy =—2

Zx—yv=4

a) Tenga solucién unica.

b) Tenga infinitas soluciones.

c) No tenga solucion.

En este numeral se presenta un sistema de ecuaciones lineales 2x2 donde hay
un valor desconocido |, y se pide a los estudiantes encontrar el valor de u de
tal manera que el sistema tenga solucion Unica, infinitas soluciones o no tenga
solucion. En este numeral si el estudiante encuentra el valor de p resolviendo el
sistema de ecuaciones lineales utilizando herramientas algebraicas, diremos
que el estudiante maneja los conceptos con un modo de pensamiento analitico-
algebraico. Si el estudiante encuentra la solucion sin hacer calculos,
simplemente analizando las caracteristicas de las ecuaciones, diremos que su
modo de pensamiento es analitico-estructural. Si hace una representacion
grafica para encontrar el valor de , diremos aborda el problema por un modo
de pensamiento sintético-geométrico. Los resultados empiricos obtenidos nos
permitirdn analizar con mayor detalle la manera como los estudiantes logran
pensar sobre el problema en los diferentes modos de pensamiento que hemos

planteado.
5. Resuelva los siguientes problemas:

a) Hace 5 afos la edad de mi padre era el triple de la de mi hermano y dentro
de 5 afios sélo sera el duplo. ¢Cuales son las edades de mi padre y de mi

hermano?

b) Un departamento de caza y pesca del estado proporciona 2 tipos de comida
a un lago que alberga 2 especies de peces. Cada pez de la especie A consume
cada semana un promedio de 4 unidades de alimento 1 y 8 unidades de
alimento 2. Cada pez de la especie B consume 5 unidades de alimento 1y 10

unidades de alimento 2. Cada semana se proporciona al lago 100 unidades de
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alimento 1 y 200 unidades de alimento 2. ;Cuantos peces de cada especie

pueden coexistir en el lago?

c) Es posible que las rectas L, =x+v=4 L,=2x—=3yv= y

Ly = 3x— 2y = 11 se intersequen en un mismo punto? ¢ Por qué?

En este punto se plantean tres problemas y se pide resolverlos, sin expresar a
los estudiantes qué camino deben seguir para la resolucién de ellos.
Esperamos encontrar estudiantes que logren abordar los problemas utilizando
sistemas de ecuaciones lineales. Ademas encontrar estudiantes que
solucionen los problemas empleando los diferentes modos de pensamiento:
sintético-geométrico, analitico-aritmético o analitico-estructural y que puedan
interpretar las soluciones. También nos podemos encontrar con estudiantes
que resuelvan los problemas sin emplear sistemas de ecuaciones lineales, o
estudiantes que tengan dificultad para plantear los sistemas, o algunos
estudiantes que tengan dificultad para interpretar las soluciones del sistema
dentro un contexto. En general, en los trabajos previos sobre sistemas de
ecuaciones lineales no se plantean situaciones de este tipo. Consideramos que
esta clase de situaciones le permite a los estudiantes encontrar la solucién

empleando el tipo de pensamiento mas desarrollado en ellos.

6. En el siguiente plano se ha representado un sistema de ecuaciones lineales.
Indica si el sistema dado es el representado en el plano o no. Justifique

ampliamente su respuesta. Encuentre la solucion al sistema.

T
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x— 2y =—4
a) { 4y =12 SI_NO_ Porque:
x+2v =08

x—2y=—4
b) { dx =2 SI_NO_ Porque:

—3x+6v=12
x—2v=—4
C) { dx =2 SI__NO_ Porque:
x+2v=238
x—2y=—4
dx = 2 :
d) xt2y=8 SI__NO_ Porque:
—3x+ 6y =12

En este punto se presenta la grafica de tres rectas, una con pendiente positiva,
otra con pendiente negativa y la otra vertical. Los ejes coordenados tienen una
escala que permite encontrar la ecuacion de cada recta. Se presentan ademas
cuatro sistemas de ecuaciones lineales, los tres primeros son 3x2 y el ultimo
4x2. Se pide a los estudiantes que digan si cada sistema representa 0 no la
grafica dada y que justifique por qué si 0 no es: En este numeral deseamos ver
el transito del pensamiento sintético-geométrico a alguno de los otros dos
modos de pensamiento analitico-aritmético y analitico-estructural. Para ello le
prestamos mucha atencion a la justificacion que le dan los estudiantes a cada

uno de los sistemas.

4.2.2 Andlisis a posteriori
Analisis del primer punto.

En el punto a., 17 estudiantes ubicaron los puntos de corte con los ejes
coordenados, mientras que un solo estudiante necesitO manejar una escala en
los ejes para plantear el sistema. Es decir, transitan de un modo de
pensamiento sintético-geométrico a un modo de pensamiento analitico-
aritmético. Ocho intentaron plantear el sistema de manera general, teniendo

en cuenta que la pendiente de las rectas es la misma y negativa. Podemos
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decir que el modo de pensamiento de estos estudiantes transita de lo sintético-
geométrico al analitico-estructural ya que no necesitan valores numeéricos
especificos para determinar ecuaciones que cumplan con las condiciones
dadas en la grafica. Algunos de los 17 estudiantes que ubicaron los puntos de
corte, tuvieron en cuenta que las pendientes eran negativas pero no tuvieron
en cuenta que eran iguales. Cinco estudiantes no plantearon el sistema. En
cuanto a la solucion se observa que la mayoria de los estudiantes que
plantearon el sistema, y algunos que no lo plantearon (modo de pensamiento

es sintético-geométrico), obtuvieron correctamente la solucion.

@ _.!:[11}(4%3 \ = )
Y= -m

= I’\ﬁ_ >

Estudiante E9.

El estudiante 9, sefiala los puntos de corte de las rectas con el eje v, los

puntos (0,b),(0,c), encuentra las ecuaciones de las dos rectas, resalta que

1

r=mx + D .
Y determina que el

. . . W
las pendientes son iguales, plantea el sistema {V

= mx +

sistema no tiene solucién pues no hay un punto comun a las dos rectas.

= o) 3 I/

iAo C N
; [

B D N B=-Bx 4y
4]

a) s d ~

Estudiante E10.
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Al igual que la estudiante 9 el estudiante 10 coincide en que las pendientes son
iguales, con el signo menos indica que las pendientes son negativas, pero
ademas, encuentra la forma de las pendientes. Coincide en que la solucion es
vacia, pero no justifica por qué. Pero no plantea correctamente el sistema de

ecuaciones lineales.

Los analisis realizados por estos estudiantes muestran la diferencia entre un
transito y otro ya que el segundo no necesita establecer valores sobre los ejes
y puede encontrar de manera general las condiciones sobre las pendientes.
Caso contrario al estudiante 9 quien debe determinar una escala numérica para

solucionar el problema.

En el problema b., seis estudiantes plantearon el sistema de manera general

int ta las pendientes del ejemplo {5 T 2"~ "
Sin tener en cuenta las pendientes del ejemplo Dy +~Ev =F'

se notd gran

dificultad en plantear el sistema de ecuaciones lineales, incluso en aquellos que
emplearon escala en los ejes coordenados. En cuanto a la solucion, los
estudiantes llegaron a que el sistema tiene solucion Unica pero algunos
tuvieron dificultad al escribirla, decidieron sefialar el punto de interseccion entre
las dos rectas; algunos de los que utilizaron escala, encontraron una

aproximacion para x e v pero no la escribieron como una pareja ordenada

(x,v).
\\/
Y ZEAN
b) - . \

Estudiante E9.

En este caso la estudiante escribe las ecuaciones de las rectas, identifica que

las pendientes son diferentes en valor absoluto, es decir, que una es positiva y



la otra negativa. Encuentra el valor de x para el cual las dos ecuaciones tienen
la misma solucién y a partir de ese resultado encuentra el valor ¥ . Es claro,

para nosotros, que el estudiante maneja los conceptos algebraicos para
resolver sistemas de ecuaciones lineales; por otro lado, diremos que este
estudiante transita superficialmente entre los modos de pensamiento analitico-
aritmeético y sintético-geométrico pues aunque reconoce graficamente la

solucion como una pareja ordenada, algebraicamente no la expresa asi.

En el numeral c., la constante fue que los estudiantes no reconocieron la recta
como la representacion geométrica de un sistema de ecuaciones lineales 2x2,

algunos manifestaron que faltaba una recta para poder plantear el sistema. Un
v=10

estudiante plante6 el sistema {',,:x, es decir, tom6 el eje x y una

aproximacion de la ecuacion de la recta. Dos o tres estudiantes no tuvieron
dificultad al plantear el sistema de ecuaciones lineales 2x2, identificando una
ecuacion como multiplo escalar de la otra, y ellos lograron obtener la solucién
del sistema. Podemos afirmar que el modo de pensamiento de estos
estudiantes transita entre sintético-geométrico y el analitico-estructural ya que
ellos comprenden que una recta puede estar representada por dos o mas
ecuaciones lineales que son multiplos escalares entre si, y que por tanto el
sistema tendra infinitas soluciones, cada punto que pertenece a la recta es

solucion del sistema,

Estudiante E7.
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En este caso el estudiante 7 encuentra una ecuacion para la recta pero
tiene dificultad al plantear el sistema con esa sola recta, asi que lo plantea

con la recta v=0. Podemos pensar que el estudiante entienda la solucion
del sistema con encontrar el punto de corte con el eje x en este caso el

estudiante no tiene claro el concepto de solucion. O que en el estudiante
predomina el modo de pensamiento analitico-aritmético y no transita a los

modos analitico-estructural y sintético-geométrico.

Estudiante E10.

En este caso el estudiante 10 reconoce que la recta puede tener dos
representaciones diferentes vy trata de expresar que una ecuacion es multiplo
escalar de la otra (en este caso por un factor de 2), reconoce que el sistema
tiene infinitas soluciones, pero sigue teniendo dificultad al plantear el sistema.
Consideramos que conoce algo sobre los sistemas equivalentes pero no puede
pensar de manera general sobre el sistema. Aunque reconoce que tiene algo
que ver con ser multiplo, no tiene clara esta idea y persiste un tipo de

pensamiento analitico aritmético.

Andlisis del punto dos.

En el numeral a., esperabamos que algunos estudiantes sefalaran que el
sistema representado tiene dos o tres puntos solucion, que son los puntos de
corte entre las rectas (por pares), estos estudiantes no tienen claro a que se
refiere la solucion de un sistema 3x2 como lo comenta Ramirez (2008).

Algunos estudiantes plantearon el sistema utilizando escala en los ejes

44



coordenados, el modo de pensamiento de estos estudiantes transita entre
sintético-geométrico y el analitico-aritmético. Muy pocos plantearon el sistema
de ecuaciones de manera general, intentando diferenciar con el signo las

pendientes de las rectas.

LY
—Z
e

a) <.\ - S )|
ol - X, O

Estudiante E10.

En este caso el estudiante 10 sefiala en la grafica tres puntos P1, P2 y P3, los
puntos de corte entre dos rectas. Pero no plantea el sistema y da como
solucion al sistema los puntos P2 y P3. En este caso el estudiante piensa solo
de manera geométrica, pero hace una interpretacion errada sobre que los
puntos de interseccion. No es claro por qué no considera el punto P1 como

solucién del sistema.

Estudiante EO9.

La estudiante 9 sefiala que el sistema no tiene solucion, no plantea el sistema,
pero da un ejemplo gréfico (lado izquierdo de la grafica) de un sistema de tres
ecuaciones con dos incognitas que si tiene solucidn Unica, plantea el sistema y
muestra la solucion. Esta estudiante aunque no generaliza sobre el sistema

dado plantea un caso particular donde el sistema si tiene solucion.
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-~ \

Estudiante E10.

Podemos observar que este estudiante sefiala correctamente la solucién del
sistema y la representa como una pareja ordenada, ademas plantea el sistema
de ecuaciones lineales de manera un poco mas general pues indica el valor de
las pendientes correctamente. Pensamos que este estudiante transita del modo

sintético-geomeétrico al modo analitico-estructural.

En b. y c. En b hay dos rectas y en c. hay una recta, al igual que el punto
anterior la mayoria de los estudiantes aseguraron que el sistema no se puede
plantear porque faltan rectas; los estudiantes que en 1c. plantearon el sistema
de ecuaciones lineales 2x2 no tuvieron dificultad en plantear los sistemas de
ecuaciones lineales 3x2 en 2b. y 2c. y encontrar sus soluciones. Podemos
considerar que el modo de pensamiento de estos estudiantes transita entre el
pensamiento sintético-geométrico y el analitico-estructural. Observamos que

nuevamente hay un estudiante que en c. plantea el siguiente sistema de

r=0
ecuaciones lineales 3x2 v =10 , este estudiante encuentra la solucién a
V=X

partir de la interseccion entre la recta y los ejes coordenados.

<7

Estudiante E9.
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En este caso la estudiante no plantea los sistemas de ecuaciones lineales y
ademas no reconoce que los sistemas tienen solucion, Unica e infinita,
respectivamente. No es claro si el estudiante necesita al igual que sus
comparieros visualiza las tres rectas para encontrar la solucion al sistema o si

no tiene claro qué significa encontrar la solucién a un sistema de ecuaciones

S e

lineales 3x2.

Estudiante E10.

En este caso el estudiante reconoce las soluciones a los sistemas de manera
geométrica, pero no plantea los sistemas. Podemos pensar que el estudiante o
no leyé el enunciado completo, pues en ninguna de las tres situaciones
presentadas en la actividad 2 planted los sistemas, o que presenta alguna
dificultad para hacerlo. Por lo mostrado en esta actividad por el estudiante
podemos decir que en él predomina el modo de pensamiento sintético-

geometrico.

Andlisis del tercer punto.

Este punto todos los estudiantes lo trabajaron, se aprecia que la mayoria de
ellos emplean un modo de pensamiento analitico-aritmético para pensar sobre

los problemas relacionados con sistemas de ecuaciones lineales.

En a. se presenta un sistema de ecuaciones lineales 2x2, que sin dificultad los
estudiantes lo resolvieron utilizando varias herramientas algebraicas entre esas

el uso de determinantes. Encontraron el valor de x e v, pero presentan

dificultad para ver la solucién como un par ordenado (x, v).
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Estudiante EO9.

Este estudiante halla la solucion del sistema utilizando métodos algebraicos, en
este caso sustitucion, podemos pensar que ella transita en el modo de
pensamiento analitico-aritmético pero observen que ademas, nos dice que el
sistema tiene solucion Unica porque las rectas, creemos, no son paralelas y las
ecuaciones no son mdultiplos. Podemos pensar entonces que la estudiante
puede transitar entre los tres modos de pensamiento, con ella trabajaremos en
la entrevista para estar seguros. Sin embargo, ella no reconoce la solucién

como una pareja ordenada.

En b. La mayoria de estudiantes resolvieron el sistema utilizando métodos

algebraicos y llegaron a la expresion 0 =0, algunos determinaron que el

sistema tiene infinitas soluciones, pero otros no encontraron la soluciéon. Unos
pocos estudiantes analizaron las caracteristicas de las ecuaciones y llegaron a
la solucion. Podemos considerar que el modo de pensamiento de estos

estudiantes transita entre el pensamiento analitico-aritmético y analitico-

estructural.
Av459=100 ¢
b) 4x 4 5y = 100 C 2y 4 |oy= 200 G
8r + 10y = 200 -
e 2 (44 104= 209
s SRR # 2(@) (G

Estudiante E9.
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Aqui observamos nuevamente que la estudiante al parecer resuelve el sistema
de ecuaciones lineales y llega a la conclusién de que las dos ecuaciones son

multiplos entre si, por tanto el sistema tiene infinitas soluciones. Al igual que
este estudiante 10:

IO Lafien das

Az + 5y = 100 A
b) { 8z + 10y = 200 - oA

£

Estudiante E10.

Aunque en este segundo caso el estudiante no hizo ningun tipo de calculo,
podemos pensar que él transita al modo de pensamiento analitico-estructural,
ya que el analiza las caracteristicas de las ecuaciones, son multiplos escalares
entre si, para encontrar correctamente la solucién.

En c. la situacion fue similar que en 3b., el problema al cual debieron
enfrentarse los estudiantes que llegaron a la solucion por medio de

herramientas algebraicas fue interpretar 0 = k. Algunos tuvieron dificultad para

interpretar este resultado, pero otros llegaron a la conclusion que el sistema es
inconsistente en este caso podemos afirmar que estos estudiantes transitan al
modo de pensamiento analitico-estructural.

L
3
gT

Estudiante E10.

En los planteamientos del estudiante 10 podemos observar que el estudiante
reconoce que al encontrar la expresion el sistema no tiene solucién, o mejor
que la solucidén al sistema es vacia. Pensamos que en el estudiante predomina
el modo de pensamiento analitico-aritmético ya que aborda la situacién
utilizando célculos algebraicos y no tiene en cuenta ni la representacion grafica

del sistema, ni las caracteristicas estructurales de las ecuaciones.
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En d., e. y f., se presentan tres sistemas de ecuaciones lineales 3x2, nos causa
curiosidad que varios estudiantes tuvieran dificultad al resolver estos sistemas
utilizando herramientas algebraicas, eso nos hace pensar que no tienen claros
los conceptos para resolver un sistema de ecuaciones lineales 3x2. Algunos

estudiantes resolvieron el sistema 3d. y obtuvieron el valor de x ey, dijeron que

el sistema tenia solucion Unica pero no expresaron la solucion como un par

ordenado (x,v). Esto es muy comun en los cursos universitarios, al parecer los

estudiantes consideran que frente a un sistema de ecuaciones se debe aplicar
un meétodo de solucion y ya. No hay una reflexion sobre los valores

encontrados y el problema.

En e. se encontraron otra vez con la expresién 0 = 0, y se presentd la misma

dificultad que en 3b.

En f. se encontraron la expresion 0 = k, y se presentd la misma dificultad que

en 3c.

N "\ —(3)
£ Ax-39-3\ 2 ¥ =64 =
d )
AN —( | Ives
Y > | i J - \
-~ [& / ]
('* KA ) 4 \ IT’ 7R
L
(v*,‘jfy) UL 1 ] \ (\’
,(7[_& %4 e 5 :
— /

Estudiante E5.
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En este caso el estudiante 5 en d. encuentra un valor para x y un valor para v,

concluye que el sistema no tiene solucion pero no justifica por qué. Mientras
que en e. utiliza métodos algebraicos para resolver el sistema, encuentra un

valor para x y uno para v, indica que el sistema tiene solucion y la representa

como una pareja ordenada. Sin embargo, este estudiante en el mismo numeral
considera que las ecuaciones representan planos y no rectas. Al observar este
hecho y los resultados obtenidos pensamos que el estudiante presenta
algunas dificultades conceptuales.

Nuevamente, dos o tres estudiantes a partir de las caracteristicas de las
ecuaciones llegan a la conclusion que el sistema 3e. tiene infinitas soluciones y
que el sistema 3f. es inconsistente. Podemos considerar que transitan entre el
pensamiento sintético-aritmético y el analitico-estructural ya que tienen en
cuenta que las ecuaciones son multiplos escalares entre si.

r=10
En g. se pedia encontrar la solucion al sistema L.z o , los estudiantes no
presentaron dificultad para representar la solucion como el punto (0,0). En este
caso los estudiantes obtuvieron la solucidon a partir de ecuacién, podemos
considerar que el modo de pensamiento es el analitico-estructural, ya que sin
ningun tipo de calculo aritmético o analisis geométrico, solo analizando las

caracteristicas de las ecuaciones, llegan a la solucién del sistema.

Andlisis del cuarto punto.

En este punto los estudiantes debian encontrar el valor desconocido de y, en
un sistema de ecuaciones lineales 2x2, de tal manera que el sistema tuviera
solucién unica, infinitas soluciones o inconsistente. El andlisis por parte de los
estudiantes estuvo dividido, unos lo trabajaron empleando herramientas
algebraicas (modo de pensamiento analitico-aritmético), otros analizaron las
caracteristicas de las ecuaciones para encontrar el valor de p, en ellos se
puede considerar un que hay un transito entre el modo de pensamiento

analitico-aritmético al analitico-estructural.
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Dos estudiantes se apoyaron en las graficas de las rectas para encontrar el
valor de , en ellos se puede considerar que hay un transito entre el modo de
pensamiento analitico-aritmético al sintético-geométrico.

=k _
{MJ””“J‘:"? » = A

4. Encuentre el valor de u para que‘el sistema: 2 —y=4 = = s L o

a) Tenga solucion (inica.
b) Tenga infinitas soluciones.
¢) No tenga solucion.

] vend tenk \
¢ H=-2 les 2 aeeled dben  Femer Lo wfime yen oo
torle com <l g Y delfes 6 ST
’ f
f ] - - %
b) O Ne JIL~( S€ un r\wf‘ffw}L“' €ice fen s e Ci‘(‘ s 0 é:r g A = B
= ¢ oA 2t o da, e e d
Al rf‘ VRS \ ‘
\ » S e ' i
M Lewne SC\\‘(“-”\',. Urfea Cutw do Qwahe) Ve e ‘ i ,1'
BN 3. "/! L : 5 [ e s, ffr'-"’" Levm ) P €n (g ~AUS o /»'y_- ol
o A= 2
'{FH'(~; N Py M \ A L e /"f‘ cin (e w -

Estudiante E10.

En este caso el estudiante encuentra el valor de p estudiando las
caracteristicas estructurales de las ecuaciones, podemos decir que el
estudiante transita al modo de pensamiento analitico-estructural. Pero ademas

este estudiante realiza las siguientes graficas:

Estudiante E10.
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Este hecho nos hace pensar que el estudiante transita entre los tres modos de
pensamiento, 0 mejor que transita del modo analitico-estructural a los modos
analitico-aritmético y al sintético-geométrico. Lo que segun nuestro marco
tedrico, nos permite asegurar que ha construido el concepto de sistema de

ecuaciones y su conjunto solucién.

Analisis del quinto punto.

Algunos estudiantes presentaron dificultad para plantear los problemas

propuestos.

El problema donde mas estudiantes trabajaron fue el a. Plantearon el sistema,
lo resolvieron utilizando herramientas algebraicas, encontraron la edad del
padre y la del hijo, pero no logran expresar la solucion como un par ordenado.
Este problema es abordado por los estudiantes por medio de un modo de

pensamiento analitico-aritmético.

El segundo problema fue el que menos trabajaron, algunos estudiantes
plantearon el sistema y lo abordaron empleando un modo de pensamiento
analitico-aritmético. Un estudiante plantea las ecuaciones y analiza sus
caracteristicas, podemos considerar que este estudiante maneja un modo de
pensamiento analitico-estructural. Ningun estudiante llega a encontrar vy

escribir correctamente la solucion.

El tercer problema algunos lo resolvieron utilizando herramientas algebraicas
(modo de pensamiento analitico-aritmético) y otros lo resolvieron
representando graficamente las ecuaciones de las rectas (modo de

pensamiento sintético-geométrico).
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Estudiante E7.

Este estudiante fue uno de los pocos que trabajé este punto, y podemos
observar que el estudiante resolvié el primer problema sin plantear el sistema
de ecuaciones lineales. No resolvid correctamente el segundo problemay en el
tercero aunque le dieron las ecuaciones de las rectas no resolvié la situacion

que se le presentaba.
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Andlisis del sexto punto.

En este punto pocos estudiantes analizaron las caracteristicas de las rectas
para justificar cada una de preguntas hechas, asi como lo hizo este estudiante.

6. En el siguiente plano se ha representado un sistema de ecuaciones lineales.

T

Indica si el sistema dado es el representado en el plano o no. Justifique ampliamente su respuesta.
Encuentre la solucién al sistema.

Y= N +12
. Sl I:I NO D 'y .
1;72?} N —‘4 a ‘>'af‘| 4 * = 2 h'_ YArLa g
a) 43} =9 quque_ E(’n_. s Nd f
z+2y=28 LA M ) n 7 v lo
Yo-X 4L L! te ey e = \CA
sil] no
T—2y=—4 P
b) 4$y: 9 Porque:
-3z 4+ 6y =12 d
si no [
T—2y=-4 . "
c) R Porque: (
z+2y=8
' _ (0 Sl no [
T-2y=-4 \J J
d) 4z = 2 Porque: ___\() > e =~ A1 J
r+2y=38 X ;

Estudiante E7.

Pero la mayoria de los estudiantes entregaron este punto marcando las
respuestas sin justificar por qué. Podemos pensar que fue falta de tiempo o de
pronto que no se encontraban seguros del porqué de su eleccion. Este punto lo

retomaremos en la entrevista.
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4.3 Entrevista

En el desarrollo de la entrevista, trabajamos con tres estudiantes que
pertenecen a ingenieria mecanica, industrial y civil. Estos estudiantes, como
se dijo anteriormente, han aprobado los cursos de Célculo I, Calculo 11, Calculo
ll, Algebra Lineal | y estan cursando Ecuaciones Diferenciales. Los resultados
que ellos presentaron en la prueba diagndstica fueron los que permitieron que

fueran elegidos para realizar la entrevista.

Las entrevistas se desarrollaron de manera individual, fueron video-grabadas y
posteriormente transcritas para presentar un analisis mas detallado de los
procesos realizados por los estudiantes. Las entrevistas tuvieron una duracion
entre 60 y 90 minutos. Cada problema se presentdé en una hoja individual;
como ya se planted, la entrevistadora busc6 constantemente cuestionar a los
estudiantes, con el propdsito de que manifestaran sus pensamientos y las

ideas que estaban desarrollando sobre los problemas planteados.

El grupo entrevistado: E7, E9 y E10, hace referencia a los estudiantes que
presentaron las pruebas diagnésticas numeradas con 7, 9 y 10

respectivamente.

E7 cursa cuarto nivel de Ingenieria Civil; en la prueba diagnéstica se puede
apreciar que en él predomina el modo analitico-aritmético. Fue el Unico que
abordo todos los problemas aunque no utilizo sistemas de ecuaciones lineales

para dar solucion a las preguntas planteadas.

E9 la Unica mujer entrevistada, cursa cuarto nivel de Ingenieria Industrial. Al
igual que E7, abordo los ejercicios de manera aritmética; ella fue la Gnica que
dio un ejemplo de un sistema 3x2 con solucion Unica sin que el sistema tenga

dos ecuaciones representadas por una misma recta.

E10 cursa cuarto nivel de Ingenieria Mecanica, es una persona que se destaca
por su participacion en el aula de clase y ademas en el transcurso del semestre
fue tutor de las materias de Célculo Il y Electromagnetismo. En la prueba
diagnostica E10 encuentra la solucion a los sistemas de ecuaciones lineales no

s6lo de manera algebraica, lo hace también teniendo en cuenta las
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caracteristicas de las ecuaciones y en algun caso de manera geométrica.
Pensamos que este estudiante puede transitar entre los modos de

pensamiento sintético y analitico sin ninguna dificultad.

A continuacién describiremos los principales aspectos que nos llevaron a
decidir entrevistar a estos tres estudiantes, fundamentalmente estos aspectos

estan relacionados con su desarrollo de la prueba diagndstica.

El estudiante E10 durante la realizacion de la prueba diagndstica mostré un
gran manejo no sélo de los métodos para resolver sistemas de ecuaciones
lineales 2x2 y 3x2, sino que también enfrenta los ejercicios propuestos de
manera grafica y analitica. Este estudiante nos hace pensar que puede
transitar entre los modos de pensamiento sintético-geométrico y analitico

estructural.

Los estudiantes E7 y E9, durante la prueba diagndéstica se centraron en realizar
los ejercicios empleando diferentes métodos algebraicos de resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales, esto nos hace pensar que ellos no transitan
entre los modos de pensamiento sintético-geomeétrico y analitico-estructural,

gue se quedan en el modo de pensamiento analitico-aritmético.
4.3.1 Andlisis a priori
A continuacion presentamos las actividades que se realizaron en la entrevista:

Actividad 1 : En cada uno de los siguientes numerales esta representado un
sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas (2 x 2). Escribe el

sistema correspondiente para cada caso e indica la solucion.

~ T - P
\\\ = / /
&
; ‘ \\ e l i
a) b) ¢}
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Las graficas se presentan una por una, no se muestra la siguiente hasta que el

estudiante no encuentre la solucién de la anterior.
Antes de mostrar al estudiante la gréafica, le formulamos la pregunta:
¢,Qué es la solucidon de un sistema de ecuaciones lineales?

Este punto se plantea con el propésito de analizar las concepciones que el
estudiante tiene en cuanto a la solucion de un sistema de ecuaciones. Es
posible que el estudiante conozca cuantas soluciones puede tener un sistema

de ecuaciones lineales 2x2, pero que graficamente no pueda identificarlas.

Actividad 2 : En cada uno de los siguientes numerales esta representado un
sistema de ecuaciones lineales 3x2. Escribe el sistema correspondiente para

cada caso e indica la solucioén.

\\\ - il
. \\ // // ///
N =
S AL i
/—7/ “ N //,74' /
;;; ] \\ / P : ; //
a) ! b) . c)

Nuevamente, aqui presentamos las gréficas una a una.

Este punto se plantea con el propésito de analizar las concepciones que el
estudiante tiene en cuanto a la solucién de un sistema de ecuaciones 3x2, el
transito del modo de pensamiento sintético-geométrico al analitico-aritmético o
analitico-estructural. Es posible que el estudiante conozca cuantas soluciones
tiene un sistema de ecuaciones lineales 3x2 pero que graficamente no pueda

identificarlas.
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Actividad 3: Planteamos un sistema 2x2, dos ecuaciones con dos incognitas.
El sistema lo construiremos a partir de una ecuacion que dé el estudiante y la
otra ecuacion la construiremos nosotros.

ax + by = by, = ecuacion propuesta por el estudiante
cx +dy = b, = ecuacidén propuesta por nosotros

* Encuentre la solucién del sistema.

Repetiremos este ejercicio de tal manera que el sistema tenga solucion Unica,

infinitas soluciones o ninguna solucion.

Luego planteamos un sistema 3x2, tres ecuaciones con dos incognitas.
Nuevamente el sistema sera construido a partir de la ecuacion dada por el

estudiante y las otras dos las asignaremos nosotros.

[nx + by = b, = ecuacion propuesta por el estudiante
L cx +dy = by = ecuacion propuesta por nesetros

1

ex + fv = by = ecuaciéon propuesta por nesotros

* Encuentre la solucion del sistema.

Repetiremos este ejercicio cambiando una de las ecuaciones, de tal manera

que el sistema tenga Unica solucion, infinitas soluciones o ninguna solucion.

En este punto queremos analizar el transito del pensamiento analitico-
aritmético al sintético-geométrico o al analitico-estructural que se presenta en
el estudiante. Lo visto en la prueba diagnéstico nos hace pensar que los
estudiantes E7 y E9 manejan el modo de pensamiento analitico-aritmético y no
estamos seguros si logran transitar a los otros dos modos de pensamiento.
Después de encontrar la solucién invitamos al estudiante a que represente

graficamente el sistema de ecuaciones lineales.

Actividad 4 : Encuentre el valor de p para que el sistema:

{4}:{ Tuy =—2
Zx—yv=4

a) Tenga solucién unica.
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b) Tenga infinitas soluciones.

c) No tenga solucion.

El objetivo de esta actividad es analizar el modo de pensamiento mas
predominante en el estudiante, sintético-geométrico, analitico-aritmeético o
analitico-estructural; es posible que los estudiantes intenten resolver el sistema
de ecuaciones lineales utilizando herramientas algebraicas o que lleguen a
encontrar el valor de p a partir de las caracteristicas estructurales de las
ecuaciones y no representen el sistema graficamente. Para ello pedimos
representar graficamente el sistema para poder observar el transito entre los
modos de pensamiento; si algun estudiante resuelve los incisos a. b. y c. a
partir de la representacion grafica en este caso el modo pensamiento que
predomina en él es el sintético-geométrico, en este caso le pediremos al
estudiante que plantee el sistema y que mire la relacién entre las ecuaciones.

Nuevamente, cada sistema se analiza después de haber analizado el anterior.

Actividad 5 : En el siguiente plano se ha representado un sistema de
ecuaciones lineales. Indica si el sistema dado es el representado en el plano o
no. Justifigue ampliamente su respuesta.

Encuentre la solucion al sistema.

x— 2y =—4
a) 4y = SI_NO_ Porque:
x+2v =8
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x—2y=—4
b) { dx =2 SI_NO_ Porque:

—3x+6v=12
x—2v=—4
C) { dx =2 SI__NO_ Porque:
x+2v=238
x—2y=—4
dx = 2 .
d) xt2y=8 SI__NO_ Porque:
—3x+ 6y =12

Este punto pocos estudiantes lo resolvieron en la prueba diagnéstica.
Deseamos ver el transito del modo de pensamiento sintético-geométrico al
analitico-aritmético y ademas queremos que el estudiante observe que una
representacion grafica puede ser representacion de varios sistemas incluso de

un sistema 2x2 y de un sistema 3x2.

A continuaciéon haremos un andlisis detallado de cada entrevista.

4.3.2 Andlisis a posteriori

En este presentamos un analisis de los resultados obtenidos en la aplicacion
de la entrevista. Consideramos tres apartados: analisis local de cada actividad,
un analisis general de cada una de ellas a la luz de nuestro marco tedrico y un
analisis general de cada uno de los estudiantes.

Analisis por actividad

Anédlisis de la actividad 1
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Iniciamos estéa actividad preguntando a los estudiantes ¢Qué es la solucion de
un sistema de ecuaciones lineales? A esta pregunta los estudiantes
respondieron sin dificultad que corresponde al conjunto de valores que toman
las variables, de tal manera que satisfacen cada una de las ecuaciones que
forman el sistema de ecuaciones lineales. Que en el caso de un sistema de
ecuaciones lineales con dos incognitas, la solucion, en el caso de ser Unica, es

un punto de R>.

En cada uno de los siguientes numerales esta representado un sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas (2 x 2). Escribe el sistema

correspondiente para cada caso e indica la solucion.

a. En esta grafica se presentan dos rectas paralelas. Al preguntarle al
estudiante E7, por el sistema y la soluciéon, comenté:

E7: Yo empezaria estableciendo los puntos de corte. Y teniendo
en cuenta que en este caso las pendientes son negativas. Y

teniendo en cuenta que la ecuacion de una recta es v = mx <+ b.
Entonces, la ecuacion es v = (f] x+ by b que es el punto de

corte.

&
.,
NGNS
. ~
(:j_:' HHH"'\-\. L\x‘\\.,
1= ~ N
a~ o~
&) e

E: ¢ Seguro esa es la pendiente?

E7: Pendiente es la variaciéon en y sobre la variacion en x. No, la
pendiente es - 2. Entonces las ecuaciones son:
el

E7: Como las rectas son paralelas las pendientes son las mismas.

Entonces el sistema me queda...
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a) Y= mx 4bH
) ‘d=v.§_x+b

® Y=-8 x+d
C
Eadsm
E: Recuerde que ademas le piden la solucién del sistema.
E7: Si, entonces llamemos asterisco y doble asterisco a las dos
ecuaciones. lgualamos a asterisco y a doble asterisco y obtenemos
gue b=d. Falso!

Bz —vix + d  Llxx)

J’L J=-mx +Yv (9

& o B v
‘b‘—:dﬁr_—‘u\bbi

E: Entonces, ¢qué podemos concluir?
E7: Que el sistema es... es indeterminado.
E: ¢Indeterminado o inconsistente?

E7: Inconsistente, no tiene solucion.

En este caso podemos observar que E7 plantea los sistemas teniendo en
cuenta los cortes de las rectas con los ejes coordenados, y que ademas tiene
en cuenta que por ser rectas paralelas tienen las mismas pendientes.
Podemos afirmar que el estudiante transita del modo de pensamiento sintético-

geomeétrico al analitico-aritmético.
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Estudiante E9

La estudiante E9 reconoce que el sistema no tiene solucion, pero a diferencia
de los otros dos estudiantes ella le da valores numéricos a los ejes y plantea un
sistema particular para esta situacion. Pensamos que esta estudiante transita

del modo de pensamiento sintético-geométrico al analitico-aritmético.

El estudiante E10 por su parte, reconoce que el sistema no tiene solucion pues

las rectas son paralelas.

\ \ o g -l i L
Ay o WG Gwm wf&%&‘?r o bey Yol don

E10: En a) el sistema tiene soluciones infinitas. No! Miento, en este caso
la solucion es vacia.

E: ¢Por qué?

E10: Bueno que pasaria,... Si hay solucion, hay un punto en comun. En

este caso las rectas son paralelas, nunca se van a cortar.

E10 no necesita ubicar los puntos de corte con los ejes coordenados, él

plantea el sistema teniendo en cuenta que las rectas no se cortan y que por
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tanto el sistema no tiene solucion. Podemos afirmar que E10 transita del

modo sintético-geométrico al modo analitico-estructural.

b. En esta grafica las dos rectas que nos presentan se cortan en un solo
punto.

Los estudiantes E10 y E7, plantean el sistema de ecuaciones lineales de
manera general, mientras que E9 decide analizar la situacion para un

sistema en particular.

Estudiante E9

Al igual que en el punto anterior, esta estudiante necesita poner valores
numéricos a los ejes coordenados para poder plantear el sistema, no
encuentra el valor de las pendientes y de acuerdo a esta grafica ella
considera que las pendientes tienen igual valor absoluto. Representa la

solucién como una pareja ordenada.

Mostramos a continuacioén el trabajo realizado por el estudiante E7.
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Estudiante E7

Este estudiante ubica los puntos de corte de las rectas con los ejes
coordenados, reconoce la interseccion de las rectas como la solucién del

sistema y la escribe como una pareja ordenada. Ademas plantea el sistema

¥ oo ()

~dypd=-a, ta

de ecuaciones lineales detallando las pendientes de las rectas.

Podemos observar, a continuacion, que para encontrar la solucién a un
sistema de ecuaciones lineales 2x2, E10 recurre a métodos algebraicos
vistos con anterioridad, en cursos de Algebra. Dandole condiciones a las

constantes para que el sistema tenga solucion unica.
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Estudiante E10

Podemos observar en este caso, que la estudiante E9 transita del modo
sintético-geométrico al modo de pensamiento analitico-aritmético, mientras que

los estudiantes E7 y E10 lo hacen al modo analitico-estructural.

d. En esta grafica nos muestran una recta que representa un sistema de

ecuaciones lineales con dos incégnitas.

C = = Sa-da o _hn:.!'-’_. A
Hr-XKa T-q a

ey '—‘z?" + b 9-*
3= ”*é'*" o
2y = ~X +2
® <>¥;\ 6037- S e
/(0.,,0) {P\h ‘?K—;g,, +Y) i
%) = --_3_; xb

Estudiante E7

El estudiante E7 planted inicialmente una ecuacion particular posteriormente

obtuvo dos ecuaciones multiplos escalares entre si y a la primera ecuacion,
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al hacer esto observé gue las tres ecuaciones representaban la misma recta;
después de esto obtuvo un sistema general de dos ecuaciones con dos
incognitas que son representados por la recta dada. Concluyé que el sistema
tiene infinitas soluciones, podemos pensar que este estudiante transita del

modo sintético-geométrico al analitico.

Por su parte la estudiante E9, al igual que en los numerales anterior plante6
una ecuacioén particular que representaba la recta dada.

Ea

\ c}/ |

-2, Lj *z.ml‘fz__
2312,m+q’
Pxmaid = 2ok 97X

2Y=2%
e 5 =x

Estudiante E9

A partir de esta ecuacidén encontré6 dos ecuaciones que representaban la

misma recta, gracias a esto logré plantear un sistema particular de dos
2v=2xm+ 4

ecuaciones con dos incognitas {6}’ = 6xm L 12

y asi pudo concluir que el

sistema tiene infinitas soluciones. Podemos confirmar nuevamente que la
estudiante E9 transita del modo sintético-geomeétrico al analitico-aritmético.
Es de notar que en ninguno de los tres casos la estudiante ha transitado al

modo analitico-estructural.
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Estudiante E10

Sin duda alguna, el estudiante E10 manifiesta que el sistema tiene infinitas
soluciones y que las ecuaciones que representan esta situacién, deben ser
multiplos escalares entre si. Podemos observar que este estudiante transita
entre los modos de pensamiento sintético-geomeétrico y analitico-estructural,

pues a partir de la grafica plantea el sistema y obtiene la solucion.

Anélisis de la actividad 2

En cada uno de los siguientes numerales esta representado un sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incégnitas (3 x 2). Escribe el sistema

correspondiente para cada caso e indica la solucion.

, . 2 p .
AP yd -
o ' -"/ — ,«/
< A :

P ~N

Y A A '

v & { %, 3 v
a) b) c)

En esta actividad los estudiantes no presentaron ninguna dificultad al encontrar las
soluciones en b) y en c), y al identificar que en a) no hay solucidn, aunque

inicialmente conjeturaron que el sistema podria tener tres soluciones.

Mostramos a continuacion el andlisis de E10, sobre la grafica a) cuando se le

preguntd por la solucion del sistema.
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Q\ Comon Q_A K,

E10: En a) hay tres soluciones.

E: ¢ Cuales serian?

E10: Los puntos en comun entre ellas... P1, P2y P3.

E: ¢ Esta seguro?

E10: Si, seria, seria,... Los puntos de corte serian la solucién
del sistema.

E: Y estd seguro que los puntos P1, P2 y P3 son la solucién al
sistema.

E10: Umm, no. Para que el sistema tenga solucion los puntos
deben pertenecer a las tres rectas en comun. Y aqui, P1 es un
punto en comun de las rectas R1 y R2, pero no de R3.El

sistema no tiene solucion.

De igual manera no hubo dificultad en plantear los sistemas, pensamos
gue fue debido a que asimilaron la primera actividad, sobretodo E7 y E9
y que presentaron dificultad al presentarseles una recta y decirles que
representaban un sistema 2x2. Sin embargo, E9 en c) planteo un

sistema patrticular:

A

~Ay= Bx+C

3oy =3 x+3C
Ay = &x o C

=3 = =
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Como en este numeral no se presento ningun ejemplo de tres rectas que
representaran un sistema de tres ecuaciones con dos incdgnitas, se le pidi6 a
los estudiantes que representaran este caso, ninguno de los tres presento

dificultad en hacerlo. Estas son las graficas que realizaron:

E10 E9 TYE7

Podemos apreciar entonces, que los estudiantes transitan entre el modo de
pensamiento sintético-geométrico y el modo de pensamiento analitico, E9
transita del modo sintético-geométrico al analitico-aritmético, mientras que E7 y
E10 al modo analitico-estructural.

Analisis de la actividad 3

En esta actividad le solicitamos a cada estudiante que escribiera una ecuacion
con dos incognitas a partir de la ecuacibn que ellos escribieron. La
entrevistadora escribio otra ecuacion y les pidié que determinaran si el sistema
tenia solucion unica, infinitas soluciones o si no tenia solucién. Esta actividad
E7 y E9 la realizaron aplicando métodos algebraicos conocidos por los

estudiantes llegando a encontrarse con resultados como 0 = 00y 0 = k, donde

los estudiantes sin ninguna dificultad indicaron que los sistemas tenian infinitas
soluciones y ninguna solucion, respectivamente. Lo mismo ocurrié cuando se

trabajo con sistemas 3x2.

El estudiante E10, nuevamente analizé las caracteristicas de las ecuaciones y
determind la solucién a partir de ellas. So6lo en el caso en que el sistema tiene

solucion unica, él encontré la solucién por medio de procesos algebraicos.
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Podemos observar que este estudiante transita entre el modo de pensamiento

analitico-aritmético y al modo analitico-estructural.

El estudiante E10 propone la ecuaciéon 2x + 3y = &, y como expusimos en el

analisis a priori de la entrevista, la otra ecuacion la propone la entrevistadora.

Zx +3v =6
ax+ by=c’

Vamos a analizar los sistemas{ con el que trabaj6o el estudiante

E10.

En el primer caso, el estudiante identifica que el sistema tiene infinitas
soluciones pues las ecuaciones son multiplos escalares entre si. En el segundo
caso, el estudiante recurre a métodos algebraicos para encontrar que el

sistema tiene solucién Gnica, la cual la expresa como un elemento de R-, como
una pareja ordenada (x, v). En el Ultimo caso, el estudiante decide nuevamente

determinar la solucion por medio de métodos algebraicos y llega a la expresion

6 = —6, hecho que reconoce como falso. Sin embargo, él refuerza que el

sistema no tiene solucion, graficando las rectas. Aqui podemos observar que
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este estudiante puede transitar del modo de pensamiento analitico-aritmético a

los modos sintético-geométrico y al analitico-estructural.

Cuando agregamos una tercera ecuacion, la situacion es muy similar en los
tres estudiantes, analizan las caracteristicas estructurales de las ecuaciones
para determinar si el sistema tiene o no solucién.

Anélisis de la actividad 4

Encuentre el valor de p para que el sistema:

{4-x +uy =-—-2

Zx—yv =4

a) Tenga solucién Unica.

b) Tenga infinitas soluciones.
c¢) No tenga solucion.

El estudiante E7, encontré el valor de v en funcién de y, y asi determiné qué

valores podia tomar u para que el sistema tenga solucion Gnica.

Posteriormente analizé el sistema para el valor de p= =2.
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Un procedimiento similar realizaron los otros dos estudiantes, aqui observamos
qgue los estudiantes no analizaron las caracteristicas de las ecuaciones y
tampoco abordaron la situacion de manera geométrica. Es decir, aqui no
podemos notar el transito entre los modos de pensamiento analitico-estructural
a los otros dos pensamientos. Es de resaltar que esta actividad se plante6 en la
prueba diagnostica y el estudiante E10 la analiz6 teniendo en cuenta las
caracteristicas de las ecuaciones para determinar cuando el sistema tiene

anica solucion o no tiene solucion e incluso graficé las rectas para el valor de

H=—2.

Analisis de la actividad 5

En esta actividad se les presentdé nuevamente a los estudiantes la grafica de
unas rectas en el plano, estas rectas representan sistemas de ecuaciones
lineales. Se les da a los estudiantes cuatro sistemas de ecuaciones lineales.
Los tres primeros 3x2 y el ultimo 4x2. Se pide a los estudiantes que indiquen si
cada sistema corresponde o no al sistema representado en el plano y que
justifigue el por qué de su respuesta. En esta actividad los estudiantes
identificaron correctamente cuales sistemas estaban representados en el plano,
para ello analizaron tanto las caracteristicas de las rectas como las
caracteristicas de las ecuaciones. Es decir, una recta vertical no puede tener la

ecuacion v = k. Mostramos en la figura de la siguiente pagina las respuestas

de E10.

Al finalizar esta actividad los estudiantes concluyen que un sistema m X 2

puede representar la situacion presentada en el plano, siempre y cuando
existan varias ecuaciones que sean multiplos escalares entre si. Es decir, que
la situacion planteada no necesariamente representa un sistema 3x2 0 4x2

como los que son propuestos en la actividad.
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5. En el siguiente plano se ha representado un sistema de ecuaciones lineales.

m W= L e e T
& 7
. y

%x+q
(8,1) 1
k%l“)
=Y,0) = A
T
Indica si el sistema dado es &i representado en el plano o no. Justifique ampliamente su respuesta
Encuentre la solucion al sistema.
sl nofX
2y = 2 Jowle
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s ey catoder  Aa N\eZON )
. sl wolB =
e Porque: &S €cuoaneton.  Son les _reste>.
(= L =2 ;
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Andlisis por estudiante

Después de presentar el analisis de cada actividad de la entrevista,

presentamos a continuacion un analisis de cada uno de los estudiantes

entrevistados a la luz de nuestro marco teorico.

Analisis de la entrevista con E7

El estudiante E7 reconoce sin dificultad lo que significa la solucion de un

sistema de ecuaciones lineales. Graficamente, al presentarsele en el plano dos

lineas paralelas e indicarle que ellas representan un sistema 2x2, el estudiante
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inmediatamente reconoce que el sistema no tiene solucion. Planted las
ecuaciones sin dificultad para el caso general, indicando que las rectas deben
tener la misma pendiente. Al presentarsele la grafica donde las rectas se cortan
en un punto, él sefiala que el sistema tiene solucién Unica y que es el punto de
corte. Al plantear el sistema también lo hace para el caso general, expresando
las pendientes en términos de los puntos de corte con los ejes y representando

la solucion como una pareja ordenada (x,v). Al preguntarle por la solucion al

sistema representado por la grafica donde aparece una sola recta, después de
plantear varias ecuaciones a sugerencia de la entrevistadora, logro
convencerse que la recta puede estar representada por varias ecuaciones,
ecuaciones que van a ser multiplos escalares entre si y que ademas todos los
puntos que satisfacen las dos ecuaciones son soluciones al sistema, por tanto

gue el sistema tiene infinitas soluciones.

Cuando se le pide encontrar la solucion al sistema 3x2, representado
graficamente por 3 rectas que se cortan en un punto por pares, 2 rectas que se
cortan en un punto y por una recta, el estudiante encuentra la existencia o no
de la(s) solucidén(es) sin ningun tipo de dificultad, podemos pensar que el
ejercicio anterior fue de gran ayuda para el éxito en esta actividad. Plantea

ademas, de manera correcta, los sistemas de manera general.

En la actividad 3, cuando planteamos diferentes sistemas a partir de
ecuaciones dadas en conjunto por la entrevistadora y el estudiante, y se le
pide encontrar la solucion y él recurre a hacerlo utilizando los métodos que
conoce, pero en ningln caso representa las graficas. Tampoco tiene en cuenta
las caracteristicas estructurales de las ecuaciones. En la actividad 4,
nuevamente para encontrar el valor de p, para que el sistema tenga solucion
Gnica, infinitas soluciones o0 no tenga solucién, nuevamente recurre a los
métodos vistos en Algebra Lineal |, pero no grafica ni analiza las caracteristicas
de las ecuaciones. Podemos notar en estos tres puntos, que aunque el
estudiante puede transitar del modo de pensamiento geométrico al analitico,

esta acostumbrado a abordar los sistemas de ecuaciones lineales desde el
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modo de pensamiento analitico-aritmético. Identifica sin ningan problema que la

identidad © = 0 nos indica que el sistema tiene infinitas soluciones y que la

identidad k=0, indica que no tiene solucién si k#0.

En la dltima actividad nuevamente el estudiante muestra que no tiene dificultad
de transitar entre el modo de pensamiento sintético-geométrico al analitico,
reconoce qué sistemas pueden representar la grafica que se le presenta a

partir de las caracteristicas estructurales de las ecuaciones.

De acuerdo a esta informacién recolectada, podemos concluir que el
estudiante E7 transita exitosamente entre los modos de pensamiento descritos
por Sierpinska (2000) y que gracias a esto comprende la teoria de los sistemas

de ecuaciones lineales y su solucion.

Anélisis de la entrevista con E9

La estudiante reconoce que graficamente la solucion de un sistema de
ecuaciones lineales 2x2, es el punto en comun de las dos rectas, y que la

solucion es una pareja ordenada (=, v) que satisface las dos ecuaciones.

Para encontrar la solucion a un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incégnitas, representado por dos rectas que se cortan, la estudiante no lo hace
para el caso general; lo hace para el caso particular, dandole valores a los ejes
coordenados y asi planteando un sistema particular el cual resuelve. Reconoce

la solucidn del sistema como una pareja ordenada.

En el caso donde hay una recta reconoce que se puede representar la recta
con dos ecuaciones donde una es factor escalar de la otra; de manera general
presenta dificultad para representar el sistema asi que se ayuda de ejemplos
particulares para posteriormente generalizar. Y para encontrar la solucién debe

apoyarse también de los ejemplos, llegando a reconocer que la igualdad 0 = 0

representa que el sistema tiene infinitas soluciones.
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Cuando pasamos a trabajar con sistemas lineales de orden 3x2, reconoce sin
dificultad la solucion a cada uno de los sistemas, indicando correctamente que
si tres rectas se cortan dos a dos, el sistema no tiene solucidon pues no se
cortan en un punto en comun.

Si le presentamos dos rectas, reconoce ahora sin dificultad que las dos rectas
pueden ser representadas por tres ecuaciones, donde dos de ellas son
multiplos escalares entre si. Y que el sistema representado en el plano tiene
solucion unica; ademas, ahora si se atreve a plantear el sistema de manera
general y a encontrar la solucidon a este sistema. La estudiante muestra un

ejemplo de rectas en el plano cuyo sistema tiene solucion Unica.

Al presentéarsele a la estudiante una recta e indicarle que representa un sistema
de ecuaciones lineales 3x2, sin dificultad indica que el sistema tiene infinitas
soluciones, que se puede representar por tres ecuaciones que son multiplos
escalares entre si. Pero nuevamente confirma que el sistema tiene infinitas

soluciones resolviendo el sistema e interpretando la expresion 0=0.

Podemos pensar que el ejercicio anterior le ayud6 a la estudiante a resolver
este punto de una manera mas agil y con mayor confianza. Podemos pensar
que la estudiante transita del modo de pensamiento sintético-geométrico al
analitico, especialmente al analitico-aritmético.

En el tercer punto, donde pedimos a la estudiante que plantee un sistema de
dos ecuaciones lineales con dos incégnitas o tres ecuaciones lineales con dos
incégnitas, y que encuentre la solucion; ella opta por resolver el sistema
aplicando métodos algebraicos conocidos por ella anteriormente, pero no se
detiene a mirar las caracteristicas de las ecuaciones, ni a graficar el sistema.
Es decir, podemos afirmar que la estudiante en esta clase de ejercicios no
transita a los modos de pensamiento sintético-geométrico ni al analitico

estructural. Nuevamente la estudiante llega a la expresion 0=0 y a la
expresion k = 0, donde no presenta dificultad en asegurar que el sistema tiene

infinitas soluciones o no tiene solucién respectivamente.
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Aunque la estudiante para encontrar la soluciébn a un sistema de ecuaciones
lineales 2x2, lo hace utilizando métodos algebraicos, en el punto donde le piden
encontrar el valor de u para que el sistema tenga solucion Unica, ella analiza
las caracteristicas de las ecuaciones para encontrar a 1. Sin embargo, termina

respondiendo a la pregunta resolviendo el sistema.

En el dltimo punto, a la estudiante se le presenta una grafica con algunas
rectas en el plano y se le pide identificar el sistema que representa la situacion
dada. Ella analiza los sistemas e identifica las caracteristicas de las ecuaciones

gue coinciden con las rectas de manera adecuada.

Podemos concluir, segun Sierpinska (2000), que en la estudiante E9
predomina el modo de pensamiento analitico-aritmético, ella transita
superficialmente a los modos de pensamiento sintético-geométrico y analitico-

estructural.

Andlisis de la entrevista con E10

En cuanto a la solucién de un sistema de ecuaciones lineales identifica que
graficamente es el (los) punto(s) de corte entre la(s) recta(s); que
analiticamente es la pareja ordenada, en sistemas de lineales con 2 variables
(en el caso trabajado por nosotros sistemas 2x2 y 3x2), que cumplen o

satisfacen las dos ecuaciones.

El estudiante no presenta dificultad en reconocer que si nos dan una recta en el
plano esa recta me puede representar un sistema de ecuaciones lineales 2x2 o
3x2, con gran facilidad plantea los sistemas indicando que una ecuacién es
multiplo escalar de la otra en un sistema 2x2 y que las tres ecuaciones lineales
son multiplos escalares entre si en un sistema 3x2. En cuanto a la solucion el
estudiante inmediatamente ve la grafica reconoce que el sistema tiene infinitas

soluciones.
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En el caso de presentarsele dos rectas que se intersecan en el plano, reconoce
que la solucidn al sistema es Unica, y que es el punto donde se cortan las dos
rectas. Plantea el sistema general pero presenta un poco de dificultad a intentar
describir la solucion de manera general, es necesario utilizar un ejemplo
particular para extenderlo al caso general.

Cuando se le presenta al estudiante un plano con dos rectas o tres rectas
paralelas, sin dificultad indica que el sistema 2x2 y 3x2, respectivamente, no
tienen solucion; pues no hay puntos de corte entre las rectas, las rectas no
tienen puntos en comuan. Plantea sin dificultad el sistema 2x2 o 3x2, indicando
gue para que las rectas sean paralelas las pendientes deben ser iguales, que
las ecuaciones son multiplos escalares una de la otra excepto en las

constantes.

En la situacién donde aparecen tres rectas en el plano que se cortan dos a dos,
inicialmente el estudiante afirma que el sistema tiene solucion Unica, pero al
recordar que la solucidon a un sistema 3x2 es el punto de corte, el punto en
comun entre las rectas, rectifica su respuesta e indica que el sistema no tiene
solucion, pues no hay punto en comdn entre las tres rectas. En cuanto al
planteamiento del sistema no presenta dificultad, aclara que las ecuaciones no
son multiplos escalares entre si.

En el caso donde al estudiante se le presenta una grafica en el plano donde se
cortan tres rectas y se le dan ademas unos sistemas 3x2 y 4x2, el reconoce
perfectamente cuales sistemas, 3x2 y 4x2, pueden representar la situacion

representada en el plano.

Podemos afirmar entonces que el estudiante transita sin aparente dificultad del

modo de pensamiento sintético-geométrico al modo de pensamiento analitico.

En los casos donde se tienen las ecuaciones y se pide encontrar la solucion a
los sistemas 2x2 y 3x2, observamos que el estudiante analiza las
caracteristicas de las ecuaciones, identifica si son multiplos escalares entre

ellas y determina si hay 0 no solucién, si la solucion es Unica o el sistema tiene
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infinitas soluciones de manera correcta. Ademas el estudiante indica si las
rectas son paralelas o no, e incluso representa el sistema en el plano.

Podemos afirmar entonces que el estudiante transita del modo de pensamiento
analitico-aritmético al analitico-estructural, y que transita del modo analitico al

sintético-geométrico.
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CAPITULO 5.

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1 Conclusiones

En general podemos decir que los estudiantes entrevistados muestran una
concepcion adecuada acerca de la solucidon de un sistema de ecuaciones
lineales con dos incognitas, al determinar que se trata de las parejas ordenadas

(x,v) que satisfacen simultdneamente las ecuaciones que conforman el

sistema. En la parte grafica se observa que el significado geométrico de
solucion unica es claro, identifican el punto de corte entre las rectas. Cuando se

trabaja con mas de una solucion, es decir, cuando en R* se presenta una sola

recta, los estudiantes E7 y E9 presentan un poco de dificultad al encontrar la
solucion; se necesitd de la orientacion de la entrevistadora para que
concluyeran que la solucion es infinita puesto que esa recta puede ser

representada por diferentes ecuaciones.

Respecto del transito entre el pensamiento geométrico y el aritmético podemos
observar que en general los estudiantes no tuvieron inconvenientes. Los
estudiantes E7 y E10, plantearon los sistemas para el caso general, mientras

que la estudiante E9 lo hizo para un caso particular e intento generalizar.

En los tres estudiantes entrevistados se evidencia el buen manejo del
pensamiento aritmético. Al resolver sistemas de dos ecuaciones lineales con
dos y tres incégnitas cuando éstas tienen, Unica solucion, infinitas soluciones o
ninguna solucioén, el estudiante E10 observa qué tipo de solucion tiene cada
sistema proporcionado, observando las propiedades de las ecuaciones de cada
sistema para analizar qué método de resolucién pueden aplicar. Este

estudiante maneja elementos de un pensamiento estructural al observar las
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propiedades de cada sistema. Los estudiantes E7 y E9 resuelven los sistemas
de ecuaciones lineales 2x2 usando métodos algebraicos pero los sistemas de
ecuaciones lineales 3x2 los abordan mirando las caracteristicas de las

ecuaciones lineales.

Aunque podemos concluir que los tres estudiantes transitan entre los modos de
pensamiento sintético-geométrico y analitico, es claro que los estudiantes E7 y
E9 estan mas familiarizados con el modo analitico-aritmético mientras que el

estudiante E10 transita naturalmente por los tres modos de pensamiento.

Pensamos que debemos brindar a nuestros estudiantes espacios adecuados
para que no solo desarrollen habilidades algebraicas al determinar la solucién
de sistema de ecuaciones lineales, sino ademas, acostumbrarlos a justificar los
algoritmos que emplea en la resolucion de estos, con el fin de que su
aprendizaje no se vuelva algo mecanico, que cada justificacion le ayude a
comprender los conceptos trabajados. De esta manera el transito entre los
modos de pensamiento puede darse de una manera natural. También
pensamos que es necesario fomentar en nuestros estudiantes el ambiente
geométrico, reforzandolo a medida que desarrollen los ejercicios, esto
debemos hacerlo desde los primeros cursos, donde aborden por primera vez
los sistemas de ecuaciones lineales.

En cuanto al pensamiento analitico-estructural, observamos que aunque E9
recordd algunas propiedades generales de los sistemas de ecuaciones
lineales, siguid abordando las situaciones dadas de manera aritmética.
Mientras que los estudiantes E10 y E7 expresan con facilidad sus ideas,
poseen un modo de pensamiento analitico-estructural y lo usan para relacionar
resultados geométricos y aritméticos. Esperabamos que el transito entre los
tres modos de pensamiento se diera sin ninguna dificultad debido a la
experiencia y madurez académica de estos estudiantes, este hecho lo

podemos notar en el estudiante E10.

83



Pensamos que la manera adecuada de aprender los conceptos de Algebra
Lineal, el caso abordado por nosotros, los sistemas de ecuaciones lineales 2x2

y 3x2, es hacer el transito efectivo entre los tres modos de pensamiento.

5.2 Recomendaciones

Para futuras investigaciones, se sugiere el disefio de actividades novedosas en
donde los estudiantes logren desarrollar los tres modos de pensamiento, y
observar qué estrategias utilizan ante situaciones nuevas. Actividades que
puedan complementar en programa tradicional de Algebra Lineal | con el &nimo
de propiciar el ambiente adecuado para que los estudiantes trabajen en los tres
modos de pensamiento y comprendan la informacién que cada uno de ellos
ofrece. Propuestas dirigidas no solo a los docentes de Algebra sino también
dirigidas a las editoriales con el animo de complementar los textos que se

manejan comercialmente.
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ANEXOS

ANEXO 1. Prueba diagnostica aplicada a los estudiantes de pregrado de la

Universidad Industrial de Santander.

ANEXO2. Actividades de la entrevista aplicada a los estudiantes de pregrado

de la Universidad Industrial de Santander.
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ANEXO 1.

Universidad Diagnostico
Industrial de Sistemas de Ecuaciones Lineales
Santander
] Septiembre de 2009
Facultad de Ciencias . : A
Escuela de Matematicas Prof: Doris GONZALEZ
Nombre: Cadigo:

1. En cada uno de los siguientes numerales esta representado un sistema de dos ecuaciones lineales
con dos incognitas (2 x 2). Escribe el sistema comrespondiente para cada caso e indica la solucion.

7

a) b) c)

2. En cada uno de los siguientes numerales esta representado un sistema de ecuaciones lineales 3 x 2.
Escribe el sistema correspondiente para cada caso e indica la solucion.

=i = _&
N7 7

a) b) c)

3. Determine la solucion de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales vy represente el conjunto
solucian. Justifique su respuesta.

) x—3y=-10 4z + 5y =100 k br—2y=4
r—2y=5 &z + 10y = 200 D az-dy=3
r+y=4 r+y=4 2r—3y="T
d){ 2r-3y="7 e){ w-dy=7 f) dr—gy=23
3r+2y =38 3z -2y =11 —10z + 15y = —35
=
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4. Encuentre el valor de p para que el sistema: { o+ py = —2

2r—y=4

a) Tenga solucion unica.
b) Tenga infinitas soluciones.
c) Mo tenga solucion.

5. Resuelva los siguientes problemas:

a) Hace 5 afios la edad de mi padre era el triple de la de mi hermano y dentro de 5 afios sdlo
sera el duplo. ¢ Cuales son las edades de mi padre v de mi hermanao?

b) Un departamento de caza y pesca del estado proporciona 2 tipos de comida a un lago que
alberga 2 especies de peces. Cada pez de la especie A consume cada semana un promedio
de 4 unidades de alimento 1 y 8 unidades de alimento 2. Cada pez de la especie B consume
5 unidades de alimento 1 y 10 unidades de alimento 2. Cada semana se proporciona al lago
100 unidades de alimento 1 y 200 unidades de alimento 2. 4 Cuantos peces de cada especie
pueden coexistir en el lago?

c) Esposiblequelasrectas Ly :x+y =4, Lo : 22— 3y =Ty Ly : 3r — 2y = 11 se intersequen en
un mismo punto? Por qué?
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6. En el siguiente plano se ha representado un sistema de ecuaciones lineales.

Indica si el sistema dado es el representado en el plano o no. Justifigue ampliamente su respuesta.
Encuentre |la solucion al sistema.

SID NOD
T—2y=—4

Parque:

Sl D NO D
r—2y=—4 .
b) dp — 9 Porque:
—3xr + 6y =12
Sl D NO D
x—2y=—4 )
c) lr — 9 Porque:
r+2y =28
5 } Sl [:I NO D
x—2y=—4
qr = Porque:
d) r+2y==8
-3z 4 6y =12
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ANEXO 2.

Universidad Entrevista
Industrial de Sistemas de Ecuaciones Lineales
Santander
L ] Septiembre de 2009
Facultad de Ciencias 3 : A
Escuela de Matematicas Prof: Doris GONZALEZ

Nombre: Cadigo:
NOMBRE: CODIGO:

¢, Qué es la solucion de un sistema de ecuaciones lineales?

Actividad 1 : En cada uno de los siguientes numerales esta representado un sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incégnitas (2 x 2). Escribe el sistema correspondiente para cada

caso e indica la solucién.

N
N N

/
7

a) b) c)

Las graficas se presentan una por una, no se muestra la siguiente hasta que el estudiante no

encuentre la solucién de la anterior.

Actividad 2 : En cada uno de los siguientes numerales esta representado un sistema de

ecuaciones lineales 3x2. Escribe el sistema correspondiente para cada caso e indica la

solucion.
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- A
/ /

a) b) c)

Actividad 3: Planteamos un sistema 2x2, dos ecuaciones con dos incognitas. El sistema lo
construiremos a partir de una ecuacion que dé el estudiante y la otra ecuacion la construiremos

nosotros.

(ex + by = by, — ecuocidn propuesto por el estudionte
ex + dy = b, = ecumcidn propusstn por nosotros

* Encuentre la solucién del sistema.

Repetimos este ejercicio de tal manera que el sistema solucién Unica, infinitas soluciones y sin

solucion.

Luego planteamos un sistema 3x2, tres ecuaciones con dos incdgnitas. Nuevamente el sistema
sera construido a partir de la ecuacion dada por el estudiante y las otras dos las asignaremos
nosotros.

ar + by = by = ecuacion propuesta por el estudiante

cx +dy = b; = ecuacidn propuesto por nosotros

ex + fv = by — ecuacidn propuesto por nosotros
* Encuentre la solucion del sistema.

Repetiremos este ejercicio cambiando una de las ecuaciones, de tal manera que el sistema

Unica solucién, infinitas soluciones y sin solucién.

Actividad 4 : Encuentre el valor de p para que el sistema:

i

{-Lr +py =-2
L 2r=v =4

a) Tenga solucidn Unica.
b) Tenga infinitas soluciones.

¢) No tenga solucién.
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Actividad 5 : En el siguiente plano se ha representado un sistema de ecuaciones lineales.
Indica si el sistema dado es el representado en el plano o no. Justifigue ampliamente su

respuesta.

Encuentre la solucién al sistema.

’__/
fr— 2y = —4
a) | dy =2 SI__NO_ Porque:
Lx+ 2y =8
[ x—2y =—4
b) | dx =12 SI__NO_ Porque
\—3x + 6y =12
fx —2y = —4
c) ’ dx =12 SI__NO_ Porque:
Lx+2y=28
xr—2y = —4
4y =2
d) <L R — SI_NO_ Porque:
—3r+ 6y = 12
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