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Nomenclatura

Esta nomenclatura no incluye las notaciones usadas en el apéndice.
Los vectores se denotan mediante caracteres en negrita.

A Área de la sección transversal del tubo de Rijke
A,B Matrices de representación en espacio de estados
c Velocidad del sonido
cp Capacidad Calorífica
cv Calor específico a volumen constante
I Matriz identidad
i Unidad imaginaria
K Ganancia de control proporcional
M Matriz de transferencia para el modelo del tubo de Rijke
p Presión
Q Energía térmica
Rd Coeficiente de reflexión downstream
Rs Constante específica de los gases
Ru Coeficiente de reflexión upstream
s Variable de Laplace, frecuencia compleja
T Temperatura absoluta
Ti Variable de sustitución de Rekasius
t tiempo
u Velocidad del aire
Zi Variable de sustitución de Kronecker
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Letras Griegas

ρ Densidad o masa específica
γ Relación de la capacidad de calor
τ Retardo
∆ Representa cambios o Variaciones
∂ Derivada parcial
℘0 Núcleo, usado en definición 1
℘n Descendencia, usado en definición 2
℘ Conjunto Solución, usado en definición 3

Superíndices

− Punto de operación, promedio
∼ Variaciones alrededor del punto de operación

Subíndices

0 Relacionado con el Núcleo (Ver definición 1)
n Relacionado con la descendencia (Ver definición 2)
1 Corte de estudio de la región Upstream
2 Corte de estudio de la región Downstream
u Upstream
d Downstream
mic Relacionado con micrófono
min Valor mínimo
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RESUMEN

Título: Análisis de Inestabilidad Termoacústica y Control Realimentado con Retardos
usando el paradigma del Tratamiento en Grupo de Raíces Características (CTCR)1

Autores:
Víctor Alfonso Amaya Ferreira2

Naren Arley Mantilla Ramírez2

Palabras Clave: Inestabilidad Termoacústica, Tratamiento en Grupo de Raíces Ca-
racterísticas, Control Realimentado con Retardos, Tubo de Rijke, Sistemas con Retardo
en el Tiempo.

DESCRIPCIÓN

Los sistemas que involucran procesos termoacústicos han tomado parte importante
en el desarrollo industrial durante las últimas décadas. Dichos procesos se originan en la
relación entre eventos acústicos y térmicos, razón por la cual están sujetos a diferentes
configuraciones que pueden generar un comportamiento inestable.

Hasta hace poco tiempo, la estabilidad de estos procesos era evaluada de forma
experimental, cuando ya había pasado la etapa de implementación, lo que suponía un
límite en los grados de libertad y parámetros de diseño de su sistema de control. Ahora,
el estudio de la estabilidad en elementos termoacústicos se puede realizar de manera
analítica. Una estrategia es el diseño de un control realimentado con retardos.

Sin embargo, el uso de retardos induce trascendentalidad exponencial en la ecuación
característica del sistema, lo que dificulta su solución. Por tal motivo, es necesario
basarse en técnicas de modelado y simulación diseñadas especialmente para resolver
este tipo de ecuaciones. Este es el caso del paradigma del Tratamiento en Grupo de las
Raíces Características (CTCR). El CTCR, una herramienta matemática que permite
evaluar de manera eficiente la estabilidad de sistemas con retardo en el tiempo en
función de su retardo, es la técnica escogida para el desarrollo de este proyecto cuya
meta es el análisis de estabilidad en sistemas termoacústicos (e.g. combustores) usando
técnicas de control realimentado con retardos.

1Trabajo de Grado
2Facultad de Ingenierías Físico-Mecánicas. Escuela de Ingenierías Eléctrica, Electrónica y de Tele-

comunicaciones. Director: Daniel Alfonso Sierra Bueno. Codirector: Rudy Cepeda Gómez.
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ABSTRACT

Títle: Thermo-Acoustic Instability Analysis and Delayed Feedback Control using the
Cluster Treatment of Characteristic Roots (CTCR) Paradigm1

Authors:
Víctor Alfonso Amaya Ferreira2

Naren Arley Mantilla Ramírez2

Key Words: Thermo-Acoustic Instability (TAI), Cluster Treatment of Characteristic
Roots (CTCR), Delayed Feedback Control, Rijke Tube, Time Delayed Systems (TDS).

DESCRIPTION

Systems involving thermo-acoustic processes have played an important part in in-
dustrial development during the last decades. These processes are originated in the
relationship between acoustic and thermal events, which is why they are liable to diffe-
rent configurations that can generate an unstable behavior.

Until recently, the stability of these processes was evaluated experimentally, after
the implementation stage. This implied a limit on the degrees of freedom and design
parameters of their control system. Now, the study of stability in thermo-acoustic ele-
ments can be performed analytically. One strategy is the design of a delayed feedback
control to render stability to the system.

However, using delays induces exponential transcendentality in the characteristic
equation of the system, making difficult its solution. For this reason, it is necessary
to rely on modeling and simulation techniques specially designed to solve this type of
equations. This is the case of the Cluster Treatment of Characteristic Roots (CTCR)
paradigm. The CTCR paradigm, a mathematical tool that allows an efficient assessment
of the stability of time delayed systems as a function of the delay, is the technique chosen
for the development of this project whose main goal is the stability analysis in thermo-
acoustic systems (e.g. combustors) using feedback techniques.

1Bachelor Thesis
2Facultad de Ingenierías Físico-Mecánicas. Escuela de Ingenierías Eléctrica, Electrónica y de Tele-

comunicaciones. Director: Daniel Alfonso Sierra Bueno, PhD. Codirector: Rudy Cepeda Gómez, PhD.
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INTRODUCCIÓN

Desde la invención de las máquinas los elementos que responden a procesos termo-
acústicos han sido parte importante de procesos industriales. Esto supone un reto: la
inestabilidad producida por las vibraciones de las partículas en su interior. Ejemplo de
estos son los combustores, a los cuales, después de diseñados, se les hace un estudio de
estabilidad. Esto implica procesos costosos que detectan la inestabilidad después de la
fabricación [4]. Como resultado, se necesitan sistemas de control más robustos que se
deben implementar con parámetros de diseño muy limitados.

En sistemas de combustión, como las turbinas de gas, la inestabilidad es un pro-
blema importante que afecta notablemente el rendimiento del combustor, disminuye
su eficiencia e incluso puede generar ruido y daño irreversible en su estructura. Las
fluctuaciones en la presión, la transferencia de calor, la generación de ondas acústicas
son algunos de los factores que generan inestabilidad. Particularmente, la inestabilidad
termoacústica es un tema de interés para los científicos que investigan fenómenos de
combustión.

La Inestabilidad Termoacústica (Thermo-Acoustic Instability, TAI), también cono-
cida como inestabilidad de Rayleigh [21], ocurre por interacción dinámica entre eventos
acústicos y térmicos en un espacio cerrado. Por ejemplo, la liberación de calor, pro-
ducida por una llama en un combustor, genera ondas acústicas que influyen sobre el
comportamiento de la misma.

Los primeros estudios sobre TAI se remontan hacia finales del siglo XIX. Desde en-
tonces, diversos autores han realizado investigaciones referentes al tema. En el estado
del arte se encuentra una metodología que aprovecha las ventajas del paradigma ma-
temático del tratamiento por grupos de las raíces características (Cluster Treatment of
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Characteristic Roots, CTCR).

El CTCR es un método matemático que permite determinar de manera exacta la
estabilidad de sistemas LTI (Lineales e invariantes en el Tiempo) con retardo en el
tiempo (Time-Delayed Systems, TDS). Esta técnica permite obtener el número de raí-
ces características inestables para un valor dado del retardo [18].

Utilizar el paradigma del CTCR en el análisis de sistemas termoacústicos ofrece
una ventaja significativa sobre los métodos tradicionales, en los cuales las condiciones
de inestabilidad del sistema se detectan experimentalmente y después de su fabricación,
elevando los costos y reduciendo el número de posibles soluciones. En cambio el CTCR,
al ser un método analítico, permite definir parámetros de diseño antes de la construc-
ción.

En el trabajo propuesto se busca analizar la inestabilidad en sistemas termoacústi-
cos usando técnicas de control realimentado con retardos. Específicamente, se utiliza el
CTCR para el análisis de sistemas termoacústicos a través del modelado y simulación
del experimento del tubo de Rijke, ampliamente utilizado como caso de estudio del fe-
nómeno termoacústico [7,12,21,35,36]. Este análisis es validado mediante experimentos
de simulación que evalúan el desempeño del tubo de Rijke sin control y controlado por
realimentación con retardos.

La metodología seleccionada no sólo permite analizar la estabilidad de sistemas ter-
moacústicos (tema de estudio y aplicación del trabajo propuesto), sino que es extensible
a otros campos de la ingeniería, la biología, la física, la investigación operativa y la eco-
nomía donde aparecen sistemas con retardo en el tiempo (TDS) [29]. Por lo tanto, con
este trabajo se busca promover la investigación en temas de actualidad y el análisis de
la dinámica y la estabilidad de diversos sistemas.

El trabajo se organiza por capítulos de la siguiente manera: en el capítulo 1 se
desarrolla el marco teórico del proyecto, donde se define el problema a abordar, el expe-
rimento a analizar y el método seleccionado para resolver el problema. En el Capítulo 2
se realiza un análisis de estabilidad para casos de ejemplo considerando diferentes tipos
de sistemas con retardo presentes en la literatura. En el capítulo 3 se presenta el mo-
delado del experimento del Tubo de Rijke, la aplicación del paradigma del CTCR en el
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análisis del sistema, la inclusión de un lazo de control realimentado con retardo y la va-
lidación correspondiente de los resultados obtenidos. En el capítulo 4 se ofrecen algunas
algunas conclusiones y en el capítulo 5 se hacen sugerencias para futuras investigaciones.
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Capítulo 1
MARCO TEÓRICO

1.1. Inestabilidad Termoacústica (TAI)

La inestabilidad termoacústica (TAI), también conocida como inestabilidad de Ray-
leigh, ha sido objeto de investigación para muchos científicos y ocupa un lugar especial
en los estudios modernos de combustión [13, 15, 25, 28, 32–34]. Se origina por el acople
entre fenómenos térmicos y acústicos en un recinto cerrado (e.g. un combustor).

Rayleigh describió la interacción entre ondas acústicas y fuentes inestables de calor
afirmando que la amplitud de la onda sonora será directamente proporcional al calor
agregado al sistema, siempre y cuando esté en fase con la presión [9,23,24]. En el caso de
la combustión, cuando tiene lugar en un sistema confinado, la liberación de calor genera
ondas acústicas que se reflejan en las paredes del combustor y provocan fluctuaciones
de presión que afectan a la misma fuente de calor.

Las fluctuaciones de presión y un aumento considerable en el calor liberado por la
fuente de calor son las manifestaciones de la inestabilidad termoacústica. Cuando esto
ocurre, los sistemas pueden presentar fallos en su rendimiento, altos niveles de ruido
(acústico) e incluso daño físico y estructural.

Debido a la complejidad en el estudio de inestabilidad termoacústica, aparecen mo-
delos simples que permiten entender su naturaleza. El tubo de Rijke es un sistema
conveniente para comprender sus efectos tanto teórica como experimentalmente.
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1.2. Experimento del tubo de Rijke

Como caso de estudio para evaluar la inestabilidad termoacústica se propone el ex-
perimento del tubo de Rijke. El montaje consiste en un tubo largo y delgado, abierto
en ambos extremos, dentro del cual se encuentra una fuente que libera calor.

En el experimento original, una malla metálica se introduce dentro de un tubo tam-
bién metálico, que se pone sobre un mechero Bunsen. Se deja allí hasta que la malla
está tan caliente que se ve de color rojo brillante. Al retirar la llama, se produce un
sonido hasta que la malla se enfría [27]. En la actualidad, se han utilizado tubos de
vidrio y circuitos sencillos, con una resistencia eléctrica como fuente de calor [12, 14],
obteniendo resultados similares.

Debido a la fuente de calor, el aire de sus cercanías se expande, generando un incre-
mento en la presión en el tubo. La presión viaja a través de ondas acústicas a través del
tubo y luego retorna, influenciando a la fuente de calor [36]. Una manera de entenderlo,
desde un punto de vista dinámico, es que las ondas acústicas y la fuente de calor se
acoplan en forma realimentada (ver Figura 1).

Figura 1: Diagrama de bloques del experimento, Adaptado de: [2]

Perturbaciones
Dinámica de la Acústica

Dinámica del Flujo φ(s)

u y p

−

Dinámica de la Acústica

Dinámica del Flujo φ(s)

Controlador

Perturbaciones u y p

−−

1

La realimentación no es instantánea debido a que las perturbaciones en la presión
viajan con velocidad finita a lo largo del tubo. Esto convierte al sistema en un sistema
con retardo en el tiempo (TDS) que (después de una linealización) puede ser de alguna
de las formas que se explican en el Apéndice A. Para analizar este tipo de sistemas se
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estudia el paradigma del Tratamiento en Grupo de Raíces Características (CTCR).

En el capítulo 3 se analizará con mayor detalle el funcionamiento del Tubo de Rijke,
su modelo matemático y la adición de un sistema de control realimentado.

1.3. Tratamiento en Grupo de Raíces Caracte-

rísticas

Considérese un sistema lineal e invariante en el tiempo con retardo en el tiempo1,
como el de la ecuación 1.1.

ẋ = Ax+ Bx(t− τ) x(n× 1),A,B ∈ R(n× n), τ ∈ R+. (1.1)

En este tipo de sistemas, la ecuación característica es de la forma,

det
(
sI−A−Be−τs

)
= 0, (1.2)

la cual es una ecuación trascendente, debido a los términos exponenciales. Como re-
sultado, la ecuación tiene un número infinito de raíces y el análisis de estabilidad se
dificulta. La forma general de esta ecuación característica es,

an(s)e−nτs + an−1(s)e
−(n−1)τs + · · ·+ a0(s) =

n∑

k=0

ak(s)e
−kτs = 0, (1.3)

donde cada ak(s) es un polinomio en s de grado n− k, con coeficientes reales.

Para que el sistema en 1.1 sea estable, es necesario que todas las raíces de su ecua-
ción característica 1.3 estén en la parte izquierda del semiplano complejo s. Asegurar
que esto suceda es una tarea difícil, dado que la trascendentalidad del sistema induce
una dimensión infinita en su solución. Sin embargo, existen herramientas matemáticas
que permiten reducir la dimensión del sistema mediante la sustitución del término que
involucra el retardo. Estos métodos serán detallados más adelante (Ver Apéndice B).

1Nota: El método propuesto no sólo es aplicable a sistemas con un sólo retardo en el tiempo
(STDS), también se puede extender a sistemas con múltiples retardos (MTDS) y sistemas de tipo
neutral (NTDS), definidos en el Apéndice A
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El paradigma del Tratamiento en Grupo de las Raíces Características (CTCR) es
una herramienta matemática que permite resolver, analíticamente, el problema de es-
tabilidad del sistema. A medida que el retardo τ cambia, las raíces características se
mueven en el plano complejo. Sin embargo, el paso entre estabilidad e inestabilidad
sólo puede ocurrir cuando una raíz característica se ubica sobre el eje imaginario en
s = ±iω. Estas frecuencias de cruce corresponden a infinitos valores de τ equidistan-
ciados periódicamente por ∆τ = 2π

ω
.

A continuación se presentan algunas definiciones importantes en el CTCR:

Definición 1. Núcleo ℘0: Todos los posibles valores de τ que generan un par de raíces
características imaginarias de (1.2) en s = ωci y bajo la restricción 0 < τωc < 2π, son
llamados puntos del núcleo (τ0). En otras palabras, es el retardo positivo de valor más
pequeño que produce una frecuencia de cruce por el eje imaginario.

Definición 2. Descendencia ℘n: Todos los puntos obtenidos a partir del núcleo, usando
el principio de periodicidad de las raíces con respecto al retardo: τn = τ0 + 2πk/ωc,
son llamados puntos de la descendencia.

Definición 3. Conjunto Solución ℘: Es el mapa completo de estabilidad del sistema,
está compuesto por la unión de los puntos del núcleo y su descendencia (℘ = ℘0∪℘n).

Proposición 1.1. Para un LTI-TDS dado existe un número finito de elementos del
núcleo, m, que no puede ser mayor que el orden del sistema elevado al cuadrado. Esto
es m < n2 [8].

1.3.1 Tendencia de las Raíces (RT). Para cualquier punto τ ∈ ℘ un
incremento infinitesimal en el retardo genera una transición de la raíz. Dicha transición
se puede presentar desde el lado derecho hacia lado izquierdo del plano complejo, o
viceversa. La tendencia de las raíces, RT , indica la dirección de dicha transición:

RT |s=iω = sgn

[
<
(
∂s

∂τ

∣∣∣∣
s=iω

)]
(1.4)

Si la tendencia de las raíces es −1, el sistema se está haciendo estable, pues esto repre-
senta una disminución en el número de raíces inestables. Por el contrario, si es +1, el
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sistema se hace inestable por el aumento del número de raíces al lado derecho del plano
complejo.

Proposición 1.2. Se considera una raíz característica imaginaria, s = ωci, provocada
por algún retardo τc ∈ ℘. La Tendencia de las raíces, RT, no varía mientras cambie el
valor de τc dentro de la descendencia de un mismo punto del kernel, τ = τ + 2π

ωc
, ya

que esta depende exclusivamente del valor de la frecuencia de cruce s = jω [5].

1.3.2 Método de la Sub-división D. El método de la sub-división D [5,30]
o argumento de continuidad, establece que un cambio en la estabilidad del sistema 1.1
con respecto al retardo τ sólo es posible si para un cierto valor τc, aparece un par
de raíces características puramente complejas conjugadas, s = ±ωci. De esta manera,
el espacio τ ∈ R+ se divide en regiones en las que el número de raíces inestables no
cambia. Esto permite definir una relación entre el número raíces inestables en función
del retardo, NU(τ):

NU(τ) = NU(0) +
m∑

k=1

Γ

(
τ − τ0
∆τk

)
· U(τ, τ0) ·RTk (1.5)

donde NU(0) representa el número de raíces inestables cuando el sistema no presenta
retardo (τ = 0), U(τ, τ0) es una función escalón en τ definida como:

U(τ, τ0) =





0 si 0 < τ < τ0

1 si τ ≥ τ0, ωck = 0

2 si τ ≥ τ0, ωck 6= 0

(1.6)

y RTk es la tendencia de las raíces para una frecuencia de cruce ωck .

1.3.3 Diagrama de flujo del método CTCR. La figura 2 presenta un
diagrama de flujo en el cual se resumen los principales pasos para el algoritmo del
método seleccionado.
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Figura 2: Diagrama de flujo del método CTCR
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∣∣
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Capítulo 2
ANÁLISIS DE ESTABILIDAD,

SIMULACIONES

2.1. Caso de Ejemplo para STDS

Como primer acercamiento al método, se desarrolla el ejemplo planteado en [18].
Sea un sistema de la forma (1.1), donde:

A =



−1 13,5 −1

−3 −1 −2

−2 −1 −4


 B =



−5,9 7,1 −70,3

2 −1 5

2 0 6


 (2.1)

Cuando τ = 0 el sistema no tiene ninguna raíz característica inestable. Todas sus
raíces características se encuentran en la parte izquierda del plano complejo (−2± 2i y
−2,9). Para τ 6= 0, la ecuación característica del sistema es:

a3(s)e
−3τs + a2(s)e

−2τs + a1(s)e
−τs + a0(s) = 0 (2.2)

donde:

a3(s) = 119,4 a2(s) = 90,9s− 185,1
a1(s) = 0,9s2 − 116,8s− 22,1 a0(s) = s3 + 6s2 + 9,1s+ 111

La ecuación 2.2 tiene infinitas raíces características. Para reducir el problema a
una ecuación de dimensión finita es necesario aplicar una sustitución. El término expo-
nencial, que contiene el retardo, se reemplaza para eliminar la trascendentalidad de la

Página 27 de 65



ecuación. Se utilizan dos métodos de sustitución para este fin: Sustitución de Rekasius
y Suma de Kronecker.

2.1.1 Aplicando la Sustitución de Rekasius. Al realizar la sustitución
de Rekasius (ver Apéndice B), la ecuación característica se convierte en:

b6(T )s6 + b5(T )s5 + b4(T )s4 + b3(T )s3 + b2(T )s2 + b1(T )s+ b0(T ) = 0 (2.3)

donde:

b6(T ) = T 3 b5(T ) = 5,1T 3 + 3T 2

b4(T ) = 253,2T 3 + 17,1T 2 + 3T b3(T ) = −171,4T 3 + 162,4T 2 + 18,9T + 1
b2(T ) = 898,4T 2 − 71,2T + 6,9 b1(T ) = 137,8T + 19,6

b0(T ) = 23,2

A partir del polinomio de la ecuación 2.3 se realiza el arreglo de Routh. Se aplican dos
propiedades del arreglo de Routh, mencionadas en las ecuaciones 12 y 13 del Apéndice
B. De allí se obtienen los valores reales de Tck:

Tc = [0,6233; 0,0953; −0,1333; −0,4270; 0,0829] (2.4)

y su correspondiente ωck:

ωc = [2,1110; 2,9124; 0,8404; 15,5032; 3,0352] (2.5)

que satisfacen la ecuación 2.3. Finalmente, se realiza un mapeo inverso al que se hizo
en la transformación de Rekasius, es decir, a partir de los valores de Tc, se hallan los
valores de τcj , incluidos los valores del núcleo:

τ0 = [0,8725; 0,1859; 7,2105; 0,2220; 0,1623] (2.6)

Para obtener una descripción completa de las regiones de estabilidad, se calcula la
tendencia de las raíces, RT , de cada frecuencia de cruce ωck y, con ella, el número de
raíces inestables para cualquier valor de τ , NU(τ), como se ve en la figura 3.

Las regiones de estabilidad se pueden resumir en la tabla 1 donde se muestran
los valores de τ que generan un cambio de estabilidad debido al cruce de una raíz
característica por el eje imaginario del plano complejo.
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Figura 3: Regiones de estabilidad del Ejemplo 2.1
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Tabla 1: Zonas de estabilidad para Ejemplo 2.1

τ [s] RT Estable/Inestable NU(τ)

0 ESTABLE 0
... ESTABLE 0

0,1623 +1
... INESTABLE 2

0,1859 −1
... ESTABLE 0

0,2220 +1
... INESTABLE 2

0,8725 +1
... INESTABLE 6

7,2105 −1
... INESTABLE

...

2.1.2 Usando el Método de la Suma de Kronecker. Al aplicar el
método de la suma de Kronecker (ver Apéndice B), la ecuación característica auxiliar
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del sistema, ACE(z), es:

ACE(z) = a1(z) + a2(z) +

(
b1(z) + b2(z)

c(z)

)
= 0 (2.7)

donde:

a1(z) = 105(−17, 02z9 + 1, 41z8 − 225, 79z7 + 1737, 28z6 − 518, 58z5)
a2(z) = 105(8061, 59z4 − 6202, 65z3 + 324, 88z2 + 4291, 06z − 5593, 23)

b1(z) = 105(4291, 06z8 + 324, 88z7 − 6202, 65z6 + 8061, 59Z5)
b2(z) = 105(−5185, 79z4 + 1737, 28z3 − 225, 79z2 + 1, 41z − 17, 02)

c(z) = z9

Se resuelve la ecuación 2.7 y sólo se consideran aquellos valores de z con magnitud
unitaria, es decir, |z| = 1. Se reemplazan estos valores de z en la ecuación característica
del sistema y se soluciona para ω:

ωc = [2,9124; 15,5032; 2,1110; 3,0352; 0,8404] (2.8)

que son los mismos valores de 2.5 del ejemplo anterior. Con estos valores y con la
relación z = e−τωi se halla el núcleo de retardos:

τ0 = [0,1859; 0,2220; 0,8725; 0,1623; 7,2105] (2.9)

que también coinciden con 2.6 del ejemplo anterior. Al final, se procede de la misma
manera: se calcula la tendencia de las raíces, RT , y con ella la descendencia y las
regiones de estabilidad, NU(τ). El resultado de este paso coincide con el del ejemplo
anterior y se obtiene la misma gráfica de la Figura 3.

2.1.3 Validación. Para verificar que el mapa de estabilidad es correcto se toman
cuatro valores arbitrarios de retardo τ , dos de ellos hacen que el sistema sea estable y
los otros dos lo hacen inestable. Se introduce una perturbación al sistema (impulso) y
se observa la respuesta del sistema ante esa excitación (ver Figura 4).

Para τ = 0,1 el número de raíces inestables (NU) es cero, por lo tanto el sistema
debe ser estable, como se muestra en la Figura 4a. Lo mismo sucede con τ = 0,2, cuya
respuesta en el tiempo es la de la Figura 4c. Para τ = 0,17 se tiene un sistema inestable
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con NU = 2, como se ve en la Figura 4b. De igual forma, para τ = 0,23 el sistema es
inestable como se ve en la Figura 4d.

Figura 4: Respuesta al impulso para el sistema del Ejemplo 2.1
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(b) τ = 0,17
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(c) τ = 0,2
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(d) τ = 0,23
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2.2. Caso de Ejemplo para MTDS

Se desarrolla el ejemplo planteado en [31]. Sea un sistema de la forma (4), donde:

A =



−1 13,5 −1

−3 −1 −2

−2 −1 −4


 B =



−5,9 0 0

2 0 0

2 0 0


 C =




0 7,1 −70,3

0 −1 5

0 0 6


 (2.10)

Cuando τ1 = τ2 = 0, el sistema no tiene ninguna raíz característica inestable. Todas
sus raíces características se encuentran en la parte izquierda del plano complejo (−2±2i
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y −2,9). Para τ1 6= 0, τ2 6= 0, la ecuación característica del sistema es:

3∑

k=0

3−k∑

j=0

akj(s)e
−(kτ1+jτ2)s = 0 (2.11)

donde:

a00(s) = s3 + 6s2 + 45,5s+ 111 a01(s) = −5s2 − 121,3s+ 20,1
a02(s) = −6s− 203,4 a03(s) = 0

a10(s) = 5,9s2 + 4,5s− 42,22 a11(s) = 96,6s+ 18,3
a12(s) = 119,4 a20(s) = 0
a21(s) = 0 a30(s) = 0

Al igual que en el ejemplo anterior, la ecuación 2.11 tiene infinitas raíces caracterís-
ticas y nuevamente se reduce el problema a una ecuación de dimensión finita mediante
la sustitución de Rekasius o la suma de Kronecker.

2.2.1 Aplicando la Sustitución de Rekasius. Al realizar la sustitución
de Rekasius (ver Apéndice B), la ecuación característica se convierte en:

b6s
6 + b5s

5 + b4s
4 + b3s

3 + b2s
2 + b1s+ b0 = 0 (2.12)

donde:

b6(T1, T2) = T1T
2
2

b5(T1, T2) = 5,1T1T
2
2 + T 2

2 + 2T1T2
b4(T1, T2) = 0,2T1T2 + 253,2T1T

2
2 + 2T2 + T1 + 16,9T 2

2

b3(T1, T2) = −4,9T1 + 23,8T2 + 68,4T 2
2 − 171,4T1T 2

2 + 94T1T2 + 1
b2(T1, T2) = −183,2T1 + 952T1T2 + 6,9− 53,6T 2

2 + 112T2
b1(T1, T2) = 19,6 + 305,6T2 − 167,8T1

b0(T1, T2) = 23,2

A partir del polinomio de la ecuación 2.12 se realiza el arreglo de Routh y se aplican
las propiedades utilizadas para el ejemplo anterior:

R1(T1, T2) = 0 (2.13)

R21(T1, T2)R22(T1, T2) > 0 (2.14)
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Para resolver se utiliza un algoritmo iterativo, dejando fija una de las variables y
analizando el problema como en el caso de una sola variable para obtener los puntos
que son solución a las condiciones presentadas (Ecuaciones 2.13 y 2.14). De aquí se
halla un mapa de los puntos que cumplen con cada condición por separado, como se ve
en la Figura 5.

Figura 5: Solución de las condiciones, en color negro y verde se presentan la soluciones
a 2.13 y 2.14 respectivamente

No todos los puntos de la Figura 5 forman parte de la solución. Esta se forma a
partir de un conjunto especial de puntos que pertenecen a la intersección de las dos
condiciones (Ver Figura 6 y Ecuación 2.15).

R(T1, T2) = [R1(T1, T2) = 0] ∩ [R21(T1, T2)R22(T1, T2) > 0] (2.15)

Una vez se obtiene la región R(T1, T2), se hallan, mediante un mapeo inverso, los
puntos de los retardos (τ1, τ2) pertenecientes al núcleo (℘0) y, mediante la propiedad
de periodicidad, la descendencia (℘n) para así obtener el conjunto solución (℘) (Ver
figura 7).

Para encontrar el mapa completo de estabilidad del sistema se encuentra la tendencia

Página 33 de 65



Figura 6: Región R(T1, T2), Intersección de las condiciones 2.13 y 2.14
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0

0.5

1

T
2

de las raíces (RT ) y el número de raíces inestables (NU(τ1, τ2)). Esto permite conocer
cuáles regiones del espacio τ1, τ2 son estables (sombreado en gris en la figura 7) o
inestables.

Figura 7: Mapa de estabilidad del sistema, se presenta el núcleo ℘0 (Rojo) y la des-
cendencia ℘n (Azul).
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2.2.2 Usando el Método de la Suma de Kronecker. Cuando se aplica
el método de la Suma de Kronecker, descrito en el Apéndice B, se obtiene una ecuación
característica auxiliar en función de dos parámetros z1 y z2:

c6z
6
1 + c5z

5
1 + c4z

4
1 + c3z

3
1 + c2z

2
1 + c1z1 + c0 = 0 (2.16)

donde ck, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 son polinomios de z2 de orden 12.

Para solucionar la ecuación 2.16, se define el valor de la variable z2 en función de
un parámetro θ que cambie entre [0, 2π], de manera que z2 = eθi y se encuentran los
valores de z1 que, además de ser solución, tienen magnitud unitaria [8].

Se reemplazan los valores obtenidos: z1 = e−τ1ωi y z2 = e−τ2ωi en 2.11 y se resuelve
para ω. Con los valores de z1, z2, ω, se calculan los valores de τ pertenecientes al
núcleo y la descendencia, usando la ecuación 23. De aquí en adelante, se encuentra RT
y NU(τ1, τ2) como se hizo cuando se usó la Sustitución de Rekasius. De esta manera,
se obtienen las regiones de estabilidad que se muestran en la Figura 7.

2.2.3 Validación. Tal como en el ejemplo de la Sección 2.1, se escogen cuatro
valores de retardo para verificar la estabilidad que generan en el sistema ante una
perturbación (respuesta al impulso).

Para los valores τ = [0,1; 0,2] (Figura 8a) y τ = [0,44; 0,31] (Figura 8c) el sistema
se comporta de manera estable. De la misma manera, con τ = [0,1; 0,3] (Figura 8b) y
τ = [0,4; 0,2] (Figura 8d) el sistema se hace inestable.
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Figura 8: Respuesta al impulso para el sistema del Ejemplo 2.2
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(b) τ1 = 0,1 y τ2 = 0,3
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(c) τ1 = 0,44 y τ2 = 0,31
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(d) τ1 = 0,4 y τ2 = 0,2
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Capítulo 3
MODELADO Y SIMULACIÓN DEL TUBO DE

RIJKE

3.1. Modelo del sistema

3.1.1 Principios térmicos. En el tubo de Rijke se pueden distinguir tres zo-
nas: la zona de calentamiento, la zona upstream y la zona downstream. Como se ve en
la figura 9, la zona de calentamiento se encuentra entre dos secciones transversales 1©
y 2© y se estudia como una sección delgada en el tubo.

En las zonas upstream y downstream se simplifica el análisis al asumir que carac-
terísticas dinámicas, tales como la velocidad de flujo y la temperatura, son constantes
en cualquier punto del tubo. Teniendo esto en cuenta, sólo se analiza la coordenada
espacial x (ver figura 9).

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores y los principios físicos que gobier-
nan la mecánica de fluidos (continuidad, conservación del momento y conservación de
la energía), se pueden establecer las siguientes ecuaciones:

Continuidad
ρ2u2 = ρ1u1 (3.1)

Conservación del momentum

p2 + ρ2u
2
2 = p1 + ρ1u

2
1 (3.2)
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Figura 9: Estructura del experimento del tubo de Rijke, adaptada de: [21].
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Conservación de la energía:
(
cpT2 +

1

2
u22

)
ρ2u2A =

(
cpT1 +

1

2
u21

)
ρ1u2A+Q, (3.3)

donde ρ1, ρ2 son las masas específicas, u1, u2 son las velocidades del aire, p1, p2 son
las presiones y T1, T2 las temperaturas absolutas en las secciones transversales 1© y 2©.
cp es la capacidad calorífica, Q la energía térmica inyectada a la zona de calentamiento
y A es el área de la sección transversal.

Si además se considera el aire que fluye por el tubo como un gas ideal, que cumple
con la ley de los gases ideales,

p = ρRsT (3.4)
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donde Rs es la constante específica del gas, y se tienen en cuenta las siguientes relaciones
matemáticas:

cp
cv

= γ, cp − cv = Rs, cp =
γ

γ − 1
Rs, piγ = ci

2 ρi, (i = 1, 2) (3.5)

donde cv es el calor específico a volumen constante y γ es la relación de capacidad de
calor, se obtienen las ecuaciones 3.6 y 3.7, que relacionan las presiones y velocidades en
las secciones transversales 1© y 2©.

p2 − p1 + ρ1u1 (u2 − u1) = 0 (3.6)
γ

γ − 1
(p2u2 − p1u1) +

1

2
ρ1u1

(
u22 − u21

)
=
Q

A
. (3.7)

Debido a la naturaleza no lineal y causal del sistema, es posible hacer una lineali-
zación local de 3.6 y 3.7 alrededor de un punto de operación. La presión, la velocidad
y la masa específica son linealizadas como se muestra en la ecuación 3.8. La notación
“−” hace referencia al punto de operación y la notación “∼” a las variaciones alrededor
de este [21].

pi = pi + p̃i, ui = ui + ũi, ρi = ρi + ρ̃i (i = 1, 2) (3.8)

3.1.2 Principios acústicos. Como el flujo de aire a través del tubo no es
forzado, y considerando que la velocidad promedio de flujo u es despreciable con respecto
a la velocidad media del sonido c, se puede afirmar que la acústica en el tubo obedece
a la ecuación de ondas sonoras unidimensionales (coordenada espacial x, figura 9):

∂2p̃

∂x2
− 1

c2
∂2p̃

∂t2
= 0. (3.9)

La ecuación 3.9 es una ecuación diferencial parcial hiperbólica. Este tipo de ecua-
ciones se pueden resolver mediante una solución de D’Alembert que es exacta. Para la
variación en la presión, en el lado upstream, se obtiene:

p̃u(x, t) = f

(
t− x

c1

)
+ g

(
t+

x

c1

)
, para − xu < x < 0, (3.10)

donde f y g son funciones arbitrarias que satisfacen las condiciones iniciales (Figura

Página 39 de 65



9). De manera similar, para el lado downstream se obtiene:

p̃d(x, t) = h

(
t− x

c2

)
+ j

(
t+

x

c2

)
, para 0 < x < xd, (3.11)

donde h y j son funciones similares a f y g (Figura 9). c1 y c2 representan la velocidad
media del sonido en las secciones upstream y downstream, respectivamente [21]. A partir
de la ecuación de la forma variacional de la conservación del momentum para una
partícula en movimiento,

ρ
∂ũ

∂t
+
∂p̃

∂x
= 0, (3.12)

se inicia la interconexión entre los eventos térmicos y acústicos que ocurren dentro del
tubo. Ahora, derivando la ecuación 3.10 con respecto a los argumentos completos (i.e.,
t+ x

c1
o t− x

c1
) se obtiene:

∂p̃u
∂x

=
1

c1

[
g′
(
t+

x

c1

)
− f ′

(
t− x

c1

)]
(3.13)

Reemplazando la ecuación 3.13 en la ecuación 3.12, e integrando con respecto al
tiempo, se llega a la ecuación 3.14, que representa la variación de velocidad en la zona
upstream. Con el mismo análisis, para la zona downstream se llega a la ecuación 3.15.

ũu(x, t) =
1

ρu c1

[
f

(
t− x

c1

)
− g

(
t+

x

c1

)]
(3.14)

ũd(x, t) =
1

ρd c2

[
h

(
t− x

c2

)
− j

(
t+

x

c2

)]
(3.15)

Reemplazando las ecuaciones 3.10, 3.11, 3.14 y 3.15 de forma apropiada en las
ecuaciones 3.6 y 3.7, utilizando las relaciones dadas en 3.5, y truncando los términos de
orden superior de p̃, ũ y ρ̃, se llega a la ecuación de forma matricial que representa la
dinámica del sistema en lazo abierto:

X

(
g

h

)
= Y

(
f

j

)
+ Z, (3.16)

donde las matrices X, Y y Z son:

X =

[
X11 X12

X21 X22

]
=

[
−1 1
1

γ−1
c2
c1

1
γ−1

]
(3.17)
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Y =

[
Y11 Y12

Y21 Y22

]
=

[
1 −1
1

γ−1
c2
c1

1
γ−1

]
(3.18)

Z =

[
0
Q̃
Ac1

]
(3.19)

siendo Q̃ = Q−Q las fluctuaciones de energía [9].

3.2. Control Realimentado

En la figura 10 se presenta un diagrama de control que permite ilustrar la inclusión
del lazo de realimentación.

Figura 10: Diagrama de control del experimento con lazo de control realimentado,
Adaptado de: [2]

Perturbaciones
Dinámica de la Acústica

Dinámica del Flujo φ(s)

u y p

−

Dinámica de la Acústica

Dinámica del Flujo φ(s)

Controlador

Perturbaciones u y p

−−

1Cuando al montaje original del tubo se le agregan un micrófono y un parlante (figura
9), se ejerce una presión l(t) que modifica las condiciones de frontera en el mismo. De
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esta manera, las funciones f(t) y j(t) se pueden reescribir como:

f(t) = −Rug(t− τu) + l(t− τu/2) (3.20)

j(t) = −Rdh(t− τd) (3.21)

donde Ru y Rd son coeficientes de reflexión upstream y downstream, respectivamente, y
ambos son menores que 1. τu = 2xu/c1 y τd = 2xd/c2 son los retardos en la trayectoria
de ida y vuelta de las ondas acústicas [9].

Si se considera una lógica de control proporcional, la salida del parlante l(t) y su
transformada de Laplace L(s) son:

l(t) = −Kpmic(t− τc) −→ L(s) = −Ke−τcsPmic(s) (3.22)

donde K es la ganancia, τc es el retardo de control agregado y:

pmic(t) = h (t− τmic) + j (t+ τmic) −→ Pmic(s) =
(
e−τmics −Rde

−(τd−τmic)s
)
H(s)

(3.23)
es la variación de presión medida con el micrófono, ubicado a una distancia xmic de
la zona de calentamiento (figura 9). τmic = xmic/c2 es el retardo introducido por la
posición del micrófono y H(s) es la transformada de Laplace de h(t) [21]. A partir de
las ecuaciones 3.23 y 3.22, se puede obtener la expresión de la onda de presión creada
por el parlante, que está dada por:

L(s) = −K
(
e−(τmic+τc)s −Rde

−(τd−τmic+τc)s
)
H(s) (3.24)

Los parámetros de control en la ecuación 3.24 generalmente se escogen de manera
empírica [6]. En este trabajo se busca encontrar un mapa completo de estabilidad que
muestre todos los posibles valores de dichos parámetros.

Como se explica en [9], las variaciones de calor Q̃ están relacionadas de forma causal
con las variaciones en la velocidad del aire ũ de la forma:

Q̃(s) = φ(s)Ũ1(s) (3.25)

Esta conexión se puede denotar mediante la función φ(s) en la ecuación 3.26, descrita
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y utilizada con éxito por varios autores [11,12,14].

φ(s) =
a

bs+ 1
(3.26)

Como ya se mencionó, la velocidad ũ1 depende de las ondas de presión f y g según
la ecuación 3.14. Aplicando transformada de Laplace a la ecuación 3.14 y reemplazando
en la ecuación 3.25 se obtiene:

Q̃(s) =
a

bs+ 1

[
−Rue

−τus + 1

ρ1 c1
G(s) +

−τus/2

ρ1 c1
L(s)

]
(3.27)

A partir de las ecuaciones 3.20, 3.21, 3.24 y 3.27, y reemplazando adecuadamente
en la ecuacion 3.16, se llega a la forma matricial que expresa el sistema completo:

M(s)

(
G

H

)
= 0 (3.28)

donde:

M =

[
M11 M12

M21 M22

]
(3.29)

M11 = X11 +Rue
−τusY11 (3.30)

M12 = X12 +Rde
−τdsY12 +Ke−(τc+τu/2)sY11

(
e−τmics −Rde

−(τd−τmic)s
)

(3.31)

M21 = X21 +Rue
−τusY21 + φ(s)

(
Rue

−τus + 1
)
/
(
Aρ1c1

2
)

(3.32)

M22 = X22 +Rde
−τdsY22 +Ke−(τc+τu/2)s

(
e−τmics −Rde

−(τd−τmic)s
) [
Y21 +

φ(s)

(Aρ1c1
2)

]

(3.33)
La ecuación característica del sistema se obtiene de 3.34:

det (M) = 0 (3.34)

y tiene términos trascendentes debido a los retardos producidos por la acústica y al
retardo de control [21].
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A partir de la ecuación 3.34, se obtiene la ecuación característica en función de los
parámetros del sistema:

CE(s, τu, τd, τmic, τc, K) =

(
χ0 +

∑

i=1

χ1e
−τis

)
s+ η0 +

∑

j=1

η1e
−τjs = 0 (3.35)

donde χi, ηj son funciones de los parámetros del sistema y τi, τj son combinaciones
lineales de los retardos τu, τd, τmic, τc.

La ecuación característica de 3.35 representa un sistema NTDS por causa de los
términos exponenciales en el factor que multiplica al término de s de mayor grado. Para
garantizar la estabilidad de la ecuación 3.35 se deben satisfacer dos condiciones [19]:

Teorema 3.1. La ecuación asociada a 3.35:

CE(s, τu, τd, τmic, τc, K) =

(
χ0 +

∑

i=1

χ1e
−τis

)
= 0 (3.36)

debe ser estable. Es decir, todas las raíces características de 3.36 deben pertenecer al
lado izquierdo del plano complejo, C−.

Este teorema se conoce como la condición de estabilidad con respecto al retardo
(delay-stabilizability condition, en inglés). La condición del Teorema 3.1 es necesaria
pero no suficiente para garantizar la estabilidad de 3.35.

Teorema 3.2. La condición necesaria y suficiente para que el sistema en 3.35 sea
estable, es que todas sus raíces características pertenezcan al lado izquierdo del plano
complejo, C−.

Para el análisis y control del sistema se utiliza el paradigma del CTCR [18,20]. Cabe
resaltar que si no se cumple con el Teorema 3.1 no hace falta seguir los pasos del CTCR.

3.3. Caso de estudio ejemplo

Con el fin de ilustrar la aplicación de la metodología del CTCR en el experimento
del tubo de Rijke, se presenta un caso de estudio tomado de [35] en el que se usan los
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Tabla 2: Parámetros de operación para el experimento del Tubo de Rijke

Parámetro Valor Unidad
Ru 0,93 −
Rd 0,93 −
γ 1,4 −
A 0,00075 m2

ρ1 1,2 Kg/m3

c1 340 m/s
a 200 −
b 0,002 −

parámetros de operación de la tabla 2.

En primer lugar se aplica el CTCR para el sistema sin control realimentado y se
encuentra el mapa de estabilidad para este caso. En seguida se escoge uno de los puntos
que genera inestabilidad en el sistema, se introduce el control realimentado y se obtiene
el mapa de estabilidad en función de los parámetros de control.

3.3.1 Análisis sin control realimentado. La ecuación característica del
sistema sin control realimentado se obtiene al calcular el determinante de M (ecuación
3.34) para K = 0:

CE(s, τu, τd) = 2Abc21ρ1(RuRde
−(τu+τd)s − 1)s−Rda(1− γ)e−τds−

Rua(γ − 1)e−τus +RuRd(2Abc
2
1ρ1 + aγ − a)e−(τu+τd)s

+ a− aγ − 2Abc21ρ1

(3.37)

Debido a que la ecuación 3.37 representa un sistema NTDS, es necesario evaluar la
condición de estabilidad del Teorema 3.1:

RuRde
−(τu+τd)s − 1 = 0 (3.38)

Por la naturaleza de los coeficientes de reflexión del sistema (Ru y Rd), se puede
decir que |RuRd| < 1 y por consiguiente:

∣∣e−(τu+τd)s
∣∣ =

1

|RuRd|
> 1 (3.39)
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Todos los valores de s que satisfacen esta condición tienen parte real negativa. Por
lo tanto se cumple con el Teorema 3.1 y se puede continuar aplicando el CTCR a la
ecuación 3.37.

Finalmente se obtiene el mapa de estabilidad del sistema antes de aplicar la reali-
mentación con retardos:

Figura 11: Mapa de estabilidad del experimento en lazo abierto, se presenta el núcleo
℘0 (Rojo) y la descendencia ℘n (Azul).

3.3.1.1 Validación. Después de encontrar el mapa de estabilidad del sistema
en el espacio (τu, τd), se escogen dos puntos, uno que genere estabilidad y otro que
genere inestabilidad, y se estimula el sistema con los parámetros correspondientes a
cada punto con una entrada perturbación (respuesta al impulso). Las gráficas para el
comportamiento estable (Figura 12a) y el comportamiento inestable (Figura 12b) se
presentan a continuación:
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Figura 12: Respuesta al impulso del experimento en lazo abierto para diferentes valores
de retardo. 12a punto estable y 12b punto inestable

(a) τu = 2ms y τd = 2ms
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(b) τu = 2ms y τd = 5ms
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Como se esperaba, el sistema tuvo un comportamiento estable para (τu = 2ms, τd =

2ms) y un comportamiento inestable para (τu = 2ms, τd = 5ms). Una observación
importante es que para τu = τd, es decir , con la llama ubicada justo en el centro
del tubo, el sistema es estable como fue descrito experimentalmente en [3, 16, 22] y
teóricamente en [21].

3.3.2 Análisis con control realimentado. Para este análisis lo primero
que se hace es seleccionar la ubicación de la fuente de calor y la ubicación del micrófono.
Conociendo estos valores se pueden determinar los retardos asociados como se observa
en la tabla 3

Tabla 3: Parámetros de operación para el control del experimento del Tubo de Rijke en
un punto inestable

Parámetro Valor Unidad

τu 0,57 ms

τd 2,42 ms

xu + xd 50,80 cm

xmic 38,56 cm

τmic 1,13 ms
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La ecuación característica del sistema con control realimentado se obtiene calculando
el determinante de M (ecuación 3.34) y está dada por:

CE(s, τu, τd, τmic, τc, K) = 2Abc21ρ1(KRde
−(τc+τd−τmic+τu/2)s −Ke−(τc+τmic+τu/2)s

+RuRde
−(τu+τd)s − 1)s+ a− aγ − 2Ac21ρ1 +Rda(γ − 1)e−τds +Rua(1− γ)e−τus

+(γ−1)aRuRde
−(τu+τd)s+2K(1−γ)ae−(τc+τmic+τu/2)s+2K(γ−1)aRde

−(τc+τd−τmic+τu/2)s

+ 2Ac21ρ1(KRde
−(τc+τd−τmic+τu/2)s +RuRde

−(τu+τd)s −Ke−(τc+τmic+τu/2)s) = 0 (3.40)

Al igual que en el análisis anterior, debido a que la ecuación 3.40 representa un
sistema NTDS, es necesario evaluar la condición de estabilidad del Teorema 3.1:

KRde
−(τc+τd−τmic+τu/2)s −Ke−(τc+τmic+τu/2)s +RuRde

−(τu+τd)s − 1 = 0 (3.41)

Lo anterior define una expresión para los valores límite de la ganancia (K):

|K| < 1− |RuRd|
1 + |Rd|

(3.42)

Utilizando los parámetros Ru y Rd de la Tabla 2, la condición límite de ganancia se
traduce en: |K| < 0,07.

Al fijar los parámetros τu, τd y τmic, la ecuación característica sólo dependerá de s,
τc y K y se puede reescribir así:

CE(s, τc, K) = A(s) +Ke−τcsB(s) (3.43)

donde A(s), B(s) son cuasipolinomios con términos exponenciales en s. Reemplazando
s = ωi en la ecuación 3.43 y analizando la magnitud y la fase de la ecuación como
se sugiere en [10, 21], se resuelven los parámetros de control (K, τc) en función de la
frecuencia:

τc(ω) =
1

ω
[iπ + ∠B(ωi)− ∠A(ωi)] (3.44)

K(ω) = (−1)i+1

∣∣∣∣
A(ωi)
B(jωi)

∣∣∣∣ , i = 0, 1, 2, . . . (3.45)

A partir de las ecuaciones 3.44, 3.45 y de la condición de 3.42, se obtiene el con-
junto de parámetros (K, τc) pertenecientes al núcleo y la descendencia de las lineas que
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forman el mapa de estabilidad del sistema. Este mapa de estabilidad se presenta en la
figura 13, donde las regiones estables están sombreadas en color gris.

Figura 13: Mapa de estabilidad del experimento con lazo de control, se presenta el
núcleo ℘0 (Rojo) y la descendencia ℘n (Azul).

3.3.2.1 Validación. Para incluir el lazo de control realimentado con retardos
se escogió un punto que genera inestabilidad, con los parámetros de la Tabla 3, y se
obtuvo el mapa de estabilidad de la figura 13.

De la misma manera que para el caso sin control, se escogen dos puntos para veri-
ficar el comportamiento estable e inestable al aplicar la realimentación. El resultado se
muestra en la figura 14.

Se verifica que el sistema tuvo un comportamiento estable para (K = 0,04, τc = 2ms)

y un comportamiento inestable para (K = 0,04, τc = 4ms).
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Figura 14: Respuesta al impulso del experimento con lazo de control para diferentes
valores de retardo. 14a punto estable y 14b punto inestable

(a) τc = 2ms y K = 0,04

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−18

−16

−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

2
Respuesta al Impulso

Tiempo (seconds)

A
m

pl
itu

d

(b) τc = 4ms y K = 0,04
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Capítulo 4
CONCLUSIONES

En este trabajo se considera la dinámica de la Inestabilidad Termoacústica (TAI),
un problema de gran interés para los científicos en el campo de la combustión y un
importante objeto de estudio tanto teórica como experimentalmente. También es un
tema de interés en la industria de motores, debido a que la presencia de este fenómeno
genera mal funcionamiento e incluso daños en sistemas como combustores.

Como una aproximación al comportamiento de sistemas de combustión se modela
y analiza (a manera de simulación) el experimento del Tubo de Rijke, un dispositivo
rudimentario que puede ser analizado como un sistema lineal e invariante en el tiempo
con múltiples retardos (LTI-MTDS).

Para abordar el análisis del experimento, se comenzó con una revisión detallada del
modelo termoacústico, partiendo de los principios que rigen su comportamiento, hasta
llegar a una forma variacional de su dinámica. El proceso continuó hasta encontrar una
ecuación característica representativa, la cual implica múltiples retardos racionalmente
independientes, por lo cual, esta ecuación se convierte en una ecuación trascendente
con infinitas raíces que resulta compleja de resolver.

Para realizar el análisis de estabilidad se hizo uso de una herramienta matemática
llamada Paradigma del Tratamiento en Grupo de Raíces Características (CTCR), que
aunque ha sido ampliamente utilizada en el análisis de TAI, también es aplicable en di-
ferentes campos de la ciencia y la tecnología. Como acercamiento a esta metodología se
estudiaron casos de ejemplo considerando diferentes sistemas con retardo en el tiempo,
antes de analizar directamente el problema seleccionado (TAI).
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Para realizar las simulaciones y la implementación del algoritmo del CTCR se usó el
software MATLAB R©. En este software, el uso de matemática simbólica exige un eleva-
do costo computacional. Sin embargo, la programación fue más eficiente con las partes
donde sólo fue necesario realizar cálculos numéricos.
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Capítulo 5
RECOMENDACIONES PARA TRABAJOS

FUTUROS

En este proyecto se realizó el análisis teórico de estabilidad en diferentes tipos de
sistemas usando el CTCR a través de un algoritmo presentado. Se sugiere optimizar la
programación de este algoritmo para reducir el costo computacional. Específicamente se
recomienda evitar el uso de variables de tipo simbólico o utilizar un software adecuado
para el tratamiento de este tipo de variables.

Uno de los sistemas analizados usando el CTCR fue el experimento del tubo de
Rijke, que se estudió como caso particular de TAI, mediante simulaciones. Se invita a
realizar la implementación de este experimento en un trabajo futuro, partiendo de la
información aquí presentada. Así mismo, se invita a continuar con la investigación sobre
nuevas metodologías, diferentes o complementarias al CTCR, que permitan analizar la
dinámica y la estabilidad de diversos sistemas.

Otro punto de partida para un futuro proyecto es la transversalidad del paradigma
del CTCR, que se puede aplicar en la solución de problemas en campos como la inge-
niería, la biología, la física, la investigación operativa y la economía [29].
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A TIPOS DE SISTEMAS CON RETARDO EN

EL TIEMPO

Sistemas con Retardo Único en el Tiempo (STDS)

Considérese un sistema LTI con un sólo retardo en el tiempo como el de la ecuación
1 [18].

ẋ = Ax+ Bx(t− τ) x(n× 1),A,B ∈ R(n× n), τ ∈ R+ (1)

En este tipo de sistemas la ecuación característica es de la forma:

det
(
sI−A−Be−τs

)
= 0 (2)

La ecuación 2 es una ecuación trascendente debido a los términos exponenciales, con
un número infinito de raíces lo que dificulta el análisis de estabilidad. La forma general
de esta ecuación característica es:

an(s)e−nτs + an−1(s)e
−(n−1)τs + · · ·+ a0(s) =

n∑

k=0

ak(s)e
−kτs = 0 (3)

donde cada ak(s) es un polinomio en s de grado n− k, con coeficientes reales.
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Sistemas con Múltiples Retardos en el Tiempo

(MTDS)

Considérese un sistema LTI con múltiples retardos en el tiempo como el de la ecua-
ción 4 [31].

ẋ = Ax+

p∑

r=1

Br x(t− τr) x(n× 1),A,Br ∈ R(n× n), τr ∈ R+ (4)

donde p es el número de retardos racionalmente independientes presentes en el sistema.
En este tipo de sistemas la ecuación característica es de la forma:

det

(
sI−A−

p∑

r=1

Bre
−τrs

)
= 0 (5)

similar a la ecuación 2, pero que depende de todos sus retardos. Se puede reescribir así:

A0(s) + Ap+1(s, τ1, ..., τp) +

p∑

r=1

e−nrτrsAr(s, τ1, ..., τr − 1, τr + 1, ..., τp) = 0 (6)

donde A0(s) es un polinomio en s de grado n y Ar y Ap+1 son cuasipolinomios en s

afectados por los términos exponenciales.

Sistemas Neutrales con Retardo en el Tiempo

(NTDS)

Considérese un sistema LTI, con retardo en el tiempo como el de la ecuación 7 [19].

ẋ = Ax+ Bx(t− τ) + Cẋ(t− τ) x(n× 1),A,B,C ∈ R(n× n), τ ∈ R+ (7)

En este tipo de sistemas la ecuación característica se define por:

det
(
sI−A−Be−τs −Cse−τs

)
= 0 (8)
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y su forma general es:

an(s)e−nτs + an−1(s)e
−(n−1)τs + ...+ a0(s) =

n∑

k=0

ak(s)e
−kτs = 0 (9)

donde cada ak(s) es un polinomio en s de grado n o menor con coeficientes reales.
Nótese que la ecuación 9 tiene la misma forma de 3, por lo tanto el sistema será de tipo
“Neutral” si cualquiera de los polinomios ak(s), excepto a0(s), contiene un término de
la forma sn. En otras palabras, el sistema será NTDS si el término s de grado n se ve
afectado por el término exponencial e−kτs.
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B MÉTODOS DE SUSTITUCIÓN

El primer paso en la aplicación del paradigma CTCR es la obtención del núcleo.
Para esto existen varias metodologías. A continuación se presentan las dos que fueron
empleadas en el trabajo.

Sustitución de Rekasius

La sustitución de Rekasius [26], que está dada por:

e−τs =
1− Ts
1 + Ts

, T ∈ R, (10)

permite hacer un mapeo de los términos exponenciales de la ecuación 1.3 en polinomios
de s. El resultado es la suma de polinomios de s parametrizados en T (ecuación 11) con
las mismas raíces características imaginarias de la ecuación 1.2.

2n∑

k=0

bk(T )sk = 0 (11)

Para encontrar los rangos estables del sistema se usa como herramienta el arreglo
de Routh, tomando ventaja de una regla matemática probada y aceptada: si existe
un par de raíces características de 11 puramente imaginarias y simétricas con respecto
al origen, el único término en la fila correspondiente a s1, llamado R1(T ), debe ser
cero [17].

R1(T ) = 0 (12)

Sólo las soluciones reales de la ecuación 12 se tienen en cuenta. Luego se considera
otra propiedad del arreglo de Routh que dice que los dos elementos correspondientes a
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s2, llamados R21(T ) y R22(T ), deben satisfacer la ecuación 13, para un valor real Tc.

R21(Tc)s
2 +R22(Tc) = 0 (13)

Reemplazando s = ωi en la ecuación 13 se pueden calcular las raíces características
imaginarias, ωc:

ωc =

√
R22(Tc)

R21(Tc)
(14)

Es evidente que para que la ecuación 14 sea válida se debe satisfacer que:

R22R21 > 0 (15)

Una vez encontradas las parejas < ωc , Tc >, el objetivo es determinar los valores de
τ asociados, que están separados periódicamente. Haciendo un mapeo inverso al hecho
en la sustitución de Rekasius, se pueden encontrar los retardos correspondientes:

τck =
2

ωc
arctan(Tcωc)±

2πk

ωc
k = 0, 1, 2, . . . (16)

Suma de Kronecker

Definición Matemática. La suma de Kronecker [1,5] de dos matrices cuadradas
M1(n1 × n1) y M2(n2 × n2) se define como:

M1+©M2 = M1×©In2 + In1
×©M2 (17)

Los símbolos +© y ×© representan la suma y el producto de Kronecker, respectivamente.
A su vez, el producto de Kronecker [1] de dos marices A(m × n) y B(q × q) es una
matriz de dimensión pm× qn que se define así:

A×©B =




a11B a12B . . . a1nB

a21B a22B . . . a2nB
...

... . . . ...
am1B am2B . . . amnB



pm×qn

(18)
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De esta manera, la suma de Kronecker M1+©M2 es una matriz cuadrada de dimensión
n1n2 × n1n2.

Entre las propiedades de la suma de Kronecker, la más importante para este trabajo
es que los n1n2 valores propios de M1+©M2 son la suma de un valor propio de M1 y
uno de M2. Es decir, los valores propios de M1+©M2, λk, se pueden hallar a partir de
los valores propios de M1 y M1, λM1i y λM2j, así:

λk = λM1i + λM2j donde i = 1, . . . , n1; j = 1, . . . , n2; k = 1, . . . , n1n2 (19)

Aplicación del método. En la ecuación 1.2, se reemplaza e−τs por z [5]. La
ecuación característica ahora es:

det(sI −A−Bz) = 0 (20)

cuya solución consiste en encontrar los valores propios de la matriz A + Bz. Debido
a que A y B son matrices reales, las raíces de 20 son términos complejos conjugados.
Por lo tanto s∗ y, en consecuencia, z∗ satisfacen 20:

det(s∗I −A−Bz∗) = 0 (21)

es decir, los valores propios de A+Bz∗ también son solución de 20.

Como el objetivo es encontrar las raíces características imaginarias del sistema, las
únicas soluciones de 20 que se consideran deben ser de la forma s = ±ωi y z = e−τωi.
Claramente, la magnitud de z es 1, por lo tanto z∗ = z−1.

Cuando la ecuación 20 tiene una solución s = ωi, que es un valor propio de A+Bz,
la ecuación 21 tiene una solución s∗ = −ωi, que es un valor propio de A+Bz∗. La suma
de estos dos valores propios es igual a cero, lo que implica que A+Bz +© A+Bz∗ tiene
un valor propio igual a cero, o lo que es lo mismo, su determinante es cero. Entonces
se define la ecuación característica auxiliar del sistema:

ACE(z) = det
[
(A+Bz) +© (A+Bz−1)

]
= 0 (22)

que es una ecuación algebraica en z que puede ser solucionada fácilmente por varias
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herramientas numéricas. De las soluciones de 22 se extraen aquellas que cumplan con
|z| = 1. Estos valores y s = ωi se reemplazan en 20 y se resuelve para ω.

Con los valores de z y de ω, la relación z = e−τωi y la propiedad de periodicidad de
los retardos, se puede obtener el núcleo y su descendencia así:

τk =
∠z + 2πk

ωc
(23)

Ahora, se encuentra la tendencia de las raíces a partir de 1.4 y las regiones de estabilidad
mediante el método de la subdivisión D definido en 1.5.
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