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Nomenclatura

Esta nomenclatura no incluye las notaciones usadas en el apéndice.

Los vectores se denotan mediante caracteres en negrita.

A Area de la seccion transversal del tubo de Rijke

A,B Matrices de representacion en espacio de estados
Velocidad del sonido

Cp Capacidad Calorifica

Cy Calor especifico a volumen constante

Matriz identidad

Unidad imaginaria

Ganancia de control proporcional

Matriz de transferencia para el modelo del tubo de Rijke

Presion

Energia térmica

Coeficiente de reflexion downstream

Constante especifica de los gases

Coeficiente de reflexion upstream

Variable de Laplace, frecuencia compleja

Temperatura absoluta

Variable de sustitucion de Rekasius

tiempo

Velocidad del aire

Variable de sustitucion de Kronecker
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Letras Griegas

Densidad o masa especifica
Relacion de la capacidad de calor
Retardo
Representa cambios o Variaciones
Derivada parcial

o Nicleo, usado en definicion 1

» Descendencia, usado en definicion 2
Conjunto Solucién, usado en definiciéon 3

LTI P I=R>D

Superindices

— Punto de operaciéon, promedio
~ Variaciones alrededor del punto de operaciéon

Subindices
0 Relacionado con el Nucleo (Ver definicion 1)
n Relacionado con la descendencia (Ver definicion 2)
1 Corte de estudio de la region Upstream
2 Corte de estudio de la region Downstream
u Upstream
d Downstream

mic Relacionado con micréfono
min  Valor minimo

Pagina 15 de 65



RESUMEN

Titulo: Anélisis de Inestabilidad Termoacistica y Control Realimentado con Retardos

usando el paradigma del Tratamiento en Grupo de Raices Caracteristicas (CTCR)?

Autores:
Victor Alfonso Amaya Ferreira?

Naren Arley Mantilla Ramirez?

Palabras Clave: Inestabilidad Termoacistica, Tratamiento en Grupo de Raices Ca-
racteristicas, Control Realimentado con Retardos, Tubo de Rijke, Sistemas con Retardo

en el Tiempo.
DESCRIPCION

Los sistemas que involucran procesos termoactsticos han tomado parte importante
en el desarrollo industrial durante las ultimas décadas. Dichos procesos se originan en la
relacion entre eventos aciisticos y térmicos, razén por la cual estédn sujetos a diferentes
configuraciones que pueden generar un comportamiento inestable.

Hasta hace poco tiempo, la estabilidad de estos procesos era evaluada de forma
experimental, cuando ya habia pasado la etapa de implementacion, lo que suponia un
limite en los grados de libertad y parametros de diseno de su sistema de control. Ahora,
el estudio de la estabilidad en elementos termoactisticos se puede realizar de manera
analitica. Una estrategia es el disenio de un control realimentado con retardos.

Sin embargo, el uso de retardos induce trascendentalidad exponencial en la ecuacion
caracteristica del sistema, lo que dificulta su solucién. Por tal motivo, es necesario
basarse en técnicas de modelado y simulacion disenadas especialmente para resolver
este tipo de ecuaciones. Este es el caso del paradigma del Tratamiento en Grupo de las
Raices Caracteristicas (CTCR). El CTCR, una herramienta matematica que permite
evaluar de manera eficiente la estabilidad de sistemas con retardo en el tiempo en
funcion de su retardo, es la técnica escogida para el desarrollo de este proyecto cuya
meta es el anélisis de estabilidad en sistemas termoactsticos (e.g. combustores) usando

técnicas de control realimentado con retardos.

!Trabajo de Grado
2Facultad de Ingenierias Fisico-Mecanicas. Escuela de Ingenierias Eléctrica, Electrénica y de Tele-
comunicaciones. Director: Daniel Alfonso Sierra Bueno. Codirector: Rudy Cepeda Gomez.
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ABSTRACT

Title: Thermo-Acoustic Instability Analysis and Delayed Feedback Control using the
Cluster Treatment of Characteristic Roots (CTCR) Paradigm®

Authors:
Victor Alfonso Amaya Ferreira?

Naren Arley Mantilla Ramirez?

Key Words: Thermo-Acoustic Instability (TAI), Cluster Treatment of Characteristic
Roots (CTCR), Delayed Feedback Control, Rijke Tube, Time Delayed Systems (TDS).

DESCRIPTION

Systems involving thermo-acoustic processes have played an important part in in-
dustrial development during the last decades. These processes are originated in the
relationship between acoustic and thermal events, which is why they are liable to diffe-
rent configurations that can generate an unstable behavior.

Until recently, the stability of these processes was evaluated experimentally, after
the implementation stage. This implied a limit on the degrees of freedom and design
parameters of their control system. Now, the study of stability in thermo-acoustic ele-
ments can be performed analytically. One strategy is the design of a delayed feedback
control to render stability to the system.

However, using delays induces exponential transcendentality in the characteristic
equation of the system, making difficult its solution. For this reason, it is necessary
to rely on modeling and simulation techniques specially designed to solve this type of
equations. This is the case of the Cluster Treatment of Characteristic Roots (CTCR)
paradigm. The CTCR paradigm, a mathematical tool that allows an efficient assessment
of the stability of time delayed systems as a function of the delay, is the technique chosen
for the development of this project whose main goal is the stability analysis in thermo-

acoustic systems (e.g. combustors) using feedback techniques.

!Bachelor Thesis
2Facultad de Ingenierias Fisico-Mecanicas. Escuela de Ingenierias Eléctrica, Electrénica y de Tele-
comunicaciones. Director: Daniel Alfonso Sierra Bueno, PhD. Codirector: Rudy Cepeda Gomez, PhD.
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INTRODUCCION

Desde la invenciéon de las maquinas los elementos que responden a procesos termo-
acusticos han sido parte importante de procesos industriales. Esto supone un reto: la
inestabilidad producida por las vibraciones de las particulas en su interior. Ejemplo de
estos son los combustores, a los cuales, después de disenados, se les hace un estudio de
estabilidad. Esto implica procesos costosos que detectan la inestabilidad después de la
fabricacion [4]. Como resultado, se necesitan sistemas de control més robustos que se

deben implementar con parametros de disenno muy limitados.

En sistemas de combustion, como las turbinas de gas, la inestabilidad es un pro-
blema importante que afecta notablemente el rendimiento del combustor, disminuye
su eficiencia e incluso puede generar ruido y dano irreversible en su estructura. Las
fluctuaciones en la presion, la transferencia de calor, la generacién de ondas actsticas
son algunos de los factores que generan inestabilidad. Particularmente, la inestabilidad
termoacustica es un tema de interés para los cientificos que investigan fenémenos de

combustion.

La Inestabilidad Termoactstica ( Thermo-Acoustic Instability, TAI), también cono-
cida como inestabilidad de Rayleigh [21], ocurre por interaccion dindamica entre eventos
aclisticos y térmicos en un espacio cerrado. Por ejemplo, la liberacién de calor, pro-
ducida por una llama en un combustor, genera ondas actsticas que influyen sobre el

comportamiento de la misma.

Los primeros estudios sobre TAI se remontan hacia finales del siglo XIX. Desde en-
tonces, diversos autores han realizado investigaciones referentes al tema. En el estado
del arte se encuentra una metodologia que aprovecha las ventajas del paradigma ma-

temaético del tratamiento por grupos de las raices caracteristicas (Cluster Treatment of
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Characteristic Roots, CTCR).

El CTCR es un método mateméatico que permite determinar de manera exacta la
estabilidad de sistemas LTI (Lineales e invariantes en el Tiempo) con retardo en el
tiempo (Time-Delayed Systems, TDS). Esta técnica permite obtener el nimero de rai-

ces caracteristicas inestables para un valor dado del retardo [18].

Utilizar el paradigma del CTCR en el analisis de sistemas termoactsticos ofrece
una ventaja significativa sobre los métodos tradicionales, en los cuales las condiciones
de inestabilidad del sistema se detectan experimentalmente y después de su fabricacion,
elevando los costos y reduciendo el niimero de posibles soluciones. En cambio el CTCR,
al ser un método analitico, permite definir parametros de diseno antes de la construc-

cion.

En el trabajo propuesto se busca analizar la inestabilidad en sistemas termoacusti-
cos usando técnicas de control realimentado con retardos. Especificamente, se utiliza el
CTCR para el anéalisis de sistemas termoacusticos a través del modelado y simulacién
del experimento del tubo de Rijke, ampliamente utilizado como caso de estudio del fe-
noémeno termoacustico |7,12,21,35,36]. Este analisis es validado mediante experimentos
de simulaciéon que evaltian el desempeno del tubo de Rijke sin control y controlado por

realimentacién con retardos.

La metodologia seleccionada no s6lo permite analizar la estabilidad de sistemas ter-
moactsticos (tema de estudio y aplicacion del trabajo propuesto), sino que es extensible
a otros campos de la ingenieria, la biologia, la fisica, la investigacion operativa y la eco-
nomia donde aparecen sistemas con retardo en el tiempo (TDS) [29]. Por lo tanto, con
este trabajo se busca promover la investigacion en temas de actualidad y el anélisis de

la dinamica y la estabilidad de diversos sistemas.

El trabajo se organiza por capitulos de la siguiente manera: en el capitulo 1 se
desarrolla el marco tedrico del proyecto, donde se define el problema a abordar, el expe-
rimento a analizar y el método seleccionado para resolver el problema. En el Capitulo 2
se realiza un analisis de estabilidad para casos de ejemplo considerando diferentes tipos
de sistemas con retardo presentes en la literatura. En el capitulo 3 se presenta el mo-

delado del experimento del Tubo de Rijke, la aplicacion del paradigma del CTCR en el
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analisis del sistema, la inclusiéon de un lazo de control realimentado con retardo y la va-
lidaciéon correspondiente de los resultados obtenidos. En el capitulo 4 se ofrecen algunas

algunas conclusiones y en el capitulo 5 se hacen sugerencias para futuras investigaciones.
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Capitulo 1
MARCO TEORICO

1.1. INESTABILIDAD TERMOACUSTICA (TAI)

La inestabilidad termoacustica (TAI), también conocida como inestabilidad de Ray-
leigh, ha sido objeto de investigacion para muchos cientificos y ocupa un lugar especial
en los estudios modernos de combustion |13, 15,25,28,32-34|. Se origina por el acople

entre fendmenos térmicos y acusticos en un recinto cerrado (e.g. un combustor).

Rayleigh describi6 la interaccion entre ondas actsticas y fuentes inestables de calor
afirmando que la amplitud de la onda sonora sera directamente proporcional al calor
agregado al sistema, siempre y cuando esté en fase con la presion [9,23,24]. En el caso de
la combustion, cuando tiene lugar en un sistema confinado, la liberacién de calor genera
ondas actuisticas que se reflejan en las paredes del combustor y provocan fluctuaciones

de presion que afectan a la misma fuente de calor.

Las fluctuaciones de presion y un aumento considerable en el calor liberado por la
fuente de calor son las manifestaciones de la inestabilidad termoacustica. Cuando esto
ocurre, los sistemas pueden presentar fallos en su rendimiento, altos niveles de ruido

(acustico) e incluso dano fisico y estructural.
Debido a la complejidad en el estudio de inestabilidad termoactstica, aparecen mo-

delos simples que permiten entender su naturaleza. El tubo de Rijke es un sistema

conveniente para comprender sus efectos tanto tedrica como experimentalmente.
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1.2. EXPERIMENTO DEL TUBO DE RIJKE

Como caso de estudio para evaluar la inestabilidad termoacistica se propone el ex-
perimento del tubo de Rijke. El montaje consiste en un tubo largo y delgado, abierto

en ambos extremos, dentro del cual se encuentra una fuente que libera calor.

En el experimento original, una malla metalica se introduce dentro de un tubo tam-
bién metélico, que se pone sobre un mechero Bunsen. Se deja alli hasta que la malla
estd tan caliente que se ve de color rojo brillante. Al retirar la llama, se produce un
sonido hasta que la malla se enfria [27]. En la actualidad, se han utilizado tubos de
vidrio y circuitos sencillos, con una resistencia eléctrica como fuente de calor [12, 14],

obteniendo resultados similares.

Debido a la fuente de calor, el aire de sus cercanias se expande, generando un incre-
mento en la presion en el tubo. La presion viaja a través de ondas actusticas a través del
tubo y luego retorna, influenciando a la fuente de calor [36]. Una manera de entenderlo,
desde un punto de vista dinamico, es que las ondas acusticas y la fuente de calor se

acoplan en forma realimentada (ver Figura 1).

Figura 1: Diagrama de bloques del experimento, Adaptado de: 2]

Perturbaciones uyp
O Dindmica de la Actstica

Dinamica del Flujo ¢(s)

La realimentacion no es instantdnea debido a que las perturbaciones en la presion
viajan con velocidad finita a lo largo del tubo. Esto convierte al sistema en un sistema
con retardo en el tiempo (TDS) que (después de una linealizacion) puede ser de alguna

de las formas que se explican en el Apéndice A. Para analizar este tipo de sistemas se
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estudia el paradigma del Tratamiento en Grupo de Raices Caracteristicas (CTCR).

En el capitulo 3 se analizara con mayor detalle el funcionamiento del Tubo de Rijke,

su modelo matematico y la adiciéon de un sistema de control realimentado.

1.3. TRATAMIENTO EN GRUPO DE RAICES CARACTE-
RISTICAS

Considérese un sistema lineal e invariante en el tiempo con retardo en el tiempo!,

como el de la ecuacion 1.1.
i=Arx+Bx(t—7) z(nx1),A,B€R(nxn), 7R (1.1)
En este tipo de sistemas, la ecuaciéon caracteristica es de la forma,
det (sI — A —Be ™) =0, (1.2)

la cual es una ecuacion trascendente, debido a los términos exponenciales. Como re-
sultado, la ecuaciéon tiene un nimero infinito de raices y el analisis de estabilidad se

dificulta. La forma general de esta ecuaciéon caracteristica es,
an(5)e7" 4 ap_y(s)e” I 4 g(s) = Z ap(s)e " =0, (1.3)
k=0
donde cada ax(s) es un polinomio en s de grado n — k, con coeficientes reales.

Para que el sistema en 1.1 sea estable, es necesario que todas las raices de su ecua-
cion caracteristica 1.3 estén en la parte izquierda del semiplano complejo s. Asegurar
que esto suceda es una tarea dificil, dado que la trascendentalidad del sistema induce
una dimension infinita en su soluciéon. Sin embargo, existen herramientas matematicas
que permiten reducir la dimensién del sistema mediante la sustitucion del término que

involucra el retardo. Estos métodos seran detallados mas adelante (Ver Apéndice B).

I Nota: El método propuesto no sélo es aplicable a sistemas con un solo retardo en el tiempo
(STDS), también se puede extender a sistemas con mailtiples retardos (MTDS) y sistemas de tipo
neutral (NTDS), definidos en el Apéndice A
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El paradigma del Tratamiento en Grupo de las Raices Caracteristicas (CTCR) es
una herramienta mateméatica que permite resolver, analiticamente, el problema de es-
tabilidad del sistema. A medida que el retardo 7 cambia, las raices caracteristicas se
mueven en el plano complejo. Sin embargo, el paso entre estabilidad e inestabilidad
solo puede ocurrir cuando una raiz caracteristica se ubica sobre el eje imaginario en
s = +iw. Estas frecuencias de cruce corresponden a infinitos valores de 7 equidistan-

ciados perivdicamente por A7 = Qw—”

A continuacion se presentan algunas definiciones importantes en el CTCR:

Definiciéon 1. Nicleo gg: Todos los posibles valores de 7 que generan un par de raices
caracteristicas imaginarias de (1.2) en s = w,.i y bajo la restriccion 0 < 7w, < 27, son
llamados puntos del nticleo (7p). En otras palabras, es el retardo positivo de valor més

pequeno que produce una frecuencia de cruce por el eje imaginario.

Definiciéon 2. Descendencia g,,: Todos los puntos obtenidos a partir del niicleo, usando
el principio de periodicidad de las raices con respecto al retardo: 7, = 7o + 27k /we,

son llamados puntos de la descendencia.

Definicion 3. Conjunto Soluciéon g: Es el mapa completo de estabilidad del sistema,

estad compuesto por la union de los puntos del nicleo y su descendencia (g = o U g@y,).

Proposicion 1.1. Para un LTI-TDS dado existe un nimero finito de elementos del
nicleo, m, que no puede ser mayor que el orden del sistema elevado al cuadrado. Esto

esm < n? [8].

1.3.1 Tendencia de las Raices (RT). Para cualquier punto 7 € g un
incremento infinitesimal en el retardo genera una transiciéon de la raiz. Dicha transicion
se puede presentar desde el lado derecho hacia lado izquierdo del plano complejo, o

viceversa. La tendencia de las raices, RT, indica la direcciéon de dicha transiciéon:

)] (1.4)

Si la tendencia de las raices es —1, el sistema se esta haciendo estable, pues esto repre-

Os

T . =
RT|,_ . =sgn {% <(97'

senta una disminucién en el nimero de raices inestables. Por el contrario, si es +1, el
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sistema se hace inestable por el aumento del nimero de raices al lado derecho del plano

complejo.

Proposicion 1.2. Se considera una raiz caracteristica imaginaria, s = wet, provocada

por algin retardo 1. € g. La Tendencia de las raices, RT, no varia mientras cambie el

valor de 7. dentro de la descendencia de un mismo punto del kernel, T = T + i—” , ya
[&

que esta depende exclusivamente del valor de la frecuencia de cruce s = jw [5].

1.3.2 Meétodo de la Sub-divisién D. El método de la sub-divisién D [5,30]
o argumento de continuidad, establece que un cambio en la estabilidad del sistema 1.1
con respecto al retardo 7 so6lo es posible si para un cierto valor 7., aparece un par
de raices caracteristicas puramente complejas conjugadas, s = F+w.i. De esta manera,
el espacio 7 € R se divide en regiones en las que el numero de raices inestables no

cambia. Esto permite definir una relacién entre el niimero raices inestables en funcién

del retardo, NU(7):

T — T0

NU(7) = NU(0) + Zm:r ( A ) -U(r,7) - RT} (1.5)

donde NU(0) representa el nimero de raices inestables cuando el sistema no presenta

retardo (7 = 0), U(7,79) es una funcién escalon en 7 definida como:

0 si0<7<m71
U(r,m0) =41 si7>7,ws =0 (1.6)

2 SiT>To,wer #0

y RT}, es la tendencia de las raices para una frecuencia de cruce w, .
1.3.3 Diagrama de flujo del método CTCR. La figura 2 presenta un

diagrama de flujo en el cual se resumen los principales pasos para el algoritmo del

método seleccionado.
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Figura 2: Diagrama de flujo del método CTCR
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Capitulo 2
ANALISIS DE ESTABILIDAD,
SIMULACIONES

2.1. CASO DE EJEMPLO PARA STDS

Como primer acercamiento al método, se desarrolla el ejemplo planteado en [18].

Sea un sistema de la forma (1.1), donde:

~1 135 -1 ~59 7.1 —70,3
A=|-3 -1 -2 B=| 2 -1 5 (2.1)
—2 -1 —4 2 0 6

Cuando 7 = 0 el sistema no tiene ninguna raiz caracteristica inestable. Todas sus
raices caracteristicas se encuentran en la parte izquierda del plano complejo (—2 4 2i y

—2,9). Para 7 # 0, la ecuacién caracteristica del sistema es:

az(s)e ™ + ay(s)e > + ai(s)e” ™ + ag(s) = 0 (2.2)
donde:
as(s) =119,4 as(s) =90,9s — 185,1
ai(s) = 0,9s* — 116,8s — 22,1 ap(s) = s* +6s* +9,1s + 111

La ecuacion 2.2 tiene infinitas raices caracteristicas. Para reducir el problema a
una ecuacion de dimension finita es necesario aplicar una sustitucion. El término expo-

nencial, que contiene el retardo, se reemplaza para eliminar la trascendentalidad de la
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ecuacion. Se utilizan dos métodos de sustitucion para este fin: Sustitucion de Rekasius

y Suma de Kronecker.

2.1.1 Aplicando la Sustitucién de Rekasius. Al realizar la sustitucion

de Rekasius (ver Apéndice B), la ecuacion caracteristica se convierte en:

be(T)s® + bs(T)s® + by(T)s* + by(T)s® + ba(T)s® + by (T)s + bo(T) =0 (2.3)

donde:
bG(T) == TS b5<T) — 5,1T3 + 3T2
by(T) = 253,273 +17,1T7% + 3T b3(T) = —171,4T3 +162,4T% + 18,97 + 1
bo(T) = 898,472 — 71,2T + 6.9 by (T) = 137,87 + 19,6
bo(T') = 23,2

A partir del polinomio de la ecuaciéon 2.3 se realiza el arreglo de Routh. Se aplican dos
propiedades del arreglo de Routh, mencionadas en las ecuaciones 12 y 13 del Apéndice

B. De alli se obtienen los valores reales de T,:
T.=1[0,6233; 0,0953; —0,1333; —0,4270; 0,0829] (2.4)
y su correspondiente w:
we = [2,1110; 2,9124; 0,8404; 15,5032; 3,0352] (2.5)

que satisfacen la ecuacion 2.3. Finalmente, se realiza un mapeo inverso al que se hizo
en la transformacion de Rekasius, es decir, a partir de los valores de T, se hallan los

valores de 7;, incluidos los valores del niicleo:
T = [0,8725; 0,1859; 7,2105; 0,2220; 0,1623] (2.6)

Para obtener una descripcién completa de las regiones de estabilidad, se calcula la
tendencia de las raices, RT, de cada frecuencia de cruce wg y, con ella, el niimero de
raices inestables para cualquier valor de 7, NU(7), como se ve en la figura 3.

Las regiones de estabilidad se pueden resumir en la tabla 1 donde se muestran
los valores de 7 que generan un cambio de estabilidad debido al cruce de una raiz

caracteristica por el eje imaginario del plano complejo.
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Figura 3: Regiones de estabilidad del Ejemplo 2.1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tabla 1: Zonas de estabilidad para Ejemplo 2.1

7[s] RT Estable/Inestable NU(7)

0 ESTABLE 0

: ESTABLE 0
0,1623 +1

: INESTABLE 2
0,1859 -1

: ESTABLE 0
0,2220 +1

: INESTABLE 2
0,8725 +1

: INESTABLE 6
72105 —1

: INESTABLE

2.1.2 Usando el Método de la Suma de Kronecker. Al aplicar el

método de la suma de Kronecker (ver Apéndice B), la ecuacion caracteristica auxiliar
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del sistema, ACE(z), es:

donde:

ai(z) = 10°(—17,02z" + 1,412°% — 225, 792" + 1737,282° — 518, 582°)
as(z) = 10°(8061, 59z — 6202, 6523 + 324, 8822 + 4291, 062 — 5593, 23)
bi(z) = 105(4291, 0628 + 324, 8827 — 6202, 652° + 8061,592°)
ba(z) = 105(—5185, 792* + 1737, 282% — 225,792% + 1,41z — 17, 02)
c(z) = 2°

Se resuelve la ecuaciéon 2.7 y so6lo se consideran aquellos valores de z con magnitud
unitaria, es decir, |z| = 1. Se reemplazan estos valores de z en la ecuacién caracteristica

del sistema y se soluciona para w:
we = [2,9124;  15,5032;  2,1110; 3,0352;  0,8404] (2.8)

que son los mismos valores de 2.5 del ejemplo anterior. Con estos valores y con la

—Twi

relacion z = e se halla el ntcleo de retardos:

10 = [0,1859; 0,2220; 0,8725; 0,1623; 7,2105] (2.9)

que también coinciden con 2.6 del ejemplo anterior. Al final, se procede de la misma
manera: se calcula la tendencia de las raices, RT, y con ella la descendencia y las
regiones de estabilidad, NU(7). El resultado de este paso coincide con el del ejemplo

anterior y se obtiene la misma gréafica de la Figura 3.

2.1.3 Validacién. Para verificar que el mapa de estabilidad es correcto se toman
cuatro valores arbitrarios de retardo 7, dos de ellos hacen que el sistema sea estable y
los otros dos lo hacen inestable. Se introduce una perturbacion al sistema (impulso) y

se observa la respuesta del sistema ante esa excitacion (ver Figura 4).
Para 7 = 0,1 el namero de raices inestables (NU) es cero, por lo tanto el sistema

debe ser estable, como se muestra en la Figura 4a. Lo mismo sucede con 7 = 0,2, cuya

respuesta en el tiempo es la de la Figura 4c. Para 7 = 0,17 se tiene un sistema inestable
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con NU = 2, como se ve en la Figura 4b. De igual forma, para 7 = 0,23 el sistema es

inestable como se ve en la Figura 4d.

Figura 4: Respuesta al impulso para el sistema del Ejemplo 2.1

(a) 7=0,1 (b) 7=10,17
Respuesta al Impulso x 10° Respuesta al Impulso
0.03 T T 15 T T T
0.02-
1L
0.01+
0 0.5
g -0.01 g
g
g -0.02 £
—0.03H -0.5
-0.04
1k
-0.05
~0.06 I I I _15 I I I I I I I I I
5 10 15 20 25 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 18
Tiempo (seconds) Tiempo (seconds) x10°
(¢)7=0,2 (d) 7=0,23
Respuesta al Impulso x 10% Respuesta al Impulso
0.05 T T T T 2 T T T
15
1k
0.5
° °
2 2
= g 0
£ £
< <
-0.5
1k
-15
I I I | I I I I I 2 I I I I I I I
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tiempo (seconds) Tiempo (seconds)

2.2. CASO DE EJEMPLO PARA MTDS

Se desarrolla el ejemplo planteado en [31]. Sea un sistema de la forma (4), donde:

~1 135 —1 59 0 0 0 7,1 —70,3
A=|-3 -1 -2 B=| 2 00 C=10 -1 5 (2.10)
—2 -1 —4 2 00 0 0 6

Cuando 7, = 75 = 0, el sistema no tiene ninguna raiz caracteristica inestable. Todas

sus raices caracteristicas se encuentran en la parte izquierda del plano complejo (—242i
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y —2,9). Para 7y # 0, 73 # 0, la ecuacion caracteristica del sistema es:

3 3—k
Z ag;(s)e”FmHimls — (2.11)
k=0 j=0
donde:
ago(s) = s° + 6s? + 45,55 + 111 ap1(s) = —bs* — 121,3s + 20,1
ape(s) = —6s — 203,4 aps(s) =0
aio(s) = 5,95% + 4,55 — 42,22 ayi(s) = 96,6s + 18,3
ajo(s) = 119,4 ax(s) =0
&21(8) =0 &30(8) =0

Al igual que en el ejemplo anterior, la ecuacion 2.11 tiene infinitas raices caracteris-
ticas y nuevamente se reduce el problema a una ecuacion de dimension finita mediante

la sustitucién de Rekasius o la suma de Kronecker.

2.2.1 Aplicando la Sustitucién de Rekasius. Al realizar la sustitucion

de Rekasius (ver Apéndice B), la ecuacion caracteristica se convierte en:
bﬁS6 + b585 + b484 + b383 + b282 + blS + b() =0 (212)

donde:

bo(Th, Tp) = Th12
bs(T1, 1) = 51TV T2 + T2 + 2Ty Ty
b(Ty, To) = 0,271 Ty + 253,21, T2 + 2T + Ty + 16,977
bs(Th, To) = —4,9T, + 23 8T + 68, 4T2 — 171 AT1TZ + 94T\ T) + 1
by (T, Ts) = —183,2T} + 9521415 + 6,9 — 53,672 + 1127,
bi(T1, Ts) = 19,6 + 305,67, — 167,87}
bo (T}, Tp) = 23,2

A partir del polinomio de la ecuacion 2.12 se realiza el arreglo de Routh y se aplican

las propiedades utilizadas para el ejemplo anterior:

Ry(TLT) = 0 (2.13)
Rgl(Tl,Tg)RQQ(Tl,TQ) >0 (214)
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Para resolver se utiliza un algoritmo iterativo, dejando fija una de las variables y
analizando el problema como en el caso de una sola variable para obtener los puntos
que son solucion a las condiciones presentadas (Ecuaciones 2.13 y 2.14). De aqui se
halla un mapa de los puntos que cumplen con cada condicién por separado, como se ve

en la Figura 5.

Figura 5: Solucién de las condiciones, en color negro y verde se presentan la soluciones
a 2.13 y 2.14 respectivamente

1 T T

0.5

-1 08 06 -04 -02 0 0.2 04 06 0.8 1

No todos los puntos de la Figura 5 forman parte de la solucion. Esta se forma a
partir de un conjunto especial de puntos que pertenecen a la interseccion de las dos

condiciones (Ver Figura 6 y Ecuacion 2.15).

R(Ty,Ts) = [Ri(T1, To) = 0] N [Ra1 (T1, T2) Rao (T4, 1) > 0] (2.15)

Una vez se obtiene la region R(T},T5), se hallan, mediante un mapeo inverso, los
puntos de los retardos (71, 72) pertenecientes al nicleo (gg) y, mediante la propiedad
de periodicidad, la descendencia (g,,) para asi obtener el conjunto solucion (gp) (Ver

figura 7).
Para encontrar el mapa completo de estabilidad del sistema se encuentra la tendencia
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Figura 6: Region R(T1,Ty), Interseccion de las condiciones 2.13 y 2.14

de las raices (RT') y el ntimero de raices inestables (NU (7, 72)). Esto permite conocer
cuales regiones del espacio 71,7, son estables (sombreado en gris en la figura 7) o

inestables.

Figura 7: Mapa de estabilidad del sistema, se presenta el nicleo gg (Rojo) y la des-
cendencia g,, (Azul).

15

0.5
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2.2.2 Usando el Método de la Suma de Kronecker. Cuando se aplica
el método de la Suma de Kronecker, descrito en el Apéndice B, se obtiene una ecuacién

caracteristica auxiliar en funciéon de dos parametros z; y zs:

Ce2 +c52d +cazt 432 itz =0 (2.16)

donde ¢, k=0,1,2,3,4,5,6 son polinomios de z; de orden 12.

Para solucionar la ecuacion 2.16, se define el valor de la variable 2z, en funcion de
un pardmetro 6 que cambie entre [0,27], de manera que z, = e’ y se encuentran los

valores de z; que, ademés de ser solucion, tienen magnitud unitaria [8].

Se reemplazan los valores obtenidos: z; = e ™% y 2z, = 7™ en 2.11 y se resuelve
para w. Con los valores de zi, 2o, w, se calculan los valores de 7 pertenecientes al
nicleo y la descendencia, usando la ecuacion 23. De aqui en adelante, se encuentra RT
y NU (11, 7) como se hizo cuando se usé la Sustitucion de Rekasius. De esta manera,

se obtienen las regiones de estabilidad que se muestran en la Figura 7.

2.2.3 Validacioén. Tal como en el ejemplo de la Secciéon 2.1, se escogen cuatro
valores de retardo para verificar la estabilidad que generan en el sistema ante una

perturbacion (respuesta al impulso).
Para los valores 7 = [0,1;0,2] (Figura 8a) y 7 = [0,44;0,31] (Figura 8c) el sistema

se comporta de manera estable. De la misma manera, con 7 = [0,1;0,3] (Figura 8b) y

T =[0,4;0,2] (Figura 8d) el sistema se hace inestable.
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Capitulo 3
MODELADO Y SIMULACION DEL TUBO DE
RIJKFE

3.1. MODELO DEL SISTEMA

3.1.1 Principios térmicos. En el tubo de Rijke se pueden distinguir tres zo-
nas: la zona de calentamiento, la zona upstream y la zona downstream. Como se ve en
la figura 9, la zona de calentamiento se encuentra entre dos secciones transversales (D)

v @) y se estudia como una seccién delgada en el tubo.

En las zonas upstream y downstream se simplifica el analisis al asumir que carac-
teristicas dindmicas, tales como la velocidad de flujo y la temperatura, son constantes
en cualquier punto del tubo. Teniendo esto en cuenta, solo se analiza la coordenada

espacial z (ver figura 9).

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores y los principios fisicos que gobier-
nan la mecéanica de fluidos (continuidad, conservacién del momento y conservacion de

la energia), se pueden establecer las siguientes ecuaciones:

Continuidad
PauUz = P1Uq (31)

Conservaciéon del momentum

P2+ pauy = p1 + prul (3.2)
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Figura 9: Estructura del experimento del tubo de Rijke, adaptada de: [21].

Microfono

a X

ho Xa

X mic

A 4

Control @
. —1 0
Realimentado

S

g
-X,
N
Parlante
Conservacion de la energia:
L L,
cpTo + Sl pousA = | ¢, T1 + St prus A+ Q, (3.3)

donde p, p2 son las masas especificas, uy, us son las velocidades del aire, py, ps son
las presiones y Ty, Ty las temperaturas absolutas en las secciones transversales D) y ).
¢p es la capacidad calorifica, () la energia térmica inyectada a la zona de calentamiento

y A es el area de la seccion transversal.

Si ademas se considera el aire que fluye por el tubo como un gas ideal, que cumple

con la ley de los gases ideales,
p = pR,T (3.4)

Pagina 38 de 65



donde R, es la constante especifica del gas, y se tienen en cuenta las siguientes relaciones

matematicas:
Cp _ _ _ 7 —_— =2 o
— =7, Cp — Cy —Rs> Cp = ~ 1Rsa DY = G P, (Z_ 172) (35)
Co —

donde ¢, es el calor especifico a volumen constante y 7 es la relaciéon de capacidad de
calor, se obtienen las ecuaciones 3.6 y 3.7, que relacionan las presiones y velocidades en

las secciones transversales D) y @.

P2 —p1+ prug (ug —ug) =0 (3.6)

1
T (pyus — prun) + = prug (uf — ) = (3.7)

v—1 2

I

Debido a la naturaleza no lineal y causal del sistema, es posible hacer una lineali-
zacion local de 3.6 y 3.7 alrededor de un punto de operaciéon. La presion, la velocidad
y la masa especifica son linealizadas como se muestra en la ecuaciéon 3.8. La notacion

—” hace referencia al punto de operaciéon y la notacion “~” a las variaciones alrededor
de este [|21].

pi=Dpi+Di, w=u+u, pi=pi+p (i=12) (3.8)

3.1.2 Principios actisticos. Como el flujo de aire a través del tubo no es
forzado, y considerando que la velocidad promedio de flujo @ es despreciable con respecto
a la velocidad media del sonido ¢, se puede afirmar que la actstica en el tubo obedece

a la ecuacion de ondas sonoras unidimensionales (coordenada espacial x, figura 9):

p 107 _
or2 2o

(3.9)

La ecuacion 3.9 es una ecuacion diferencial parcial hiperbolica. Este tipo de ecua-
ciones se pueden resolver mediante una solucion de D’Alembert que es exacta. Para la

variacion en la presion, en el lado upstream, se obtiene:

@(:c,t)zf(t—é)—l—g(t—i-é), para —x, <x <0, (3.10)

C1 C1

donde f y ¢ son funciones arbitrarias que satisfacen las condiciones iniciales (Figura
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9). De manera similar, para el lado downstream se obtiene:

ﬁd(x,t):h<t—é)+j(t+cé), para 0 <z < x4, (3.11)
2

C
donde h y j son funciones similares a f y g (Figura 9). &1 y ¢ representan la velocidad
media del sonido en las secciones upstream y downstream, respectivamente [21]. A partir
de la ecuacién de la forma variacional de la conservacion del momentum para una

particula en movimiento,
_ou n op
Por " ox

se inicia la interconexion entre los eventos térmicos y actsticos que ocurren dentro del

0, (3.12)

tubo. Ahora, derivando la ecuacién 3.10 con respecto a los argumentos completos (i.e.,

t+ £ ot— £) se obtiene:
Cc1 c1

ol () (-2)] o

Reemplazando la ecuacion 3.13 en la ecuacion 3.12; e integrando con respecto al

tiempo, se llega a la ecuacion 3.14, que representa la variacion de velocidad en la zona

upstream. Con el mismo anélisis, para la zona downstream se llega a la ecuacion 3.15.

(2, 1) :IO_ulc_1 {f <t—%) —g(t—l—%)} (3.14)
gz, t) = mlc_Q [h (t - C%) —j <t + %)} (3.15)

Reemplazando las ecuaciones 3.10, 3.11, 3.14 y 3.15 de forma apropiada en las

ecuaciones 3.6 y 3.7, utilizando las relaciones dadas en 3.5, y truncando los términos de
orden superior de p, 4 y p, se llega a la ecuacién de forma matricial que representa la

dindmica del sistema en lazo abierto:

X (Z) -Y C) +Z (3.16)

donde las matrices X, Y y Z son:
X1 X -1 1
X= " TR = (3.17)
Xo1 Xoo = 25
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Yii Yio
Yor Yo

—
[y

= [i ! ] (3.18)

Z - [g] (3.19)

Aer

SISl

siendo @ = @ — Q las fluctuaciones de energia [9].

3.2. CONTROL REALIMENTADO

En la figura 10 se presenta un diagrama de control que permite ilustrar la inclusion

del lazo de realimentacion.

Figura 10: Diagrama de control del experimento con lazo de control realimentado,

Adaptado de: [2]

Perturbaciones uyp
O O Dindmica de la Acustica

! C
&

Dindmica del Flujo ¢(s)

Controlador

Cuando al montaje original del tubo se le agregan un micréfono y un parlante (figura

9), se ejerce una presion [(t) que modifica las condiciones de frontera en el mismo. De
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esta manera, las funciones f(t) y j(t) se pueden reescribir como:

ft)=—Rug(t — 1) + 1t — Tu/2) (3.20)
j(t) = —Rdh(t - Td) (321)

donde R, y R4 son coeficientes de reflexion upstream y downstream, respectivamente, y
ambos son menores que 1. 7, = 2z, /¢ v T4 = 2x4/C son los retardos en la trayectoria

de ida y vuelta de las ondas actsticas [9).

Si se considera una logica de control proporcional, la salida del parlante [(t) y su

transformada de Laplace L(s) son:
I(t) = —Kpmic(t —7.) —> L(s) = —Ke ™ Ppic(s) (3.22)
donde K es la ganancia, 7, es el retardo de control agregado y:

Pmic(t) = b (t = Tonic) + J (t + Tinic) — Pric(s) = (e7™i® — Rde’(Td’Tm“)s) H(s)
(3.23)
es la variacion de presion medida con el micréfono, ubicado a una distancia x,,;,. de
la zona de calentamiento (figura 9). Tie = Tmic/C2 es el retardo introducido por la
posicion del microfono y H(s) es la transformada de Laplace de h(t) [21]. A partir de
las ecuaciones 3.23 y 3.22, se puede obtener la expresion de la onda de presion creada

por el parlante, que estd dada por:
L(S) — _K (e_(T"LiCJ’_TC)s _ Rde_(Td_Tmic+Tc)S) H(S) (324)

Los parametros de control en la ecuaciéon 3.24 generalmente se escogen de manera
empirica [6]. En este trabajo se busca encontrar un mapa completo de estabilidad que

muestre todos los posibles valores de dichos pardmetros.

Como se explica en [9], las variaciones de calor ) estan relacionadas de forma causal

con las variaciones en la velocidad del aire @ de la forma:

Q(s) = ¢(s)Ui (s) (3.25)

Esta conexion se puede denotar mediante la funcion ¢(s) en la ecuacion 3.26, descrita
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y utilizada con éxito por varios autores [11,12,14].

a

o(s) = 37

(3.26)

Como ya se menciono, la velocidad u; depende de las ondas de presion f y g segin
la ecuacion 3.14. Aplicando transformada de Laplace a la ecuacion 3.14 y reemplazando

en la ecuacién 3.25 se obtiene:

. Ru —Tus 1 —TuS/2
¢ {— c T L(s) (3.27)

Q) = 55 | e )

A partir de las ecuaciones 3.20, 3.21, 3.24 y 3.27, y reemplazando adecuadamente

en la ecuacion 3.16, se llega a la forma matricial que expresa el sistema completo:

M(s) <G> —0 (3.28)

H
donde:
My, M

M= | ' (3.29)

M21 M22
Mll = X11 + Rue_T“SYH (330)
Mg = X1z + Rae ™Y1y + Ke Uetm/23yy (e7Tmies — Rye(Ta=Tmic)s) (3.31)
Moy = Xo1 + Rye” ™Yo + ¢(s) (Rye ™ + 1) / (Apici?) (3.32)

Mzg — X22 + Rdefmsym + Ke*(TchTu/Q)s (677—7,”-65 . Rdef(q—df-rmic)s) |:}/21 4+ LS):|

(Apier?)
(3.33)
La ecuacién caracteristica del sistema se obtiene de 3.34:
det (M) =0 (3.34)

y tiene términos trascendentes debido a los retardos producidos por la acistica y al
retardo de control [21].
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A partir de la ecuacion 3.34, se obtiene la ecuacion caracteristica en funcion de los

parametros del sistema:
CE<S7 Tuu Td? Tmicu TC? K) = (XO + Z X167'7;5> S + 770 + Z 7716*7']'3 = 0 (335)
i=1 j=1
donde x;, n; son funciones de los pardmetros del sistema y 7;, 7; son combinaciones

lineales de los retardos 7., 74, Timic, Te-

La ecuacion caracteristica de 3.35 representa un sistema NTDS por causa de los
términos exponenciales en el factor que multiplica al término de s de mayor grado. Para

garantizar la estabilidad de la ecuaciéon 3.35 se deben satisfacer dos condiciones [19]:

Teorema 3.1. La ecuacion asociada a 3.35:
CE<S7 Tuy Tdy Tmicy Tes K) = (XO + Z Xle_ns> =0 (336)
debe ser estable. Es decir, todas las raices caracteristicas de 3.36 deben pertenecer al

lado izquierdo del plano complejo, C~.

Este teorema se conoce como la condiciéon de estabilidad con respecto al retardo
(delay-stabilizability condition, en inglés). La condicion del Teorema 3.1 es necesaria

pero no suficiente para garantizar la estabilidad de 3.35.

Teorema 3.2. La condicion necesaria y suficiente para que el sistema en 3.35 sea
estable, es que todas sus raices caracteristicas pertenezcan al lado izquierdo del plano

complejo, C'~.

Para el analisis y control del sistema se utiliza el paradigma del CTCR [18,20]. Cabe

resaltar que si no se cumple con el Teorema 3.1 no hace falta seguir los pasos del CTCR.

3.3. CASO DE ESTUDIO EJEMPLO

Con el fin de ilustrar la aplicacion de la metodologia del CTCR en el experimento

del tubo de Rijke, se presenta un caso de estudio tomado de [35] en el que se usan los
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Tabla 2: Pardmetros de operacion para el experimento del Tubo de Rijke

’Parémetro Valor Unidad‘

R, 0,93 —
Ry 0,93 —

¥ 1.4 —

A 0,00075 m?
ﬁl 172 Kg/mg
C1 340 m/s
a 200 —

b 0,002 —

parametros de operacion de la tabla 2.

En primer lugar se aplica el CTCR para el sistema sin control realimentado y se
encuentra el mapa de estabilidad para este caso. En seguida se escoge uno de los puntos
que genera inestabilidad en el sistema, se introduce el control realimentado y se obtiene

el mapa de estabilidad en funcién de los pardmetros de control.

3.3.1 Analisis sin control realimentado. La ecuaciéon caracteristica del
sistema sin control realimentado se obtiene al calcular el determinante de M (ecuacion
3.34) para K = 0:

CE(s, Ty, Td) = 2AbE°5, (R, Rae” ™75 — 1)s — Rga(1 — ~)e ™ —
Rua(y — 1)e™™* 4+ R, Ry(2A0E5, + ary — a)e™(Tt7a)s (3.37)
+a — ay — 2Abcip,

Debido a que la ecuacion 3.37 representa un sistema NTDS, es necesario evaluar la

condicion de estabilidad del Teorema 3.1:
RyRge~tm)s 1 =0 (3.38)
Por la naturaleza de los coeficientes de reflexion del sistema (R, y Ry), se puede

decir que |R,Ry| < 1y por consiguiente:

1
—(TutTa)s| _
e = >1 3.39
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Todos los valores de s que satisfacen esta condicién tienen parte real negativa. Por
lo tanto se cumple con el Teorema 3.1 y se puede continuar aplicando el CTCR a la

ecuacion 3.37.

Finalmente se obtiene el mapa de estabilidad del sistema antes de aplicar la reali-

mentacion con retardos:

Figura 11: Mapa de estabilidad del experimento en lazo abierto, se presenta el ntcleo
©o (Rojo) y la descendencia g, (Azul).
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3.3.1.1 Validacién. Después de encontrar el mapa de estabilidad del sistema
en el espacio (7,,74), se escogen dos puntos, uno que genere estabilidad y otro que
genere inestabilidad, y se estimula el sistema con los parametros correspondientes a
cada punto con una entrada perturbacion (respuesta al impulso). Las graficas para el
comportamiento estable (Figura 12a) y el comportamiento inestable (Figura 12b) se

presentan a continuacion:
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Figura 12: Respuesta al impulso del experimento en lazo abierto para diferentes valores
de retardo. 12a punto estable y 12b punto inestable

(a) 7y =2ms y T4 =2ms (b) T =2ms y T4 =>5ms
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Como se esperaba, el sistema tuvo un comportamiento estable para (7, = 2ms, 7y =
2ms) y un comportamiento inestable para (1, = 2ms,7; = 5ms). Una observacion
importante es que para 7, = T4, es decir , con la llama ubicada justo en el centro
del tubo, el sistema es estable como fue descrito experimentalmente en [3, 16, 22| y

teoricamente en [21].

3.3.2 Analisis con control realimentado. Para este analisis lo primero
que se hace es seleccionar la ubicacion de la fuente de calor y la ubicacion del micréfono.

Conociendo estos valores se pueden determinar los retardos asociados como se observa
en la tabla 3

Tabla 3: Parametros de operacion para el control del experimento del Tubo de Rijke en
un punto inestable

Parametro Valor Unidad
Tu 0,57 ms
Ty 2,42 ms
Ty + T4 50,80 cm
Tomic 38,56 cm
Tmic 1,13 ms
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La ecuacion caracteristica del sistema con control realimentado se obtiene calculando

el determinante de M (ecuacion 3.34) y esta dada por:

CE(S, Tus Tas Tmics Tes K ) = 2AbEp, (K Rge™(TetTa=mmictmu/2)s _ [¢ o= (TetTmictTu/2)s
+ RyRage™ ™% _ 1)s + a — ay — 2475, + Rqa(y — 1)e ™ + Rya(l — y)e ™
+(y—1)aR,Rye” ™ F @ L 9K (1 —)ae TeTTmietTu/Ds L 9 (4 —1)aRye ™ (TetaTmictu/2)s
+ 24825, (K Rye~ Cetma—mmiet /25 L R Ro~(utma)s _ o~ (retmmictTa/2y — 0 (3.40)

Al igual que en el andlisis anterior, debido a que la ecuaciéon 3.40 representa un

sistema N'TDS, es necesario evaluar la condicién de estabilidad del Teorema 3.1:
KRde—(Tc-i-Td—Tmic-Hu/2)8 — Ke (TetTmictmu/2)s + RuRde—(Tu+m)s —1=0 (3'41)

Lo anterior define una expresion para los valores limite de la ganancia (K):

1 — |RuRy|

Kl<—————
| | 1+|Rd‘

(3.42)

Utilizando los parametros R, y R, de la Tabla 2, la condicién limite de ganancia se

traduce en: | K| < 0,07.

Al fijar los parametros 7,, T4 ¥ Tmic, la ecuacion caracteristica solo dependera de s,

T. v K y se puede reescribir asi:

CE(s, 1., K) = A(s) + Ke ™*B(s) (3.43)

donde A(s), B(s) son cuasipolinomios con términos exponenciales en s. Reemplazando
s = wi en la ecuaciéon 3.43 y analizando la magnitud y la fase de la ecuaciéon como
se sugiere en [10,21], se resuelven los parametros de control (K, 7.) en funcion de la

frecuencia:

To(w) = é [im + £B(wi) — LA(wi)] (3.44)
A(wi)

K(W) - (_1)Z+ B(]Wl)

i=0,1,2,... (3.45)

A partir de las ecuaciones 3.44, 3.45 y de la condicion de 3.42, se obtiene el con-

junto de parametros (K, 7.) pertenecientes al nticleo y la descendencia de las lineas que
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forman el mapa de estabilidad del sistema. Este mapa de estabilidad se presenta en la

figura 13, donde las regiones estables estan sombreadas en color gris.

Figura 13: Mapa de estabilidad del experimento con lazo de control, se presenta el
nicleo g (Rojo) y la descendencia g,, (Azul).
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3.3.2.1 Validacién. Para incluir el lazo de control realimentado con retardos
se escogié un punto que genera inestabilidad, con los parametros de la Tabla 3, y se

obtuvo el mapa de estabilidad de la figura 13.
De la misma manera que para el caso sin control, se escogen dos puntos para veri-
ficar el comportamiento estable e inestable al aplicar la realimentaciéon. El resultado se

muestra en la figura 14.

Se verifica que el sistema tuvo un comportamiento estable para (K = 0,04, 7. = 2ms)

y un comportamiento inestable para (K = 0,04, 7. = 4ms).
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Figura 14: Respuesta al impulso del experimento con lazo de control para diferentes

valores de retardo. 14a punto estable y 14b punto inestable
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Capitulo /4
CONCLUSIONES

En este trabajo se considera la dindmica de la Inestabilidad Termoactstica (TAI),
un problema de gran interés para los cientificos en el campo de la combustién y un
importante objeto de estudio tanto tedrica como experimentalmente. También es un
tema de interés en la industria de motores, debido a que la presencia de este fenoémeno

genera mal funcionamiento e incluso danos en sistemas como combustores.

Como una aproximacion al comportamiento de sistemas de combustion se modela
y analiza (a manera de simulacion) el experimento del Tubo de Rijke, un dispositivo
rudimentario que puede ser analizado como un sistema lineal e invariante en el tiempo
con multiples retardos (LTI-MTDS).

Para abordar el analisis del experimento, se comenzd con una revision detallada del
modelo termoactstico, partiendo de los principios que rigen su comportamiento, hasta
llegar a una forma variacional de su dindmica. El proceso continu6 hasta encontrar una
ecuacion caracteristica representativa, la cual implica multiples retardos racionalmente
independientes, por lo cual, esta ecuacion se convierte en una ecuaciéon trascendente

con infinitas raices que resulta compleja de resolver.

Para realizar el analisis de estabilidad se hizo uso de una herramienta matematica
llamada Paradigma del Tratamiento en Grupo de Raices Caracteristicas (CTCR), que
aunque ha sido ampliamente utilizada en el analisis de TAI, también es aplicable en di-
ferentes campos de la ciencia y la tecnologia. Como acercamiento a esta metodologia se
estudiaron casos de ejemplo considerando diferentes sistemas con retardo en el tiempo,

antes de analizar directamente el problema seleccionado (TAI).

Pagina 51 de 65



Para realizar las simulaciones y la implementacion del algoritmo del CTCR se us6 el
software MATLAB®. En este software, el uso de matematica simbélica exige un eleva-
do costo computacional. Sin embargo, la programacion fue mas eficiente con las partes

donde so6lo fue necesario realizar calculos numeéricos.
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Capitulo 5
RECOMENDACIONES PARA TRABAJOS
FUTUROS

En este proyecto se realizé el analisis teérico de estabilidad en diferentes tipos de
sistemas usando el CTCR a través de un algoritmo presentado. Se sugiere optimizar la
programacion de este algoritmo para reducir el costo computacional. Especificamente se
recomienda evitar el uso de variables de tipo simbélico o utilizar un software adecuado

para el tratamiento de este tipo de variables.

Uno de los sistemas analizados usando el CTCR fue el experimento del tubo de
Rijke, que se estudi6 como caso particular de TAI, mediante simulaciones. Se invita a
realizar la implementacion de este experimento en un trabajo futuro, partiendo de la
informacion aqui presentada. Asi mismo, se invita a continuar con la investigacion sobre
nuevas metodologias, diferentes o complementarias al CTCR, que permitan analizar la

dindmica y la estabilidad de diversos sistemas.
Otro punto de partida para un futuro proyecto es la transversalidad del paradigma

del CTCR, que se puede aplicar en la solucion de problemas en campos como la inge-

nierfa, la biologia, la fisica, la investigacion operativa y la economia [29].
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ANEXOS
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A TIPOS DE SISTEMAS CON RETARDO EN
EL TIEMPO

SISTEMAS CON RETARDO UNICO EN EL TIEMPO (STDS)

Considérese un sistema LTT con un sélo retardo en el tiempo como el de la ecuacion
1 [18].
i=Ar+Bx(t—7) xz(nx1),A,BeR(nxn),7€R" (1)

En este tipo de sistemas la ecuacion caracteristica es de la forma:

det (sI— A —Be ™) =0 (2)

La ecuacién 2 es una ecuacion trascendente debido a los términos exponenciales, con
un nimero infinito de raices lo que dificulta el analisis de estabilidad. La forma general

de esta ecuacion caracteristica es:

an(8)e™"™ 4 ap_1(s)e” I L gy(s) = Z ap(s)e™ ™ =0 (3)
k=0

donde cada ax(s) es un polinomio en s de grado n — k, con coeficientes reales.
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SISTEMAS CON MULTIPLES RETARDOS EN EL TIEMPO
(MTDS)

Considérese un sistema LTI con multiples retardos en el tiempo como el de la ecua-
cion 4 [31].

P
x':Ax+ZBr x(t — 1) z(n x1),A,B, € R(n x n), 7, € R* (4)

r=1

donde p es el ntimero de retardos racionalmente independientes presentes en el sistema.

En este tipo de sistemas la ecuaciéon caracteristica es de la forma:

p
det <31 —A-Y Bre_m> =0 (5)

r=1

similar a la ecuacion 2, pero que depende de todos sus retardos. Se puede reescribir asi:

P
Ao(s) + Apia(s, 11, ) + Z e " A (s, — LT+ 1, 1,) =0 (6)
r=1

donde Ay(s) es un polinomio en s de grado n y A, y A,y son cuasipolinomios en s

afectados por los términos exponenciales.

SISTEMAS NEUTRALES CON RETARDO EN EL TIEMPO
(NTDS)

Considérese un sistema LTI, con retardo en el tiempo como el de la ecuacion 7 [19].

i=Ar+Bx(t—7)+Ci(t—7) z(nx1),A,B,CeR(nxn), 7R (7)

En este tipo de sistemas la ecuaciéon caracteristica se define por:

det (sI— A —Be ™ —Cse ™) =0 (8)
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y su forma general es:

n

an(s)e’"” + an,l(S)ei(nfl)m 4o+ CLO(S) — Zak<s)€fkrs —0 (9)
k=0

donde cada ag(s) es un polinomio en s de grado n o menor con coeficientes reales.
Notese que la ecuacion 9 tiene la misma forma de 3, por lo tanto el sistema sera de tipo
“Neutral” si cualquiera de los polinomios a(s), excepto ag(s), contiene un término de
la forma s™. En otras palabras, el sistema sera NTDS si el término s de grado n se ve

afectado por el término exponencial e=#7%.
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B METODOS DE SUSTITUCION

El primer paso en la aplicacion del paradigma CTCR es la obtenciéon del ntucleo.
Para esto existen varias metodologias. A continuacion se presentan las dos que fueron

empleadas en el trabajo.

SUSTITUCION DE REKASIUS

La sustitucion de Rekasius [26], que esta dada por:

B 1-Ts
14 Ts’

o T e R, (10)
permite hacer un mapeo de los términos exponenciales de la ecuacion 1.3 en polinomios
de s. El resultado es la suma de polinomios de s parametrizados en T' (ecuacion 11) con

las mismas raices caracteristicas imaginarias de la ecuacion 1.2.

Xn: be(T)s* =0 (11)
k=0

Para encontrar los rangos estables del sistema se usa como herramienta el arreglo
de Routh, tomando ventaja de una regla matematica probada y aceptada: si existe
un par de raices caracteristicas de 11 puramente imaginarias y simétricas con respecto
al origen, el tnico término en la fila correspondiente a s', llamado R;(T), debe ser
cero [17].

Ry(T) =0 (12)

Solo las soluciones reales de la ecuacion 12 se tienen en cuenta. Luego se considera

otra propiedad del arreglo de Routh que dice que los dos elementos correspondientes a
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s llamados Ry (T) y Raa(T), deben satisfacer la ecuacién 13, para un valor real T..
R21 (TC)82 + RQQ (TC> =0 (13)

Reemplazando s = wi en la ecuacion 13 se pueden calcular las raices caracteristicas

o R22 (Tc>
we =1 Ror (T0) (14)

Es evidente que para que la ecuacion 14 sea valida se debe satisfacer que:

imaginarias, w.:

RooRo1 >0 (15)

Una vez encontradas las parejas < w,, T, >, el objetivo es determinar los valores de
7 asociados, que estan separados periédicamente. Haciendo un mapeo inverso al hecho

en la sustitucion de Rekasius, se pueden encontrar los retardos correspondientes:

2 21k
T = — arctan(T,.w,) £ T
We We

k=0,1,2,... (16)

SUMA DE KRONECKER

Definicion Matematica. La suma de Kronecker [1,5] de dos matrices cuadradas

M;(n1 X n1) y Ma(ng X ng) se define como:
M; DM, = M;®1,, + I, M2 (17)

Los simbolos ) y &) representan la suma y el producto de Kronecker, respectivamente.
A su vez, el producto de Kronecker [1| de dos marices A(m x n) y B(¢ X q) es una

matriz de dimensién pm X gn que se define asi:

CLHB CL12B c. alnB
anB axB ... a9,B

AgB=| T (18)
amlB am2B P ClmnB

pmxqn
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De esta manera, la suma de Kronecker M;(DMj es una matriz cuadrada de dimension

1N X NiNy.

Entre las propiedades de la suma de Kronecker, la mas importante para este trabajo
es que los nyny valores propios de M;(D M5 son la suma de un valor propio de M; y
uno de M. Es decir, los valores propios de My Ms, \i, se pueden hallar a partir de

los valores propios de My y My, Ayyi Y Aw,j, ast:
Mo =Ampi +Amy; dondei=1,...,n; j=1,...,n9; k=1,...,nn9 (19)

Aplicacién del método. En la ecuacion 1.2, se reemplaza e~™ por z [5]. La

ecuacion caracteristica ahora es:
det(sI — A— Bz) =0 (20)

cuya solucién consiste en encontrar los valores propios de la matriz A + Bz. Debido
a que A y B son matrices reales, las raices de 20 son términos complejos conjugados.

Por lo tanto s* y, en consecuencia, z* satisfacen 20:
det(s'I — A — Bz*) =0 (21)
es decir, los valores propios de A + Bz* también son solucion de 20.

Como el objetivo es encontrar las raices caracteristicas imaginarias del sistema, las

—Twi

tnicas soluciones de 20 que se consideran deben ser de la forma s = fwiy z = e

Claramente, la magnitud de z es 1, por lo tanto z* = 2%

Cuando la ecuacion 20 tiene una solucién s = wi, que es un valor propio de A+ Bz,
la ecuacion 21 tiene una solucién s* = —wi, que es un valor propio de A+ Bz*. La suma
de estos dos valores propios es igual a cero, lo que implica que A+ Bz (D) A+ Bz* tiene
un valor propio igual a cero, o lo que es lo mismo, su determinante es cero. Entonces

se define la ecuacién caracteristica auxiliar del sistema:
ACE(z) =det [(A+Bz) ©® (A+Bz")] =0 (22)
que es una ecuacion algebraica en z que puede ser solucionada facilmente por varias
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herramientas numéricas. De las soluciones de 22 se extraen aquellas que cumplan con
|z| = 1. Estos valores y s = wi se reemplazan en 20 y se resuelve para w.

—Twi

Con los valores de z y de w, la relaciéon z = e y la propiedad de periodicidad de

los retardos, se puede obtener el niicleo y su descendencia asi:

Lz +2mk
Tk:—Z: n (23)

Ahora, se encuentra la tendencia de las raices a partir de 1.4 y las regiones de estabilidad

mediante el método de la subdivisién D definido en 1.5.
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