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RESUMEN

TI'T,ULO: EL USO DE GEOGEBRA COMO HERRAMIENTA DINAMICA PARA EL
ANALISIS DE FUNCIONES CUADRATICAS EN ESTUDIANTES DE GRADO UNDE-
CIMO!

AUTORES: GIOVANNI RODRIGUEZ SANTAMARIA
EDINSON DIAZ MANJARREZ?2

PALABRAS CLAVES: Funcién Cuadratica, Tecnologias Computacionales, Geometria
Dindmica, GEOGEBRA.

DESCRIPCION

El estudio de las funciones cuadréticas tiene gran relevancia para modelar y analizar
fendmenos de variacién aplicados a diferentes ciencias como por ejemplo la Economia,
la Astronomia, la Estadistica y muy especialmente a la Fisica. Por otra parte, la geo-
metria dindmica es una geometria apoyada en el uso del computador para ser dotada
de movimiento y manipulacién pero que se rige por fundamentos y leyes matematicas;
el software GEOGEBRA es una herramienta computacional que permite combinar la
geometria y el algebra en un solo conjunto, constituyéndose en una buena opcién para
el proceso de ensehanza-aprendizaje.

El presente trabajo recopila y analiza experiencias de aula como docente del grado 11-A
del colegio El Rosario de la ciudad de Barrancabermeja (Santander), con el fin de realizar
actividades apoyadas en el uso de la tecnologia por medio del software GEOGEBRA en el
computador, para favorecer en los estudiantes el aprendizaje significativo de las funciones
cuadréticas, graficas y los diferentes elementos que la conforman.

El trabajo consta de cuatro capitulos, donde el primero contiene fundamentacién matema-
tica, pedagdgica y tecnoldgica; en el segundo se describe la propuesta y metodologia; el
tercero enfocado en el anélisis de los resultados; y en el cuarto capitulo se elaboraron
conclusiones y recomendaciones. Con respecto al analisis de las actividades realizadas,
se concluye que mediante una construccién general en el software se pueden hacer anali-
sis de muchos casos particulares, dependiendo de la manera en que se manipule dicha
construccion por el estudiante.

1Tesis.
2FACULTAD DE CIENCIAS, ESPECIALIZACION EN EDUCACION MATEMATICA.
DIRECTOR: GILBERTO ARENAS DIAZ.



ABSTRACT

TITLE: THE USE OF GEOGEBRA AS A DYNAMIC TOOL FOR THE ANALYSIS OF
QUADRATIC FUNCTIONS IN TENTH GRADE STUDENTS!

AUTHORS: GIOVANNI RpDRfGUEZ SANTAMARIA
EDINSON DIAZ MANJARREZ?2

PALABRAS CLAVES: Quadratic function, Computer technologies, Dynamic Geome-
try, GEOGEBRA.

DESCRIPTION

The study of quadratic functions has great relevance to model and analyze the variation
phenomena applied to different sciences such as Economy, Astronomy, Statistics and
above all these, Physics. On the contrary, dynamic geometry is a kind of geometry
supported by the use of the computer to access movement and manipulation led by
mathematical laws and fundamentals; the GEOGEBRA software is a computer tool that
allows the joint of both geometry and algebra as a whole unit, turning it into a good
option for the teaching and learning process.

This work compiles and analyzes classroom experiences gathered as eleventh grade tea-
chers at Rosario school from Barrancabermeja (Santander), with the purpose of doing
activities supported by the use of the technology offered by the GEOGEBRA software
to stimulate the significant learning of quadratic functions, graphics and other related
elements in the students.

The paper consists of four chapters. The first chapter deals with related mathemati-
cal, technical and pedagogical principles; the second chapter describes the proposal and
methodology; the third one is focused on the analysis of the results; and the fourth chap-
ter presents the final conclusions and recommendations. Taking into account the analysis
done to the different activities, it can be inferred that through a general construction in
the software several analysis of many different particular cases can be done depending
on the way in which the construction is manipulated by the student.

IThesis.
2SCIENCES FACULTY, ESPECIALIZATION IN MATHEMATHICS EDUCATION.
DIRECTOR: GILBERTO ARENAS DIAZ.



Contenido

PRESENTACION DEL PROBLEMA 1
JUSTIFICACION 4
1. PRELIMINARES b
1.1. Fundamentos matematicos . . . . . . . .. . ... ... ... ... ... i
1.2, Fundamentos pedagogicos . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 0
1.3. Fundamentacion en tecnologias computacionales y geometria dinamica . 16
1.4 Antecedentes . . . . . . . ... 23
2. PROPUESTA Y METODOLOGIA 26
2.1. Actividad preliminar (Prueba diagnostica) . . . .. . ... ... ... .. 27
22 Actividad 1 (Taller N°1) . . . 0 . 0.0 oo 30
23, Actividad 2 (Taller N°2) . . . . . . ..o 32
24 Actividad 3 (Taller N°3) . . . . . ..o 34
3. ANALISIS DE LOS RESULTADOS 36
31 Pruebadiagnostica . . . . . .. ... 36
320 Taller N°1 . . 0 0 42
33 Taller N°2 . . . . 47
34 Taller N°3 . . o o 52
3.5 Algunos comentarios de los estudiantes . . . . .. . ... L. h8
4. CONCLUSIONES GENERALES Y RECOMENDACIONES 61
41 Recomendaciones . . . . .. ... ... 2

Bibliografia 63



PRESENTACION DEL PROBLEMA

El aprendizaje y enseiianza de las matemadticas ha sido a lo largo de los afios estigmatizada
como una piedra en el zapato tanto para estudiantes como para docentes en todos los
niveles de educacién, por el hecho de ser catalogada como aburrida, abstracta y de dificil
entendimiento.

En la realidad de nuestro medio, la dificultad en el aprendizaje de las matematicas por
parte de los estudiantes se deriva de distintos factores de tipo social, econémico y en
algunos casos, por no decir que en una gran mayoria, de la deficiencia que tenemos
los docentes al proponer estrategias metodoldgicas y didacticas que permitan una pre-
sentacion de los conocimientos en esta drea para lograr en los educandos un aprendizaje
significativo que conlleve al desarrollo del pensamiento matematico y por ende de las
competencias matematicas. Ademds de estas situaciones podemos agregar el contradic-
torio sistema de promocién automatica de nuestro pais que conlleva al estudiante a tener
una vision facilista y de poco compromiso en el proceso ensefianza y aprendizaje.

Por otra parte y de manera particular vemos que un gran porcentaje de estudiantes a nivel
del pais y especificamente en Santander segun los resultados del gobierno como se habia
mencionado anteriormente, tienen bajos resultados en las pruebas de estado en esta area
y especificamente en lo que concierne al pensamiento variacional, sistemas algebraicos
y analiticos. Esto se ve reflejado en que una gran mayoria de estudiantes presentan
serias dificultades para resolver ecuaciones cuadraticas, trazar graficas correspondientes
a funciones cuadraticas y describir sus propiedades esenciales. Esta situacion se hace
mas desalentadora cuando se intenta utilizar las funciones cuadréticas para modelar y
analizar fendmenos de variacién, esto se evidencia en los resultados cuantitativos de los
examenes reprobados en la asignatura de Célculo del primer semestre de las carreras
de ingenieria y ciencias de las universidades, y que al parecer esta determinada por el



fracaso previo en la tematica de las ecuaciones, desigualdades y funciones cuadraticas
que se ven en el grado once de la educaciéon media vocacional.

Ademas, no es dificil verificar que muchos temas basicos en matemdticas son ensefiados
por que si, solo se ven por cumplir una planeacién o agotar los contenidos curriculares
que propone el ministerio sin que estos propongan alcanzar una comprensién profunda
del tema, y que haga posible la aplicacién de este conocimiento. En la mayoria de los
casos, los libros de texto habitualmente usados en el bachillerato no tienen argumentos
que resalten la importancia de analizar cada uno de los temas, y particularmente el de
funciones cuadraticas, esto conlleva a que los docentes se limiten a dar sus contenidos
Gnicamente.

De esta manera podemos establecer la importancia que tienen, no solamente la matemati-
ca escolar, sino también en la matematica en general, el estudio de las funciones cuadrati-
cas; ya que este tema es fundamental en la ensenanza y aprendizaje de las matematicas, y
posteriormente se convierten en las herramientas basicas para la aplicacién del conocimien-
to en muchos de los problemas practicos que surgen en la cotidianidad.

De otro lado, las tendencias en ensenanza estan dirigidas a favorecer aprendizajes signi-
ficativos y el desarrollo de competencias que permitan al estudiante aprender a aprender.
Dentro de estas tendencias se identifica el uso de las potencialidades que ofrecen las tec-
nologias de la informacién y la comunicacién (T1Cs) como recursos que pueden apoyar
los procesos de ensefianza y aprendizaje de las diferentes asignaturas. En esta direccion,
en las dltimas décadas se ha incrementado en todos los &mbitos el uso del procesador de
palabra, las hojas electrénicas, el correo electrénico, programas de diseno gréfico, simu-
ladores, la consulta en linea de grandes bases de datos de articulos cientificos y libros.
Los centros educativos no han sido ajenos al uso de los servicios de las TICs, puesto que
consideran que adecuadamente utilizadas pueden “atraer la atencion en clase, evaluar
un aprendizaje, crear una dinamica en el aula, almacenar informacion relevante, ahorrar
tiempo, apoyar la comprensidn de un concepto, motivar el conocimiento’3

Con base en lo que se ha investigado sobre los aportes de las TICs como apoyo a los
procesos de ensenanza y aprendizaje, el presente trabajo trata de fortalecer el pensamien-
to variacional mediante el uso de software especializado para la ensefianza de éste, en
nuestro caso, el software GEOGEBRA ofrece una alternativa para la representacién de
funciones y el analisis de éstas, ya que esta herramienta retne utilidades tanto geométri-
cas como algebraicas que no son caracteristicas de otros software dedicados a un solo
campo (Geometria o Algebra).

Por esta razén nos limitaremos a uno de los aspectos del tema, que normalmente no es
abordado en los materiales educativos y en los libros de texto. Se trata de la relacién

3CEBRIAN, Manuel y Otros. Ensenanza virtual para la innovacién universitaria. Madrid: Nar-
cea. 2003. pag. 37.



que existe entre las graficas de las funciones cuadraticas, sus propiedades, caracteristicas
esenciales, y las expresiones algebraicas correspondientes a dichas funciones. Al abordar
este aspecto con el software GEOGEBRA se pretende lograr que el estudiante desarrolle
ciertas habilidades, destrezas y conocimientos que le permitan desarrollar el pensamien-
to matematico y al mismo tiempo establecer relaciones entre representaciones graficas
de las funciones cuadrdticas y su respectiva expresion algebraica. jSera posible usar
este software para convertir las funciones cuadraticas en un tema atractivo y de mejor
comprensién para el estudiante?



JUSTIFICACION

La geometria dindmica gana cada vez mas adeptos tanto por su aplicabilidad en el aula
como en lo cotidiano, ya sea por lo agradable de las visualizaciones que ofrece, como por
el hecho de permitir la manipulacién de los objetos visualizados. Actualmente muchas
ramas de distintas ciencias investigan y exploran sobre software educativo; sin embargo
muchos usuarios de estas herramientas solo se limitan a creer que sus beneficios estan
solo en lo elegante o bonito de sus graficos y no profundizan en el anélisis de éstas, en
la riqueza de conceptos y nociones que se pueden abstraer de estos analisis.

El presente trabajo pretende contribuir mediante el uso del software GEOGEBRA al
analisis y aprendizaje de las funciones polindmicas de grado dos, y la relacidén que existe
entre su representacion grafica y algebraica, asi mismo, que el estudiante adquiera la
destreza necesaria para analizar funciones cuadraticas por medio de este programa com-
putacional, comprendiendo también que estas herramientas informaticas no son dificiles
de manejar ni son de uso exclusivo de doctores en matemdticas o ingenieros de sistemas.

La geometria dindmica es una geometria apoyada en el uso de computador para ser dota-
da de movimiento y manipulable pero que se rige por fundamentos y leyes matematicas.
La ventaja de su uso radica en el dinamismo de los objetos construidos sobre la estdtica
de los objetos que se construyen en el tablero o sobre el papel, pues sabemos que muchos
estudiantes aprenden mejor si se puede animar lo que ellos ven que permanece en un
mismo estado.

Por otra parte, se suele entender que la geometria dindmica es solo aplicable en la
construccién de figuras planas debido a otro software muy reconocido como lo es el
CABRI GEOMETRE, y que estd mas enfocado a trabajar la geometria euclidiana. Es
entonces en este aspecto que el software GEOGEBRA se convierte en una herramienta



diferente que permite combinar la geometria y el dlgebra en un solo conjunto, ademas, su
interfaz es mucho mas agradable y colorida ya que se basa en una plataforma JAVA; en
cuestidn de costos este software es de uso libre, lo que significa que es totalmente gratis,
esto es una ventaja para cualquier usuario y en particular para los planteles educativos
que poseen en sus aulas de informatica varios equipos, se puede adquirir descargandolo
desde su propia pagina en internet (www.geogebra.org). Por estas razones, GEOGEBRA
es una herramienta que vale la pena explorar e implementar en el aula, y que dandole un
buen manejo y entendiendo como construir conceptos a través de éste, constituye una
buena opcidn para el proceso de ensefianza-aprendizaje en el estudiante, en particular
con el tema que nos interesa, el cual es el de funciones cuadraticas.

Este informe consta de cuatro capitulos. En el primero (Preliminares), el lector encon-
trard la parte tedrica que sostienen el concepto de funcién cuadratica, también en-
contrarad la fundamentaciéon pedagdgica y en tecnologia computacional que soporta la
aplicacién y desarrollo de las actividades realizadas con los estudiantes, asi como también
se hizo una seccién de antecedentes en la que se da una revisidon de trabajos realizados
en la Universidad Industrial de Santander con respecto al tema de funcidén cuadratica
y el uso de nuevas tecnologias. En el segundo capitulo (Propuesta y metodologia) se
comenta dénde, cémo y con que estudiantes se realizaron las actividades, asi mismo se
muestran los talleres elaborados y se describen objetivos que se pretendian alcanzar con
los estudiantes a través de ellos. El tercer capitulo (Andlisis de los resultados) expone
las soluciones y percepciones proporcionadas por los estudiantes para luego contrastar-
las con los objetivos que se querian lograr por medio de las actividades. Finalmente, el
capitulo cuatro (Conclusiones generales y recomendaciones) presenta logros y desacier-
tos que se obtuvieron mediante las actividades, de igual manera, algunas sugerencias
para complementar algln trabajo posterior a éste en el cual se aborde nuevamente las
funciones cuadréticas haciendo uso de herramientas computacionales.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Este capitulo estd conformado por conceptos tedricos que se seran la base formal del
desarrollo y andlisis de las actividades. Desglosaremos este capitulo en cuatro secciones:
una de fundamentacién matematica que corresponde a la teoria de funcién cuadrética,
otras dos sobre fundamentos pedagdgicos y tecnologia computacional, y por ultimo se
presentan antecedentes sobre trabajos realizados en el campo de las funciones cuadréticas
y uso de herramientas computacionales.

1.1. Fundamentos matematicos

A continuacién se presenta un breve sumario de definiciones y teoremas sobre los cuales
descansa el concepto de funcién cuadrética.

Definicion 1.1 Una relacion f C A x B es una funcién de A en B si y solo si:
Vee AJlye B|(z,y) € f.

Definicion 1.2 Sea f : R — R una funcion, se dice que f es una funcién cuadratica
si y solo si su criterio o ley de asociacion es de la forma:

f(x) = az® +bxr +c; cona,b,c € R constantes y a # 0.
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Definicién 1.3 La grafica de una funcion cuadratica es una curva denominada parabo-
la.

Las siguientes graficas son parabolas:

Definicion 1.4 E/ vértice de una pardbola se define (geométricamente) como el punto
maximo o minimo que alcanza dicha curva en el plano.

Teorema 1.1 La coordenada del vértice de una pardbola con ecuacién f(x) = ax® +
bx + c esta dada por:

b b? — 4ac

2a "’ 4a '
Deduzcamos ahora el vértice apoyados en la siguiente construccion geométrica:

2
f(X)=ax +bx+c

y=c (0,c)

B
bdac Lo NS i
" 4a Y

2a

[P SR

Es claro que el vértice de toda parabola se encuentra sobre su eje de simetria. Ahora,
toda parabola corta al eje Y en el punto (0,c), construyamos entonces la recta y = ¢
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que corta a f(x) en otro punto equidistante a (0, c) con respecto al eje de simetria. Este
punto de corte es la solucion del sistema de ecuaciones:

y=c
y=ax?+br+c

b
Luego, ar®> +bx +c=c= ar’*+br=0= z(ax+0)=0= =0 6 v =——,

ahora, la coordenada del vértice sobre el eje X es el promedio entre estos dos valores,

b
es decir, r__2
2 2a b
Evaluamos ahora la funcién f(x) = az® + bz + ¢ en v = ——, entonces:
a

f _ﬁ — _i 2+b _i + —b_z_b_2_|_ —m
2a - 2a 2a c_4a 2a €= 4a

Luego el vértice V; de la pardbola es:

b b? — 4dac
(-, —FF . [ |
Vs ( 2a’ 4a )

Definicién 1.5 Sea f una funcion cuadratica, diremos que f posee raices reales si y
solo si, existe x € R tal que f(x) = 0. Geométricamente f tiene raices reales si la
parabola corta al eje X en al menos un punto.

Las raices de cualquier funcion cuadratica estan dadas por la siguiente formula:

b= Vb? — 4dac
N 2a '

X

Deduzcamos esta férmula partiendo de la definicion.

Sea f(x) = ax® +bx +c, luego f tiene raices si existe v € R tal que f(x) = 0, tenemos
entonces que ax® + bx + ¢ = 0, despejemos ahora x asi-

b c . .
=224+ x4+ - =0, dividimos la ecuacion por a
a a
5 b c 2 p? b?
=z‘4+-2r+—-—+-———=0, sumamos y restamos —

a a 4a 4a
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, b N agrupamos para obtener un trinomio

=t P T 4a  4a  a’ cuadrado perfecto

b\> b —dac factorizando y sumando las fracciones a
= (o+—) =—,

2a 4a derecha

2 _

= = _i + b—élac' aplicando raiz cuadrada y despejando x

2a 4a

b+ b — dac

1.2. Fundamentos pedagdgicos

En la dltima década se han producido dos impactos significativos en la ensenanza de las
ciencias. Por una parte, las tecnologias de la informacién y la comunicacién (TICs)
producen fuertes modificaciones en las formas de ensefiar, acceder y apropiarse del
conocimiento. Por otra, tanto los sistemas educativos actuales como la produccién del
conocimiento cientifico estdn en permanente cambio, lo que hace necesario un perfec-
cionamiento continuo de los docentes en servicio. Por ello, es importante avanzar sobre
propuestas innovadoras que brinden no sélo una actualizacién conceptual apoyada en una
concepcidn constructivista de la ciencia, sino que introduzcan las TICss en la educacién,
para responder al reto de este nuevo paradigma tecnoldgico. (Valeiras, J. et al (2005)).

También es importante considerar que la ensenanza de las matematicas ha consolidado un
marco tedrico que brinda un sustento para trabajar dentro de esta area de conocimiento.
Estas consideraciones son el punto de partida del presente trabajo, ya que todo esto
implica la necesidad de un perfeccionamiento permanente de los docentes, tanto en el
contenido cientifico, como en su ensefianza y en las nuevas tecnologias.

El aprendizaje segun el constructivismo

El constructivismo ve el aprendizaje como un proceso en el cual el estudiante construye
activamente nuevas ideas o conceptos basados en conocimientos presentes y pasados.
En otras palabras, “el aprendizaje se forma construyendo nuestros propios conocimientos
desde nuestras propias experiencias” (Ormrod, J. E., Educational Psychology: Developing
Learners, Fourth. Solucién de problemas reales o simulaciones, normalmente en colabo-
racién con otros alumnos). Esta colaboracién también se conoce como proceso social de
construccién del conocimiento, en el cual algunos de los beneficios es que los estudiantes
pueden trabajar para clarificar y ordenar sus ideas, compartir sus conclusiones con otros
estudiantes y elaborar lo que aprendieron.
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Los tedricos cognitivos como Jean Piaget y David Ausubel, entre otros, plantearon que
aprender es la consecuencia de desequilibrios en la comprensién de un estudiante y que
el ambiente tiene una importancia fundamental en este proceso. El constructivismo en
si mismo tiene muchas corrientes tedricas, tales como aprendizaje generativo, aprendizaje
cognoscitivo, aprendizaje basado en problemas, aprendizaje por descubrimiento, apren-
dizaje contextualizado y construccidon del conocimiento. Independientemente de estas
variaciones, el constructivismo promueve la exploracién libre de un estudiante dentro de
un marco o de una estructura dada, que puede ser de un nivel simple hasta uno mds com-
plejo, dentro del cual es conveniente que los estudiantes desarrollen actividades centradas
en sus habilidades de forma que puedan consolidar sus aprendizajes adecuadamente.

La formalizacién de la teoria del constructivismo se atribuye generalmente a Jean Piaget,
que articuld los mecanismos de acomodacién y asimilacién por los cuales el conocimiento
es interiorizado por el que aprende y construyen nuevos conocimientos a partir de las ex-
periencias. La asimilacién ocurre cuando las experiencias de los individuos se alinean con
su representacién interna del mundo, es decir, asimilan la nueva experiencia en un marco
ya existente. La acomodacién es el proceso de reestructurar la representacién mental
del mundo externo para incorporas y adaptar nuevas experiencias; se puede entender
como el mecanismo por el cual el incidente conduce a aprender. Cuando actuamos con
la expectativa de que el mundo funciona en una forma y no es cierto, fallamos a menudo.
Asi, acomodando cada nueva experiencia y rehaciendo nuestra idea de cémo funciona el
mundo, aprendemos de cada experiencia.

Es importante observar que el constructivismo en si mismo no sugiere un modelo pedagdgi-
co determinado. De hecho, el constructivismo describe cdmo sucede el aprendizaje, sin
importar si el que aprende utiliza sus experiencias para entender una conferencia o in-
tenta disefiar un aeroplano. En ambos casos, la teoria del constructivismo sugiere que el
conocimiento se construye. El constructivismo como descripcidén del conocimiento hu-
mano se confunde a menudo con las corrientes pedagdgicas que promueven el aprendizaje
mediante la accidn.

Las ideas sobre el aprendizaje que ahora llamamos constructivismo cognitivo, fueron
las precursoras del surgimiento de la teoria educacional llamada constructivismo social
(McMahon 1997). Lev Vygotsky (1896-1934), un psicélogo Bielorruso que vivié y tra-
bajé bajo un ambiente Marxista, se hizo famoso por sus ideas sobre la mediacién como
una parte integral de la psicologia del ser humano: “El hecho central sobre nuestra psi-
cologia es el hecho de la mediacién” (Vygotsky 1978:166).

A pesar de que su trabajo sélo se conocié durante la década de los afios 60 del siglo
pasado, su critica sobre el constructivismo cognitivo de su contempordaneo Piaget, lo
llevé al entendimiento de la importancia de la cultura, el lenguaje y el contexto en el
proceso de construccién del conocimiento. Mientras que Piaget argumentaba que la gente
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debia hacerse su propia version de la realidad, Vygotsky anadié sobre la importancia de
discutir esta versidn de la realidad con los demas para, a través del proceso de mediacién,
llegar a un nivel mas alto de verdad que haya sido probado socialmente (Derry 1999).

La tecnologia en la educacion a través de los aiios

Segiin Area (2004), en Europa a mediado de la década de los 80 del siglo pasado los
computadores fueron entrando en el paisaje escolar, poco a poco, de la mano entusias-
mada de algunos docentes que estaban fascinados por la aparente magia intelectual de
esas maquinas digitales, y bajo la mirada, muchas veces llena de desconfianza, del resto
de sus colegas. Se iniciaron programas que dieron la cobertura y legitimacién oficiales a
aquellas experiencias pioneras que habian iniciado a titulo individual distintos profesores.
Con algin Spectrum, Commodore, y mas tarde con los PCs clénicos (que, en muchas
ocasiones, no tenia ni disco duro) se organizaron las primeras “aulas de informatica,”
y se impartieron cursos de programacién bdsicos, de software, de procesadores de texto
o de bases de datos. Debido a la precariedad de los equipos, a la complejidad técnica
de la informatica, a las interfaces poco amigables, los docentes que usaban computa-
dores en su ensefianza estaban mas preocupados por las dificultades tecnolégicas (cone-
xiones del hardware, programacidn, instalacién del software,...), que por las propiamente
pedagdgicas, es decir, qué tipo de actividades didacticas debia realizar el alumnado con
los computadores para adquirir los conocimientos del curriculum.

En aquellos tiempos, la propuesta mas extendida de uso de la informatica en la educacién
secundaria fue el método conocido como EAO (Ensefianza Asistida por Ordenador) que
consistia en el desarrollo de las tesis conductistas de la ensefianza programada de Skinner
aunque, es necesario reconocer, que los planteamientos piagetianos se proyectaron en
la famosa “tortuga” del proyecto LOGO impulsado por Papert que muchos nombraban,
pero que pocos ponian en practica. También es necesario recordar que la “ensefanza de la
informdtica” es decir, si debiera ser una asignatura obligatoria u optativa en la formacién
del alumnado de secundaria, fue centro de preocupacién en muchos debates y, de hecho,
esta asignatura se impartié en numerosos centros con resultados muy discutibles. De
forma paralela, muchos profesores y proyectos apostaron por la denominada “integracién
curricular” de la informatica, es decir, utilizar computadores, pero no como un fin en
si mismo, sino al servicio de los objetivos y contenidos de las distintas asignaturas.

Las principales dificultades y limitaciones del uso escolar de los computadores eran fun-
damentalmente en la ausencia de tecnologia, tanto de hardware como de software, en
los centros, y en la carencia de formacién o alfabetizaciéon para su uso por parte del
profesorado. Por ello, la mayor parte de los programas oficiales anteriormente referidos
centraron sus esfuerzos en superar ambas limitaciones. Los esfuerzos de los equipos di-
rectivos consistian en conseguir algiin computador para su centro o dotar suficientemente
de nuevos computadores al aula de informatica, (Area 2004).
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Los nuevos desafios y retos educativos derivados de los fendmenos de cambio tecnoldgico
y cultural nos obligan a replantear muchas de las practicas y modelos de ensenanza hasta
ahora desarrollados en el dmbito de la educacién secundaria.

Una metodologia de enseiianza con computadores apoyada en planteamientos construc-
tivistas del aprendizaje, requiere que el docente invierta tiempo en la planificacién previa
de los objetivos, contenidos y las actividades que los alumnos tendran que realizar con
los computadores (creacién de materiales didécticos en soporte electrénico, seleccién
de software educativo, plantear tareas problematicas y seleccionar recursos web para
el trabajo del alumnado). Lo deseable es planificar propuestas de utilizacién de soft-
ware matematico apoyado en una metodologia de ensenanza que requieran al alumnado
desarrollar proyectos de trabajo y de resolucién de situaciones problematicas.

Por otro lado y siguiendo este orden de ideas, el consejo estadounidense de profesores de
matemdticas (NTCM, por su nombre en inglés) propone unos principios y estandares para
las matematicas escolares; los principios describen algunas caracteristicas particulares de
la educacién matemdtica de alta calidad y los estandares describen el contenido y los
procesos matematicos que los estudiantes deben aprender; este conjunto de principios
y estandares representan una guia para lograr el mejoramiento de la ensenanza de las
matematicas en las aulas de clases.

Los principios que propone la NTCM son los siguientes:
= equidad,
m curriculo,
= ensenanza,
= aprendizaje,
» evaluacion,

= tecnologia.

A continuaciéon mostraremos a lo que la NTCM se refiere en cuanto al principio de la
tecnologia, ya que este apoya fuertemente este proyecto.

El Principio de la tecnologia

La tecnologia es esencial en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas; influye en
las matematicas que se ensefian y mejora el proceso de aprendizaje de los estudiantes.
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Las tecnologias electrénicas tales como calculadoras y computadores, son herramientas
esenciales para ensenar, aprender y “hacer” matematicas. Ellas pueden apoyar las in-
vestigaciones de los estudiantes en las dreas de la matemdtica que incluyen nimeros,
medidas, geometria, estadistica, algebra y calculo. Cuando los estudiantes disponen de
herramientas tecnoldgicas, se pueden concentrar en tomar decisiones, razonar y resolver
problemas.

Los estudiantes pueden aprender mds matematicas y en mayor profundidad con el uso
apropiado de la tecnologia (Dunham y Dick 1994; Sheets 1993; Boears Van Osterum
1990; Rojano 1996; Groves 1994). En los programas de ensefianza de las matematicas
la tecnologia se debe utilizar frecuente y responsablemente, con el objeto de enriquecer
el aprendizaje por parte de los alumnos.

La tecnologia realza el aprendizaje de las matematicas

La tecnologia puede ayudar a los estudiantes a aprender matematicas. Con el uso de
calculadoras y computadores los alumnos pueden examinar mas ejemplos, pueden hacer
exploraciones y conjeturas. El poder de graficacién que ofrecen las herramientas tec-
noldgicas permite el acceso a modelos visuales mas poderosos, también se pueden ver
otros aspectos como la capacidad de realizar calculos de forma rapida y precisa, el cual
permite al estudiante concentrarse mejor en la apropiacién de los conceptos.

La tecnologia apoya la enseinanza efectiva de las matematicas

El uso adecuado de tecnologia en el aula de matematicas depende del docente, la tec-
nologia no es la panacea. Como cualquier herramienta de ensenanza, puede usarse de
manera adecuada o deficiente.

Los docentes deberian utilizar la tecnologia con el fin de mejorar las oportunidades de
aprendizaje de sus alumnos, seleccionando o creando tareas matematicas que aprovechen
lo que la tecnologia puede hacer bien y eficientemente (graficar, visualizar, calcular).
Por ejemplo, los docentes pueden utilizar simulaciones para ofrecer a los estudiantes la
experiencia de problemas que son dificiles de crear sin la tecnologia, o pueden utilizar
datos y recursos de internet y de la red para disefiar tareas para los alumnos. Las hojas de
calculo, el software dindmico de geometria y los micromundos, también son herramientas
Utiles para plantear problemas importantes.

La tecnologia influye en el tipo de matematicas que se enseia

La tecnologia influye no solamente en la forma en que se enseiian y aprenden las
matematicas, sino que juega también un papel importante respecto a qué se enseia
y cuando aparece un tdépico en el curriculo. Si se tiene la tecnologia a mano, los nifios
pequenos pueden explorar y resolver problemas relacionados con nimeros grandes, o
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pueden investigar caracteristicas de las formas utilizando software dindmico de geometria.
La tecnologia puede ayudar a los docentes a conectar el desarrollo de habilidades y pro-
cedimientos con un desarrollo mds general de la comprensién matemdtica. En la medi-
da en que algunas habilidades anteriormente consideradas esenciales se vuelven menos
necesarias debido a las herramientas tecnoldgicas, se puede pedir a los estudiantes que
trabajen en niveles mds altos de generalizacidon o abstracciéon. El software dindmico de
geometria puede permitir la experimentacién con familias de objetos geométricos, con
un enfoque explicito en transformaciones geométricas. En forma similar las herramientas
graficas facilitan la exploracién de caracteristicas de las clases de funciones. Teniendo en
cuenta los aspectos anteriores miremos entonces los puntos de vista que distintos autores
tienen acerca del tema. “Los medios tecnoldgicos pueden hacer aparecer las imagenes de
forma estatica o dindmica. En los estdticos las caracteristicas de los objetos no cambian
en funcién del tiempo mientras que en los dindmicos ésta se constituye quizas en la mas
propia de sus caracteristicas. Permiten relacionar los contenidos y acceder a los mismos
de una manera interactiva sacando al alumno de una posicién eminentemente pasiva.”
(Kaput, 1992).

Segun Huertos Rodriguez (1995), la incorporacién de nuevas tecnologias al desarrollo de
las clases de matemadticas posibilita:

= Analizar y conjeturar los componentes en la experimentacion matematica.

= Relacionar los diversos modos de representacion: numérica, gréfica, algebraica.
» Explorar en las situaciones matematicas como elementos de motivacion.

= Reconocer estructuras y patrones.

= Matematizar situaciones reales.

= Iniciar en la resolucién de problemas.

= Motivar al alumno en la exploracién de situaciones que conduzcan a conceptos
fundamentales.

“En las clases elementales lo concreto empieza por ser el mundo observable, lo que
impresiona directamente los sentidos y al mismo tiempo lo que invita a actuar” (Puig
Adam, 1967).

Las nuevas tecnologias se incorporaran en la planificacion del aula como un recurso tec-
noldgico, definido desde las matematicas como: “aquellos objetos, aparatos o medios de
comunicacién que pueden ayudar a descubrir, entender o consolidar conceptos funda-
mentales en las diversas fases del aprendizaje” (Alsina, 1988).
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Pueden potenciar la actividad creadora e investigadora del alumno permitiéndoles la
visualizacién (Zimmermann y Cunningham, 1991) de los contenidos a desarrollar, lo que
nos habilita para dar comienzo al proceso de validacién del conocimiento matematico.

Los recursos tecnoldgicos colaboran en el desarrollo de un proceso de validacién empirica,
sin el cual las otras dos quedarian imposibilitadas de aparecer dentro de un proceso
constructivo que se estructura en diferentes niveles de razonamiento y diferentes fases
del aprendizaje (Van Hiele, 1986).

Por otro lado y en el caso de Colombia El Ministerio de Educacién Nacional (MEN) en
el documento de los lineamientos curriculares para matematicas propone lo siguiente:

En cuanto al impacto de las nuevas tecnologias en los procesos de aprendizaje y de
ensenanza de las matematicas, es de anotar que antes de pensar en la introduccién de
las calculadoras y de los computadores en el aula, es indispensable pensar primero en
el conocimiento matematico tanto desde la disciplina misma como desde las transposi-
ciones que éste experimente para devenir en conocimiento ensenable. Es evidente que
la calculadora y el computador aligeran y superan la capacidad de célculo de la mente
humana, por ello su uso en la escuela conlleva a enfatizar mas la comprensién de los
procesos matematicos antes que la mecanizacién de ciertas rutinas dispendiosas.

En la educacién bésica primaria, la calculadora permite explorar ideas y modelos numéri-
cos, verificar lo razonable de un resultado obtenido previamente con lapiz y papel o
mediante el calculo mental. Para cursos mas avanzados las calculadoras graficas consti-
tuyen herramientas de apoyo muy potentes para el estudio de funciones por la rapidez
de respuesta a los cambios que se introduzcan en las variables y por la informacién perti-
nente que pueda elaborarse con base en dichas respuestas y en los aspectos conceptuales
relacionados con la situaciéon de cambio que se esté modelando.

El uso de los computadores en la educacién matematica ha hecho mas accesible e im-
portante para los estudiantes temas de la geometria, la probabilidad, la estadistica y el
algebra. Las nuevas tecnologias amplian el campo de indagacién sobre el cual actian las
estructuras cognitivas que se tienen, enriquecen el curriculo con las nuevas pragmaticas
asociadas y lo llevan a evolucionar. El uso efectivo de las nuevas tecnologias aplicadas
a la educacién es un campo que requiere investigacion, desarrollo y formacién de los
docentes.

Al respecto se esta adelantando un trabajo en el Ministerio de Educacién Nacional para
construir unos lineamientos para la incorporacién de las nuevas tecnologias en el curriculo
de matematicas.
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1.3. Fundamentacion en tecnologias computacio-
nales y geometria dinamica

La futura formacion social estara asociada a las tecnologias. Las profesiones que ten-
gan un alto componente de ciencia aplicada y de matematicas seran las que mas valor
agregado generaran. (Bill Gates).

La Geometria Dinamica, una herramienta computacional

Las herramientas computacionales han modificado profundamente la naturaleza de las
exploraciones y la relacién de dichas exploraciones con la sistematicidad del pensamiento
matematico. Debido a que los objetos sobre la pantalla son producidos y controlados
desde el universo interno de la herramienta computacional 6 en términos informales
podemos decir que el universo interno equivale a la matematica instalada en el procesador
central de la computadora, podremos afirmar que estos objetos sobre la pantalla son
modelos manipulables de objetos matematicos.

Estos modelos contribuyen a una mayor interrelacién entre la exploracién y la sistemati-
cidad ya que ofrecen mayor capacidad de calculo, mayor poder expresivo y flexibilidad
en la transferencia entre sistemas de representacion. Ademas, la exploracion respeta ex-
plicitamente las reglas sintdcticas del medio ambiente. Los sistemas de representacién
permiten instalar aspectos de nuestro pensamiento en un medio estable y ejecutable -en
el caso de las computadoras-. Estos medios llegan a ser parte integral de nuestros recur-
sos intelectuales y expresivos. Permiten, ademas, generar una forma de realidad virtual
asociada a los objetos conceptuales de las matemdticas y traerlos, virtualizados ya, a la
pantalla en donde podemos manipularlos con amplitud.

Geometria y modelos computacionales

Segun Moreno Armella, el impacto de las calculadoras y computadoras sobre las practicas
cotidianas no ha sido tan fuerte como se esperaba desde hace ya mds de dos décadas,
el impacto epistemoldgico ha sido mayor que lo previsible en ese entonces (Balacheff &
Kaput, 1996). Esto se debe fundamentalmente al proceso de cosificacién de los objetos
matematicos y a las relaciones entre ellos que el estudiante puede activar en los entornos
interactivos computacionales. Lo anterior permite una forma de actividad mucho mas
directa que la que era posible anteriormente. Este nuevo realismo matematico hace
indispensable la extensidn de la transposicion didactica a los contextos computacionales
dando lugar a una transposicién informdtica (Balacheff, 1994). Los nuevos entornos
promueven una transformacién a nivel epistemoldgico de la experiencia matematica del
estudiante.

Las situaciones de orden cognitivo y epistemoldgico a que nos hemos referido, encuentran
como vehiculos de expresién los llamados micromundos computacionales (Balacheff &
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Kaput, 1996). En términos mds precisos, podemos decir que un micromundo estd com-
puesto de:

i) Un conjunto de objetos primitivos y operaciones que se realizan sobre estos objetos
que permite la operaciéon formal del micromundo.

i) Un dominio fenomenoldgico, que relaciona los objetos y las operaciones con los
fendmenos que podemos apreciar a nivel de la pantalla.

Este dominio determina el tipo de retroalimentacién que se produce como consecuencia
de las acciones y decisiones que toma el estudiante durante la exploracion.

Puesto que no estan predeterminadas las acciones del estudiante, éste podra explorar
la estructura de los objetos, las relaciones y los registros representacionales que le sum-
inistra el micromundo. Podrd incluso, generar nuevos objetos complejos a partir de los
objetos primitivos originales. Desde esta perspectiva, podemos decir que el micromundo
evoluciona a medida que crece el conocimiento del estudiante.

En el articulo Tecnologia Informatica en el Aula publicado por el Ministerio de Educacién
Nacional de Colombia en su pagina web www.colombiaaprende.edu.co sobre el uso de
la tecnologia en el aula propone que:

La evolucién de las tecnologias de la comunicacién y la informacién, particularmente a
raiz del auge de las tecnologias informaticas y de las redes telematicas, han puesto al
servicio de la educacion poderosos recursos caracterizados por su dinamismo, interactivi-
dad, almacenamiento y procesamiento de la informacién. Gracias a ellas, estamos ante
una tecnologia sin precedentes, sobre la cual se pueden construir sistemas educacionales
que contribuyan a la comunicacién de la herencia y patrimonio cultural de la humanidad,
la promocién de un nuevo entendimiento, la creacién de modelos propios de pensamiento
y la generacién de propuestas alternativas para la orientacién de la educacién a todos
los niveles, que aseguren a las nuevas generaciones el acceso al conocimiento mds actual
y de manera expedita, a la informacién, al desarrollo de competencias de mayor alcance
y a la comunicacién con otros grupos, culturas y centros académicos.

Se impone entonces a las instituciones educativas la responsabilidad de atender a este
nuevo orden, ya que la sociedad de hoy les exige que aseguren a todos los estudiantes
poseer una cultura basica, ser capaces de ampliar su aprendizaje, tener igualdad de
oportunidades para aprender y ser ciudadanos bien informados capaces de entender las
cuestiones propias de una sociedad que avanza hacia la tecnologia.

Los educadores, y en particular los educadores matematicos no podemos seguir margina-
dos de esta realidad. Se hace necesario estudiar las posibilidades que brindan las nuevas
tecnologias y desplegar toda nuestra creatividad e imaginacién, para encontrar las mejores



1.3. FUNDAMENTACION EN TECNOLOGIAS COMPUTACIONALES Y GEOMETRIA DINAMICA 18

formas de llevarlas al aula y utilizarlas para potenciar el desarrollo integral de nuestros
alumnos.

Las tendencias actuales en educacion matematica proponen que el alumno aprenda
matemadticas “haciendo matemadticas.” La resolucién de problemas es el niicleo de toda
estrategia metodoldgica que acepte este postulado. “Las nuevas tecnologias no sélo han
hecho mas faciles los calculos y la elaboracién de graficas, sino que han cambiado la
naturaleza misma de los problemas que interesan a las matematicas y los métodos, que
usan los matemdticos para investigarlos.” (NCTM, 1989, p 8). La tecnologia esta cam-
biando el modo de ver y estudiar las matematicas y sus usos, ampliando el rango de
sus posibilidades y por lo tanto, se hace necesario que los estudiantes aprendan a uti-
lizarla como herramienta para procesar informacion y en la investigacion y resolucién de
problemas.

Las tecnologias informaticas en la Educaciéon Matematica

En un comienzo, los primeros usos de las tecnologias informaticas en matematicas fueron
para facilitar tareas mecanicas, como operar con nimeros grandes o aplicar analisis
numérico para resolver ecuaciones.

Hacia la década de los sesenta se posibilitéd la manipulacién simbdlica, y en los anos
setenta fueron posibles las representaciones graficas de las funciones.

Hacia los ahos ochenta comenzaron a vislumbrarse vias para crear ambientes tecnoldgi-
cos educativos y fue asi como hacia el final de esta década, con la posibilidad de ligar
bidireccionalmente cadenas de caracteres simbdlicos con gréficas, se hizo posible la ma-
nipulacién de representaciones matematicas para proporcionar un ambiente dindmico de
intercambio de representaciones sin tener que salir de la notacién matematica.

En la actualidad, a diferencia de otros ambientes de aprendizaje, la tecnologia informatica
proporciona de manera inmediata retroalimentacion de las acciones de un estudiante a
través de la interaccién entre diversos sistemas de representacién, permitiendo observar,
manipular, explorar y modelar dindmicamente los objetos de estudio, facilitando de esta
manera, una amplia y “directa” experiencia matematica.

Diferencias entre las Tecnologias Informaticas y otros recursos.

Como se plantea en los “Lineamientos Tecnologia y Curriculo de Matematicas,” las
tecnologias basadas en medios electrénicos interactivos tienen algunos atributos fun-
damentales, que los distinguen de los medios tradicionales estaticos, que a largo plazo
tendran tremendo impacto en la educacién matematica.

Los cambios cognitivos que la tecnologia promueve tienen que ver con tres caracteristicas
particulares de estos recursos:
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» La facilidad de tener a la mano diversas representaciones de un mismo concepto
matematico y poder relacionarlas activamente unas con otras.

= La “manipulacién” de objetos matemdticos y sus relaciones

» El poder conectar experiencias reales con formalismos matematicos usando una
combinacién de toma de datos reales y simulaciones.

Para examinar otras caracteristicas particulares de los medios electrénicos y contrastarlas
con los tradicionales, Kaput (1994) hace las siguientes distinciones:

» Medios estaticos vs. Medios dindmicos,
= Medios interactivos vs. Medios inertes y

= Manipulaciones fisicas vs. Manipulaciones basadas en el computador.
Medios estaticos vs. Medios dinamicos

La distincion entre medios estaticos y dindmicos es muy simple. En los medios estaticos,
las representaciones no cambian en funcién del tiempo, mientras que en los medios
dindmicos si.

Un aspecto muy importante del pensamiento matemdtico es la abstraccién de lo que no
varia. Pero, por supuesto, reconocer la invarianza implica estudiarla en un proceso de
variacion. Los medios dindmicos facilitan llevar a cabo las variaciones.

Cuando se escribe una expresion algebraica o se hace un diagrama con papel y lapiz,
estas representaciones quedan fijas, en el estado en que fueron escritas o dibujadas. Si se
quiere mostrar una variacion, el lector tiene que proyectarla en la imaginaciéon. Se puede
recurrir a estrategias que simulen y compensen estas variaciones, como por ejemplo,
cuando se quiere representar la variacidén de una linea recorriendo una figura geométrica
se pueden incluir diversas posiciones de la linea e indicar con una flecha la direcciéon del
recorrido.

Pero estas estrategias son organizaciones espaciales mas que temporales. En efecto,
muchos sistemas de representacion tales como las tablas de datos fueron disefiadas es-
pecificamente para estructurar mdaltiples instancias de una situacién variable. Se pueden
leer las variables de entrada y salida de una funcién y considerarlas como variaciones
temporales examinandolas en un orden creciente de valores de la variable de entrada.
Mas aun, las graficas coordenadas de funciones de variable simple proveen la presen-
cia simultdnea de miiltiples valores (automaticamente ordenados) que permiten simular
variables temporales si se desea.
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Sin embargo, estas estrategias son pobres frente al potencial que brinda el recurso tec-
nolégico hoy dia.

Los materiales fisicos, como por ejemplo los bloques de Dienes, proporcionan un intere-
sante ejemplo de medios que son débilmente dindmicos en el siguiente sentido: Mientras
que uno mueve fisicamente sus elementos para producir un nuevo estado en un pro-
ceso temporal, una vez producido, el estado permanece estatico hasta nuevos cambios
dirigidos por acciones del usuario.

El estado intermedio, por ejemplo, con unos bloques en la mano y otros sobre el escritorio,
no es significativamente referenciado.

Si se compara esta situacidn con la siguiente, veremos la diferencia:

Dada una linea que pasa por un vértice de un tridngulo y cruza el lado opuesto, supong-
amos que somos capaces de “agarrar’ con un puntero la linea y rotarla continuamente de
una posicién a otra y que podemos ver todos los estados intermedios, es decir podemos
ver una parte significativa de la accién. Esto es posible con un software como el CABRI

GEOMETRE.

El sentido de dinamismo que queremos enfatizar esta en la posibilidad de identificar un
nuevo punto de interseccién de la linea con el lado opuesto al dngulo, mediante una nueva
linea dibujada desde el vértice hasta el nuevo punto en cualquier momento, presentando
todos los estados intermedios de la posicion de la linea.

Estas reflexiones nos llevan al siguiente principio fundamental:

La transicion continua de estados intermedios es lo que consideramos cognitivamente
importante en los sistemas dinamicos.

Medios interactivos vs. Medios inertes

La interactividad diferencia enormemente el recurso computacional de otros medios
estaticos y alin dindmicos como los videos. Si se escribe una oracién en un medio estatico
tal como el 1apiz y el papel, ésta simplemente se imprime y no hay interactividad ni con el
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papel ni con otras frases que pudieran haber estado escritas antes en la hoja. Mas aln, el
papel no proporciona ayuda sobre lo que uno estd escribiendo, salvo algunos casos en los
que las cuadriculas o el papel para graficas proporciona algiin soporte que guia a quien
hace el dibujo. En forma semejante se puede ver la televisidon y no hacer nada fisico con
ella a menos que se decida cambiar de canal o ajustar la imagen. En un sentido amplio
podria decirse que todas las representaciones en todos los medios son interactivas, dado
que el usuario hace una interpretacién de lo que ve o lee. Pero éste no es el sentido que
queremos dar.

Por medio interactivo vamos a considerar un medio que contribuye fisicamente al sistema
de representacién que se pone en funcionamiento. Esta relacién es presentada como la
respuesta del sistema.

Por el contrario, se caracteriza un medio como “inerte” si los Unicos cambios de estado
resultan de las entradas del usuario. Una respuesta externa a la entrada debe provenir
de otro lado, por ejemplo el profesor, un compaiero o alguien que esta observando lo
que pasa, pero no proviene del sistema de representacion con el cual el usuario estd in-
teractuando.

La clave de la diferencia con los sistemas de representacion instanciados en medios
interactivos, a los que Brown (1977) se refiere como “ambientes reactivos”, es que estos
tltimos adicionan algo nuevo como resultado de las acciones del usuario, algo a lo que,
a su vez, el usuario debe responder.

Los sistemas interactivos pueden virtualmente realizar una gran cantidad de acciones:
hacer computos en un sistema numeérico, transformar un sistema de representacién en
otro, cambiar la orientaciéon de un objeto visual o cambiar de objeto, enviar mensajes,
buscar informacién, chequear un resultado, controlar otras aplicaciones simultdaneamente,
registrar acciones para uso posterior, presentar pasos intermedios de un procedimiento,
etc.

La interaccién permite que de una manera rapida un alumno pueda realizar variaciones
en el modelo sobre el cual trabaja, y de manera inmediata pueda constatar los resultados
causados por dicha variacién, al obtener la respuesta de la maquina. Por ejemplo a través
de un lenguaje de programacién como LOGO se puede verificar de manera inmediata
qué pasa al cambiar una instruccién en el programa, y asi determinar qué otra modi-
ficacidén es necesaria para obtener los resultados deseados. En programas que permiten
realizar animaciones, como el MATHEMATICA, o el MAPLE, se puede observar qué pasa
con las soluciones de una ecuacién, cuando la variable recorre los valores de un intervalo.
De esta manera la interaccidn favorece procesos en los cuales los alumnos se formulen
hipdtesis respecto del problema que estan solucionando, las confronten, y si es necesario,
las reelaboren de acuerdo con los resultados obtenidos. La manipulacién de los medios
fisicos tradicionales, generalmente es menos electiva.
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En resumen: La tecnologia proporciona sistemas interactivos que contribuyen a ampliar
las representaciones de un concepto e interactuar con diversos sistemas de representacion.

Manipulaciones fisicas vs. Manipulaciones basadas en el computador

Este aspecto tiene que ver con la posibilidad de realizar una secuencia de acciones y
almacenarlas para tener secuencias repetirles, mds o menos como un programa, al cual
se le pueden inclusive modificar e incluir otras secuencias de acciones. Esto permite hacer
registros y ponerlos en marcha. No obstante el consenso de que los materiales riscos son
recursos valiosos para el aprendizaje de las matematicas, éstos medios sobrescriben un
estado inicial siempre que uno quiera crear un nuevo estado. Por ejemplo, si se tiene
una cierta configuracién con los bloques de Dienes o con cualquier otro material, y se
reorganizan, la primera organizacién que tenian ya no existe, Esto mismo ocurre con
una calculadora sencilla. Un computador por el contrario, puede permitir una amplia
grabacién de acciones porque tiene una gran capacidad de memoria permitiendo un
registro temporal de lo que se ha escrito.

De estas caracteristicas de los recursos tecnolégicos se pueden inferir unos criterios para
seleccionar software educativo que pueden dar pautas a los docentes a la hora de tomar
decisiones relacionadas con la adquisicidon y compra de dicho software para la institucién.

Recursos Tecnoldgicos Informaticos

Los avances impulsados por la investigaciéon e innovacién en informatica y educacion
matematica, han impulsado el surgimiento y desarrollo de diversos recursos tecnoldgicos
informaticos, entre los cuales se destacan:

= Software especializado o con potencial de uso en la educacién matematica

e De circulacidon comercial, como:

o LOGO,

o GEOMETRIC SUPPOSER
o CABRI GEOMETRE,

o SKETCHPAD,

o MATHEMATICA

o MAPLE

o EXCEL, entre otros.

e De distribuciéon gratuita y uso libre, como:

o Regla y Compas para el trabajo en geometria dinamica,
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o Winplot para el trabajo con funciones
o WinStats para el trabajo en estadistica.

o otros programas de libre distribucién, que aunque se encuentren en inglés
también estan disponibles, como es el caso de: HartMath para el trabajo
en algebra, y WinCalc, WinGeom, WinMath, WinLab, entre otros, para
el tratamiento de diversas situaciones en matematicas.

= Calculadoras Graficas, algebraicas y cientificas

= Otros recursos informaticos como sensores e interfases para articular diversos re-
cursos informaticos.

1.4. Antecedentes

Consultando algunos proyectos de grado presentados a la Escuela de Matemdticas de la
Universidad Industrial de Santander, referentes a la funcién cuadrética y de cémo se ha
implementado la tecnologia para su ensefianza, encontramos un proyecto de grado para
optar al titulo de Licenciado en Matematicas, llamado El estudio geométrico de la
parabola mediado por la representacion ejecutable de Mayerli Herndndez Rueda y
Leyni Viviana Pabén Jaimes (2007). Este trabajo estd orientado a construir el concepto
de pardbola como lugar geométrico mds que como funcién, apoyandose para este fin en
el uso de la calculadora graficadora TI-92. El trabajo se realizd con estudiantes de grado
décimo pertenecientes al Centro Educativo Las Américas, Bucaramanga (Santander).

En este trabajo después de realizar un taller con plastilina para introducir la nocién de
pardbola como una seccién cénica, las autoras proponen dos talleres mas en los que se
parte de una construccién particular de la parabola en la calculadora, para luego cambiar
algunos parametros y de ahi llegar a una generalizacién.

Algunas conclusiones expresadas por las autoras acerca de su trabajo son:

» La mediacién de la calculadora en el proceso de aprendizaje de los estudiantes,
posibilitd que ellos crearan nuevas representaciones de la parabola y que las inte-
graran con las representaciones que ya tenian ayudando a la formacién del objeto
matematico.

= Consideramos que la representacién ejecutable permitié la mediacién del objeto
matemdtico (la pardbola) partiendo de lo concreto hasta llegar a lo abstracto.

= La mediacién de la representacion ejecutable ayudé a que los estudiantes construy-
eran el concepto de los elementos y algunas propiedades de la pardbola, pero no
todos los estudiantes construyeron el concepto de pardabola como lugar geométrico.
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» El uso de la calculadora como instrumento mediador, permite en el aula de clase
el ahorro de tiempo y esto hace que se profundice mas en el anélisis de conceptos.

Otro proyecto de grado enfocado al uso de la tecnologia es: La calculadora graficado-
ra en el estudio de funciones para el desarrollo del pensamiento variacional
de Ligia Argiiello de Corena (2004), presentado para optar al titulo de Especialista en
Educaciéon Matematica. En este trabajo la autora se propone desarrollar el pensamiento
variacional usando la calculadora graficadora T1-92 en el estudio de funciones. El tra-
bajo se realizé con estudiantes de grado undécimo del Instituto Santa Maria Goretti de
Bucaramanga (Santander).

El desarrollo de los talleres comienza con un diagndstico de presaberes para después
de analizado y categorizado dar paso a otros, uno para el manejo de las diferentes
aplicaciones que posee la calculadora TI-92, otro de disefio y solucién de situaciones
problemas que involucran el pensamiento variacional; y un tercer taller de evaluacién del
desarrollo del pensamiento variacional a través de situaciones problema para verificar la
apropiacion del concepto de variacién.

Algunas conclusiones que presenta la autora de su trabajo son:

= La construccién y comprensiéon de los conceptos a través de experiencias y activi-
dades practicas son mas interesantes para los estudiantes, logrdndose una mejor
apropiacién de ellos y por lo tanto un mayor aprendizaje.

= Para las estudiantes esta forma de trabajo dio la posibilidad de vivir experiencias
que con otros medios dificilmente se pueden llevar a cabo, mas interesantes, agrad-
ables y divertidas, contribuyendo de esta manera despertar la motivacién de las
alumnas hacia las matematicas.

= A través de las diferentes representaciones que se pudieron hacer en la calculadora
de una misma situacién, muchas de las ideas matemdticas que antes eran estaticas
y poco comprensibles, ahora fueron dindmicas y de mayor comprensién para la
estudiante.

= Una de las dificultades presentes fue el borrado de archivos, lo cual ocasioné pérdida
de tiempo, y mds aln cuando los estudiantes llevaban gran trabajo adelantado.

Por ultimo, el proyecto: El estudio de la parabola y sus parametros de variacién
A, B, C en la ecucién general Az?>+Bx+C = 0 con el uso de nuevas herramientas
computacionales de Luis Alberto Barrera Arias (2003), presentado para optar al titulo
de Especialista en Educacién Matematica, que tiene como objetivo nuevamente el uso
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de la calculadora graficadora TI-92 para construir el concepto de parabola como lugar
geométrico, proponiendo algunos talleres para estudiantes de noveno grado.

Se elaboraron cinco talleres de los cuales el primero fue de introduccién al manejo de
la calculadora TI-92, en particular para la aplicacién CABRI GEOMETRE. Los cuatro
talleres siguientes estan enfocados en construcciones particulares de la pardbola para
luego cambiar los pardmetros en la ecuacién particular y observar que sucede con el
foco, el vértice, el eje de simetria y la directriz.

Algunas conclusiones del autor sobre las actividades fueron:

= Se evidencia que las herramientas computacionales permiten visualizar y manipular
con mayor facilidad los graficos.

= Se dificulta la adquisicidn de estas nuevas herramientas por parte de los estudiantes
debido a sus costos.

» Existe la necesidad de preparar a los docentes de matemadticas en el manejo de las
nuevas tecnologias para poder dar mayor dinamismo a sus clases.

En sintesis, los anteriores proyectos muestran la gran aceptacién que tiene la tecnologia
y las nuevas herramientas computacionales por parte del estudiante, ademas de la
apropiacion de conceptos que estos tienen al no malgastar tiempo en operaciones y
graficas que a veces pueden llegar a ser tediosas si se elaboran con lapiz y papel. Por
otra parte, los autores tenian como objetivo llegar al concepto general partiendo de
ejemplos particulares y apoyandose en el uso de la calculadora graficadora TI-92 como
herramienta tecnoldgica; observamos también que los dos proyectos orientados al estu-
dio de la pardbola, lo hacen solo como lugar geométrico o seccién cénica mas no como
funcion.

El presente trabajo se desarrollé6 basado también en el uso de las nuevas tecnologias,
pero a diferencia de los anteriores no nos apoyamos en la calculadora TI-92 sino en el
uso de un software libre llamado GEOGEBRA, con este software trabajamos el concepto
de funcién cuadrética partiendo de la ecuacién general f(x) = ax? + bx + ¢, es decir
que partimos de una construccién general para comprender casos particulares, obtener
el vértice de cualquier pardbola e interpretar graficamente las raices de la funcién.



CAPITULO 2

PROPUESTA Y METODOLOGIA

El presente trabajo tiene como fin realizar actividades apoyadas en el uso de la tecnologia
por medio del software GEOGEBRA en el computador, para posibilitar el aprendizaje
significativo en los estudiantes de undécimo grado de las funciones cuadraticas, gréaficas
y los diferentes elementos que la conforman. Este trabajo se desarrollé en el grado
Undécimo A del colegio El Rosario de la ciudad de Barrancabermeja (Santander), con
un total de 16 estudiantes.

Estas actividades constan de cuatro talleres, desarrollados cada uno en una hora de clase
y utilizando la sala de informatica del colegio. En esta sala se contaba con un computador
para cada estudiante y un proyector de imagenes como ayuda para el docente.

En cada actividad se compartia una construcciéon por medio de la red local, seguido
el docente proyectaba las construcciones hechas en GEOGEBRA, luego los estudiantes
desde el computador las manipulaban y analizaban los resultados obtenidos.

Antes de realizar las actividades se hizo una presentaciéon que buscaba familiarizar al
estudiante con el software, el docente explicd algunas aplicaciones que este software
tenia en el analisis geométrico y algebraico de diferentes objetos matematicos, se citaron
algunos ejemplos, como el caso del analisis de las caracteristicas de las figuras geométri-
cas planas a través de su construcciéon y manipulacién de los objetos construidos, se
mostraron ejemplos de construcciones de diferentes tipos de funciones y algunos el-
ementos que se podian analizar en forma directa y con la manipulacién de estas; se
concluyd a través de todos estos ejemplos el porqué era un software dindmico y cual era
la finalidad de este.

26
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A continuacién se presenta una descripcion de cada una de las actividades realizadas y
se relata el proceso de desarrollo en cada una de ellas.

2.1. Actividad preliminar (Prueba diagnédstica)

Esta prueba tenia como finalidad permitir al docente considerar los conocimientos previos
que los estudiantes tenian sobre el tema de la funcién cuadratica.

El taller se desarrollé6 de forma individual y fue disenado de manera que el estudiante
respondiera preguntas donde se hiciera la identificacidn de la forma general de una funcién
cuadratica en su expresion algebraica, identificacidon de cualquier grafica de una funcién
cuadratica en el plano cartesiano, asociacion de las raices de una ecuacion cuadratica con
su expresion algebraica, identificacién de las raices de una funcién cuadrética a través de
su grafica, asociacion de la expresidn algebraica de la funcién cuadratica con las distintas
variaciones de los valores de a, by ¢ con sus respectivas graficas, identificacion candnica
del vértice de la pardbola con su respectiva gréfica.

5 0

A ko ASPAEN

“ COLEGIO EL ROSARIO 3

— . PRUEBA DIAGNOSTICA FUNCIONES CUADRATICAS
ASOCIACION PARA LA ENSENANZA ONCE GRADO

Nombre: Fecha: Curso:

1. Cudl de las siguientes expresiones corresponde a una funcién cuadratica.

a. flx)=2*+222+z+1 c. fla)=a>+z+1
b. f(z) =2 +32>+1 d. flz)=2+1

2. Cuadl de las siguientes graficas representa a una funcién cuadratica.
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3. Las raices de la funcién f(z) = 2% — 4z + 3 son:

a. =3yl c. 3y—1
b.3y1 d —1y3

4. Las siguientes graficas representan funciones, cudles de ellas tienen raices.

T

o

b. - d.

5. Una posible gréfica para la funcién f(z) = ax? + bx + ¢, con a < 0 es:

\

A




2.1. ACTIVIDAD PRELIMINAR (PRUEBA DIAGNOSTICA) 29

6. Una posible gréfica para la funcién f(z) = az? + bx + ¢, con a > 0 es:

7. Una posible gréfica para la funcién f(z) = ax? + bx + ¢, con a = 0 es:
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2.2. Actividad 1 (Taller N°1)

En esta actividad se entregaria a los estudiantes el Taller N°1 que constaba de cinco
numerales que debian resolverse en forma individual a partir de la manipulacién de las
construcciones graficas hechas previamente por el docente y cargadas respectivamente en
cada computador. Junto con esto el docente mostraba la proyeccién de la construccién
de la actividad N°1 que se iba a realizar, para dar unas indicaciones previas y despejar
dudas acerca de la terminologia y uso propiamente del software que no se encontraba
claro para alguno de los estudiantes.

El objetivo de este taller estaba dirigido a que el estudiante a través de la manipulacién
dindmica de la construccién gréfica hecha por el docente sobre la funcién f(z) = ax? +
bxr + ¢, donde a,b y ¢ son valores reales con a # 0, llegara a concluir que:

1. Cuando se modifica en la expresién general los valores de b y ¢ de tal manera
que estos sean cero, la grafica que resulta es una parabola cuya expresién es

f(z) = ax?.

2. Cuando la modificacién que se hace es a = 0 los valores de b y ¢ son diferentes
de cero, entonces la grafica resultante es una recta cuya expresion algebraica es
f(x)=bxr+c.

3. Cuando se modifica en la expresidén general los valores de b y ¢ de tal manera que
estos sean cero, la grafica que resulta es una pardbola cuya expresion algebraica
es f(x) = ax® y que esta cambia dependiendo de los valores positivos o negativos
de a.

4. El vértice de la pardbola cuando tiene la forma f(z) = ax?® siempre tiene coorde-
nadas (0,0).
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— 2 TALLER 1: FUNCIONES CUADRATICAS
ASOCIACION PARA LA ENSENANZA ONCE GRADO

Nombre: Fecha: Curso:

La gréfica que se muestra en la ventana del programa corresponde a una funcién
cuadrdtica de la forma f(z) = ax? + bz + ¢, donde a,b y c son valores reales con

a# 0.
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A continuacién siga las indicaciones sugeridas y responda a cada uno de los siguientes
cuestionamientos.

1. Mueva los deslizadores de los parametros b y ¢ de tal manera que estos sean cero.
iLa grafica que resulta sigue siendo una parabola?

o

i Cual es la expresion algebraica asociada a esta funcién?

2. Mueva el deslizador del parametro a de tal manera que este sea cero. jLa grafica
que resulta sigue siendo una parabola?

3. Mueva a su gusto de forma independiente y combinada los deslizadores de los
parametros b y ¢; mantenga el deslizador del pardmetro a en cero.
iLa grafica que resulta es una parabola?
i Qué tipo de grafica se obtuvo?
i Qué conclusiones puede sacar de esta situaciéon?
i Cual es la expresion algebraica asociada a esta funcién?

4. Mueva el deslizador del pardmetro a de tal forma que este tome valores positivos
y negativos, mantenga los deslizadores de los parametros by c en cero.

i Qué se puede decir de la grafica en cada situacién?

i) Valores positivos de a:
i Cudl es la expresion algebraica asociada a esta funcién?

ii) Valores negativos de a:
i Cudl es la expresion algebraica asociada a esta funcién?

5. iQué sucede con el vértice de la pardbola para cualquier valor de a 20y con by
c iguales a cero. j Qué coordenadas tiene este vértice?
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2.3. Actividad 2 (Taller N°2)

Esta actividad se desarrollé en una hora de clase y se entregd a los estudiantes el Taller
N°2 que constaba de cuatro numerales que debian resolverse en forma individual a partir
de la manipulacién de las construcciones graficas hechas previamente por el docente y
cargadas respectivamente en cada computador. Junto con esto el docente mostraba la
proyeccion de la construccién de la actividad N°2 que se iba a realizar, para dar unas
indicaciones previas a cerca de lo que se tenia que hacer.

Se pretendia con este taller que el estudiante a través de la manipulacién dindmica de la
construccién grafica hecha por el docente sobre la funcién f(x) = ax? + bz + ¢, donde
a,by c son valores reales con a # 0 , llegara a concluir que:

1. Cuando se modifica en la expresidon general el valor de b de tal manera que este
sea cero, la gréfica que resulta es una pardbola cuya expresién es f(x) = az?® + c.

2. Cuando la modificacién que se hace es b = 0, el valor de a es constante y cuando
¢ toma cualquier valor, entonces la grafica sigue siendo una pardbola y el (nico
cambio que sufre, es el de bajar y subir el vértice de la pardbola sobre el eje Y,
dependiendo de los valores positivos o negativos de c.

3. El vértice de la pardbola resultante para las condiciones dadas en la funcién
cuadrética general con b = 0 siempre tiene coordenadas (0, ¢).

4. Cuando los valores de a y ¢ son diferentes de cero y se mantienen constantes, y
cuando b tomar cualquier valor, el vértice de la pardbola es diferente de (0, ¢) pero
este punto sigue siendo el corte de la grafica con el eje Y.

i
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—— o TALLER 2: FUNCIONES CUADRATICAS
ASOCIACION PARA LA ENSENANZA ONCE GRADO

Nombre: Fecha: Curso:

La gréfica que se muestra en la ventana del programa corresponde a una funcién
cuadrdtica de la forma f(z) = az? + bz + ¢, donde a,b y ¢ son valores reales con

a# 0.

A continuacién siga las indicaciones sugeridas y responda a cada uno de los siguientes
cuestionamientos.



2.3. ACTIVIDAD 2 (TALLER N°2) 33

1. Mueva el deslizador del parametro b de tal manera que este sea cero.

a=1

bh=10

4]

iLa grafica que resulta sigue siendo una parabola?
2. Mueva el deslizador del parametro ¢ de tal forma que este tome valores positivos
y negativos, mantenga el deslizador del parametro b en cero.
i Cual es la expresion algebraica asociada a esta funcién?
i Qué efectos tiene sobre la grafica las variaciones hechas sobre el pardmetro ¢?

i Qué coordenadas tiene el vértice de la parabola para cualquier valor de ¢?

3. Mueva el deslizador del pardmetro b libremente y deje fijo los pardmetros a y c.
i Qué observaciones puede hacer con respecto a la grafica?
i Qué se observa del corte de la funcién con el eje Y7

i Este punto de corte tiene relacién con algin pardmetro, cual?

4. Responda las siguientes preguntas justicando su respuesta.
i Existe algtn valor del parametro b para el cual la pardbola no corta el eje Y'?
i Para los valores de los parametros a y ¢ sucede lo mismo?

iSe puede deducir el punto de corte con el eje Y para cualquier pardbola, cudles
son sus coordenadas?
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2.4. Actividad 3 (Taller N°3)

Esta actividad se desarrollé en una hora de clase y se entregd a los estudiantes el Taller
N°3 que constaba de cuatro numerales que debian resolverse en forma individual a partir
de la manipulacién de las construcciones graficas hechas previamente por el docente y
cargadas respectivamente en cada computador. Junto con esto el docente mostraba la
proyeccion de la construccién de la actividad N°3 que se iba a realizar, para dar unas
indicaciones previas a cerca de lo que se tenia que hacer.

Con esta actividad se pretendia que el estudiante a través de la manipulacién dindmica
de la construccién grafica hecha por el docente sobre la funcién f(z) = az* + bz + ¢,
donde a, b y c valores reales con a # 0 , llegara a concluir que:

1. Cuando se modifica en la expresion general el valor de a,b y ¢ de tal manera que
estos tomen valores arbitrarios, la grafica que resulta puede tener o no puntos
de corte con el eje X pero sigue siendo una paradbola cuya expresién es f(z) =
ax® + bx + c.

2. Los puntos de corte de la grafica con el eje X son las raices de la funcidn, ya que
son los valores de = que hacen que y sea igual a cero.

3. Una funcién cuadratica puede no tener raices reales, una o maximo dos.
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Nombre: Fecha: Curso:

La grafica que se muestra en la ventana del programa corresponde a una funcién
cuadrdtica de la forma f(z) = ax® + bx + ¢, donde a,b y c son valores reales con

a # 0.

A continuacién siga las indicaciones sugeridas y responda a cada uno de los siguientes
cuestionamientos.

1. Mueva los deslizadores de los pardmetros de tal manera que tomen los siguientes
valores:
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iLa pardbola que aparece en la pantalla tiene raices reales? j Por qué?

2. Cambie los pardmetros mediante los deslizadores de tal forma que la funcién tenga
otras raices reales.

a) Escriba la funcién asociada a la pardbola.

b) Calcule las raices de esta funcién en forma analitica.

3. Cambie los parametros mediante los deslizadores de tal forma que la funcién tenga
una sola raiz real.

a) Escriba la funcién asociada a la pardbola.

b) Calcule la raiz de esta funcién en forma analitica.

i Qué relacidn existe entre la raiz hallada y el vértice de la parabola?

i Cuantas posibles raices reales se pueden encontrar en una funcién cuadratica?

4. Teniendo en cuenta los numerales anteriores, responda:

a) Con respecto a su grafica jCudndo una funcién cuadratica no tiene raices
reales?

b) Con respecto a su grafica j Cudndo una funcién cuadratica tiene Ginicamente
una raiz real?

c) Con respecto a su gréfica j Cudndo una funcién cuadratica tiene dos raices
reales?

d) iPuede una funcién cuadrética tener mas de dos raices? ;Por qué?



CAPITULO 3

ANALISIS DE LOS RESULTADOQS

A continuacidn se hace el andlisis del desarrollo de los talleres, de los cuales se tomaron
al azar cinco de los diecisiete estudiantes a los que se les aplicé la prueba.

3.1. Prueba diagndstica

Los estudiantes resolvieron la prueba sin hacer uso del software GEOGEBRA, esta prue-
ba constaba de preguntas tipo seleccion multiple con Unica respuesta, a excepcion del
numeral 4 que tenia tres respuestas correctas. A continuacién algunos resultados de las
pruebas hechas por los estudiantes:

Numerales 1 y 2

1. Cual de las siguientes expresiones corresponde a una funcidén cuadratica.

%w}:nﬁ—d—zﬁg—ﬁmﬂ—l & riz)=2>+z+1
ey =at 822+ 1 d fla)=z+1

2. Cudl de las siguientes gréficas representa a una funcién cuadratica.

36
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1. Cual de las siguientes expresiones corresponde a una funcidn cuadritica.

a. f(:);)=w3+2-’l:2+:r+l 1{: f{m]:ﬂ;2+$+l
b, fley=a*+32%7 41 d flz)==z+1

2. Cudl de las siguientes grificas representa a una funcién cuadratica.

6, d.
1. Cual de las siguientes expresiones correspende a una funcién cuadratica.

a. flz)=22+227+a+1 & fz)=x>+z+1
b, flz)=a*+322+1 d flz)=xz+1

2. Cual de las siguientes grificas representa a una funcién cuadratica.

i
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1. Cudl de las siguientes expresiones corresponde a una funcién cuadrdtica.

P a. fle)=a%+22%7+z+1 '/E.‘.\f(m):a:"'-f-x-é—l
b. flay=a*+32%+1 d. flzy=z+1

2. Cudl de las siguientes grificas representa a una funcién cuadritica.

La mayoria de los estudiantes respondié acertadamente a los numerales 1 y 2, lo cual
parecia indicar que asociaban un polinomio de grado 2 con la ley de formacién de la
funcién cuadratica y que la grafica correspondiente a ese polinomio era una curva.
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Numerales 3 y 4

3. Las raices de [a funcidnf(a) = 2? — 4 -+ 3 son:

o [ N -
a. —3y1 : . —3y —1
B3y d. —1v3

4. Las siguientes graficas representan funciones, cudles de ellas tienen raices.

£

S

3. Las raices de la funcidnf{z) = x? — 4a + 3 son:

& a. —3y1 4 3y -1

b. 3y 1 d =Ly 3

4. Las siguientes grificas representan funciones, cusgles de ellas tienen raices.

3. Las raices de la funciénf(xz) = 2? — 4 -+ 3 son:

F a —3y1l c. =3y —1
ﬂ/_b,gyi @ —1y3

4. Las siguientes graficas representan funciones, cudles de ellas tienen raices.
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3. Las raices de la funcién f(z) = o — 42 + 3 son:

1J=.f a. =3yl & —3y-—1
< i 3y} d —1y3

4. Las siguientes graficas representan funciones, cudles de ellas tienen raices.

.
=t

Ft‘
|

Para el numeral 3, el 50% de los estudiantes encontré alguna forma de calcular las
raices de la funcién, bien sea factorizando la expresion, usando la férmula cuadratica o
haciendo ensayo y error mediante los valores dados. Por otra parte, la totalidad de los
estudiantes respondié de forma incompleta o errénea el numeral 4. Esto evidencia que
hay escaso conocimiento del concepto raiz asociado a la grafica de la funcién cuadratica.

Numerales 5y 6

5. Una posible grifica para la funcisn f(x) = ax® + bz + ¢, con a < 0 es:




3.1. PRUEBA DIAGNOSTICA 40

5. Una posible grafica para la funcién f(x) = ea® 4+ bx + ¢, con o < (1 es:

ca

5. Una posible grifica para {a funcién f{a) = aa? +

r
L.
6. Una posible grafica para la funcidn fla) = gx? +
=
- -
/ /
P
a. i
¥ i ; S T

b i . I

La totalidad de los estudiantes respondié de forma incorrecta el numeral 5, pero cu-
riosamente en el numeral 6 la respuesta fue acertada por todos. Al parecer el modelo
de funcién cuadratica que poseen es el de una pardabola que siempre es céncava hacia
arriba independientemente del valor del pardmetro a.
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Numeral 7

7. Una posible grifica para la funcion f(z) = aa® +bo+c, cona=0es

La totalidad de los estudiantes respondié incorrectamente este numeral, lo cual nos da
a entender que no identificaron que la condicién principal para obtener una funcién
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cuadratica es que el parametro a debe ser diferente de cero, también se percibié que no
intentaron hacer un ensayo sustituyendo a = 0 en la ecuacién para notar que obtendrian
la ecuacién de la recta.

3.2. Taller N°1

El texto con el que se comienza el taller es el siguiente:

La grafica que se muestra en la ventana del programa corresponde a una funcién
cuadrdtica de la forma f(z) = ax?® + bx + ¢, donde a,b y c son valores reales con

a # 0.

A continuacién siga las indicaciones sugeridas y responda a cada uno de los siguientes
cuestionamientos.

Enunciado 1: Mueva los deslizadores de los pardmetros b y ¢ de tal manera que estos
sean cero.

a) jLa gréfica que resulta sigue siendo una parabola?

b) ;Cudl es la expresidn algebraica asociada a esta funcién?
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Para estas preguntas los estudiantes manipulaban en el programa los valores de b y ¢,
en el caso del pantallazo se tenia a =0.1, b = 0y ¢ = 0. Para la primera pregunta todos
coincidieron en que la grafica resultante era una parabola y para la segunda pregunta las
respuestas fueros acertadas. Estos son algunos apuntes de los estudiantes al resolver la
pregunta.

feA- X "_";'_?_:“"I. ‘};;3 Vs o d Xt tox § ©
rl"kﬂ!l:ﬂ\f_'-} C-0

— F(x\ = ox?%

Los estudiantes afirmaban que era muy facil determinar a partir de la grafica que el
resultado era una pardbola.

Enunciado 2: Mueva el deslizador del pardmetro a de tal manera que este sea cero,
iLa grafica que resulta es una parabola?

En esta pregunta los estudiantes respondieron que no era parabola y afirmaban que era
“obvio”, ya que la grafica mostraba una recta. Algunos comentarios con respecto a la
pregunta fueron los siguientes:
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Es claro que en este tipo de preguntas los estudiantes responden acertadamente puesto
que estan viendo la imagen en la pantalla y hacen conclusiones al respecto.

Enunciado 3: Mueva a su gusto de forma independiente y combinada los deslizadores
de los parametros b y ¢, mantenga el deslizador del parametro a en cero.

a) jLa gréfica que resulta es una pardbola?
b) iQué tipo de grafica obtuviste?
c) ;Qué conclusiones puedes sacar?
En este item los estudiantes concluyeron en el literal (a) que la grafica resultante no era

una parabola; para los literales (b) y (c) establecieron que la grafica era una recta y en
algunos casos escribieron la ecuacién. Estos son algunos comentarios de los estudiantes:
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Los estudiantes afirmaban que el apoyo grafico y dindmico que ofrecia el programa les
permitia llegar a una generalizaciéon, de que con a = 0 siempre se obtendria una recta.

Enunciado 4: Mueva el deslizador del parametro a de tal forma que este tome valores
positivos y negativos, mantenga los deslizadores de los pardmetros by ¢ en cero.

a) Valores positivos de a:

i Cual es la expresion algebraica asociada a esta funcién?

b) Valores negativos de a:

i Cudl es la expresién algebraica asociada a esta funcién?

En este numeral algunos estudiantes dieron respuestas muy particulares en cuanto lo

que habian hecho, otros dieron una generalizacién para la expresion algebraica final,
observemos las conclusiones que dieron algunos de ellos:
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En este item vemos que los estudiantes asocian muy bien el concepto de que la concavi-
dad de la parabola depende de los valores positivos o negativos de a, pero algunos tienen
dificultades al momento de proponer la expresién general que caracteriza los valores de
a positivos y los valores de a negativos.

Enunciado 5: jQué sucede con el vértice de la parabola para cualquier valor de a # 0
y con b, c iguales a cero? j Qué coordenadas tiene este vértice?

En este numeral se pretendia que el estudiante a través de la observacion grafica llegara
a concluir que el vértice de la pardbola con estas condiciones era el origen del eje de
coordenadas. A continuacidn se presentan las conclusiones hechas por algunos de ellos:

Ql \W&ice SOV SIRPGE (e,0) A (©,D)

=\ "\5.‘:3"":~C C'._. <9 L‘C‘ 7O J.

En este caso no hubo ninglin inconveniente en que los estudiantes concluyeran que el
vértice para cualquier valor de a es el punto (0,0).
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3.3. Taller N°2

El texto con el que se comienza el taller es el siguiente:

La gréfica que se muestra en la ventana del programa corresponde a una funcién
cuadrtica de la forma f(z) = ax® + bz + ¢ , donde a,b y ¢ son valores reales con

a # 0.

A continuacién siga las indicaciones sugeridas y responda a cada uno de los siguientes
cuestionamientos.

Enunciado 1: Mueva el deslizador del pardmetro b de tal manera que este sea cero.

iLa grafica que resulta sigue siendo una parabola?

En este enunciado se pretendia que el estudiante identificara que para el valor de b =0
la grafica resultante siempre seria una parabola, y en efecto esa fue la conclusién a la
que llegaron todos después de interactuar con el programa.

Enunciado 2: Mueva el deslizador del pardmetro ¢ de tal forma que este tome valores
positivos y negativos, mantenga el deslizador del pardmetro b en cero.
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a) ;Cudl es la expresién algebraica asociada a esta funcién?
b) ;Qué efectos tiene sobre la gréfica las variaciones hechas sobre el pardmetro ¢?

c) i Qué coordenadas tiene el vértice de la pardbola para cualquier valor de ¢?

En este enunciado se busca a través de las tres preguntas que el estudiante identifique
las modificaciones que ejerce el parametro ¢ en la grafica y concluya el efecto que
este parametro ejerce sobre el vértice. Algunas conclusiones de los estudiantes son las

siguientes:

La conclusidn general a la que llegaron los estudiantes fue que para esta condicién en la
que el valor del pardmetro b es cero, el vértice de la grafica depende exclusivamente de

¢ e identificaron sus coordenadas.
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Enunciado 3: Mueva el deslizador del parametro b libremente y deje fijo los pardmetros

ay c.

a) iQué observaciones puede hacer con respecto a la gréfica?
b) iQué se observa del corte de la funcién con el eje Y7?

c) iEste punto de corte tiene relacién con algin pardmetro, cudl?

En este enunciado se busca a través de las tres preguntas que el estudiante identifique
las modificaciones que ejerce el parametro b en la gréfica y concluya el efecto que
este parametro ejerce sobre el vértice. Algunas conclusiones de los estudiantes son las

siguientes:
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La conclusiéon general a la que llegaron los estudiantes fue que para esta condicién en la
que el valor del parametro b es diferente de cero, el vértice de la gréfica no es el punto
de corte con el eje Y, que la grafica siempre corta al eje Y en el punto de coordenadas
(0, ¢), no determinan las coordenadas del nuevo vértice.

Enunciado 4: Responda las siguientes preguntas justificando su respuesta.

a) Existe algtin valor del pardmetro b para el cual la pardbola no corta el eje Y7
b) ;Para los valores de los pardmetros a y ¢ sucede lo mismo?

c) ;Se puede deducir el punto de corte con el eje Y para cualquier pardbola, cudles
son sus coordenadas?

En este enunciado se busca a través de las tres preguntas que el estudiante identifique a
través de los enunciados anteriores que para cualquier modificacién de los parametros a,
b, y c la grafica siempre serd una parabola cuyo punto de corte con el eje Y es siempre
(0, ¢). Sobre este enunciado las conclusiones de los estudiantes fueron las siguientes:
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Se verificé satisfactoriamente lo que se queria concluir con los estudiantes.

De manera extra a este taller y a apoyados en una construcciéon geométrica hecha en
el programa por los docentes, se realizé la demostracién en el tablero del vértice de la

parabola.
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Esta actividad se hizo con el fin de mostrar a los estudiantes como se hallaba el vértice
de una parabola en forma analitica, ya que las conclusiones hechas en el taller nos daban
a entender que sélo se podia analizar el vértice de una pardbola cuando en la ecuacién
el valor del parametro b era igual a cero.

3.4. Taller N°3

El texto con el que se comienza el taller es el siguiente:

La grifica que se muestra en la ventana del programa corresponde a una funcién
cuadrdtica de la forma f(z) = ax® + bx + ¢, donde a,b y c son valores reales con

a# 0.
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A continuacién siga las indicaciones sugeridas y responda a cada uno de los siguientes
cuestionamientos.

Enunciado 1: Mueva el deslizador de los pardmetros de tal manera que tomen los
siguientes valores.

iLa parabola que aparece en la pantalla tiene raices reales? jPor qué?

En este enunciado se buscaba indagar sobre la concepcién de raiz que tenian los estudi-
antes, para ello los estudiantes respondieron.

A > B -f:I_J,g'__ e

a e .
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De lo anterior podemos determinar que algunos estudiantes no tenian claro el concepto
de raiz como lo hicieron explicito algunos de ellos, en cambio otros concluyeron que esta
gréfica en particular no tenia raices reales ya que no habia cortes con el eje X, es decir
a partir de la grafica sacaron conclusiones acertadas sin necesidad de llevar a cabo el
proceso algebraico.

Enunciado 2: Cambie los parametros mediante los deslizadores de tal forma que la
funcién tenga otras raices reales.

a) Escriba la funcién asociada a la pardbola.

b) Calcule las raices de esta funcién en forma analitica.
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En este enunciado se buscaba que el estudiante a partir de la manipulacién del programa
y la observacion realizada, escogiera una de las muchas posibilidades que tenia para
hacerlo, una gréafica que tuviera raices reales y escribiera su ecuacién y hallara en forma
analitica sus raices para comparar con las que visualizaba en la grafica. Estos fueron los

resultados que se obtuvieron:

X W 2z ‘t— £ — 2 J <. < ,;
. - r
—F L ;. P = 3 Z.
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Algunos estudiantes tuvieron la visién facilista de tomar una gréfica donde al hallar la
raiz en forma analitica no utilizaban la formula cuadratica, en cambio otro si se valieron
de este medio para hacerlo y dar una respuesta para compararla con lo que habian
visualizado en la grafica.

Enunciado 3: Cambie los parametros mediante los deslizadores de tal forma que la
funcién tenga una sola raiz real.

a) Escriba la funcién asociada a la parabola.

c) iQué relacidn existe entre la raiz hallada y el vértice de la pardbola?

b) Calcule la raiz de esta funcién en forma analitica.
d)

i Cuantas posibles raices reales se pueden encontrar en una funcién cuadratica?

En este enunciado se buscaba que el estudiante manipulando la construccién obtuviera
graficas que sélo tienen una raiz y que concluyeran que esta se tiene cuando el vértice
estd sobre el eje X. También se buscaba que partir de la grafica dedujeran que la
funcién cuadratica puede no tener raiz, una o maximo dos raices reales. Estos fueron los
resultados que se obtuvieron:
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Bk = e

En este enunciado los estudiantes sélo identificaron un caso particular donde la funcién
tiene una sola raiz y fue para el caso cuando el vértice es el origen, llegaron a generalizar
diciendo que la funcién que cumplia con la condicién tenia la forma f(z) = ax® y no se
percataron que realmente la funcidn tiene una sola raiz cuando el vértice esta sobre el
eje X.

Enunciado 4: Teniendo en cuenta los numerales anteriores, responda:

a) Con respecto a su grafica j Cuando una funcién cuadratica no tiene raices reales?

b) Con respecto a su gréfica j Cuando una funcién cuadratica tiene tinicamente una
raiz real?

c) Con respecto a su grafica j Cuando una funcién cuadratica tiene dos raices reales?

d) jPuede una funcién cuadrética tener mas de dos raices? ;Por qué?

En este enunciado se pretendia que el estudiante sacara las conclusiones de los enunciados
anteriores e hiciera una generalizacién en el concepto del niimero de raices que tenia una
funcién cuadratica. Los resultados fueron los siguientes:
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Las conclusiones hechas por los estudiantes fueron correctas, de esta manera, creemos
que hubo una buena conceptualizaciéon sobre las raices de una funcién cuadratica.

En este taller observamos que el estudiante inicialmente no tenia claro el significado
de las raices de una funcién. Con la manipulacién de la construccién logré interpretar
el significado grafico de las raices, las cuales estan relacionadas directamente con los
puntos de corte que tiene la pardbola con el eje X. Cabe aclarar que los estudiantes eran
capaces de hallar las raices de una ecuacién usando la férmula cuadratica sin entender
la interpretacién geométrica de este hecho. Por esta razén decidimos presentar una
explicacién en el tablero apoyados en la deduccién de la férmula cuadratica con el fin
de que los estudiantes relacionaran las raices halladas analiticamente y los resultados
obtenidos graficamente.
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3.5. Algunos comentarios de los estudiantes

Durante la ejecucién de los talleres se les pidié a los estudiantes que dieran opiniones u
observaciones acerca de la actividad y el uso de la tecnologia como apoyo a las clases
de matematicas. Estos fueron algunos comentarios:
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Una conclusién que podemos extraer de estos comentarios y de la practica en si, es
que el manejo adecuado de la tecnologia en el aula de clase determina un ambiente de
aprendizaje en los estudiantes que hace una mejor comprensién de la tematica, debido a
la interaccién directa y manipulacién de los objetos que se estan analizando y estudiando
con el programa. También cabe resaltar que para los estudiantes es de gran importancia

la clase desde el tablero ya que en esta se puede analizar lo abstracto.



CAPITULO 4

CONCLUSIONES GENERALES Y RECOMENDACIONES

A partir del desarrollo de los talleres y el andlisis de resultados presentamos algunas
conclusiones sobre el desempeiio de los estudiantes.

= La comprensién de conceptos referentes a la funcidn cudratica mediante el uso
de software especializado en construcciones dindmicas se dd de una forma mas
practica y tangible.

= El software GEOGEBRA es una herramienta tecnolégica adecuada para propiciar el
proceso de ensefianza y aprendizaje de las funciones cuadraticas siempre y cuando
se realicen construcciones pertinentes para el desarrollo de las actividades.

» Las construcciones hechas para el desarrollo de las actividades en este trabajo
hicieron posible abordar el tema partiendo de lo general a lo particular, permitiendo
cambiar uno de los esquemas tradicionales de ensefianza (de lo particular a lo
general).

m A partir de las actividaes se evidencié en los estudiantes ciertos conocimientos
de la funcién cuadratica, como era el reconocimiento de la ecuacién general y
visualizacién de la gréafica. Pero también se logré identificar que no se tenia una
conceptualizacién clara de ciertas caracteristicas fundamentales en una funcién
cuadrdtica como era el caso de la concavidad en la parabola, el corte con el gje Y,
la relacidén que existe entre las raices de la ecuacién y la grafica, y las coordenadas
del vértice. Aunque no realizamos una evaluacién posterior a los talleres, creemos
que tales conceptos fueron reforzados al observar la participacién, disposicién y
acttitud favorable de los estudiantes hacia cada una de las actividades.
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= Se logré que los estudiantes identificaran en la ecuacién que la condicién principal
para que la grafica fuera una pardbola debia ser a # 0, y que en caso contrario se
obtenia una recta, esto se logré gracias a la manipulacién directa de la construccién
a través del programa.

= La deduccién del vértice para cualquier parabola ayudados por la construccién
geométrica en el software fue de gran importancia para los estudiantes en el sentido
de que a pesar de ser una férmula mas, tiene su propia fundamentacion.

4.1. Recomendaciones

Con base a las conclusiones hechas anteriormente acerca de los resultados obtenidos por
los estudiantes, hacemos algunas sugerencias para tener en cuenta en trabajos posteri-
ores:

= Al realizar una prueba diagndstica enuncie una pregunta donde el estudiante rela-
cione la funcién cuadratica con diferentes parabolas. Esto para indagar que concep-
cion tiene el estudiante sobre los efectos geométricos que generan los parametros
a,by c sobre la grafica.

= Incluir en el Taller N°2 un enunciado en el cual el estudiante halle el vértice de una
pardbola en forma gréfica y algebraica. Esto con el fin de observar si el estudiante
es capaz de deducir las coordenadas del vértice para cualquier parabola.

= En el Taller N°3 incluir un enunciado donde el estudiante halle algebraicamente
las raices de una funcién cuadratica y las compare con las halladas graficamente
para esa misma funcién. Con esto se quiere que el estudiante compruebe que los
resultados obtenidos grafica y algebraicamente son iguales.

= Realizar una evaluacién final después de culminadas todas las actividades para
comparar los resultados con los obtenidos en la prueba diagndstica.
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