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SUMMARY

TITLE: DIFFERENTIAL FORMS AND MAXWELL’S EQUATIONS”

AUTHOR: LUZ JANETH LLERENA RAMIREZ ™

KEY WORDS: Differential forms, exterior algebras, exterior derivatives, Poincaré’s Lemma, Maxwell’s
equations.

DESCRIPTION

Investigation is based on the book: ”Differential Forms”by Harley Flanders, author who studied in
deep in the development of physical theories explained through exterior algebras. Differential forms
are mathematical objects that naturally appear under the sign of an integral. Next we will use the
differential forms to show a very famous physical equations.

We present a basic theory of differential forms, supporting in exterior algebras. Then we will introduce
the general theory of the differential forms and their properties to culminate with an application of
these forms. In the first chapter we establish a calculation of the differential forms, which has some
properties of internal consistency as variable change rule for multiple integrals. In the second chapter
we develop the theory of exterior algebras and its properties. In the last chapter we illustrate the way
of writing the Maxwell’s equations using this theory.

We will notice how the language of the differential forms let us to write easier well known electromag-

netic equations: ” The Maxwell’s equations”.
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TITULO: FORMAS DIFERENCIALES Y LAS ECUACIONES DE MAXWELL"
AUTOR: LUZ JANETH LLERENA RAMIREZ"™
PALABRAS CLAVES: Formas diferenciales, algebra exterior,derivadas exterior , Lema de Poin-

caré,Ecuaciones de Maxwell.

DESCRIPCION:
La siguiente investigacién esta basada en el libro ” Differential forms ”de Harley Flanders, autor que

profundizo en el desarrollo de teorias fisicas explicadas a través de algebras exteriores.

Las formas diferenciales son objetos matematicos que aparecen naturalmente bajo el signo de una
integral. En adelante utilizaremos las formas diferenciales para mostrar unas ecuaciones fisicas muy
famosas. Presentamos la teoria bésica de las formas diferenciales, apoyandonos en las algebras ex-
teriores. Luego introduciremos la teoria general de las formas diferenciales y sus propiedades, para
culminar con una aplicacién de dichas formas.

En el primer capitulo estableceremos un célculo de formas diferenciales,el cual tiene ciertas propie-
dades de consistencia interna como la regla de cambio de variable para integrales multiples. En el
segundo capitulo desarrollaremos la teoria de algebras exteriores y sus propiedades. En el ultimo ca-
pitulo ilustramos la forma de escribir las ecuaciones de Maxwell utilizando dicha teoria. Notaremos
como el lenguaje de las formas diferenciales nos permite mas facilmente la escritura de unas conocidas

ecuaciones electromagnéticas:” Las ecuaciones de Maxwell”
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Introduccion

Las formas diferenciales son objetos matematicos que aparecen naturalmente bajo el signo de una

integral. Por ejemplo, una integral de linea
/Adm + Bdy + Cdz,

nos dirige a la 1—forma

w = Adz + Bdy + Cdz.

Una integral de superficie

/ Pdydz + pdzdx + Rdzdy,

nos conduce a la 2—forma

a = Pdydz + pdzdx + Rdxzdy.

// Hdxdydz,

A = Hdxdydz.

Y una integral de volumed

nos conduce a la 3—forma

Todos estos son ejemplos de formas diferenciales de tres variables definidas en el espacio R3.

En un espacio n—dimensional, la cantidad bajo el signo de una r—integral es una r—forma en n
variables.

En la expresiéon a anterior, notamos la ausencia de términos en dzdy, dxdz, dydx los cuales sugieren
simetria o antisimetria.

Debemos establecer un cédlculo de formas diferenciales el cual tenga ciertas propiedades de consistencia
interna, una de las cuales es la regla de cambio de variables en una integral multiple. Nuestras integrales

son siempre integrales orientadas por tanto nunca tienen valores absolutos de jacobianos.



Consideremos por ejemplo la integral

// A(s,y)dzdy,

z = a(u,v),

con el cambio de variable

Yy = y(u7 U)'

/ / Az, y)dzdy = / / Al (, 0), (1, 0)] gg‘z Z; dudv,

de donde podemos escribir

Tenemos,

O, y) i
dxdy = dudv = | °* Y |dudv
A(u,v) T

Si y = x, el determinante tiene filas iguales y por tanto se anula. Si intercambiamos x y y, el determi-

nante cambia de signo. Esto motiva las siguientes reglas

dxdx =0
dxdy = —dydx
para multiplicacién de diferenciales.
En general, una r— forma en n variables x',--- | 2™ serd una expresién de la forma

1 . .
W= ﬁ Z Ail:u-,irdxll ce e da:-z'r7

donde los coeficientes A son funciones suaves de las variables y antisimétricas en los indices.
Asociamos a cada r—forma w una (r 4+ 1)—forma dw llamada la derivada exterior de w. Su definicién

serd dada de tal forma que la formula de Stokes sea vélida

/ w:/dw.
ox >

Aqui ¥ es una variedad (r + 1)—dimensional orientada y 0% es su frontera.

Una propiedad muy importante es el conocido Lema de Poincaré
d(dw) = 0.

En todos los casos esto se reduce a la igualdad de las derivadas parciales mixtas.



En esta monografia presentamos la teoria béasica de las formas diferenciales, para lo cual en el Capitulo
1 hacemos una presentacion de las dlgebras exteriores puesto que el conjunto de las formas diferenciales
es un algebra de este tipo. En el Capitulo 2 introducimos la teoria general de las formas diferenciales
presentando sus propiedades mas basicas. Finalmente, en el Capitulo 3 presentamos una aplicacion
de las formas diferenciales; vemos alli como el uso del lenguaje de las formas diferenciales facilita la

escritura de las famosas ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo.



Capitulo 1

ALGEBRA EXTERIOR

1.1. El espacio vectorial A’L

Sea L un espacio vectorial de dimensién n sobre los reales. Para cadap = 0,1,2,3,...,n construiremos
un nuevo espacio vectorial APL sobre R, llamado la p—ésima potencia exterior de L.

Definimos A’L =R y A'L = L. A%L es el esparto conformado por todas las sumas de la forma
Z ai(a; A Bi),
sujetas a las siguientes restricciones o reglas de reduccion
1. (@101 + aga) A B —aj(a; A B) —az(ag A B) = 0.
2. aA(bifi+bef2) —bi(a A Br) —ba(a A PB2) =0.
3. aha=0.
4. aNf+BNa=0.

Aqui los «; y los B; son vectores en L y los a; y b; son nimeros reales. a A 3 es llamado el producto
exterior de los vectores a y (5.

Si « y @ son linealmente dependientes, es decir 3 = ca, entonces
aNf=aA(ca)=claNa)=c-0=0.

En otro caso a A 8 # 0.



L . .., 0™ es una base de L entonces si

a:Zaiai y ﬁ:ijo'j,

Supongamos que o

tenemos que
alf= (Z ami) A (Z bjoj) = Zaibj(ai Aod).

Reordenamos esta expresion teniendo en cuenta que 6* Ag* =0y 0/ Ao = —c*Aog?, parai < jy

entonces obtenemos
alNfp= Z(aibj — ajbi)ai Aol
1<j
Por tanto, los elementos de A?L son combinaciones lineales de los 2-vectores

ot Ao, 1<i<j<n.

Es decir que estos 2-vectores forman una base de A%2L. De donde podemos concluir que la dimensién

(3)-

Usamos la misma idea para la construccién de APL, 2 < p < n, el cual es el conjunto de todas las

de A2L es

sumas formales

Za(al/\~-/\ozp); a€R, a; €L

sujetas a las siguientes reglas:

1. (aa+bB)NaaA...Nay =alaNagN...Noy)+b(BAaa ... ANay) y de igual manera si cualquier

«; es reemplazado por una combinacién lineal.
2. a1 A...ANap =0, sipara algin par de indices i # j, a; = «;.
3. a1 A... Ay cambia de signo si se intercambian cualquier dos «;.

La primera condicién implica que oy A... A ay, es lineal en cada variable y la tercera condicién implica

que si 6 es una permutacién de {1,...,p} entonces

gy, A Nag, = (signf)ar A... A ayp.

8



1

Sea o!,...,0™ una base de L. Similarmente a como se hizo en el caso de AL podemos construir una

base de APL de la siguiente manera: para cada conjunto de indices H = {hi,...,hy}, 1 < h; < hg <

--+ < hyp < n, definimos ol =M A-..o". Entonces los ¢ forman una base de APL y se tiene que

dim APL = (")
b

Si A € APL, entonces A = > ago!!l donde se suma sobre todos los conjuntos ordenados H.

También podemos sumar sobre todas las p—tuplas de indices introduciendo coeficientes antisimétricos.

1 . X
A= szhh...,hpa' AL AOTP,

donde b, ... p, €s un tensor antisimétrico y by, .. p, = ag para H = {h1,...,hp}, b1 < -+ < hy.
La propiedad 2 arriba implica que APL = 0, para p > n, puesto que si consideramos un p—vector

a=a; A---ANap € APL y lo escribimos en términos de una base ol,..., 0™ obtenemos
_ h1 hp
ayr N Nay = Qhyhpy0 " N NOTP.

Como p > n entonces en cada producto o' A--- A ¢ hay repeticiones y por tanto se debe anular, es
decir que en cualquier caso ay A--- Ay = 0.
Para definir una transformacion lineal f sobre APL es suficiente dar una funcién g de p—variables sobre

L tal que
(a) g es lineal en cada variable.

(b) g es alternante, esto es, g se anula cuando dos de sus variables son iguales y cambia de signo

cuando dos de sus variables son intercambiadas.

Entonces

flax Ao N ay) = glaa, ... 0p)

define a f sobre los generadores de APL.



1.2. Determinantes

Sea A una transformacioén lineal de L en si mismo. Definimos una funcién g = g4 de n variables sobre

L en si mismo, asi

gA:ﬁL—>A"L

=1

glag,...,an) — Aag A ... A Aap,

n
donde H L representa el producto cartesiano.
i=1
Como g es multilineal y antisimétrica existe una funcional lineal f = f4

fa:A"L — A"L

tal que

falar Ao ANay) = galan, ..o ) = Aag A -+ - A Aay,.

Como A™L tiene dimensién 1, las tnicas transformaciones lineales sobre este espacio son multiplicar

por un escalar, en nuestro caso particular representamos el escalar por \A|, tenemos entonces
Aoy Ao o NAq, = [Al(ar Ao A ag).

Llamamos al nimero |A| el determinante de A.

Debemos observar que esta definicién es independiente de la representacion de A. Ademés, observemos

que
|ABl(cr A---Nay) = (ABag)A--- A (ABay)
= |A|(Bai A--- A Bay)
= |A||B|(a1 A+ A ay).
Por tanto,

|AB| = |A]|B|.

1.3. El producto exterior

Nuestros espacios APL han sido construidos con un proceso de multiplicacion llamado multiplicacion

exterior y que denotamos por A. Si u € APL y v € AL entonces u A v € APT4L, el cual se anula por

10



definicion si p 4+ g > n:
A: (APL) x (AL) — APTIL

(1, v) — pAUV.
Es suficiente definir A sobre generadores y aplicar las propiedades béasicas citadas en la seccién 1.1

para extenderlo a p—vectores y g—vectores:
(AN Nap) N(BL A ANBy) =1 A=~ ANap ABL A+ A By.
Este producto exterior tiene las siguientes propiedades
(1) AN (p+B8)=AAp+ANB.
(2) AN (A B) = AAp) AB.
() uAX=(=1)PINA p.

Ejemplo 1.1. Consideremos para L el espacio vectorial de las formas diferenciales Q*(R?). Se acos-

tumbra omitir el signo de multiplicacién exterior A, esto es, dedy = dx A dy.

(a) La propiedad (3) anterior nos dice que cualquier dos formas de grado impar anticomutan y en

otro caso conmutan. Para ilustrar esto veamos el siguiente ejemplo

(Adzx) A (Bdzdydz) = (=1)'3(Bdxdydz) A (Adx) = —(Bdxdydz) A (Adz).

(b) (Adz+ Bdy+Cdz) A(Edz+ Fdy+Gdz) = (BG—CF)dydz+ (CE— AG)dzdx+ (AF — BE)dydz,

que ilustra el producto vectorial de dos vectores en R3.

(¢) (Adzx + Bdy + Cdz) A (Pdydz + Qdzdx + Rdxdy) = (AP + BQ + CR)dxzdydz , que ilustra el

producto interno de dos vectores en R3.

1.4. Transformaciones lineales

Sean M y N dos espacios vectoriales de dimensién m y n respectivamente. Sea o!,0?,...,0™ una
base para M y 7,72, ... 7" una base para N. Sea
A: M — N

11



una transformacién lineal. La aplicacién

p
HM—>APN
1

(a1,...,ap) — Ao A ...\ Aay,
es multilineal y alternante, por lo tanto define una transformacién lineal de APM en APN la cual
denotaremos por APA.

Esta p—ésima potencia exterior de A es definida sobre generadores por
(APA) (a1 A=+~ Nay) = Aag A -+ A Aay,.

Supongamos que A estd representada por la matriz m x n de (a}) tal que

Aot = E a;-TJ.

Los o1 y o forman bases para APM y APN respectivamente, donde H y K son conjuntos ordenados

de p—indices. Tenemos que

(APAY ol = AoM A A Ache
= ZaZ’i...aZ:’Tkl/\.../\Tkp

= Y allrK,

Por lo tanto, AP A es representada por la matriz (a%) de todos los menores p x p de A = (az)
Supongamos que L, M y N son tres espacios vectoriales y A: M — N, B: L — M transformaciones

lineales. Entonces, AB: L — N. Veamos ahora cual es la matriz de AP(AB):

AP(AB)(ou N ... Nay) = (ABag)A...N(ABay),

= (APA)[(Bai) A ... A (Bay)l,
(APA)[(APB) (a1 A ... Aoy,

= [(APA)(APB)|(a1 A ... Aay).

Por lo tanto,

AP(AB) = (APA)(APB).

12



Otra propiedad importante es que si w € APM y n € AYM entonces
(APT2A)(w A n) = (APA)(w) A (ATA) ().
Verificamos esto solo para monomios. Sean w = a1 A... Aap y 1= B A... A\ [, entonces

(APTIAY(wAn) = (APTIA) (a1 Ao Aap ABLA .. A By),
= (Ao A...NAap) N(ABLA ... NABy),
= (APA)(w) A (ATA)(n).

1.5. Espacios con producto interno
Un producto interno en un espacio vectorial L es una funcién
(w): LxL — R
tal que
L ((a+b)a, §) = ala, B) + bla, B).
2. (a,(a+0)B) =ala,B) + bla, 5).

3. (a,8)=(B,0).
4. Si (a, ) = 0 para todo [ entonces a = 0. (El producto interno es no degenerado).

Ejemplo 1.2. Algunos de los productos internos mas usados son:

(a) El producto interno euclidiano sobre R™: si a = (ay,...,a,) y 8 = (b1,...,b,) entonces

(aaﬁ) =aiby + -+ anbp.

(b) El producto interno de Lorentz en R*: si o = (ay,a2,a3,a4) y 3 = (b1, ba, b3, by) entonces

(o, B) = a1by — azba — azbs — asbs.

Una base o!,...,0" de L es ortonormal si (¢%,07) = 4§,

Si hay r signos méas y s signos menos entonces r +s = n y t = r — s es la signatura del producto

interno, esto no depende de la base escogida.

13



Teorema 1.1. Todo espacio vectorial con producto interno L tiene una base ortonormal.

Demostracion. Si dim L > 0 existe un vector o € L tal que (o0,0) # 0; puesto que si («, ) = 0 para

todo «, entonces
0=(a+p,a+p)=(a,a)+2apB)+ (8,8) = 2(, B).

De donde se concluye que («, 3) = 0, para todo «, 3 € L, lo que contradice la no degenerancia del
producto interno.

Escojamos una secuencia maximal o', ..., ¢" de vectores que satisfacen
(o', 07) = +6Y.

Sea M el subespacio de L generado por estos vectores, entonces dim M = r. Vale la pena senalar que
los vectores o* son linealmente independientes pues Y a;0° = 0 implica Y. a;(0?,07) = 0, de donde se
concluye que a; = 0 para todo j.

Supongamos que r < n. Sea N el complemento ortogonal de M, esto es, N es el subespacio de L
formado por todos los vectores (3 tales que («, ) = 0, para todo a € M. Como N es determinado por
las r relaciones (0%, 3) = 0, entonces dim N > n — r. Pero como, obviamente, M N N = {0} entonces
dimN =n—r.

N mismo es un espacio con producto interno relativo al producto interno de L; para verificar esto
solamente es necesario verificar la propiedad de no degenerancia. Supongamos que 5 € N es tal que
(v,8) = 0, para todo v € N. Pero como («, 3) = 0 para todo o« € M, entonces (a, 3) = 0 para todo
a € L, por tanto = 0.

De forma similar a lo que vimos al comienzo de la demostracién existe un vector @ € N tal que
(o, ) # 0. Hacemos

0™ = af|(a, )"

1 r+1

y asi hemos construido una secuencia o-,...,0 mas grande que la secuencia maximal tomada

inicialmente. Como esto es imposible concluimos que r = n, lo cual completa la demostracion. O

Teorema 1.2. Sea f: L — R. Entonces existe un tinico 3 € L tal que f(a) = (a, 3).

1

Demostracion. Sea o, ..., 0™ una base ortonormal, llamamos b; = f(c") y tomamos

8= Z:I:bjaj = Z(Uj,aj)bjaj.

14



Entonces

O

Extendemos el producto interno sobre L a APL asi: para los p-vectores

A=aiNag---ANapy pp= 01 AB2A---[Bp definimos

(A, p) = det[(a, 55)].

Esta definicion funciona bien porque el determinante es una funcién multilineal alternante. Lo que
hemos definido es una funcién de valor real sobre el esparto (APL) x (APL) la cual es lineal en cada
variable, ademas (A, ) = (u, A) porque al intercambiar filas y columnas, es decir transponer, de una
matriz su determinante no cambia.

La no degenerancia de este producto interno se ve mas facilmente calculandolo con respecto a una
base ortonormal. Sea ¢!, ..., " una base ortonormal de L entonces los !, con H = {hq, ha,- - Jhy

hi < hg < --- < hp}, forman una base de APL. Tenemos que
(o, o5 = det[(ch, o).
Si H # K entonces (o1, 0%) = 0 puesto que el determinante tiene una fila y una columna de ceros .
Si H = K los tunicos elementos que no se anulan son los de la diagonal y estos son +1, por lo tanto
(UH,UK) = g K

Asi que los o forman una base ortonormal de APL y por tanto el producto interno es no degenerado.

En particular 0 = ¢! A... A 0™ es una base ortonormal de A"L y
(0,0) = (o%,0%) -+ (a",0") = (-1)=

donde ¢ es la signatura de L.

1.6. El operador estrella de Hodge

Sea L un espacio vectorial con producto interno. Debemos tomar una orientacion fija de L, lo cual

significa que tomamos una base para L y solo consideramos otras bases que son expresadas en términos

15



de ésta por una matriz con determinante positivo. Un espacio vectorial tiene dos orientaciones y
tomamos una de ellas. Solamente usamos bases coherentes con la orientacién escogida.
La orientacién de L determina una base ortonormal o de A" L.

Tomamos A € APL fijo, la aplicacién

APL — A"L
I — AA L

es una transformacion lineal. Podemos escribir

AN p = fa(u)o,

donde fy : A" PL — R es lineal.

Por el teorema 1.2 existe un tnico x\ € A" PL tal que

AN = (x\, p)o.
Esta ecuacion define el operador estrella u operador de Hodge
«: APL — A"PL

el cual es evidentemente lineal. Por la linealidad de *, el cdlculo de *A para generadores de APL es
suficiente hacerlo para A = o' A ... AP, donde ¢',...,0" es una base ortonormal de L. Sea K que

varia sobre conjuntos de ¢ = n — p indices, entonces
AN B = (x\, 0)o.
El lado izquierdo se anula salvo para K = {p +1,...,n}, por tanto
A =coPTE AL A"
y la constante ¢ se determina tomando K = {p+1,... n}:
oc=AA" =¢(c¥, 050,

de donde ¢ = (6%, 05) =41y

s\ = (o, o)k,

16



Para H ={1,...,p} y K={p+1,...,n} hemos probado que
solfl = (o, o%) ok,
Ahora o8 Aol = (%05, 0o, de donde

xo = CO’H, ¢ constante.

Ademis, (—1)P("Pg = (1Pl A oK = (56K oo = (o, 0" )o. Luego,

Por tanto,

donde ¢ es la signatura de L

Por tanto, para todo o € APL

n—t

sk o= (—1)PPH g,

Ahora, si a, 8 € APL entonces

a0 = (xa,*f)o = (x0, xa)o = B A *a.

Probaremos que a A %3 = (—1)%(a, B)o. Por la linealidad de * basta hacerlo para generadores.

B = o entonces para que no se anule a ambos lados de la igualdad, a debe ser igual a o y asf

BAxa = ol A(cE o)oK,

Si



Ejemplo 1.3. Tomemos el 4-esparto con coordenadas normalizadas, asi que
dx',dz?, dz3, dt es una base ortonormal con (dz’,dx’) = 1y (dt,dt) = —1. Tenemos entonces que
n=4t=2y (_1)%4 = —1. Estudiaremos algunas 2—formas, entonces tomamos p = 2 y en este caso

p(n — p) = 4. Por tanto,

dzidt A (daidt) = (—1)"7 (da'dt,dzidt)dz'dz?dzdt
= (=1)(=1)dx'dz®dz3dt
= datdz?dz3dt

Entonces *(dz'da?) = daz’/dx*, donde (i, j, k) tiene orden ciclico. Asf *(dz/dx*) = (—1)°dz’dt = —dx'dt.

Ejemplo 1.4. Sea R3con la métrica usual. Si f y g son funciones entonces

af  of of

_9f of of
xdf = axdydz + By dzdx + 52 dxdy.
De donde,
_ (9199 9199  0f0g
df N xdg = <8x8x+ 8y8y+ 92 02 dx dy dz.
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Capitulo 2

LA DERIVADA EXTERIOR

2.1. Formas diferenciales
Sea P un punto en R”, las 1-formas en P son las expresiones de la forma

n

Zaidx’, a; constantes.

1
El conjunto de 1-formas conforman un espacio vectorial n—dimensional L = L,. Las p-formas en P
son los elementos de

APL = APL,,
es decir, expresiones de la forma
S e s
agax™ ...dx"?, apg constantes.

Note que eliminamos la notacién “A” por lo tanto los diferenciales dz’ yuxtapuestos siempre serdn
multiplicados por el producto exterior.
Ahora, sea U un dominio (abierto) en R™. Una p-forma sobre U se obtiene escogiendo suavemente en

cada punto P € U una p—forma. Asi una p—forma, w tiene la representacion

w = ZaH(xl, oy ) da

donde las funciones ay son funciones suaves o diferenciables sobre U.
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El algebra exterior se aplica en cada punto de U y asi puede ser aplicado para las formas diferenciales
sobre U. Asi si w es una p—forma y 1 es una ¢—forma sobre U, entonces w A 1 es una (p + ¢)—forma

sobre U. Por supuesto w An =0, si p+ ¢ >n. Si

w = ZaHde, n = ZbKda:K
entonces
wAn= Z aHbdedeK
de tal forma que los coeficientes de w A 1 son de nuevo funciones suaves.

Ejemplo 2.1. Una 1-forma
w = Pdx 4+ Qdy + Rd=z

puede ser identificada con un campo vectorial ordinario (P, @, R) en R? y una 2-forma
a = Adydz + Bdzdx + Cdxdy

puede ser identificada con un campo vectorial polar en R3.

2.2. Derivada exterior

Denotamos por FP(U) el conjunto de todas las p-formas sobre U. En particular, F°(U) es simplemente
el conjunto de todas las funciones suaves sobre U.

Definimos ahora una operacién d la cual toma cada p—forma w y la convierte en una (p + 1)—forma de
dw. En R? funciona de la siguiente manera. Para una 0-forma f

f of of 4

Goda+ ody + o de

0
d_
f oy ox

Para la 1-forma w = Pdx 4+ Qdy + Rdz se define por

OR 0Q OP OR 0oQ oP
dw = <8y 8z)dd +<3z 3:r>dd +<8x ay)dazdy.

Mientras que para la 2-forma o = Adxdy + Bdzdx + Cdxdy se define de la siguiente manera

0A 0B 0C
da = <% + 8_ + 8_Z> dxdydz.
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La definicién de d es completamente independiente del sistema de coordenadas; esto serd mas o menos
claro cuando axiomaticemos d.

Debemos entonces establecer la existencia y unicidad de un operador
d: FP(U) — FPTHU)
tal que
(i) dw+mn) = dw+ dn.
(i) dANAp) =dXA p+ (—1) 9N A dp.
(iii) Para cada w, d(dw) = 0.

(iv) Para cada funcién f

Notemos que degA corresponde al grado de A.

Primero probaremos que existe una tinica operacion d. Demostraremos inicialmente que

d(dz™ - - da") =0

por induccién sobre p. Consideremos una 1-forma w = Pdx + Qdy + Rdz, sabemos que

_(OR 0Q OP OR oQ OP
dw = <6y 82) dydz + <8z 8:):) dzdz + <8x 8y> dxdy,

entonces aplicando de nuevo la derivada exterior tenemos

d(dw) = L% <8R 8@) + % (8P 8R> + 0 (8_@ — 8—P>} dxdydz = 0.

or Oy
Es decir que la propiedad se cumple para p = 1.

oy 0z

0z ox

0z

Supongamos ahora que la propiedad se cumple para p — 1, entonces por (ii)
dlz™M (dzh? - . - dah)] = dahrdahs - - - dahe,
de donde tomando nuevamente derivada exterior obtenemos
d(dzMda"? - - - dzhe) = d(d(z" dz"2 - - - dz")) = 0.
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Ahora si w = Y agdr es una p-forma entonces
dv = Y. d(agdz™),
= Y. d(ag)dr
= S Oagridridx™,
lo cual muestra que las propiedades (i) a (iv) determinan completamente a dw. Para probar la exis-

tencia de un tal operador d, simplemente hacemos
dw = Z dapx’ dx’ da™
para w = Y agdr y comprobamos que las propiedades se satisfacen. Las propiedades (i) y (iv)

son completamente claras, veamos que pasa con (ii) y (iii). Evidentemente, si verificamos esto para

monomios las propiedades se verifican por sumacién. Supongamos que
A = adz?, p = bdx™
entonces
d(\ A p) = d(abz dz™)
b )
= Z O(ab) ) dr'de da™
8
= Z 2 bdatdada™ + Z a—da: o da
= Z —bdx”dx A (bdz™ )+
(—1)(degd) Z(adx YA (=— ob dztde™)
oxt

= (dN) A+ (=1 NN A dp.

El signo resulta de

dridaf = (=1)de9N) gzt da.

Asf hemos probado (ii). Nuevamente, sea w = adz, entonces

da . ;
d(dw) =d < D —dz'dz >
d%a oo
— 7 i .. H
D2ia] dz’dx'dx
1 d%a d%a
= — j
2 Z <8xi8$3 8x’3xﬂ> o da'd™
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lo cual verifica (7i7).
La propiedad (iiz) no es mas que el equivalente de la segunda derivada parcial mixta. Esta es la fuente
de la mayoria de las “condiciones de integrabilidad” en ecuaciones diferenciales parciales y geometria

diferencial y es usualmente llamado el Lema de Poincaré.

2.3. Transformaciones

Ahora, estudiaremos la siguiente situacién: U es un dominio en R™, V es un dominio en R" y ¢ es

una aplicacion suave de U en V. Escribiremos

U — V.

1

También denotamos por z!,...,2™ las coordenadas de R™ y por y',...,4" las coordenadas de R".

Entonces podemos escribir
: _—
yz :yz(x )" ’mm)
para mostrar que el punto con coordenadas X = (x!,... 2™) es transformado por ¢ en el punto con

coordenadas Y = (y!,...,y"). Las funciones y*(x) son suaves.

Si g es cualquier funcién de valor real definida sobre V

g:V—R,

entonces podriamos combinar esta con ¢ para obtener una funcién de U en R, la cual escribimos

¢*'g=go¢.
Asi, de esta manera tenemos una aplicacién
¢* = F)(V) — F°(U).

Es decir que a partir de una aplicacién ¢ de U en V hemos construido una nueva aplicacién ¢* de

FO(V) en FO(U). 5

U ——

%
g

¢>*g=9°k\ \
R



Definiremos ahora una aplicacion ¢* que toma p—formas sobre V' y las envia en p—formas sobre U
¢*: FP(V) — FP(U).

Estrictamente hablando deberiamos indicar ¢* y escribir ¢, p=0,1,... pero en este trabajo simple-
mente usaremos ¢*.

Hemos tenido especial cuidado para el caso p = 0. El caso crucial es para p = 1; después de hacer esto
las consideraciones algebraicas del Capitulo 1 haré el resto del trabajo.

La idea béasica es la sustitucién de las funciones coordenadas, reemplazando dy* por

De esta manera si w = Y a*(Y)dy’ es una 1-forma sobre V hacemos

grw=Y a(Y(X ))gzj da

y asi obtenemos

¢ : FL(V) — FYU).

Aplicando el método usado en la Seccién 1.4 , extendemos esta aplicacién a los productos exteriores
y obtenemos las aplicaciones

o*: FP(V) — FP(U).

Como un ejemplo veamos el siguiente caso

¢*(dy'dy?) = (¢*dy" ) (¢*dy?)

2@% ) (Z550)
oyt oy?
ozt OxJ

—Z_datdx?

_ i 1.7
= Z a( .TUZ xJ d;v dx’.
Las propiedades bésicas de ¢* son:
(1) ¢"(w+n) =9 w+ ™.
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(2) ¢*(ANAR) = (6"A) A (67 1)

(3) Si w es una p—forma sobre V' entonces
d(¢*w) = ¢"(dw).

(4) Si¢p: U — V y ¢p: V — W son transformaciones entonces
(o) =g oy

La primera propiedad es evidente y la segunda se sigue de la férmula final de la Seccién 1.4 . La
propiedad (3) es esencialmente la regla de la cadena para derivadas parciales. Primero tomemos una

0—forma g sobre V
dg = ¥ g
oyl 7

dg(Y (X)) 9y’
oy Oxt

(o* :
= Z%dﬂ:dqﬁ*g.

Razonamos por induccién, supongamos que hemos probado (3) para (p — 1)— formas y verifiquemos

¢*dg = 3. da,

que (3) se cumple para p—formas. Tomamos una p—forma w monomial puesto que cada p—forma es una

suma de ellas. Supongamos entonces que

w = gdy™ = gdn,
donde n = yMdy"? - - - dy es una (p — 1)-forma. Entonces,

P*w = (¢*g) (¢ dn) = (¢"g) A (dd™n),
d(¢*w) = d(¢*g) Nd(¢™n),

dw = dg A dn,
¢*dw = (¢*dg) N (¢*dn),
= d(¢*dg) A d(¢"dn),

=d(¢*w).
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Veamos ahora como se prueba la propiedad (4). Para una 0-forma (funcién) h sobre W tenemos

[(¢ 0 ¢)"h(X) = h[(¢ 0 ¢)(X)] = R{v[6(X)]}
= [V h][p(X){ " [¢ h]}(X)
= [(¢" o ¥")h](X).
Por lo tanto,
(Yo @)h = (¢" o™)h.
El resto de la demostracion se hace por induccion de forma similar a como se hizo para probar la

propiedad anterior.

Todo esto implica que uno puede sustituir directamente las expresiones para las coordenadas z* sobre

w

v— vy PY(U) +—— FY(V)
Yo v (Yop)*=(¢p* o) v
w FP(W)

en términos de las coordenadas z? sobre U, o indirectamente pasando primero a través de las funciones
coordenadas gy’ de V.
Ejemplo 2.2. 1. Consideremos la transformacién
¢: R!' — RZ
t o (z,y) = (£,
Sea la 1-forma w = xdy sobre R?, entonces

dy
ko (42 _ 4
Prw=(t )_375 dt = 3t dt.

2. Si ahora tomamos la aplicacion

(@,y) — t=z-y
entonces

Y*(dt) = dx — dy.
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Finalmente, observemos que si m < n, ¢ es una aplicacion de un dominio U de R™ en un dominio V'

de R™, w es una p—forma sobre V' y p > m, entonces necesariamente ¢*w = 0.

2.4. Cambios de coordenadas

Apliquemos los resultados de la seccién anterior al caso especial en el cual U y V' son ambos dominios
de R y ¢ es una aplicacién uno a uno de U en V con ¢ y 1) = ¢~ ! suaves. Nétese que esto no siempre
ocurre pues por ejemplo la transformacién x — y = 23 de R! en R! es suave pero la transformacién

inversa y — 2 = y'/3 no es suave ya que no es derivable en y = 0.

U—¢>V V—¢>U
\% \‘¢
U Vv

En cada uno de los diagramas anteriores ¢ es la transformacion identidad, ¢(X) = X. Entonces tenemos
que ¢* es una aplicacién uno a uno de FP(V') en FP(U) y su inversa es 1)*.

Si interpretamos las coordenadas Y de V' como coordenadas nuevas sobre U, el resultado

do*w = ¢*dw.

significa que la derivada exterior de una forma diferencial es independiente del sistema de coordenadas

en el cual es calculada.

Ejemplo 2.3. (Un ejemplo de mecanica)

Este problema fue tomado de [3]. Trabajaremos en una region con coordenadas (X,U) = (z1, -+ , Tp, U1, - -

Consideremos una funcién dada
¢ =¢(X,U)
la cual suponemos que es homogénea de grado 2 en la variable U, por ejemplo, una forma de energia

cinética ) aj;j(x)u;u;. Sea
99

pi = ou;’

Asumimos que la transformacién (X,U) — (X, P) define un cambio regular de variables, luego pode-
mos escribimos

¢(X) U) = ¢(X, P)
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El problema es probar las relaciones

o 0 o
ox;  Ox; O

= u.

La prueba depende de dos cosas, la férmula de Euler para funciones homogéneas que en nuestro caso

implica

esto es,

Z Prup = 2¢7

y el hecho de que las relaciones exteriores son independientes de como son derivadas.

Tenemos que

dp = Z Ry Z => 5 —dx@ +> prduy

2d¢ = prduy, + > updpy,

luego restando estas dos ecuaciones obtenemos

— Z gf dx; + Z Updpg.

El resultado se sigue del hecho que ¢ = y

0 0
dy = 8—f-d$i+za—w

2.5. Reciproco del Lema de Poincaré

El lema de Poincaré, d(dw) = 0, tiene estas interpretaciones en el 3—espacio
rot(gradf) = 0,
div(rotV) = 0.

En andlisis vectorial uno prueba que un campo vectorial libre de rotacional es un gradiente por
integrales de linea y que un campo vectorial libre de divergencia es un rotacional, usualmente por el

método de fuerza bruta.
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Vamos ahora a probar el siguiente resultado general. Si w es una p—forma (p > 1) y dw = 0 entonces
existe una (p— 1)—forma « tal que w = dav. El resultado es dificil si p > 1 porque existen muchas solu-
ciones. También el resultado es valido solo en dominios que no sen muy complicados topoldgicamente.
La demostracién esta basada en la construccién de un cilindro. Iniciamos con un dominio U en R".

Notemos por I = [0, 1] el intervalo unitario en el eje ¢ y consideremos el cilindro o espacio producto

IxU={(tX):0<t<1 y XeU}
Consideremos las siguientes transformaciones

jll U — IxU joi U— I xU

las cuales identifican a U con la tapa y el fondo del cilindro.

De esta manera obtenemos las aplicaciones
ji FP(I xU) — FP(U), 1=0,1.

Por ejemplo, para la forma jjw donde w es una forma diferencial sobre I x U, simplemente sustituye

t por 1 si esto ocurre en w.

t
1
I xU
0
/// \\\

R \_/\IJJ
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Definimos ahora una nueva aplicacién
K :FPPY I xU) — FP(U);
K es definida sobre monomios por las formulas
K(a(t, X)dz) =0,
K(a(t, X)dtdz”) = (/01 a(t, X)dt> dx”,
y sobre las formas diferenciales generales sumando los resultados sobre las partes monomiales. La

propiedad bésica de K es: Siw es cualquier (p + 1)—forma sobre I x U, entonces

K(dw) + (d(Kw)) = jlw — jow.(*x)

Para verificar esto es suficiente hacerlo para monomios.
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Caso 1:w = a(t, X)dz".

Tenemos Kw =0, dKw = 0,
dw = a—(tldtdxH + [términos que no dependen de dt]

Kdw = (/01 %dt) dzfl = [a(1, X) — a(0, X))dz

Pero jiw = a(1, X)dz", jiw = a(0, X)dz', de esta manera la férmula es valida.
Caso 2 : w = a(t,v)dtdz?.

Primero jjw = jjw = 0. Entonces,

Kdw=K [— Z %dtdxida:q

1
_y < / a—a.dt> daide,
0 axz

B, 1 .
— Z o [/ a(t,X)dt} dxtdz’
0

1
— < / 6a‘ dt) dxid:nJ,
0 a.fl

Diremos que un dominio U es deformable a un punto P si existe una aplicacién

asi la formula de nuevo funciona.

¢ IxU—U
tal que

¢(1,X) = X,

$(0,X) = P.

Las condiciones de frontera pueden ser interpretadas en términos de las j; asi
goji=1, ¢ojo=P.
Para una (p + 1)—forma w sobre U tenemos como consecuencia que
jilo*w]=w,  jglo*w] = 0.
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Ahora podemos enunciar y probar el resultado principal: Sea U un dominio en R™ el cual puede ser
deformado a un punto P. Sea w una (p + 1)—forma sobre U tal que dw = 0. Entonces existe una

p-forma o sobre U tal que

w = da.
Para probar esto simplemente sustituimos ¢*w en la férmula (**) y obtenemos
Kld(¢*w)] + d[K(¢"w)] = w.

Pero d(¢*w) = ¢*(dw) = 0, entonces w = da con o = K(¢*w).

Es interesante ver que tan lejos la soluciéon de la ecuacién da = w estd determinada. Si 3 es otra
solucién, entonces dff = w = da, d(a — 3) = 0. Si p > 1, podemos concluir por el resultado principal
que o — 3 = dA. Donde dX es una (p — 1)—forma. En otras palabras, dada una solucién «, la solucién
general es a — dA, donde \ es arbitraria. Cuando p = 0, a y § son funciones y concluimos que a — 8

es constante.

Ejemplo 2.4. Ilustremos este método para el caso n = 3, p = 2. Tomamos entonces una 2—forma en
RZS
w = Adydz + Bdzdx + Cdxdy,

para la cual dw = 0, es decir
04 0B 0oC _
or Oy 07

El esparto R? puede ser deformado a 0, para lo cual usamos la aplicacién

0.

ot x,y,z) = (tz, ty, tz).
Probemos entonces que w = da donde

a=KpAw.
Primero calculamos ¢*w:
¢F = Atz ty, tz)d(ty)d(tz) + - - -
= A(tx,ty,tz)(tdy + ydt)(tdz + zdt) + - - -

= A(tx, ty, tz)(yt dt dz — 2t dt dy) + - - - + (términos independientes de dt).
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Ahora tenemos

1 1
a=K(¢p*'w) = (/ A(tx,ty,tz)) (ydz — zdy) + </ B(tx,ty,tz)) (zdx — zdz)
0 0
1
+ (/ C’(tx,ty,tz)) (xdy — ydzx).
0
Un célculo directo muestra que da = w.

Finalmente, observemos que para
w = Adydz + Bdzdx + Cdzdy,

el problema de encontrar

o = Pdz + Qdy + Rdx

tal que

do = w

es equivalente a encontrar las tres funciones de tres variables P, (),R que satisfacen el siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales parciales

OR _ 0Q _
oy o =4
oP OR __
9 — oz =B
oQ oP __
o oy =G

donde las funciones dadas A, B, C' estan sujetas a la condicién necesaria

0A n 0B n oCc 0
or 0Oy 0z

Debemos resaltar que este sistema puede ser resuelto por una férmula explicita que involucra cuadra-
turas. En general, la teoria de formas diferenciales exteriores involucra muchos tipos de sistemas de

ecuaciones diferenciales parciales los cuales se pueden reducir a sistemas de ecuaciones diferenciales

ordinarias y a menudo resueltas por cuadraturas.
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Capitulo 3

LAS ECUACIONES DE MAXWELL

En este ultimo capitulo presentamos en una forma elegante, usando el lenguaje de las formas diferen-
ciales, las famosas ecuaciones de Maxwell de la teoria electromagnética.

En la teoria de campo electromagnético clasico se trabaja con las siguientes cantidades
= F: Campo eléctrico.
= H: Campo magnético.

= B: Inducciéon magnética.

J: Densidad de corriente eléctrica.
= D: Desplazamiento dieléctrico.
= p: Densidad de carga.

2

Estas son funciones de las variables espaciales z!, 22, 23 y la de tiempo t.
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En el lenguaje vectorial las ecuaciones de Maxwell se escriben asi:

10B

(i) VxE = ——%—t. (Ley de induccién de Faraday)
c

. 4m 10D

(ii) VxH = ?J + P (Ley de Ampere)

(iii) V- D = 4mp. (Continuidad)

(iv) V- B = 0. (No existencia de verdadero magnetismo)

Aqui c representa la velocidad de la luz. Debemos representar éstas ecuaciones en el lenguaje de las

formas diferenciales. Para esto hacemos

a = (Eidz' 4 Eydax? + Ezdr3)(cdt) + Bidx?da® + Boda?ds' + Badr!dx?,

B = —(Hpdx'+ Haydx?® + Hsdx?)(cdt) + Dydx?dx® + Doda®dxt + Dydxtda?,

v = (Jida?da® + Jodxddat + Jzdxldx?)dt — pdxtdx?da’.

Veamos que las ecuaciones (i) y (iv) son equivalentes a la ecuacién
da = 0.

Entonces,

da = d(Eidzt + Eyda? + Esda®)(cdt) + d(Bida?da3+

+Badx3dx' + Bsdx'dx?),

= c(d(Erdxt) + d(Eydx?) + d(Esdx®))dt + d(Bidz?da?®)+

+d(Badx3dxt) + d(Bsdztda?),
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da = C(de dzx +$dx dx +mdx dx +@dx dz* +

OFEs 1,3 OF3 5 4 OB1 , 1, 9,3 0By o 4
+ %da: dx +de dx” | dt + ﬁdx dr’dx —|—de dx’dx+

OBs 3. 1, o5 0B 2,3, 0B 3 7.1
93 dz’dz dx” + 5 dtdx dz> + 5 dtdz dz" + BN

B
+ @dtdxldx%

B 0Fs B 0E, 0B3 1.4.9 0F5 B 0F, B 0B85 1.3
= [c <8x1 8:52) + 5 } drrdx*dt + |c 5l 93 5 dx'dx’dt+

[C <3E3 - 0E2) N 031] et + <831 L 9B 8B3> dat da2da.

0z 0z Ot Ozt 02 0z3
De donde
OBy OE; N OBy  (0E3 0B\ 0By (03 0F N OB1 0
“Norl ~ 922 ot~ “\ ozt~ 943 ot ~ “\ 922~ 943 at
y

0B1 0By 0Bjs

Ox! + 0z? + ord 0-

De igual manera df + 47y = 0 representa las ecuaciones (ii) y (iii). Aplicando d a la dltima ecuacién

obtenemos dy = 0, que en notacién vectorial esto es

divJ+% =0.

De la ecuacién da = 0, por el lema de Poincaré se tiene que al menos en una regién del espacio—tiempo

la cual puede ser deformada a un punto existe una 1-forma A tal que dA = «. Introducimos el vector

potencial A y un escalar Ag asi

A = Aydzt + Asda® + Asda® + Agedt.

La ecuacion d\ = « en forma vectorial es

VxA=D0B,

10A
Ag—-——=F

VAo c Ot
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En esparto libre se tiene que

10H
F=——— -E=0
vX cata v )

10F
VxH=——— V-H=0

X c ot’

Introducimos la métrica de Lorentz en el 4—esparto, esto es
(da',dx’) = 6%, (da',cdt) =0, (cdt,cdt) = —1.

Entonces dz', dz?, dz?, cdt es una base ortonormal. La signatura es 2, de donde

(o) = x(Eydz(cdt) + Fodx?(cdt) + Esda’(cdt) + Hydz?da?,
+ Hydz3da' + Hsdx'dz?)

= Eyda?da® + Eodadda' 4+ Esdaxtdx® — (Hidx'(cdt) + Hodx? (cdt) + Hada?(cdt)).
O sea xa = [y dB = 0 entonces las ecuaciones de Maxwell en espacio libre son

da=0

d(xa) = 0.
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