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Resumen

Titulo: Sistemas Dindmicos Aplicados a Campo Vectoriales en el Marco de la Teoria de Horndeski.

Autor:

Andrés Américo Navarro Leon

Palabras Clave: Cosmologia, Galileones, Sistemas dindmicos, Campos vectoriales, Energia oscura, Inflacion.

Descripcion: Las observaciones cosmoldgicas son consistentes con un universo homogéneo e isétropo a grandes escalas lo

cual favorece ampliamente el uso de campos escalares como generadores de los periodos inflacionarios primordial y
tardio. Sin embargo, existen en la naturaleza campos de espin superior y éstos pueden ser relevantes en los procesos
cosmoldgicos. Con base en la idea de que todo sistema fisico debe poseer un Hamiltoniano acotado por debajo, se
estudian las consecuencias cosmoldgicas de la teoria de Horndeski vector-tensor para campos vectoriales cuya accion
posee simetria global SU(2). En particular, se analiza el Lagrangiano de Einstein-Hilbert mds Yang-Mills junto con
una de las piezas del Lagrangiano que contiene productos del tensor S (la version simétrica del tensor de esfuerzos del
campo de gauge). Se ha encontrado un punto critico asociado a este modelo correspondiente a un periodo prolongado
de expansion acelerada. Este es un punto de silla, es decir, representa un estado transitorio del sistema dindmico por
lo que el periodo inflacionario llega naturalmente a su fin, siendo éste reemplazado por un periodo dominado por la
radiacién en virtud al término de Yang-Mills. Desafortunadamente, el minimo monto de expansién requerida para
solucionar los problemas clasicos de la cosmologia estindar depende sensiblemente del valor de las constantes de
acoplamiento en la accién. En contraste, se encuentra también un comportamiento asintético y de auto ajuste fino,
para un espectro amplio de condiciones iniciales, en el cual se genera un periodo inflacionario eterno; lo anterior

hace de este modelo un candidato ideal para explicar la energia oscura.
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Abstract

Title: Dynamic Systems Applied to Vector Field in the Horndeski Theory Framework

Author: Andrés Américo Navarro Ledn ﬁ]

Keywords: Cosmology, Galileons, Dynamical systems, Vector fields, Dark energy, Inflation.

Description: Cosmological observations at large scale are consistent with the notion that the universe is isotropic and

homogeneous, which support the traditional idea of using scalar fields to describe primordial inflation and late
time cosmic acceleration. However, there exist in nature other fields of higher spin as they may play an important
role in different cosmological stages. On the other hand, based on the idea that any physical system must have a
Hamiltonian bounded from below, as necessary but not sufficient condition to avoid the Ostrogradski’s instability,
the cosmological implications of the resulting Horndeski vector-tensor theory is studied while the Lagrangian
is endowed with a global SU(2) symmetry. In particular, the model consisting of the Einstein-Hilbert plus the
standard Yang-Mills terms, along with some pieces of the generalized SU(2) Proca Lagrangian are studied at
the background level. As a result of the dynamical system analysis, a critical point, which results in a saddle
point, can account for a slow-roll acceleration period. This period ends up when the Yang-Mills term dominates
the energy density leading to the radiation dominated epoch. Unfortunately, such a period is not long enough
to solve the classical problems of the standard cosmology. In contrast, the dynamical system exhibits a novel
dynamical fine-tuning mechanism which provides an eternal inflationary period for an ample spectrum of initial
conditions. This is an interesting result where vector fields can explain the dark energy and deserves further

examination.

*

PhD research in Natural Sciences (Physics).
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Introduccion

El modelo cosmoldgico estdndar actual, el cual estd conformado a su vez por los modelos del Big
Bang y la inflacién césmica es la herramienta conceptual para comprender el origen y evolucion del
Universo. La idea de una época inflacionaria, la cual fue propuesta por primera vez en 1981 (Guth,
1981} |Linde}, [1982)), surgia a partir de la necesidad de brindar una solucién a los problemas presentes
en el modelo del Big Bang: el problema de planitud, el problema de horizonte y el problema de las
reliquias no deseadas (Lyth and Liddlel 2009; Weinberg, 2008; Mukhanov, 20035)). Tradicionalmente,
los modelos inflacionarios han sido construidos a partir de campos escalares, cuyas fluctuaciones
cudnticas durante inflacién son las responsables de la generacidn de las anisotropias en la densidad
de energia del Universo, las cuales dejaron huellas distintivas en la radiacion césmica de fondo
(RCF) a través de las anisotropias en la temperatura. Los satélites COBE (Smoot et al., |1992),
WMAP (Bennett et al., 2003) y Planck (Ade et al., [2014a) han observado, con una resolucién
cada vez mayor, las mencionadas anisotropias en la temperatura de la RCF. De esta manera, la
época inflacionaria ha recibido el soporte observacional necesario para convertirla en un ingrediente
fundamental del modelo cosmoldgico estandar.

La principal motivacion para implementar campos escalares se encuentra en el hecho de
que estos modelos preservan el principio cosmoldgico, el cual establece que el Universo luce,
en promedio, homogéneo e isétropo en escalas superiores a los 100 Mpc. Esta afirmacion fue
comprobado experimentalmente por primera vez por A. Penzias y R. Wilson en 1965 (Penzias

and Wilson, [1965)). En la literatura es posible encontrar una variedad de modelos inflacionarios
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que involucran campos escalares (Martin et al., 2014). En 1974 G. W. Horndeski construy6 la
accion mds general posible que involucra s6lo un campo escalar con acoplamientos no minimos a la
gravedacﬂ en donde las ecuaciones de movimiento son, a lo sumo, de segundo orden (Horndeskil,
1974)). La idea de limitar el orden de las ecuaciones de movimiento estd relacionada con un tipo de
inestabilidad encontrada por Ostrogradski en 1850 (Ostrogradski, [1850), quien demostré que en
una teoria fundamental cuyas variables dindmicas poseen derivadas mayores a las de segundo orden
en el tiempo existe una inestabilidad lineal. La presencia de tal inestabilidad lineal estd relacionada
con el hecho de que el Hamiltoniano depende de forma lineal de uno de los momentos candnicos,
por lo tanto éste es libre de tomar cualquier valor en el espacio de fases, por lo que no hay una
barrera que impida que la energia tienda al infinito negativo; en la literatura esto se conoce como un
Hamiltoniano que no estd acotado por debajo, es decir, no posee un estado de minima energia y
como consecuencia el sistema es inestable (Chen et al., 2013} [Schmidt, [1994; Nesterenko, 2007). Si
bien ésta es una inestabilidad cldsica, en una teorfa cudntica de campos la anterior conduce a estados
con energia negativa que a menudo son llamados “fantasmas". Cabe resaltar que este tipo de teoria
se siguid desarrollando de forma independiente (Antoniadis et al., 2008; Kazakov and Vartanov,
2007) y se ampli6 en la referencia (Kobayashi et al.,|2011) siguiendo el concepto de la invarianza de
Galileo en el contexto de la teoria de campos, lo cual se expresa a través de las transformaciones de

Galileo generalizadas. La accidn en este caso mantiene las ecuaciones de movimiento con derivadas

I Los acoplamientos no minimos a la gravedad hacen referencia a términos dentro de la accién de la forma

G(Ryvap)7 (¢), donde 4 (R, yqp) es una funcién que depende del tensor de Riemann y .7 (¢) es una funcién que
depende de un campo escalar ¢.
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de segundo orden en dimensiones arbitrarias. Dado que la teoria de Horndeski es equivalente en este
tipo de formalismo (Kobayashi et al., 2011; Deffayet et al.,[2011)), se abre una ventana en el estudio
de la cosmologia y la construccién de modelos inflacionarios a partir de s6lo un campo escalar.
De otra parte, la precision con la que se ha observado las anisotropias en la temperatura
de la RCEF, ha llevado a concluir que existen anomalias que parecen ser dificiles de conciliar
con los modelos inflacionarios basados en campos escalares. Las anomalias reportadas por el
noveno afio de resultados de WMAP (Bennett et al., |2013) y el primer afios de resultados de
Planck (Ade et al., [2014b)) se observan a grandes escalas (pequefios multipolos) y entre ellas se
encuentran la alineacién de los multipolos mds bajos, la presencia de un punto frio, una asimetria
entre hemisferios, y la carencia de amplitud espectral; cabe destacar que el WMAP y el Planck son
experimentos independientes, con tecnologias distintas de medicidn, por lo que se descarta que el
origen de las anomalias en la RCF se deba a la presencia de errores sistematicos en los datos. La
presencia de estas anomalias sugiere que el Universo es estadisticamente anisétropo o en forma
equivalente, que el Universo posee un direccion privilegiada, la cual no es posible generar a partir de
campos escalares. Una posibilidad para generar esta direccion privilegiada es mediante la inclusion
de campos vectoriales (Dimopoulos, 2006; Dimopoulos et al., 2009; Yokoyama and Soda, |2008;
Golovneyv et al., 2008; Maleknejad and Sheikh-Jabbari, 2013, 201 1; Dimopoulos, 2007; Dimopoulos
et al.,[2010; |Watanabe et al., 2009). Pero la inclusién de campos vectoriales para construir modelos
inflacionarios tiene dos inconvenientes: el primero estd relacionado con la invarianza conformal
de la accién de los campos vectoriales y el segundo estd relacionado con la generacion excesiva

de anisotropia estadistica y/o expansion anisétropa. El primer inconveniente es posible resolverlo
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introduciendo en la accién del campo vectorial un término de masa asociado al campo vectorial
(Dimopoulos, [2006), introduciendo un término cinético para el campo vectorial dependiente del
tiempo (Dimopoulos et al., 2010) o con campos vectoriales de gauge no Abelianos con una
modificacién del término asociado al tensor de esfuerzos de orden F?4, es decir F[L’vFa“ YF O’Z BFbaﬁ ,
donde a y b son indices de gauge (este modelo es conocido como gauge-flation (Maleknejad and
Sheikh-Jabbari, 2013, 2011)). El segundo inconveniente se puede solucionar de dos formas: i)
disponiendo de tres campos vectoriales mutuamente ortogonales y de igual norma (Golovnev et al.,
2008) o ii) forzando a que la densidad de energia del campo vectorial sea mucho menor que la
densidad de energia de un campo escalar auxiliar que también produce perturbacion en la curvatura
(los modelos derivados de esta idea son conocidos como modelos de curvatén vectorial, ver Ref.
(Dimopoulos, 2006, 2007; Dimopoulos et al., 2010; Watanabe et al., 2009)).

Ahora, con las motivaciones observacionales relacionadas con la presencia de anomalias en
la RCF y donde los campos vectoriales pueden ser los principales candidatos para dar cuenta de
estas anomalias, es preciso preguntarse: es posible construir una teoria lo méas general posible en
donde se incluyan campos vectoriales y en donde las ecuaciones de movimiento sean, a lo sumo, de
segundo orden? La repuesta a esta pregunta es si, y en la literatura se tienen diferentes posibilidades

para lograr este objetivo. Ya Horndeski habia elaborado la acciéon mds general en cuatro dimensiones

con acoplamientos no minimos a la graveda con un campo vectorial con simetria de gauge U(1)

2 Los acoplamientos no minimos a la gravedad hacen referencia a términos dentro de la accién del modelo de la

forma & (Ryyap)-# (Ay), donde ¥(Ryyqp) es una funcién que depende del tensor de Riemann y . (A, ) es una
funcién que depende de un campo vectorial A,.
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produciendo ecuaciones de movimiento de segundo orden (Horndeski, [1976)). De forma similar, es
posible obtener estas interacciones generales vector-tensor a partir de una reduccion de la teoria
de Kaluza-Klein de 5 dimensiones, asociada al término de Gauss-Bonnet presente en esta teoria
(Miiller-Hoissen, [1988). En un estudio mds reciente, se encuentra una generalizacion de la accion de
Proca en un teorfa de un campo vectorial con términos de autointeraccién a través de derivadas (es
decir, con términos de la forma (dyA*)" con n =1, 2, 3 y términos de la forma d,AYd*A, dentro
de la accién) en un espacio-tiempo plano y bajo la escogencia adecuada de los coeficientes de
autointeraccion, siendo posible construir de esta manera una teoria libre de fantasmas (Heisenberg,
2014a)); adicionalmente, se generaliza este estudio a un espacio-tiempo curvo y se obtiene el
correspondiente formalismo mostrado por Horndeski para campos vectoriales con simetria U(1)
(Heisenberg, [2014a)) (un resultado similar es mostrado en la Ref. (Tasinato, 2014b))).

En el marco de las teorias de gauge no Abelianas presentes en las teorias de fisica de
particulas en donde su principal rol es dar cuenta de las interacciones electromagnética, débil y
fuerte (Kane, 1993} Ryder, [1985), especificamente en el caso del grupo de transformaciones SU(2),
se introducen de manera natural tres campos vectoriales de gauge: un campo vectorial por cada
generador del grupo de transformaciones que corresponde a las tres matrices de Pauli. Por ejemplo,
en el caso de la Ref. (Adshead and Wyman, 2012)) el campo vectorial no abeliano se encuentra
acoplado a un pseudoescalar ¢ como en el caso abeliano. El caso de Gauge-flation propuesto en
(Maleknejad and Sheikh-Jabbari, 2013} 2011)), que puede interpretarse como un limite del modelo
Chromo-natural Inflation, fue un nuevo modelo de inflacién impulsado por campos vectoriales.

Estos modelos emplean un campo de medidor SU(2) y debido a la propiedad local SU(2) = SO(3)
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es posible orientar los tres campos vectoriales a lo largo de las tres direcciones espaciales, por
lo que una expansion isétropa se manisfestara como un atractor (local) (Maleknejad et al., 2012).
Desafortunadamente, ninguno de estos modelos sobrevive a las restricciones observacionales:
esencialmente los modos tensoriales experimentan un crecimiento taquidnico, y la relacion tensor-
escalar siempre estd mds alld del limite superior observacional (Dimastrogiovanni and Peloso, [2013;
Namba et al., 2013)). Recientemente, se consideraron las variantes de estos modelos, con campos
SU(2) masivos, denominados Massive Gauge-flation (Nieto and Rodriguez, 2016) y Higgsed
Chromo-natural (Adshead et al.,[2016), y se ha propuesto que los términos de masa pueden ampliar
el espacio de parametros para que las predicciones del modelo estén de acuerdo con los datos.
Siguiendo en esta linea de trabajo relacionada con los campos vectoriales de gauge con una
simetria global SU(2), J. Beltran Jimenez y L. Heisenberg (Beltran Jiménez and Heisenberg, 2017)
proporcionan un orden sistemdtico para la construccion de este tipo de teorias, pero enfoncandola en
los términos de autointeraccién a través de derivadas de la forma e€(dA)"A?", donde € representa
en tensor anti-simétrico de Levi-Civita, m es el orden de las derivadas de los campos y n el nimero
de campos vectoriales. En este trabajo se resaltan los términos que representan una extension directa
de las interacciones de Proca generalizadas y aquellos que son genuinamente novedosos y no existen
para el caso de un solo campo vectorial. Por otro lado y dentro de esta misma linea de trabajo,
E. Allys, P. Peter, y Y. Rodriguez (Allys et al.,|2016c])), investigaron la extension de una teoria de
gauge SU (2), es decir, el modelo generalizado de Proca SU(2), que podria denominarse Galile6n
vectorial no abeliano. El enfoque que presentaron consiste en construir, de manera exhaustiva, todos

los Lagrangianos que contengan hasta seis indices espacio-temporales contraidos. Es éste ultimo
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trabajo en donde se enfoca esta tesis; investigar las consecuencias cosmoldgicas de las teorias
generalizadas de Proca SU(2), como el propésito de determinar cual de los posibles Lagrangianos
resultantes de la referencia (Allys et al., 2016c) puede generar un periodo de expansion acelerada lo
suficientemente largo para solucionar los problemas de las cosmologia estdndar o ser un candidato
para explicar la expansion actual del universo.

Esta tesis se encuentra organizada de la siguiente manera: en el primer capitulo se realizara
una introduccién a la cosmologia estandar, resaltando las ideas relevantes sobre la dinamica de
nuestro universo expasion, sus problemas y una discusién de cémo un periodo inflacionario los solu-
ciona; también como es posible encontrar diferentes modelos que muestran soluciones alternativas
a dichos problemas de la cosmologias estandar. En el segundo capitulo se presentan los conceptos
bésicos para comprender los sistemas dindmicos y como implementarlos en la cosmologia. En
el tercer capitulo se presenta la idea de la cosnstruccion de la accién mas general posible que
involucra campos vectoriales (con simetrias globales U (1) y SU(2)) y acoplamientos no minimos a
la gravedad, que conducen a ecuaciones de movimiento, a lo sumo, de segundo orden. En el cuarto
capitulo se estudia la dindmica de una triada c6smica, en el marco de la teoria generalizada de Proca,
en un Lagrangiano que contiene la version simétrica del tensor Fj,, y un término con un acople no

minimo a la gravedad.
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1. Objetivos
Objetivo general
Estudiar de forma analitica, numérica y mediante la implementacion de los sistemas dindmicos,
los modelos cosmoldgicos inflacionarios resultantes de encontrar una accién tipo Horndeski

que involucre un campo escalar, campos vectoriales con simetria SU(2) y la gravedad.

Objetivos especificos
Encontrar la accién mds general que involucre a un campo escalar, campos vectoriales
con simetria SU(2) y la gravedad, tomando como base los estudios mostrados en las Ref.

(Horndeski, |1976}; Heisenberg, 2014a; Tasinato, 2014b).;

Obtener las ecuaciones dinimicas para los campos involucrados en donde la geometria del

espacio-tiempo sea descrita por la métrica de Friedmann-Robertson-Walker o Bianchi 1.

Plantear para cada término en la accion, el sistema de ecuaciones como un sistema auténomo

de ecuaciones diferenciales.

Encontrar los puntos criticos asociados a cada modelo y analizar la estabilidad de los mismos.

Analizar, a partir de la estabilidad de los puntos criticos, la dindmica inflacionaria asociada a

cada modelo.

Determinar, para cada uno de los modelos encontrados, si el monto de inflacién generado es

el suficiente para resolver los problemas cldsicos de la cosmologia estdndar.
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Analizar las predicciones que los modelos realizan sobre la expansion anisétropa y contrastarla

con las observaciones.
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2. Introduccion a la cosmologia

Anteriormente, se creia que ocupamos un lugar muy especial en el Universo y se creia que éramos el
centro del Universo. Pero en la cosmologia moderna, esta idea ha sido abandonada “Estamos en un
lugar que no es de ninguna manera especial en comparacién con los otros lugares en el Universo”.
La cosmologia moderna se basa en dos supuestos fundamentales: Primero, la interaccién dominante
en las escalas cosmoldgicas es la gravedad, y segundo, el principio cosmoldgico es una buena
aproximacion al universo observable. El principio cosmoldgico establece que el universo, en escalas
suficientemente grandes (alrededor de 100 Mpc, donde 1 pc = 3.0857x10'® m 0 3.26 afios luz), es
esencialmente homogéneo e isétropo. La “homogeneidad” tiene el significado intuitivo de que en
un momento dado el universo se ve igual en todas partes, y la “isotropia” se refiere al hecho de que
para cualquier observador comdvil se ve (localmente) igual en todas las direcciones.

Por otro lado, como se puede justificar el principio cosmolégico? Obviamente, el universo
no es homogéneo e isétropo en escalas del tamafio de nuestro Sistema Solar, nuestra Galaxia o
incluso nuestro Grupo Local de galaxias. Sin embargo, el principio cosmoldgico ha sido invocado
desde el comienzo de la cosmologia moderna en la primera mitad del siglo XX, cuando casi no
se conocia nada acerca de la estructura a gran escala en el universo. Las principales razones para
su aceptacion fueron la simplicidad y el "principio copernicano"; el principio copernicano el cual
establece que, no ocupamos ningun lugar especial en el universo se ajusta al principio cosmoldgico
perfectamente (Ellis, 2006). Si se percibe el universo que nos rodea como isétropo, el principio

copernicano afirma que también otros observadores deberian ver el universo isétropo, ya que de
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lo contrario ocupariamos un lugar especial en el universo. Dado que un universo es isotropo en
todas partes también es homogéneo, de esta manera el principio cosmolégico es una conclusion
relativamente directa a partir de una isotropia observada y el principio copernicano.

En las ultimas dos décadas, la cantidad de datos en astronomia ha crecido enormemente,
por lo que hoy el principio cosmolégico puede discutirse en el contexto de una gran cantidad de
observaciones diferentes y detalladas. Por ejemplo, la isotropia del universo con respecto a la Via
Lictea ha sido fuertemente confirmado por la notable isotropia en la RCF observada por los satélites
WMAP y PLANCK.

Por otro lado, una gran cantidad de estudios de cumulo de galaxias con un bajo desplaza-
miento al rojo por lo telescopios 2-degree field galaxy redshift survey (2dfGRS) (Colless et al.,
2001) y el Sloan Digital Sky Survey (SDSS) (York et al., 2000) han convencido a la mayoria de
los cosmologos que, la isotropia y la homogeneidad es de hecho una suposicién razonable para el
universo. Echando un vistazo a las imdgenes del cielo generadas por estos telescopios (ver figura|T)
es posible apreciar (incluso sin herramientas estadisticas) que la naturaleza fractal del universo se
detiene en una escala determinada y construye una red de conglomerados y filamentos que se llama

la estructura a gran escala.
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(a) (b)

Figura 1. La estructura a gran escala observada con los estudios espectroscopicos de las galaxias.
La figura superior [2a) muestra dos conos del 2dfGRS y la figura inferior [2b] dos conos del SDSS.
Cada punto en la figura corresponde a una galaxia. Para los conos del SDSS, las galaxias se
colorean de acuerdo con las edades de sus estrellas, donde el rojo corresponde a las poblaciones
estelares mds antiguas. Las estructuras se muestran con corrimiento al rojo z ~ 0.2 que corresponde
a un tiempo de aproximadamente 2.6 Gyr y una distancia de aproximadamente 800 Mpc. La
estructura a gran escala estd formado por capas y filamentos de galaxias, que pueden alcanzar hasta
100 Mpc. Cabe sefialar que solo la materia luminosa es visible en dichas imagenes. (Créditos:
equipo 2dfGRS, y M. R. Blanton y el equipo de SDSS)

Con todo lo anterior, la imagen estdndar del Big Bang representa el Universo como una
entidad en evolucion, el Universo actual en realidad ha evolucionado desde una condicién diferente
a la que prevalece ahora. Esta imagen evolutiva del Universo estd altamente respaldada por las
observaciones cosmoldgicas que practicamente descartan los modelos estacionarios del Universo.
El principio cosmolégico implica propiedades importantes, homogeneidad espacial e isotropia del

Universo. La homogeneidad establece que el Universo es similar en todos los puntos espaciales y la
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isotropia establece que el Universo es similar en todas las direcciones espaciales.
2.1. El universo en expansion

En 1925, V. Slipher midi¢ las velocidades radiales de las nebulosas (Slipher, (1915)), y sefald,
sin interpretacion, que la velocidad radial de algunas nebulosas espirales aumentaba con la distancia.
E. Hubble demostr6 que algunos de estos ‘“‘sistemas estelares” son galaxias, similares a nuestra Via
Lactea. Lemaitre (Lemaitrel |1927), Lundmark (Lundmark, 1925) y Hubble (Hubblel [1929) hicieron
un andlisis de la relacién entre la velocidad radial v y la distancia d; (la distancia de luminosidad)

medida a partir de la magnitud aparente:

v=Hd, )]

donde H es una constante de proporcionalidad. La ecuacién (1)) a menudo se conoce como “ley de
Hubble’ﬂ y se ha probado a lo largo de los afios con mayor precision, como se muestra en la figura

Esta observacion empirica se interpretd casi de inmediato como la primera evidencia de
que el universo es dindmico y que cuyo tamafio fisico estd creciendo con el tiempo. Cada objeto
se alejaria el uno del otro debido a el efecto de la expansion del espacio mismo. Esto dltimo esta

codificado en la evolucidon del llamado factor de escala a(r) tal que la distancia fisica puede ser

3 Existe cierta controversia sobre quién descubri6 esta ley. De hecho, Georges Lemaitre publicé un documento en

1927 donde propuso que el Universo se estd expandiendo y sugiri6 un valor de esta tasa de expansion. Pero fue
Hubble quien trajo una confirmacién experimental de esta hipdtesis.



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 29

. 30000 /]
1000

200001 T

500

Velocity [km/sec]
Velocity [km/sec]

10000~ ° T

0 1 2 0 100 200 300 400 500
Distance [Mpc] Distance [Mpc]

(a) (b)

Figura 2. Diagramas del Hubble (como se indica en (Wright, [2005)) que muestran la relacion entre
las velocidades de recesion y las distancias de varios objetos astrondmicos. El panel izquierdo
presenta las medidas originales del Hubble (Hubble, 1929). El panel de la derecha muestra datos
mads recientes de objetos muy distantes (Riess et al., 1995, 1996).

reescrita como d; = a(t)x, donde x es la distancia comévil. Si la separacion comévil x es fija, es

posible definir una velocidad relativa dada por la tasa de cambio de la distancia fisica, es decir,

d .
vza(df):dx: (g) dr = Hdy, )

en donde el punto indica derivada respecto al tiempo. Asi, la velocidad relativa es proporcional a la
distancia (si H es constante). Esto es independiente de la posicion del observador, por lo tanto, es
consistente con el principio copernicano: todas las galaxias se estdn alejando de todas las demds
galaxias debido a la expansion del espacio. Si se coloca una cuadricula uniforme en el espacio,
entonces un observador verd que todos los puntos de la cuadricula a su alrededor retroceden o

se mueven hacia €l con una velocidad proporcional a la distancia de los puntos de la cuadricula.
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Aunque un observador podria concluir que ella estd en el centro del universo, esto no es cierto;
la homogeneidad es totalmente respetada ya que cualquier otra posicion en la cuadricula veria lo
mismo.

Sin embargo, las distancias en cosmologia son cantidades que no son directamente observa-
bles, en cambio, lo que hay que usar es realmente lo que se puede medir, que son las propiedades de
los objetos que se pueden ver; es decir, objetos en el cono de luz pasado. Cuando se mide la luz
de objetos distantes también se puede medir su espectro, es decir, sus lineas espectrales. Lo que se
realiza es comparar las lineas espectrales observadas con espectros conocidos, e inferir algo sobre
la composicién de los objetos distantes. Sin embargo, los espectros observados no son en realidad
idénticos a los de la Tierra: estdn desplazados al rojo, lo que significa que todas las longitudes
de onda (o las frecuencias equivalentes) se escalan por algin factor en comparacién con lo que
se mediria en el laboratorio. Esta relacion de las frecuencias medidas a las fuentes se utiliza para

definir el desplazamiento al rojo mediante la relacién

= ey =2, 3)

donde A, y A, es la longitud de onda observada y emitida respectivamente y v es la velocidad radial
de la fuente; se ha utilizado la relacién v = 1/A. Esta relacion indica que si z > 0 los cuerpos
luminosos se alejan y z < 0 los cuerpo se acercan a nosotros. Evidentemente la ecuacién (3) no es
otra cosa que el efecto Doppler, una fuente de ondas electromagnéticas que se mueve respecto a un

observador; por supuesto, esto funciona para velocidades que son mucho menores que la velocidad
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de la luz, por lo que la relacién solo es valida para z < 1.

Cualquier objeto dado no tendrd un desplazamiento hacia el rojo que satisfaga exactamente
la ley de Hubble porque tiene un movimiento local dindmico, llamado velocidad peculiar, pero
promediando sobre muchos objetos (por lo que los movimientos locales promedian), la ley es
una buena opcién para objetos cercanos. Para objetos muy distantes, z se hace mds grande y la
aproximacion v ~ z se rompe; La ley del Hubble se aplica a los objetos cercanos, con z < 1, donde
Hj es la tasa de expansion actual. Para medir el pardmetro Hy de Hubble, se debe obtener la distancia
y la velocidad. El dltimo es sencillo ya que puede estar relacionado con el desplazamiento al rojo, z.
Debido a la expansion césmica, la luz emitida por un observador distante se estira mientras viaja
hacia nosotros, ya que el emisor estd retrocediendo con respecto a nosotros. Es conveniente definir

este estiramiento de la longitud de onda de la luz emitida en términos del desplazamiento al rojo z:

o= 2o Albo), )

donde a(t,) y a(t,) es el factor de escala en el momento de la emisién y observacién de la luz
respectivamente. Sin embargo, en la Relatividad General, el estiramiento de las longitudes de onda
no surge solo de algo equivalente al efecto Doppler que se produce para las ondas electromagnéticas,
sino también de la expansion del Universo, que diluye la energia del foton en una porcién mas
grande del espacio. Ademas, los fotones pueden ser desplazados al rojo (o hacia el azul) por cambios
en las propiedades del espacio-tiempo o en el potencial gravitacional a lo largo de la trayectoria del

fotén: un fotén es desplazado al rojo al salir de una regién con un gran potencial gravitacional y es
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desplazado hacia el azul cuando deja una region con pequefio potencial gravitacional.

La parte mds dificil del proceso para determinar Hy es la determinacion de la distancia dy. El
desplazamiento al rojo se puede usar para conectar la distancia fisica d((t) y la distancia luminosa
d; de un objeto. La distancia luminosa d; se define como la distancia a la cual un observador £y en

t = tp mide un flujo f desde una fuente P, emitiendo una potencia de luz L:

L\ 12
4= (aa7) >

La superficie esférica centrada en P y que pasa a través de Py en un momento fy tiene un drea 47war>.
Debido a que la expansién hace que el fotén se desvie al rojo por un factor ag/a, durante el viaje,

es posible derivar la relacion entre la distancia luminosa y la fisica:
di=(1+2z)dy. (6)

Determinar la distancia luminosa se complican por el hecho de que normalmente no se conoce la
magnitud de la potencia L para un objeto astrofisico determinado. Sin embargo, esto no es cierto
para objetos particulares que se comportan como candelas estdndar, las cuales tienen siempre la
misma luminosidad y es posible obtener su distancia luminosa simplemente midiendo en la Tierra
el flujo que producen. Las candelas estdndar de uso comun son, por ejemplo, las estrellas variables
Cefeidas, ya que su brillo intrinseco estd relacionado con el periodo pulsar. Otras candelas estdndar

son las Super Novas tipo Ia (SNIa), ya que siempre tienen la misma potencia de emision.
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2.2. Métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)

Bajo el supuesto del Principio Cosmoldégico, las propiedades més importantes del Universo
son la homogeneidad y la isotropia. Las observaciones de la distribucion de galaxias en el Universo y
de la RCF estan en gran acuerdo con la hipétesis de el Principio Cosmoldgico a escalas mayores que
100 Mpc: el Universo se ve estadisticamente igual desde todos los puntos de vista posibles, en todas
las direcciones posibles en las que se observa. Estas propiedades corresponden a la homogeneidad,
que es la invarianza bajo traslaciones, y la isotropia, que es invarianza bajo rotaciones.

Los espacios homogéneos e isétropos tienen el mayor grupo de simetria posible; En tres
dimensiones hay tres traslaciones independientes y tres rotaciones. Estas simetrias restringen fuerte-
mente la geometria admisible para tales espacios. Existen solo tres tipos de espacios homogéneos
e isétropos con topologia simple: (a) espacio plano, (b) una esfera tridimensional de curvatura
positiva constante, y (c¢) un espacio hiperbdlico tridimensional de curvatura negativa constante.

Una ayuda para visualizar estos espacios, se considera las superficies homogéneas e istropas
bidimensionales andlogas. Dos casos bien conocidos de superficies isotropicas homogéneas son
el plano y 2-esfera, ambos se pueden incrustar en el espacio euclidiano tridimensional con las
coordenadas cartesianas habituales x, y, z. La ecuacion que describe esta incrustacién de una esfera

bidimensional es

Y+ =R 7

donde r es el radio de la esfera. Al diferenciar esta ecuacion, se observa que, para dos puntos
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infinitesimalmente cercanos en la esfera,

_xdx+ydy_i xdx+ydy

Z /Rz_xz_yz’

dz* =

al sustituir esta expresion en la métrica euclidiana tridimensional, se obtiene que

dI> = dx* +dy* +d7*

resulta

(xdx+ydy)?

dI? = dx* + dy? .
Xraytt RZE—2—y2

34

®)

€)

(10)

De esta manera, la distancia entre un par de puntos ubicados en la 2-esfera se expresa completamente

en términos de dos coordenadas independientes x e y, que estdn delimitadas por: x> 4+ y> < R?. Estas

coordenadas, sin embargo, estdn degeneradas en el sentido de que a cada dato (x,y) corresponde

dos puntos diferentes en la esfera ubicada en los hemisferios norte y sur. Es conveniente introducir

en lugar de x e y las coordenadas angulares /, ¢ definidas de manera estdndar:

x=r'cos¢, y=r'sing

(1)
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2

Al diferenciar la relacién x> +y*> = r/2, se obtiene: xdx + ydy = r’ dr’, que al combinar con

dx® +dy* = dr'’* + r*d¢*? (12)

que la combinar con la métrica de la ecuacién (I0) resulta

di*> = _ +1r2d¢? (13)
C1=(r/a)? '

El limite R?> — oo corresponde a un plano. También se puede tomar formalmente R> como negativo y
luego la métrica de la ecuacion (I3)) describe un espacio bidimensional isétropo homogéneo con una
curvatura negativa constante, conocido como espacio de Lobachevski (Robert, 1984)). A diferencia
del plano o la esfera bidimensional, el espacio de Lobachevski no se puede incrustar en el espacio
tridimensional euclidiano porque el radio de la “esfera” es imaginario (por eso este espacio se llama
pseudoesfera o espacio hiperbodlico). Por supuesto, esto no significa que este espacio no pueda
existir. Cualquier espacio curvo se puede describir completamente en términos de su geometria
interna sin hacer referencia a su incrustacion.

Introduciendo la coordenada reescalada r = r’/|a?|, se puede reformular la métrica de la

ecuacion (13)) como
di? = || d—r2+r2d¢2 (14)
1 —kr? '

donde k = 1 para la esfera (a*> > 0), k = —1 para la pseudo-esfera (a> < 0) y k = 0 para el plano
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(espacio plano bidimensional). En el espacio curvo, |a?| Caracteriza el radio de curvatura. En el
espacio plano, sin embargo, la normalizacién de |a?| no tiene ningin significado fisico y este factor
puede ser absorbido por la redefinicion de las coordenadas. La generalizacion de la consideracion
anterior a tres dimensiones es sencilla.

Al incrustar una esfera tridimensional (pseudo-esfera) en un espacio euclidiano (lorentziano)
de cuatro dimensiones, verifique que la métrica de un espacio tridimensional de curvatura constante

se pueda escribir como

d 2
di2; = a® ( ; —rkrz +r*(d6* +sin’ 9d¢2)) : (15)

donde a? es positivo y k = 0, +1. Al introducir la coordenada radial reescalada 7, definida por

r

=— 16
ATy (16)
y se muestra que esta métrica se puede reescribir en forma explicitamente isétropa:
di? + dy? +d7?)
a2, = o' 17

donde

X=rsinOcos¢, y=rsinOsing, Z=7rcosH. (18)
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En muchas aplicaciones, en lugar de la coordenada radial r, es conveniente coordinar ) definida a

través de la relacion

dr?
dy’ = ——. 19
Resulta que
arcosinhr, k= —1
=3 k=0 (20)
arcsinr k=1

\

La coordenada ) varia entre 0 y o en espacios planos e hiperbdlicos, mientras que © > ¥ > 0 en
espacios con curvatura positiva (k = 1). En este dltimo caso, a cada particular r le corresponde dos

x diferentes. En términos de y, la métrica (I5]) toma la forma

sinh? ¥ k=—1;
i3 = (d* + P (1)dQ) =d® [d* + | 42 |dQ*| p—o. (21)
sin’ k=1,

donde

dQ? = (d6?* +sin® 0d¢?). (22)
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La tnica forma de preservar la homogeneidad y la isotropia del espacio y aun asi incorporar
la evolucidn del tiempo es permitir que el factor de escala, caracterizada por a, sea dependiente del
tiempo. El factor de escala a(t) describe asi completamente la evolucién temporal de un universo
isétropo y homogéneo. En la teoria relativista, no hay tiempo absoluto y las distancias espaciales no
son invariantes con respecto a las transformaciones de coordenadas. En cambio, el intervalo espacio
- tiempo infinitesimal entre eventos es invariante. Sin embargo, existen sistemas de coordenadas
preferidos en los que las simetrias del universo se manifiestan claramente. En uno de los sistemas
de coordenadas mas convenientes, el intervalo toma la forma

7‘2
1 —kr?

ds* = —dt* +dI5, = —dt* + a* (1) ( + erQZ) = guvdx*dx’ (23)

en donde k = 0 corresponde a un universo plano, k > 0 corresponde a un universo cerradoy k < 0 a
un universo abierto.

La métrica general en la ecuacion (23)) se derivé primero de consideraciones geométricas
por Robertson (1933) y por Walker (1935). Friedmann y Lemaitre derivaron las soluciones de las
ecuaciones de campo de Einstein para esa métrica. En vista de esta historia, el espacio-tiempo con
esta geometria a menudo se denominan de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), pero
también se utilizan varios subconjuntos de esta coleccion de cuatro nombres. Parece apropiado usar
el nombre Robertson-Walker cuando se hace referencia a la métrica general en la ecuacién (23) y

los nombres Friedmann o Lemaitre cuando se hace referencia a las soluciones explicitas.



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 39

2.3. Dinamica del universo

Antes del descubrimiento de Hubble, Einstein ya habia notado que una prediccion de su
teoria recién nacida de la Relatividad General era que el universo no es estdtico. Perplejo por
sus implicaciones cosmoldgicas, en 1917 decidié aumentar sus ecuaciones con una constante
cosmoldgica especifica (Einstein, |191°7)) para evitar tal fendmeno. Sin embargo, la observacion de
Hubble y la consecuente interpretacion confirmaron que vivimos en un Universo no estético. Un
Universo dindmico es de hecho lo que viene naturalmente de la teoria de la gravedad de Einstein
que relaciona la geometria del espacio-tiempo con su contenido de materia y energia a través de las

siguientes ecuaciones de campo

donde Gy = Ry — %guvR es el tensor de Einstein, Ry es el tensor de Ricci, R es el escalar de
Ricciy G = 6.67 x 107! m3/s? kg es la constante Gravitacional. Es conveniente definir la masa
reducida de Planck como M7 = 1/87G.

El tensor simétrico Ty es el tensor de momentum-energia que contiene toda la informa-

cion sobre la energia del Universo. Es posible demostrar que el tensor 7y, compatible con la
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homogeneidad e isotropia de Universo, es el de un fluido perfectoﬂ esto es

Tuv:diag(_l)vl’,P,P): (25)

donde p es la densidad de energia y p es la presion medida desde un marco de referencia comovil.
Con lo anterior presente, la métrica de FLRW y el tensor momentum-energia, las ecuaciones
de campo de Einstein resultantes, las cuales son conocidas como las ecuaciones de Friedmann,

pueden ser expresadas como

N\ 2
2 (4 Pk
" _<a) S 3M2 AP (26)
H2+H:§:—L(p+3p) 7
a 6M?

Para extraer la evolucién del factor de escala a(z), se debe especificar el tipo de materia
y resolver las ecuaciones (26) y (27). De hecho, estas dos ecuaciones se pueden combinar en la

ecuacion de continuidad

p+3H(p+p) =0, (28)

que, alternativamente, también puede derivarse de la ecuacion de balance de energia momento

4 Para mas detalle en: D. Baumann, “Part III: Cosmology”. http://www.damtp.cam.ac.uk/user/db275/

Cosmology.pdf


http://www.damtp.cam.ac.uk/user/db275/Cosmology.pdf
http://www.damtp.cam.ac.uk/user/db275/Cosmology.pdf
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V,THY = 0. Dependiendo de la relacién entre la densidad de energia y presién, dictada por la
ecuacion de estado p = wp, donde w es el pardmetro de estado, es posible solucionar la ecuacién

para la densidad de energia en funcidn del factor de escala

p o< a—3(1-|—(1))7 (29)

que, conectado nuevamente a la ecuacion (28)), genera

23040) s @ #£ -1
a(t) o< : (30)
Ht

en un espacio-tiempo con curvatura espacial nula (k = 0).

En el caso de particulas relativistas (radiacién), @ = 1/3, la densidad de energia y el factor

4

de escala que se obtienen son a o< 11/2 y p o< a ", respectivamente. En el caso de particulas no

relativista (materia), @ = 0, la densidad de energia y el factor de escala que se obtienen son a o< 12/3

3, respectivamente.

ypea
Para finalizar esta seccidn, se puede escribir la ecuacién de Friedmann en una forma que es

mejor para la discusion de las dificultades que afectan el modelo estandar cosmolégico. Es posible

definir, en cualquier momento, la densidad de energia critica como

pe =3H*M;, (31)
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por lo tanto, la ecuacion (26) se puede escribir como

(32)

donde Q = p/p. es el parametro de densidad de energia. Si la densidad de energia del Universo
es igual a la densidad de energia critica, p = p., entonces el pardmetro de curvatura es k = 0, lo
que significa que la geometria es plana. Si p > p., entonces el valor de k es positivo y puede ser
escalado como +1. Similarmente para p < p. el valor de k es negativo y puede ser escalado como
—1.
2.4. Problemas de la cosmologia estandar

Antes de presentar los problemas de la cosmologia estandar, vale la pena intentar responder
a lo siguiente: ;Las condiciones iniciales se deben dar por una teoria o pueden ser fijados por
separado? Para responder a esta pregunta, es importante revisar lo que sucede en la mecénica clésica.
Para determinar la evolucién de un sistema en la mecdnica cldsica, se necesita proporcionar las
condiciones iniciales de forma adicional a la ecuacién de movimiento de Newton. Por lo tanto, no
es obvio si se supone que una teoria cosmoldgica predice o explica las condiciones iniciales del
universo o se pueden fijar por separado. La expectativa mas natural es que la situacion actual del
universo se puede alcanzar genéricamente y sin demasiado ajuste en las condiciones iniciales.

Para especificar la condicién inicial del universo, consideramos una porcién espacial de
tiempo constante X. En esta superficie se define las posiciones y velocidades de todas las particulas

de materia. Las leyes de la gravedad y la dindmica de los fluidos se utilizan para evolucionar el
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sistema hacia adelante en el tiempo. Para definir la homogeneidad inicial se describe la distribucién
espacial de la materia por su densidad y presién en funcién de las coordenadas x, es decir, p(x) y
p(x). Por otro lado, las inhomogeneidades son gravitacionalmente inestables y, por lo tanto, crecen
con el tiempo. Las observaciones de la RCF muestran que las inhomogeneidades fueron mucho més
pequeiias en el pasado que en la actualidad. Por lo tanto, se espera que estas inhomogeneidades sean
aun mds pequefias en épocas aun mas tempranas. ;Como se explica esta “suavidad” del universo
primitivo? Esto es particularmente sorprendente ya que se mostrard que en la imagen del Big Bang
convencional, el universo temprano (por ejemplo, en el periodo que se origino la RCF) consistia en
un gran nimero de regiones del espacio causalmente desconectadas. En la teoria del Big Bang, no
hay ninguna razén dindmica para explicar por qué estos parches separados causalmente muestran
condiciones fisicas similares. Por lo tanto, el problema de homogeneidad a menudo se 1lama el
problema del horizonte.

Ademads de especificar la distribucioén de densidad inicial, la caracterizacion completa del
problema de Cauchy del universo requiere las velocidades de los fluidos en cada punto del espacio.
Para asegurarse de que el universo permanezca homogéneo en los tltimos tiempos, se requiere que
las velocidades iniciales del fluido tomen valores muy precisos. Si las velocidades iniciales son solo
demasiado pequeiias, el universo recolapsa en una fraccién de segundo. Si son demasiado grandes,
el universo se expande demasiado rapido y rdpidamente se vuelve casi vacio. El ajuste fino de las
velocidades iniciales se hace mds dramético considerdndolo en combinacién con el problema del
horizonte. Las velocidades de los fluidos deben ajustarse con precision en regiones del espacio

separadas causalmente. Dado que la diferencia entre la energia potencial y la energia cinética define
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la curvatura local de una regidn del espacio, este ajuste fino de las velocidades iniciales a menudo
se denomina problema de planitud.

Sin embargo, como se mostrara a continuacion, resulta que el modelo comoldgico estdndar
requiere condiciones iniciales muy ajustadas para permitir que el universo se vea como lo que es
hoy. Esto plantea el siguiente acertijo: parece que nuestro universo es el resultado de un “accidente
improbable” y, por lo tanto, es un fendmeno antinatural, que si es correcto, convierte a la cosmologia
en un tema muy decepcionante !

No obstante, hay una idea brillante, es decir, en una teoria inamovible en la cual es posible
superar el problema mencionado anteriormente. Como se discutird brevemente a continuacion, la
vision de la cosmologia estdndar necesita tener algunas mejoras en sus condiciones iniciales del
universo. Aqui se trata de ilustrar lo que se desea decir respecto a las mejoras en las condiciones
iniciales con un poco més de detalles.

2.4.1. Problema del horizonte. Dado un espacio-tiempo, la escala fisica causal la
establecen las geodésicas nulas, que son las trayectorias de los fotones. En un universo FLRW, con

curvatura plana, las geodésicas radiales nulas (es decir, con 0 y ¢ constantes) son definidas como

dt
ds* = —dt* +-a*dr* = dr=+—. (33)

a
Si se asume que el Universo estuvo dominado por la materia ordinaria con un pardmetro de estado
® > —1/3 durante la mayor parte de su evolucidn y, retrocediendo en el tiempo, el factor de escala

a(t) disminuye hasta el punto singular a(0) = 0. En este caso, hay una distancia maxima a la que
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un observador, en un momento dado 77, puede ver una sefial de luz enviada en 7 = 0. En un sistema
de coordenadas comdvil, esto viene dado por el llamado horizonte de particulas comovil, el cual, a

partir de la ecuacidn (33)), se puede escribir como

v dt ar (1
rhp:/o m:/o (E)dlna, (34)

donde, en el ultimo paso, se ha implementado la definicién del pardmetro de Hubble H = é‘fl—‘; y el

cambio de variable d(Ina) = da/a. La cantidad (aH )~ es conocida como el radio de Hubble.

Tomando la ecuacién (30)) e integrando la ecuacion (34) se obtiene

(1+3m) . (afo)*l, (35)

Fhp a}%c
donde el subindice “f” significa calculado en el tiempo t = ;.

Como es posible observar en la expresion anterior el radio de Hubble comdvil y el horizonte
de particulas son bdsicamente los mismos en la cosmologia estdndar, como se puede ver en la ecua-
cién (34). La imagen resultante es que, en un Universo en expansion lleno de materia, el horizonte
crece con el tiempo segtin lo dado por la ecuacion. (35). Esto significa que las escalas comdvil que
entran en el horizonte hoy en dia nunca han estado en contacto causal. Estas regiones deberian verse
bastante diferentes unas de otras ya que nunca podrian intercambiar ninguna informacion antes.

Significa que en cada instante de tiempo, las nuevas regiones que nunca habian estado en

contacto causal entran en contacto por primera vez. Esto significa que deben verse muy diferentes
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entre si (a menos que el universo no haya decidido comenzar en un estado homogéneo). Pero si
miramos a nuestro alrededor, el universo parece ser homogéneo en escalas que entraron en contacto
causal muy recientemente o serd que tal vez simplemente se equilibran muy rapido? Incluso si
esta posibilidad poco probable fuera cierta, hacer que el problema sea aiin mds agudo cuando se
observa que la RCF. En este caso, podemos tomar una instantdnea de las regiones desconectadas
casualmente (en el momento en que atn estaban desconectadas), y vemos que se parecen a lo mismo.
Este es el problema del horizonte.

Después de presentar una resumen del problema de horizonte, vale la pena echar un vistazo
con algunos nimeros. El tamafio fisico del horizonte de particulas se representa como: D = ry,a ~
H~!, de esta manera el horizonte de particulas en el momento de la recombinaciérﬂ se puede
representar como:

) V2 e (13,) 712, (36)

rec

Dype o< (H2

rec

donde T, es la temperatura en el momento de la recombinacion.
En esta ultima expresion se ha implementado el hecho que en este periodo: H2,. o< p,, o< a3,

con py, siendo la densidad de materia, y la temperatura varia de la forma, 7 o< 1/a. De esta manera,

es posible preguntarse, cuantas regiones causalmente conectadas se originaron en el periodo de

> Larecombinacién se refiere a una época en la que los electrones y los nucleones se combinan para formar 4tomos.

Antes de esto, el universo estaba demasiado caliente para que se formaran los 4tomos de hidrogeno eléctricamente
neutros.
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Figura 3. Cuando se observa la RCF, esta proviene de la superficie “a” en la época de la
recombinacion. Sin embargo, cuando se emiti6 la luz, el universo era mucho més joven, en ese
tiempo la luz solo habria llegado hasta los circulos mds pequefios, denotado por “b”. Las dos
esferas en lineas punteadas en la figura no habrian podido contactarse entre si porque sus esferas de
causalidad no se superponen.

recombinacién y es posible que sean observadas hoy en dia? Esta pregunta puede ser resulta a partir

del horizonte de particulas en el momento de recombinacidn:

D rec ! TO

rec

—1 3/2

esto indica que la regién correspondiente a nuestro actual universo observado, existen 107 regiones
causalmente conectadas en su interior al momento de la recombinacidn, ademas al momento que esto
ocurre se genera la RCEF, y se espera que cada una de estas regiones, causalmente conectadas, tengan
una temperatura completamente diferente a las temperaturas de las otras regiones causalmente

conectadas.
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A partir de la figura[3] la superficie en la época de recombinacion solo corresponde

1/2
D T
Orpp = ¢~ [ 20 —=0.03 rad ~ 1.8°, (38)
Trec

esto quiere decir que si se observa la radiacion de fondo en dos puntos en el cielo separados més
de aproximadamente 2°, estos puntos nunca estuvieron en contacto entre si, ninguna informacién
puede haber viajado de un punto a otro. En la figura ] se observa la dltima observacién de la RCF
del satélite PLANCK. La temperatura media de 7 = 2.7126 K se ha restado de tal manera que solo
se observa las fluctuaciones alrededor de la temperatura media. Estas fluctuaciones provienen de las
fluctuaciones de densidad en el plasma en el periodo de recombinacion. Muchas de las fluctuaciones
que se ven en la figura [ tienen una extension angular de varios grados. Esto significa que las
fluctuaciones de densidad en el periodo de recombinacion, los grumos en el plasma, fueron méas
grandes que el horizonte. Pero, como pueden formarse estos grumos que son més grandes que el
horizonte? Para crear grumos en el plasma, los dos puntos en el espacio finales deben haber estado
en contacto, lo que no puedo haber sucedido. Este es el problema del horizonte.

2.4.2. Problema de planitud. En la cosmologia estdndar, un Universo en expansion
se aleja naturalmente de ser plano. En un universo dominado por la materia, a -~ 23 H 1 /t 1o

que genera: aH =173, mientras que para la época dominada por la radiacién, a «~ Y2, H 1 Jt
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Figura 4. La temperatura observada de la RCF medida en diferentes direcciones en el cielo. El mapa
estd en coordenadas galacticas. Los puntos a lo largo del ecuador de esta esfera son observaciones
hechas hacia el plano galactico. Se han implementado técnicas de procesamiento de sefiales para
eliminar la emision galdctica para "ver a través"de la galaxia en esta imagen (Ade et al., 2016c).

se encuentra que: aH ¢t~ /2, por lo tanto, a partir de la ecuacién (32)),

t radiacion
Q—1] (39)

12/3 materia

En un universo dominado por radiacién o materia, la suma de las densidades de energia diverge de
la unidad ya que la cantidad |Q — 1] aumenta con el tiempo. La sorpresa viene con observaciones

cosmoldgicas que sugieren que el universo hoy en dia debe ser plano con una precision extrema.

Especificamente, los dltimos datos del Planck (Ade et al., 2016a) muestran que |Q — 1| = 0.000 +

0.005. Esto implica que, retrocediendo en el tiempo, la curvatura del Universo deberia haber

estado ain mas cerca de la planitud perfecta, k = 0. En general, se necesitaria un ajuste fino en las
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condiciones iniciales del Universo para estar en concordancia con las observaciones, lo cual hace
que los fisicos se sientan incomodos. Una explicacion dindmica de lo que observamos hoy en dia
seria ciertamente mas deseable.

2.4.3. Problema de la formacion de estructura a gran escala. Las observaciones
de las anisotropias en la dltima superficie de dispersion, muestran que las amplitudes son pequeiias
y casi invariantes en escala. Estas fluctuaciones se extienden a una escala tan grande que es
practicamente imposible generarlas entre el Big Bang y el momento de la dltima dispersion en
la cosmologia estandar. Este problema es casi equivalente al problema del horizonte mencionado
anteriormente, es decir, la cosmologia estdndar no puede proporcionar una explicacion satisfactoria
del origen de la estructura a gran escala. Es. decir, hay una estructura no trivial en el RCF en escalas
angulares que, segtin la cosmologia estandar, nunca podria haber estado en contacto causal. Por lo
tanto, la cosmologia estandar no puede explicar el origen de la estructura en estas grandes escalas.
Este es el problema de la formacién de estructura a gran escala.

2.5. Inflaciéon

Las deficiencias de la cosmologia estdndar se refieren a las condiciones iniciales de nuestro
Universo que requieren un ajuste fino serio para reproducir lo que observamos hoy. El problema
de planitud se puede resolver suponiendo que el valor inicial de la curvatura era precisamente
plana (k = 0). De manera similar, para resolver el problema del horizonte, uno debe imaginar
que al menos 10° regiones espaciales causalmente desconectados han comenzado su evolucién
exactamente en las mismas condiciones fisicas, en particular a la misma temperatura y la misma

magnitud de perturbaciones. Postular todo esto es posible, pero poco atractivo para un fisico que
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pretende comprender el Universo primitivo.

Para hacerlo mejor, se propuso la inflacién en la década de 1980 (Guth, |1981} Linde,
1982)) para resolver todos estos problemas a la vez. La idea fundamental es que el Universo
primordial experimentd una fase finita de expansion cuasiexponencial (similar a la que estamos
experimentando hoy en dia con la energia oscura) que cambio la estructura causal y como se propaga
la informacion. Como beneficio adicional, se obtiene un mecanismo fisico para explicar la presencia
de inhomogeneidades muy pequefias como fluctuaciones cudnticas en el Universo primitivo; en
ultima instancia, estos representan las semillas de las estructuras a gran escala que observamos en el
cielo.

2.5.1. Definicion de inflacion. La cosmologia estandar supone que el Universo
temprano estaba dominado por alguna forma de energia que satisfacia la condicion de energia fuerte
p +3p = 0, lo que implica una fase de desaceleracion del factor de escala, éd < 0, segin lo dictado
por la ecuacién (26)). Esto es el nicleo de los problemas de planitud y horizonte.

Por lo tanto, una posible solucién es postular una fase de expansion de aceleracion, antes de
cualquier fase de deceleracion. En una fase de aceleracion, el contacto causal es mejor en épocas
anteriores, por lo que regiones remotas de nuestro universo actual podrian haber estado en contacto
causal y mantener las mismas caracteristicas fisicas en el universo primitivo. Tal fase de aceleracion

se llama periodo de inflacién. Por lo tanto, la definicién bésica de inflacién es que

a>0, (40)
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de hecho, se puede reformular esta condicion de una manera alternativa que sea fisicamente mas

significativa considerando el horizonte de particulas definido en la ecuacién (35)), es decir

d(1\
dt \aH )  d?’

y entonces la condicion (#0) se puede escribir como

d (1
- (E) <0, 1)

ésta se usa como la definicién fundamental de inflacién, ya que esta relacionada directamente con
los problemas de horizonte y planitud.
Lo anterior implica, a partir de (27/)), que el universo fue dominado por algun tipo de materia

con presion negativa que satisface
p+3p<0 (42)

La idea de que, en los primeros instantes del universo, ni la materia ni la radiacion representaban los
componentes dominantes de la energia, no contrastaba con ninguna teoria fisica bien probada. De
hecho, no se puede suponer que el modelo estdndar de fisicas particulas funcione hasta los primeros
momentos después del Big Bang, cuando las escalas energias fueron varios 6rdenes de magnitud
mds altas que el dominio de validez del modelo estandar (que se extiende hasta alrededor de 1 TeV).

El periédo inflacionario vive de la idea de que algo no trivial podria haber sucedido debido a la
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fisica de altas energias.
Por otro lado, la tasa de cambio del radio de Hubble con respecto al tiempo puede ser

expresado como

d / a e—1 H dInH
7 Gg) == en == )

donde € es conocido como el pardmetro de rodadura lenta. Se ha definido N como el nimero de

e-folds como
dN =dIna=Hdt, (44)

que mide el nimero de pliegues (folds) N de expansion inflacionaria. Entonces, un periodo inflacio-

nario tiene lugar siempre y cuando
e<1, (45)

lo que significa que el pardmetro de Hubble debe variar muy lentamente en el tiempo. La fase
inflacionaria corresponde a una expansion casi exponencial en donde H es casi constante durante
todo el periodo inflacionario.

Para asegurar que inflacion perdure lo suficiente para resolver los problemas de la cosmologia
estandar, se define un segundo pardmetro importante que controla la duracion de este proceso (en la

siguiente subseccidn, se cuantificard la cantidad de la inflacidn necesaria para resolver los problemas
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cosmoldgicos estdndares). Esto se define como

dlne

(46)

La condicién |n| < 1 basicamente significa tener una pequefia variacién fraccional de € lo que
garantiza que inflacién perdure el tiempo suficiente para resolver los problemas de la cosmologia
estandar.

2.5.2. Solucion de los problemas de la cosmologia estandar y el monto de infla-
cion. El problema del horizonte se resuelve si se permite que inflacion perdure lo suficiente como
para que también las escalas mds grandes que observamos en el cielo hoy en dia estuvieran dentro
del horizonte de particulas en los primeros momentos del universo. Cuantitativamente, esto significa
que las escalas coméviles del Universo observable hoy (agHp) ™! deben caber dentro del radio del

Hubble comévil al comienzo de la inflacién (a;H;) ™!, lo cual quiere decir

(a;H;) ™' > (aoHo)™"; 47)

un estimado de la cantidad de inflacion necesaria (duracion del periodo inflacionario en nimero de
e-folds) para explicar la termalizacion de las escalas de observacién mds grandes en la actualidad
(Lyth and Liddle, 2009; |Weinberg, 2008; Mukhanov, 2005), es que inflacién dure entre 50 - 60
e-folds.

Se puede obtener una estimacién aproximada suponiendo que el Universo ha sido dominado



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 55

principalmente por la radiacion desde el final de inflacién (en ese momento, el radio del Hubble
comévil era igual a (arH f)_l). Esto implica que el pardmetro de Hubble escala como H o< a~2, por

lo tanto

aoHp L4 To ~10-28 (48)
afHy ag Ty ’

donde se asume Ty = 1073 eV, como la temperatura de la RCF medida hoy y Ty = 10'> GeV como

la tipica energia inflacionaria esperada. Entonces, la ecuacion (47/)) se convierte en

(a;H;) ™' > 10%(apHp) ™!, (49)

lo que significa que el radio Hubble tuvo que reducir 28 6rdenes de magnitud para resolver el
problema del horizonte. Dado que durante la inflacion H es casi constante, por lo que H; ~ Hy, 1o

que resulta en

4 10%, (50)
ai
y usando la ecuacién (44), implica
N > 64. (5D

El problema de planitud se supera por medio del mismo mecanismo. Un radio de Hubble comévil
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decreciente fomenta un valor de la densidad de energia total, Q, a la unidad, proporcionando
una explicacion fisica para esta configuracion aparentemente ajustada. Después de inflacion, la
curvatura comenzard a divergir desde Q ~ 1, como ocurre en un Universo dominado por materia.
Curiosamente, la misma cantidad de inflacion necesaria para resolver el problema del horizonte es

suficiente para explicar la planitud que observamos hoy. De hecho, durante inflacion se tiene

<e 2N 0, (52)

el mismo nimero de e-folds citados anteriormente daria la precision requerida para el valor observa-
do hoy.
2.6. Inflacion mediante un campo escalar

El modelo més simple posible para el estudio de la dindmica inflacionaria es mediante un
campo escalar, conocido como el campo inflaton, ¢. Aqui omitimos la realizacién fisica de este
campo escalar y solo tratamos de usarlo como un modelo de juguete para impulsar un periodo
inflacion. Para hacerlo lo més simple posible, suponemos que el campo escalar estd acoplado

minimamente a la gravedad. Entonces, la accidon que describe este sistema viene dada por

M:
7= / dhxv/=g | SR+ 58" 0,0 =V ()| = Sen+ 7, (53)

donde g es el determinate de la métrica, M), es la masa de Planck, R es el escalar de Ricci, la coma

(X34

,” indica la derivada parcial espacio-temporal y V(@) es el potencial asociado al campo escalar.



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 57

La accidn anterior es la suma de la accién gravitatoria de Einstein-Hilbert, asi como la de un
campo escalar con un término cinético candnico.

El tensor energia-momento para el campo escalar viene dado por

2 55% 1
T;?v = —\/—__g Sy =0u0v—8guv (§¢’a¢,a) (54)

Asumiendo que la métrica es la de FLRW, como se muestra en la ecuacién (23)) y, que la curvatura

espacial es nula, las componentes del tensor energia-momentum toman la siguiente forma:

po= 50> +V(9) (55)

1%=%W—V@) (56)

La dindmica y la interaccién del campo escalar con la métrica del espacio-tiempo son descritas por

las siguientes dos ecuaciones

1 [d2
sz%ﬂj%:g{%wwﬂ, (57)
¢+3Ho+Vy =0, (58)

donde Vy =dV /d¢.

La ecuacion de aceleracion para un Universo dominado por el campo escalar homogéneo del
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inflatén puede se escrita como:

| Q:

1
az—m(p¢+3P¢):H2(l—8), (59)
p

en donde € es posible relacionarla con la presion y la densidad de energia del campo escalar ¢ como
3
625(14-60(])). (60)

Con ayuda de las ecuaciones (57), (59), (55) y (56) se obtiene un resultado importante

¢2

H=-"_
2’
2M2

(61)
lo que implica que la evolucién temporal del pardmetro de Hubble depende de la energia cinética

del campo escalar ¢.

De esta manera es posible definir un pardmetro de rodadura lenta, a partir de las ecuaciones

@) y (6T). como

H

E=——s=—"1—.
H? 2MI%H2

(62)

A continuacién de procede a definir la aproximaccién de rodadura lenta, en donde el periodo

Ht

inflacionario es casi exponencial, es decir el factor de escalar evoluciona como: a -~ €', esto

ocasiona que, a partir de la ecuacion @), wy — —1, 1o que conlleva a que a partir de la ecaucion
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(60) que € — 0. Lo anterior muestra que la energia potencial domina sobre el energfa cinética, esto

€S

e=ll L 9 L (Lo vie)) s vie) s (©3)
H? 2M1127 3M1127 2 )

Como consecuencia de los anterior y a partir de las ecuaciones (57), (58) y (61), se tiene que

H o D0) e avie) = (6] < BHOLIV) (64
P

El régimen descrito por la ecuacién enterior se dice inflacién de rodadura lenta, ya que el
campo evoluciona muy lentamente con respecto al crecimiento casi exponencial de el factor de escala.
Intuitivamente, tal escenario es posible siempre que la forma del potencial sea lo suficientemente

plano.
A partir del resultado anterior se puede definir un segundo parametro de rodadura lenta n

como

(65)

|9
'”_8'_‘%"

De esta manera, se podria decir que el cambio fraccional de ¢ por el nimero de e — fold es pequeio,

por lo tanto se han establecido los dos pardmetros de rodadura lenta € y 1 sujetos a las condiciones

e,n| < 1. (66)
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Es fécil calcular la cantidad de e-folds antes de que termine la inflacion, ya que

N = 4
a
iy o H o v
= [ "Hdt=| =do~ [ —do. (67)
i o 0 o Vo

Como vimos antes, para resolver los problemas de horizonte y planitud, necesitamos alrededor de

60 e-folds,

Mm:m(ﬂ)zm. (68)

Vale la pena mencionar que el nimero total requerido de e-folds depende de la escala de energia
de la inflacion, asi como de algunos detalles de los modelos pos-inflacionarios. También se debe
resaltar que las anisotropias observadas en el RCF se han creado alrededor del final de inflaciéon
(Lyth and Liddlel 2009; Weinberg, 2008; Mukhanov, [2005).

2.6.1. Origen de la estructura a gran escala. La razén por la cual la inflacién
inevitablemente produce fluctuaciones es la siguiente: como se mostré en esta seccion, la evolucion
de inflatén ¢ (¢) domina la densidad de energia del universo temprano p(¢) y, por lo tanto, controla
el fin del periodo inflacionario. Esencialmente, ¢ (¢) desempeiia el papel de un reloj local que lee
la cantidad de expansién inflacionaria restante. Debido a que estos relojes son objetos mecanico-
cuanticos con necesariamente alguna variacion (segun el principio de incertidumbre), inflacion

tendré fluctuaciones espacialmente variables 8¢ (¢,x) = ¢ (¢,x) + ¢ (¢) donde la barra indica que es
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medida en el fondo no perturbado de FLRW. Estas fluctuaciones implican que diferentes regiones
del espacio se expanden en diferentes cantidades. En otras palabras, habra diferencias locales en
el momento en que la inflacion termine. Ademds, estas diferencias en las historias de expansion
local conducen a diferencias en las densidades locales después de inflacion. En la teoria cudntica,
las fluctuaciones locales en la densidad de energia, 8p(z,x), quedan plasmadas en las anisotropias
observadas en la temperatura, AT, de la RCF (Lyth and Liddlel 2009; |Weinberg, [2008; Mukhanov,
2005)).

2.6.1.1. Perturbacion en la curvatura. En un universo perturbado, la divisién en
un fondo homogéneo y la perturbacién no se pueden hacer de forma tnica ya que depende de
la eleccion de las coordenadas, es decir, la eleccion del gauge; el gauge es solo una seleccion
de hilos temporales que definen una posicion constante y una seleccion de cortes espaciales que
definen un tiempo constante. En un universo homogéneo, las coordenadas habituales de la posicion
FLRW corresponden a hilos que siguen a observadores en caida libre que ven la expansion del
universo como isotropa. Con el corte habitual con el tiempo cosmico, la densidad de energia del
universo evoluciona con el tiempo, pero es homogénea en cada momento. Sin embargo, con un
corte diferente, se crean perturbaciones ficticias en la densidad de energia. De manera similar, en
un universo perturbado, se puede elegir un corte para ocultar las perturbaciones en la densidad de
energia. Bajo estos cambios de gauge, el cambio en las perturbaciones de la densidad de energia
aparentes se compensa con otros cambios en la presion y las perturbaciones en la métrica. Al
considerar combinaciones invariantes de gauge, las perturbaciones ficticias se pueden distinguir

de las perturbaciones verdaderas: un universo homogéneo siempre es homogéneo en cantidades
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invariantes de gauge y los universos perturbados tienen perturbaciones invariantes de gauge que no
pueden ocultarse (Lyth and Liddle, 2009; [Weinberg), 2008; Mukhanovl, 2005]).

En general, las perturbaciones escalares de un universo homogéneo lleno con un fluido
perfecto pueden ser descritas por las perturbaciones en el fluido como: densidad de energia dp,

presioén 0 p y flujo de momentum 8¢, asi como las perturbaciones en la métrica ®, ¥, By E:
ds* = —(142®)dr* +2ad;Bdx' dt +a* (1 — 2%)8;; +25;/E) dx' dx/ (69)

con la ecuacion de Einstein que relaciona las perturbaciones del fluido con las perturbaciones
métricas, reflejando como la materia y el espacio-tiempo reaccionan entre si.

Una cantidad util invariable de gauge para caracterizar las perturbaciones escalares durante
inflacion es la perturbacién de curvatura & (Bardeen, |1980). La perturbacion de la curvatura mide
la curvatura espacial en lonjas o rebanadas comoviles, rebanadas donde no hay flujo de energia.
Durante inflacién, estas rebanadas corresponden a rebanadas de valor constante del campo del
inflatén ¢.

R=W——_§ (70)
p+pF

que durante la inflacion se convierte en:

%=\P+%5¢ (71)
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en donde las ecuaciones de Einstein determinan la evolucién de la perturbacion de la curvatura.
Cuando se consideran modos mucho mds grandes que el horizonte (escalas de superhorizonte):
Gt (6p—’§6p). )
p+p p

Si la presion es solo una funcion de la densidad y no una funcién de la entropia, es decir p = p(p),
entonces las perturbaciones en la curvatura son adiabdticas, asi que no hay perturbacion entropia y
Sp—(p/p)Sp = 0 se satisface. Por lo tanto, para las perturbaciones adiabaticas, es constante en
las escalas de superhorizon. De esta manera, inflacién del tipo de rodadura lenta tiene una ecuacién
de estado, por lo que las perturbaciones creadas durante la inflacion son adiabdticas y permanecen
asi incluso después del final de inflacidn.

Un campo escalar acoplado minimamente a la gravedad se rige por la accion de la ecuacion
(53) donde la accién habitual de Einstein-Hilbert tiene un término cinético canénico y un término
potencial agregado. El tensor energia-momentum se puede encontrar variando la accién con respecto
a la métrica, como se muestra en la ecuacion , mientras que la ecuacién de movimiento se
puede encontrar variando la accidén con respecto al campo del inflatén. Suponiendo un universo
homogéneo, es decir, una métrica FLRW y homogénea produce los resultados habituales para
inflacién como se muestra en las ecuaciones (53)) y (56).

La accion en la ecuacion (53)) puede perturbarse para encontrar la evolucion clésica de las
perturbaciones durante la inflacion. El resto de este cdlculo sigue de cerca la formulacion de J.

Maldacena (Maldacena, 2003). Escogiendo un gauge donde ¢ = 0, resulta que la perturbacién en
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la métrica es: 0g;; = a*(—2R6; i+ hij). Al introducir estas perturbaciones en la accién, el término

de orden mads bajo es de segundo orden:

1 0% (., (%)
8.9 = 5 / d*xd’ 7 (@2 — ) . (73)

a2
Al introducir las variables definidas por Mukhanov (Mukhanov and Winitzkil, 2007):

12
v = z% donde, 72 = az% (74)

y transformar a tiempo conforme, donde la prima denotan derivadas respecto a el tiempo conforme,
lo que conduce a:

8.7 = %/dr d>x ((v’)2 +(9v)* + %vz) : (75)

Recordando que la perturbacion de la curvatura surge de una transformacion de gauge que oculta la
perturbacién del campo del inflatn. por lo tanto, contiene informacidn sobre las perturbaciones
del campo de inflatén y las perturbaciones de la métrica (junto con la ecuacién de Einstein). Esta
ecuacion diferencial ahora describe la evolucion clésica de las perturbaciones durante la inflacién a
través de la variable de Mukhanov, que es solo un cambio de las variables de la perturbacién de la
curvatura Z.

2.6.1.2. Cuantizacion. Ahora se ha mostrado el comportamiento clasico de las

perturbaciones inflacionarias del principio de accidn, se puede cuantificar el sistema para encontrar
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la perturbacion cuantica. Para ello, el campo se promueve a un operador, y sus componentes de

Fourier se descomponen con los operadores de escalera y en los modos vi(7):

U= vi(T)ax + v (na’, (76)

asegurando que V = ﬁ [ d*k ¥y es Hermitico. Reemplazando los modos cldsicos Vi por su opera-
dor V; muestra que los modos Vi (7) obedecen la misma ecuacién diferencial que los componentes

de Fourier v, de el campo cldsico. Entonces, el impulso del campo, V/, tiene el operador:

V= V(D) +vi(t)a’ . (77)

Asi que el conmutador del operador de campo y su operador de impulso es:

[99] = i(vi (Vi(®) = V¢ ()va()) [, ] (78)
Imponiendo la relacién canénica de conmutacién posicién-momento [V, ¥7] = i y el conmutador
estdndar para los operadores de subida y bajada [@,a"] = 1 requiere que los modo Vv; se normalicen,
dando una condicién de contorno en la ecuacion diferencial para V. La otra condicion de contorno
proviene de especificar el estado de vacio dx|0) = 0. En analogia con el oscilador arménico cudntico,
se requiere que el vacio sea el estado fundamental: el estado propio de energia mds baja del
Hamiltoniano. No hay una opcion unica, pero la opcion estdndar es tomar el limite del pasado

infinito cuando todas las escalas de comoviles k estan dentro del horizonte del Hubble; dentro del
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horizonte cualquier escala k se puede tratar como si estuviera en el espacio-tiempo de Minkowski,
donde existe una opcion de vacio tnica, que especifica la segunda condicién de contorno.

Para una teoria inflacionaria especifica, esta ecuacion diferencial se puede resolver numé-
ricamente, utilizando la evolucién de z2 (ver la ecuacién ) determinada por la evolucién del
campo homogéneo del inflatén. En la aproximacion de la inflacién de rodadura lenta, ¢ cambia muy
lentamente y el pardmetro de Hubble H es practicamente constante, de esta manera la dependencia
de z con el tiempo vienen principalmente de a(7). Con un parimetro de Hubble constante, el

1

tiempo conforme se puede escribir como: T = ——z, en donde 7 = 0 corresponde al final del periodo

inflacionario. Por lo tanto, en este limite:
1 1
Z a 2 " y 2
—:—:?—)Vk+(k —?Vk :07 (79)

que se puede resolver exactamente, con las condiciones de contorno desde la normalizacion de vi y

la eleccién del vacio, dando como resultado:

e—ikT i
= 1—— 80
Vi \/ﬂ ( kT) ) ( )

(14 Kk*72). (81)

Cuando la longitud de onda del modo se encuentra en escalas de superhorizonte: a/k > 1/H —
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|kt| < 1, por lo que la expresion anterior se puede escribir como:

Vi Vi) = 82
(Vi Vi) R (82)
Cambiando variables de nuevo a la perturbacion en la curvatura,
A 2m)3 H*
(% Fx) = 27) (83)

B3 292

durante el periodo inflacionario del tipo rodadura lenta, estas cantidades varian lentamente, H y
¢. El espectro de potencia de los modos son constante después del cruce del horizonte, pero salen
del horizonte en diferentes momentos; el espectro de potencia constante de los modos depende
de las condiciones inflacionarias en el momento de su cruce del horizonte. Luego, el espectro de
potencia que cada modo adquiere después de su cruce del horizonte se puede encontrar al evaluar
las expresiones anteriores utilizando ¢ y H evaluadas en el cruce del horizonte para éste modo,
a.H, = k:

o ew
<=%kg?k>— k3 2(])*27

(84)

o expresado como un espectro de potencia sin dimensiones:

A, = =—r. (85)
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Este espectro es casi invariante en escala porque ¢ y H cambia lentamente durante la inflacién, y su
amplitud depende de esos pardmetros inflacionarios. Si A?% es independiente de k, se dice que el
espectro es invariante de escala. Sin embargo, dado que ¢ y H son funciones del tiempo (que varfan
lentamente), se predice que el espectro de potencia se desviard ligeramente de la forma invariante
de escala A;ij ~ k9. Cerca de una escala de referencia k,, la dependencia de k del espectro toma una

forma de ley de potencia (Harrison, |1970; Zeldovich, 1972; |Peebles and Yu, 1970):

- k ng—1
My =a() (86)

La amplitud medida del espectro escalar en k, = 0.05 Mpc~! (Ade et al., 2016a):
Ay = (2.143£0.051) x 107°. (87)

Para cuantificar la desviacion de la invarianza de escala, se ha introducido el indice espectral escalar

2
dlogA7,

—_—= 88
dlogk (88)

ng—1=

donde el lado derecho se evalia en k = k. y ny = 1 corresponde a la perfecta invarianza de escala.

Debido a que la perturbacion de la curvatura se conserva para los modos en escalas de
superhorizonte, éste espectro se conserva hasta que estos modos vuelven a entrar en el horizonte.
Por lo tanto, esta prediccion inflacionaria se puede llevar a los tiempos en que se sostiene la

cosmologia estdndar del Big Bang, permitiendo una comparacion directa con las observaciones.
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Para inflacién de rodadura lenta, la desviacion del indice espectral del espectro de perturbacion se
puede encontrar en términos de los pardmetros de rodadura lenta (Baumann, 2011} Liddle and Lyth,

2000):

(89)

donde N es el numero de e-folds, € y 1 son los parametro de rodadura lenta definidos en las
ecuaciones (62)) y (65) respectivamente. Dado que los parametros de rodadura lenta son funciones
del tiempo, la desviacion espectral depende débilmente de la escala, pero a menudo se evalia
en una escala pivote cercana a las escalas de perturbaciones observadas. Durante el periodo de
rodadura lenta, 0 < € < 1 e inflacién termina cuando € ~ 1, por lo que € crece con el tiempo y
disminuye respecto a N. De esta manera, ng — 1 < 0, prediciendo un espectro rojo: un espectro con
mds potencia a escalas mds pequefias (Chung et al., 2003)).

Las ondas gravitacionales primordiales se producen por un mecanismo similar a la pertur-
bacién de la densidad de energia primordial, excepto que las ondas gravitacionales se originan
por perturbaciones tensoriales en lugar de perturbaciones escalares. La amplitud de las ondas
gravitacionales a menudo se parametrizan en términos de la relacion tensor-escalar (Lyth and Liddle,

2009):

r=-"L (90)
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donde A% — 2H,/m? es el espectro de potencia de los modos tensoriales. Este resultado es la
prediccién de inflacién mads robusta e independiente del modelo. Se observa que la amplitud
tensorial es una medida directa de la tasa de expansion H durante la inflacion.

La dependencia de escala observada del espectro de potencia hace que sea necesario especi-
ficar la escala de desarrollo, &, en la que las cantidades estan restringidas y, por lo tanto, el tiempo
de salida del Hubble, k = a.H,, cuando las cantidades tedricas correspondientes se calculan durante
la inflacién. Esto generalmente se expresa en términos del nimero de e-folds desde el final de la

inflacién (Liddle and Leachl [2003)):

k 1 Vi 1 Prec 1
Nilk) == 67-1 7! —1 — —In(g.), 1
(k) n(aOH()) +4 n (Mf, pﬂn> + B n(pﬁn) B n(gs) 91)

donde 1/agHy es la tamaiio actual del horizonte Hubble comévil. Diferentes modelos de recalen-
tamiento y, por lo tanto, diferentes temperaturas y densidades de recalentamiento, p,. en la (91),
conduce a un rango de valores posibles para N, que corresponde a una escala fisica fija, y por lo
tanto se tiene un rango de predicciones observacionales para un modelo de inflacién dado, como se
ve en la figura[3]

Los datos de la temperatura y polarizacion de Planck 2015 (Ade et al.,|2016a)) son consistentes
con un espectro de potencia suave en un rango de niimeros de onda 0.008 2~ Mpc~! <k <0.1h~!

Mpc~!. En ausencia de dependencia en la escala, las observaciones han detectado recientemente la
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pequefia desviacion de la invariancia de escala predicha por la inflacién (Ade et al., 2016a)

ng = 0.9681 £0.0044. (92)

La figura [5| compara las restricciones observacionales de la RCF en inclinacién del indice del
espectro de las perturbaciones escalares, ng y la relacion tensor-escalar, r, entre las magnitudes
de las perturbaciones tensoriales y escalares. Los roles importantes se reproducen con datos del
satélite Planck, BICEP2 / Keck Array (BKP) y mediciones de Baryon Acoustic Oscillations (BAO).
Estas restricciones experimentales se comparan con las predicciones de algunos de los modelos
inflacionarios. En términos generales, los modelos con un potencial concavo se favorecen sobre
aquellos con un potencial convexo, y los modelos con inflacién de la ley de potencia, en oposicién a
la expansion exponencial similar a la de Sitter, ahora estan excluidos (Ade et al., 2016d).

2.6.2. Evidencia observacional de la expansion acelerada del Universo. La evi-
dencia observacional directa de la expansion acelerada actual del universo se ha encontrado midiendo
el corrimiento al rojo de diferentes supernovas. Durante muchos afios las galaxias mds brillantes
fueron las principales candela{ﬂ estdndar para observar la expansion del universo. Pero ahora la
supernova tipo Ia (SNIa) ha reemplazado a las galaxias y ha demostrado ser una excelente vela

estandar. La supernova de tipo Ia se observa cuando una enana blanca excede el limite de Chandra-

6 Son objetos cuyo brillo intrinseco se conoce y por lo tanto se puede comparar con su brillo aparente para dar una

medida de su distancia de nosotros. Las supernovas tipo Ia son de este tipo de objetos.
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Figura 5. Regiones conjuntas marginadas de 68 % y 95 % de nivel de confianza para el indice del
espectro de perturbacion escalares, ng, y la relacion tensor-escalar, r, obtenidas de los datos de
Planck 2015 y sus combinaciones con BICEP2 / Keck Array y/o BAO, en comparacién con las
predicciones tedricas de algunos modelos inflacionarios seleccionados. Esta imagen fue tomada de

la referencia (Ade et al.|, 2016d).
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sekhar por acumulacion de masa de su estrella compaiiera del par binario y explota (Chandrasekhar
and Thorne, [1985)).

En 1998, a partir de la observacion de la SNIa por Riess et al (et al., |1998) y Perlmutter et al
(et al.l [1999) indicaron que el universo actual estd experimentando una expansion acelerada. La clave
para esto fue proporcionada por la relacién magnitud-desplazamiento hacia el rojo. Se encontrd
que para un universo plano, homogéneo e isotropo, aproximadamente el 70 % de la densidad de
energia consiste en algin tipo de componente misterioso. Este misterioso componente de energia del
universo que impulsa la expansion acelerada del universo y se le ha llamado energia oscura. También
se encontré que el parametro de densidad de energia de la materia Q,(,g ) = 0.281“8:82. Mas tarde,
la expansion acelerada del universo se confirma con muchas otras observaciones. Otro resultado
interesante es un fendmeno reciente que se encontrd a partir de estas observaciones de la expansion
acelerada del universo. A partir de los datos del alto corrimiento al rojo (z > 1.5) de la SNIa, Riess et
al (et al., 2004) en 2004 mostraron que el universo exhibi6 una transicién de una fase de expansion
desacelerada a una acelerada a un desplazamiento al rojo de z == 0.45. Este resultado es crucial ya
que indica que el universo de hecho tuvo una fase de desaceleracion que es de suma importancia
para la nucleosintesis y la posterior formacion de la estructura. Super Nova Legacy Survey (SNLS)
(Astier et al.,|2006) y WMAP (Jassal et al., 2010) muestran un excelente acuerdo y confirman la
expansion acelerada del universo. WMAP y SNLS juntos proporcionan un parametro de densidad

de energia oscura Qp = 0.72 +0.04.
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2.7. Intentos tedricos para explicar la aceleraciéon del Universo

Como ya se menciond, para los componentes conocidos del Universo no es posible generar
la expansion acelerada. Existen diferentes alternativas tedricas en la literatura para explicar la
aceleracion césmica. Aunque, todavia hoy, ninguno de ellos ha sido aceptado universalmente como
el que es perfecto, tiene un apoyo tedrico y una pista hacia la deteccion directa. Los intentos se
clasifican ampliamente en dos clases. Uno es el modelo de energia oscura, donde se introduce
algun componente exdtico que puede generar suficiente presion negativa para impulsar la expansion
acelerada del universo. El enfoque de la energia oscura se basa en la suposicion de que el Relatividad
General es la teoria apropiada de la gravedad. La segunda forma es buscar una modificacion
adecuada de Relatividad General, en donde una caracteristica interesante de estos modelos es que
la aceleracion tardia del universo se puede realizar sin considerar ningin componente de materia
exotica.

De esta manera, ambos enfoques son aplicables en el modelado de la etapa inflacionaria y
la expasion acelerada del Universo observada hoy en dia. Estos dos enfoques serdn discutidos a
continuacion.

2.7.1. Modelos de Energia oscura.

A. Constante cosmologica
Para lograr un universo estético, Einstein introdujo la constante cosmoldgica en su ecuacién
en 1917 (Einstein, [1952)). En 1929, Hubble descubrid la expansion acelerada del universo

y Einstein abandoné su idea de la constante cosmoldgica. Pero después del descubrimiento
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de la aceleracién actual del universo, la constante cosmolédgica se ha considerado como
la forma mas popular y mds simple posible de representar la energia oscura. El modelo
de energia oscura con constante cosmoldgica se llama ACDM (por sus siglas en ingles,
cosmological constant A with pressureless cold dark matter). La densidad de energia de la

constante asociada a A es,

pA:Ml%A: _PA7 (93)

en este caso el pardmetro de estado para la constante cosmoldgica es w, = —1. El modelo
de constante cosmoldgica es preferido por la mayoria de las observaciones con un buen
nivel de precision. Pero hay ciertos problemas relacionados con la constante cosmoldgica. La
densidad de energia de vacio constante es el tinico candidato posible para explicar la constante
cosmoldgica. Pero sufre de la enorme discrepancia entre el valor estimado por la observacion
(p%%) y el valor calculado teéricamente (p/¢%). La relacién es p9% /pT¢® .~ 107120, Este es
el problema de ajuste fino del modelo con constante cosmoldgica. Carroll (Carroll, 2001)
y Padmanabhan (Padmanabhan, 2003) han discutido en detalle diferentes aspectos de este

modelo.
B. Modelos con campo escalar

I. Quintaesencia

El modelo de quintaesencia es el mas popular entre los diferentes modelos de energia oscura
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que evoluciona en el tiempo. La idea es introducir un campo escalar homogéneo dependiente
del tiempo ¢ (¢), minimamente acoplado a la gravedad y la naturaleza del campo se caracteriza
por un potencial V(¢) asociado al campo escalar. La accién en este modelo es como se
muestra en la ecuacién (53). De esta manera, el tensor energfa-impulso, la densidad de energfa

y la presién asociadas a este modelo de quitaesencia son como se muestra en la ecuaciones
(5456).

Por lo tanto, la expresion de la ecuacion del pardmetro de estado (@y ) para la energia oscura

de un campo escalar de quintaesencia es dada por,

i2
-2V
Wy = ¢—(m (94)
9> +2V(9)
Por otro lado, el potencial del modelo de quintaesencia puede ser expresado como,
1wy ¢°
V(p)= — 95

lo que indica que el pardmetro de estado para quintaesencia depende del tiempo. Con lo ante-
rior, dependiendo de la naturaleza del potencial de quintaesencia, los modelos de quintaesencia

se clasifican en tres clases diferentes.

e SiV(¢) < ¢, entonces ® = 1y la densidad de energfa varfa como py o< a~°. Esto no

contribuye como una energia oscura.

e SiV(p)> ¢2, entonces @ = —1 y la densidad de energia Pg o< const. que es equivalente
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a la constante cosmoldgica.

e Para un escenario intermedio —1 < @y < 1 la densidad de energia varia como py o< a™".

El campo de quintaesencia generard una expansion acelerada para 0 < n < 2 (Copeland

et al., [20006)).

La idea del campo escalar de quintaesencia fue introducida inicialmente por en el
contexto de inflacion por Ratra y Peeble (Ratra and Peebles, |1988) y por Wetterich
(Wetterichl, |1988)). Hay una gran cantidad de estudios en la literatura en el contexto de
la aceleracion cosmica tardia con diferentes tipos de potencial de quintaesencia. Un
potencial de la forma: V(@) o< ¢]_a (donde o es una constante) se introdujo por primera
vez en el contexto de la energia oscura, en donde un potencial exponencial puede generar
una expansion acelerada, ya que es posible encontrar que el factor de escala evoluciona
de la forma: a «< t" (donde m es una constante positiva), sin embargo, un potencial
exponencial no puede explicar la transicion de la fase de expansion desacelerada a
acelerada. Un doble potencial exponencial puede exitosamente generar la aceleracion
actual y la fase de expansion desacelerada que prevaleci6 en el pasado reciente (Sen and

Sethi, [2002).

Los modelos escalares de quintaesencia con algunos ajustes finos pueden abordar el

problema de la coincidencia césmiceﬂ

7" El problema de coincidencia en cosmologia se relaciona con el hecho de que, se observa que las densidades

fraccionales de materia y energia oscura son aproximadamente las mismas Q,, ~ Qx. Esta relacién entre las
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IL.

Las observaciones sugirieron que actualmente la densidad de energia del campo escalar
(Pg) y la densidad de energia de la materia (p,,) son comparables en orden de magnitud.
Surge la pregunta, ;Como estas dos densidades de energia disminuyen a ritmos diferen-
tes? la respuesta a esta pregunta requeriria un ajuste fino de las condiciones iniciales
para que estas densidades de energia sean comparables en este momento. La idea es
introducir el potencial de quintaesencia de tal manera que la densidad de energia (py) se
comporte de una manera muy similar a la densidad de materia oscura para un amplio
rango de condiciones iniciales. En realidad, la idea es que la densidad de energia oscura
seguird una evolucion que es muy similar a la evolucion de la densidad de la materia y
en la era reciente la energia oscura dominaria la dindmica del universo. Esta clase de
modelos son conocidos como tracking behaviour de la energia oscura de quintaesencia.
Esta idea fue presentada por primera vez por Zlatev, Wang y Steinhardt (Zlatev et al.,

1999).

K-esencia
Este es un modelo de campo escalar donde la parte cinética tiene la contribucién
dominante en la densidad de energia. Esta es la diferencia basica entre el modelo K-

esencia y el modelo de quintaesencia, donde el potencial de quintaesencia toma el papel

densidades es del orden de uno justo en la época actual y esto puede verse como una coincidencia ya que requiere
condiciones iniciales muy especiales en el Universo temprano.



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 79

principal en la contribucién a la densidad de energia oscura. La idea de la expansion
acelerada impulsada por la parte cinética del campo escalar la cual se introdujo por
primera vez en el contexto de la inflacion (Armendariz-Picon et al., 1999). En el contexto
de explicar la aceleracion actual del universo, fue introducido por Chiba et al. (Chiba
et al., 2000) y con una mayor generalizacién fue hecha por Armendariz-Picon et al.

(Armendariz-Picon et al., [2001).

La accion para los modelos K-esencia estd escrita como,

7 = [d'xy=g P(9.x), (96)

donde X = —1(V¢)? es la energfa cinética y la densidad lagrangiana P(¢,X). En en

S]]

caso que la energia cinética domine, la densidad lagrangiana P(¢,X) — 0 para X — 0.

Si se realiza una expansién en serie de P(¢,X) alrededor de X = 0 se obtiene,

P(¢.X) =K(9)X +L(9)X*+ -, (97)

de esta manera los términos de orden superior a X pueden despreciarse cuando X — 0.

El parametro de estado de energia oscura para este modelo es dado por la siguiente

expresion

— v (98)
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I11.

Para obtener una expasion acelerada, a partir de la ecuacioén |l , 0y < —%, esto significa
que X < % Para X = %, ® = —1 quiere decir que este modelo puede recuperar el modelo

de constante cosmoldgica para una condicién particular.

Para un modelo cosmoldgico viable, f(¢) debe ajustarse para que sea del orden de la
densidad de energia del Universo. Las discusiones generales sobre el modelo K-esencia

se dan en (Barger and Marfatial 2001} |Li and Zhang, 2003; Malquarti et al., 2003bla).

Campo de taquiones

La idea del modelo de campo de taquiones esta inspirada en la teoria de cuerdas. Un
taquidn tiene una masa cuadrada negativa y la velocidad es mayor que la velocidad
de la luz. Se produce en el momento de la descomposicién de D-brane (Bergshoeft
et al.l 2000; Garousi, [2002, 2003) y tiene una ecuacion de pardmetro de estado que varia
entre -1 a 0y, por lo tanto, se puede elegir como un candidato viable de energia oscura
(Gibbons, 2002). Los modelos de energia oscura taquidnica que pueden generar con
éxito la aceleracion del tiempo tardio se discuten en la referencia (Bagla et al., [2003;

Abramo and Finell1, 2003 /Aguirregabiria and Lazkoz, 2004; Copeland et al., 2005).

El estado del campo de taquiones se basa en el médximo del potencial asociado y con

una pequefia perturbacion, se reduce a la masa real. La accidn relevante para un campo
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IV.

de taquiones se da como,

7 = [dxv(9)\/~det(gu+ 6 ap). (99)

donde V(¢) es el potencial taquidnico.

El pardmetro de estado de energia oscura en este modelo es dado por @y = ¢’ —1,y

para una expacién acelerada, ¢> < %

Campo fantasma

En el contexto de la energia oscura, el campo fantasma fue discutido por primera vez
por Caldwell (Caldwell, [2002). La diferencia bdsica del campo fantasma del campo de
quintaesencia es que el campo fantasma tiene energia cinética negativa. La accién del

campo fantasma se escribe como,

= /d4x\/—_g L(6,X), (100)

donde L(¢,X) = —X — L(¢). Esta es la diferencia de los modelos de campo fantasma
con los modelos de quintaesencia de la energia oscura. El pardmetro de estado de energia

oscura viene dada por

9P +2v(9)
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Si 2V (¢) >> ¢ entonces 0y < —1. Como consecuencia, esto conduce a una expansion
muy rdpida del Universo hasta un grado que, el factor de escala crece hacia el infinito,
dentro de un tiempo finito. Este escenario se llama Big Rip, donde tanto el volumen
como la tasa de expansion aumentan infinitamente. Un potencial de campo fantasma
con un maximo puede evitar el Big Rip. Por ejemplo, un tipo de potencial de forma:
V(ig)=V [cosh (%)] 71, donde « es una constante, puede evitar el Big Rip. El campo
descansa en el maximo después de una oscilacién amortiguada y, por lo tanto, la ecuacién
del parametro de estado wy = —1 ya que ¢ = 0. Por lo tanto, en este modelo se puede

restaurar el escenario de la constante cosmolégica.

2.7.2. Modelos de gravedad modificada. La otra forma de buscar la explicacién
plausible del fenémeno de aceleracion césmica es la modificacion de la Relatividad General. Hay
varias formas de modificacion de la teoria de la gravedad. Diferentes modelos de gravedad f(R)
(Capozziello, [2002; Carroll et al., 2004} 2005; Nojirt and Odintsov, 2006, |2007), teoria del tensor
escalar (Amendola, 1999; Uzan,|1999; Chibal |1999; Bartolo and Pietroni, [2000; Banerjee and Pavon,
2001a; |R1azuelo and Uzan, 2002; Mota and Barrow, 2004), teorias de gravedad dimensional superior
(Deftayet et al., 2002; Nojiri et al., [2006; Dvali et al., 2000; Bamba et al., 2014; Hossain et al.,
2014), pertenecen a la clase de teoria de la gravedad modificada. Aunque esta clase de modelos son
buenos intentos tedricos y explican adecuadamente la aceleraciéon césmica, normalmente poseen
falencias para explicar las observaciones astrondmicas locales. Algunas de las teorias de gravedad

modificadas se discuten a continuacion.
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2.7.2.1. Gravedad f(R). La modificaciéon mds simple de la Relatividad General es
la gravedad f(R) consiste en reemplazar el escalar Ricci, R, como una funcién analitica f = f(R).

Por lo tanto, la accién de gravedad f(R) se da como,

7 = [ /=g [f(R)+ 2], (102)

donde ., es el Lagrangiano de materia.

Dependiendo de la forma de f(R), estos modelos pueden generar el escenario de inflacién
temprana o una expasion acelerada en tiempos tardios (el tipo de expasion que experimenta
actualmente el Universo). Por ejemplo, los modelos con f(R) -~ R? pueden generar un periodo de
inflacion césmica y los modelos con f(R) «~ 1/R", con n > 0, son viables para generar la expansion
acelerada actual del Universo. La gravedad f(R) en el contexto la inflacion ha sido discutida por
Satrobinsky (Starobinskyl, 1980), Kerner (Kerner, |1982) y por Duruisseau y Kerner (Duruisseau and
Kerner, |1986). A medida que la curvatura R disminuye con el tiempo, la potencia inversa de R en la
expresion de f(R) puede tener una contribucion significativa en la generacion de la aceleracion del
tiempo tardio. En el contexto de la aceleracién césmica tardia, la gravedad f(R) ha sido invocada
por Capozziello et al (Duruisseau and Kerner, [1986)), Nojiri y Odintsov (Nojirt and Odintsov, 2004,
Carroll et al. (Carroll et al., 2004), Das, Banerjee y Dadhich (Das et al., 2006).

2.7.2.2. Teorias tensor-escalar. La idea bdsica de una teoria del tensor-escalar es el
acoplamiento no minimo entre el campo escalares y la geometria del espacio-tiempo. El enfoque

mds simple en esta direccion es la teoria de Brans-Dicke (Brans and Dicke, |1961a)), donde el campo
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escalar se acopla al escalar de Ricci y, por lo tanto, el Lagrangiano se da como,

_9R @ 2
7= - 55 V0) (103)

donde wpp es el parametro de Brans-Dicke. En el limite del campo débil, la teoria de Brans-Dicke se
asemeja a la Relatividad General pero es diferente de ésta en el régimen no lineal (Banerjee and Sen,
1997). La teoria generalizada de Brans-Dicke se comporta como una quintaesencia acoplada en un
marco conforme (Amendola, [2000). Banerjee y Pavon (Banerjee and Pavon, 2001b) han demostrado
que la aceleracién cédsmica se genera en la teoria de Brans-Dicke sin introducir ningiin componente
exotico en el sector de la materia. También requiere un valor negativo, que en valor absoluto sea
pequeflo, —wpp ~ O(1) en el escenario cosmoldgico, lo cual entra en conflicto directo con el limite
inferior impuesto sobre |wpp| por experimentos del sistema solar, es decir |wpp| > 4 X 10* (Bertotti
et al., 2003b).
3. Introduccion a los sistemas dinamicos

Las ecuaciones diferenciales establecen una relacion entre las funciones y sus derivadas
y cuyo desarrollo fue realizado por primera vez por Newton a mediados del siglo XVII. Newton
las aplicé en su teoria de la gravitacién y descubrid la solucién para el sistema de dos cuerpos,
por ejemplo, el movimiento de Sol y Tierra. El problema de los tres cuerpos, por ejemplo, el
movimiento del Sol, la Tierra y la Luna era un tema de larga data y parecia ser imposible de resolver.
La ruptura llegé a fines del siglo XIX, cuando Poincaré descubrié un enfoque geométrico para

estudiar cualitativamente un sistema en lugar de estudiarlo cuantitativamente. Este fue el nacimiento
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de una nueva asignatura llamada anélisis de sistemas dindmicos (Perko, 2013).
(Qué es un sistema dindmico? Puede ser algo tan sencillo como un péndulo simple hasta
algo tan complejo como el cerebro humano y el universo entero en si mismo. Un sistema dindmico

consiste en

1. un espacio (espacio de estado o fase), y

2. una regla matematica que describe la evolucién de cualquier punto en ese espacio.

El estado del sistema es un conjunto de cantidades que se consideran importantes para el sistema y
el espacio de estados es el conjunto de todos los valores posibles de estas cantidades. En el caso
de un péndulo, la posicién y el momento son cantidades naturales para especificar el estado del
sistema. Para sistemas mas complicados como lo son en el contexto cosmoldgico, la eleccion de
buenas cantidades no es obvia y resulta ttil elegir variables de manera conveniente. Hay dos tipos
principales de sistemas dindmicos. El primero son los sistemas dindmicos continuos cuya evolucién
se define mediante ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) y el otro se denomina sistemas

dindmicos discretos en el tiempo que se definen mediante un mapa o relaciones de recurrencia.
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4. Introduccion a los sistemas dinamicos

Las ecuaciones diferenciales establecen una relacion entre las funciones y sus derivadas y cuyo
desarrollo fue realizado por primera vez por Newton a mediados del siglo XVII. Newton las aplic
en su teoria de la gravitacion y descubri6 la solucién para el sistema de dos cuerpos, por ejemplo, el
movimiento de Sol y Tierra. El problema de los tres cuerpos, por ejemplo, el movimiento del Sol, la
Tierra y la Luna era un tema de larga data y parecia ser imposible de resolver. La ruptura llegé a fines
del siglo XIX, cuando Poincaré descubrié un enfoque geométrico para estudiar cualitativamente un
sistema en lugar de estudiarlo cuantitativamente. Este fue el nacimiento de una nueva asignatura
llamada analisis de sistemas dinamicos (Perko)|, [2013]).

(Qué es un sistema dindmico? Puede ser algo tan sencillo como un péndulo simple hasta
algo tan complejo como el cerebro humano y el universo entero en si mismo. Un sistema dindmico

consiste en

1. un espacio (espacio de estado o fase), y

2. una regla matematica que describe la evolucién de cualquier punto en ese espacio.

El estado del sistema es un conjunto de cantidades que se consideran importantes para el sistema y
el espacio de estados es el conjunto de todos los valores posibles de estas cantidades. En el caso
de un péndulo, la posicion y el momento son cantidades naturales para especificar el estado del
sistema. Para sistemas mas complicados como lo son en el contexto cosmoldgico, la eleccién de

buenas cantidades no es obvia y resulta util elegir variables de manera conveniente. Hay dos tipos
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principales de sistemas dindmicos. El primero son los sistemas dindmicos continuos cuya evolucion
se define mediante ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) y el otro se denomina sistemas
dindmicos discretos en el tiempo que se definen mediante un mapa o relaciones de recurrencia.
4.1. Sistemas dinamicos

Se considera una EDO de la forma

x = f(x), (104)

donde x = dx/dt, x = (x1,x2,-++ ,x,) € R"y f: R” — R" es un campo vectorial en R” tal que

f=(fi(x), fa(x),--- fulx)) (105)

Esta ODE definen los campos vectoriales del sistema. En cualquier punto x € R” y en cualquier
tiempo particular 7, f(x) define un campo vectorial en R”. Cuando un sistema de ecuaciones
diferenciales no depende explicitamente del tiempo, el sistema se denomina sistema auténomo. Un
sistema no auténomo también puede tratarse como un sistema auténomo al considerar el tiempo ()
como una nueva variable, es decir, x,+1 =ty X,4+1 = 1 (Wiggins, 1990).
En lo que respecta a esta tesis doctoral, los sistemas bajo investigacion son de dimension
finita y sistemas autdbnomos continuos.
4.1.1. Punto critico. La ecuacién auténoma x = f(x) se dice que tiene un punto

critico en x = X si y solo si f(xg) = 0 (Perko, 2013; Wiggins, |1990). En términos generales, X
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es estable si las soluciones del sistema (104) que comienzan “cerca” de x¢ en un momento dado
permanecen cercanas a Xg para todos los tiempos posteriores. Es asintéticamente estable si las
soluciones cercanas no solo permanecen cerca, sino que también convergen a Xy como ¢ — oo,
Segtin la definicion anterior, los puntos criticos del sistema (104)) corresponden a aquellos
puntos x donde el sistema estd en reposo. En principio, el sistema podria permanecer en este
estado (constante) indefinidamente. Sin embargo, es necesario aclarar si el sistema puede o no
alcanzar tal estado y si este estado es estable o no con respecto a pequefias perturbaciones. De una
forma mas precisa, se dice que Xq es estable segtin Layopunov (o estable para abreviar) si para
todo € > 0 existe un 6(€) > 0 tal que cualquier otra solucién ¢(¢) cuya condicion inicial satisfaga
|9 (t0) —x0(t0)| < 8(€) cumple que |@(¢) —Xo(¢)| < € para todo ¢ > ty. En el caso contrario, es
decir, si existe un € > 0 tal que 6 > 0 es tan pequefio como se quiera, y hay al menos una solucién

que satisface | (o) —Xo(to)| < 8 y |9 (1) —Xo(t)| > € para algin ¢ > , se dice que la solucion es

“inestable” (ver figural6).

Figura 6. Punto de equilibrio (a) estable, (b) asintéticamente estable, (c) inestable

Se dice que la solucién xj es asintGticamente estable si es estable y existe un 6’ > 0 tal que

si |9 (t9) —x0(f9)| < &' entonces lim,_,« | (1) —x¢(¢)| = 0. Se dice también que x( es un atractor,
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ya que atrae a las soluciones de su entorno.
4.1.2. Teoria de estabilidad lineal. Dado un sistema dindmico x = f(x) con un
punto critico en x = x¢ y con el fin de linealizar el sistema, se debe realizar primero una expansion

en serie de Taylor:

J(x) =~ f(x0) + T (x—xo) + 30 (x—x0)+---, (106)
es decir
oo £(n)
@ Y gy (107
n=0 :

Por la definicién del punto critico, f(xo) = 0 e ignorando los los términos de orden superior,

%= f(x0)(x—xp) (108)

En esta configuracion, se puede deducir que el punto critico
1. es estable si f/(xp) <O,
2. esinestable si f'(xp) >0,
3. su estabilidad es desconocida, es decir, la teoria de estabilidad lineal falla si f’(xy) = 0.

Si la linealizacion resulta en el caso 3, entonces se debe realizar un analisis de estabilidad no lineal.

Lo anterior era un sistema en R'. Para sistemas de dimensién superior, los valores propios de la
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matriz de Jacobiana del sistema, evaluado en los puntos criticos, revelarian informacion con respecto
a su estabilidad. Dado un sistema dindmico x = f(x,¢) con un punto critico en x = xo, el sistema se
linealiza alrededor de su punto critico por

M = Df(xo) (af") | (109)

9x;

donde M es la matriz Jacobiana.

Por ejemplo, para un sistema auténomo en R? que puede ser representado como

x=f(x.y) (110)

y=g(xy), (111)

donde f'y g son funciones de x y y con puntos criticos en (x = xp,y = y¢), la correspondiente matriz
Jacobiana construida para linealizar el sistema, sobre los puntos criticos, puede ser representada

como

af df

M= 9% 9y | (112)
Jdg dg
dx dy

Los valores propios de esta matriz linealizada, evaluada sobre el punto critico en cuestion revelan la
estabilidad / inestabilidad de ese punto siempre que el punto sea hiperbdlico.

Sea x = xp un punto critico del sistema x = f(x), x € R". Entonces xy se dice que es
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hiperbdlico si ninguno de los valores propios de Df(xp) tiene parte real igual a cer(ﬁ (Perko, 2013).
Asumiendo un sistema en R?, las posibilidades con respecto a la estabilidad del punto critico

con respecto a los dos valores propios A; y A, de la matriz M de la ecuacién (112)), es la siguiente:

1. Los valores propios 4; y A, son reales.

a) Si A1,A; < 0 entonces el punto critico del sistema dindmico es asintéticamente esta-
ble y las trayectorias que comienzan cerca de ese punto se acercardn a ese punto o

permaneceran cerca de él.

b) Si A;1,A; > 0 entonces el punto critico del sistema dindmico es inestable y las trayectorias

se escaparan del punto critico.

¢) Si Aj,Ay # 0y son de signos opuestos, entonces el punto critico es de silla. Este es
un punto de equilibrio inestable, pero puede asociarse con un estado marginalmente

estable.

d) SiA; =0y A, <0, o al contrario, no es posible determinar si el punto critico es estable

o inestable. El punto es no hiperbdlico.
2. Los valores propios A; y A, son complejos: A1, = o £ if3.

a) Si a >0y B # 0 esun punto critico inestable.

8 Siel punto es no hiperbdlico, la teoria de la estabilidad lineal falla y, por lo tanto, se deben llevar a cabo técnicas

alternativas, como encontrar las funciones de Lyapunov o aplicar el teorema de la variedad central (Wiggins, [1990).
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b) Sia <0y B # 0 esun punto critico estable.

c¢) Sia =0y B #0, entonces las soluciones son oscilatorias.

4.2. Aplicacion del analisis de sistemas dinamicos en cosmologia.

El sistema de ecuaciones de los modelos cosmoldgicos comtinmente usados son ecuaciones
diferenciales no lineales. No siempre es posible encontrar soluciones exactas de un sistema no lineal.
Pero el enfoque de sistemas dindmicos para estudiar sistemas no lineales puede ayudarnos a conocer
el comportamiento cualitativo del sistema. Generalmente, las nuevas variables sin dimensiones y
normalizadas se introducen con una variable de tiempo sin dimensiones para escribir el sistema como
un sistema autonomo. Estas variables estdn directamente relacionadas con cantidades observables
fisicamente y se comportan bien. Al encontrar los puntos fijos del sistema y su estabilidad, uno
puede estudiar cualitativamente el comienzo y el posible destino final del universo. Como cualquier
solucién comienza desde un punto fijo inestable y termina en un punto fijo estable, los puntos fijos
inestables tienen la posibilidad de ser el comienzo del universo y los puntos fijos estables serian el
destino final del universo.

Este tipo de andlisis no es nuevo ni en la relatividad general ni en la cosmologia. Casi todos
los modelos importantes de relatividad general y cosmologia han sido analizados a la luz del andlisis
de sistemas dindmicos. La lista incompleta incluye: gravedad modificada, teoria del tensor escalar,
modelos tipo Bianchi y modelos de campo escalar sin acoplamiento minimo.

En los modelos de gravedad modificada, en donde el escalar de Ricci es remplazada por una

funcién f(R), explican con bastante éxito la expansion acelerada del universo. Faraoni ha realizado
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un estudio detallado de sistemas dindmicos en un espacio homogéneo e isétropo en la referencia
(Faraoni, [2004). Al considerar la descripcién del campo escalar equivalente de la gravedad f(R),
Guo y Frolov han realizado un andlisis via la teoria deloa sistemas dindmico en la referencia (Guo
and Frolov, 2013)).

El anélisis de sistemas dindmicos también se ha implementad ampliamente en las teorias
tensor-escalar. El andlisis cualitativo de la teoria del tensor-escalar con potencial exponencial
muestra la existencia de un comportamiento inflacionario inicial y final y también sugiere el
universo actual es un atractor en el espacio de fase (Batista et al.,|2001). kolitch y Eardley (Kolitch
and Eardley, |1995) analizan el falso vacio como un caso especial en el fondo de FLRW y mostraron
la existencia de una bifurcacidn en el sistema. En una teoria general de la gravedad tensor-escalar en
un fondo de FLRW, solo un punto fijo es compatible con las restricciones Pruebas Post-Newtonianas
del sistema solar (Jarv et al., [2008)).

Una interesante revision sobre la implementacion de los sistemas dindmicos es la que se
encuentra en la referencia (Bahcall et al., 2004), en donde se proporciona una vision general de
las aplicacion de los sistemas dindmicos en la amplia gama de modelos que se han propuesto para
describir la evolucién cosmoldgica observada del Universo.

4.2.1. ACDM. El modelo ACDM describe nuestro universo bastante bien desde la
época dominada por la radiacidn hasta la expancién acelerada del universo hoy en dia. A gran escala,
el universo luce, estadisticamente, is6tropo y homogéneo: esa caracteristica se describe mediante la
métrica de FRLW espacialmente plana (k = 0) y se llena con una sustancia sin presion, es decir, con

polvo. Ademds, se introduce otro que posee presion negativa, la llamada constante cosmoldgica
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A, para explicar la aceleracion del universo en un tiempo tardio. De esta manera, la accion de este

modelo es

M2
V:/d4x\/—g 7”R+$+M§A , (113)

donde g es el determinante de la métrica de FLRW, M), es la masa de Planck, R es el escalar de
Ricci, .Z es el Lagrangiano que contiene la materia, la radiacion y la materia oscura fria (Bahcall
et al., 2004; Bahamonde et al., 2018)) y A es la constante cosmoldgica. Por lo tanto, las ecuaciones

de campo asociadas a este modelo son

MGy = Ty, (114)

donde G,y = Ry — %guvR es el tensor de Einstein, Ry;y es el escalar de Ricci y T,y es el tensor
energia impulso, el cual debe describir un fluido perfecto. De esta manera, las ecuaciones de campo

de Einstein y la ecuacion de continuidad son

3MOH? = p, (115)
oM, (g) :—%(p+3p) (116)
p=-3H(p+P) (117)

Se considera el fluido de radiacién con densidad de energia p, y presiéon P, = p,/3 y para el
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término de constante cosmoldgica, Py = —pp = —MI%A. En el caso de la materia oscura fria esta

es modelada como un fluido sin presién. En consecuencia, las ecuaciones (113)), (116) y (117) se

pueden escribir como

3MH? = P+ pm+ MpA, (118)
. 4

2MyH = — <§pr+pm) , (119)

pr=—4Hpy 'y Pw=—3Hpn. (120)

La restriccion de Friedmann en la ecuacién ((118)) es posible escribirla como

(
Prm
O = e
Q+Q,+Qs =1 donde: o —_Pr (121)
" 3M2H?
A
Op=——
Y2

Se eligen las variables del espacio de fase del sistema dindmico como:

x=Q,, y=Q, (122)

donde, en aras de la simplicidad en la escritura, se adopta x e y en lugar de las densidades de energia
adimensional de radiacién, €,, y de la constante cosmoldgica, 24, respectivamente.

Setiene que Q,, =1 —x—y,ydonde 0 <x<1,0<y<1y0<Q, <1,elespacio de fase,
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fisicamente relevante, se define como la siguiente region triangular bidimensional:

Oy ={(x,y):x+y<1, 0<x<1, 0<y<I}. (123)

Para derivar las ecuaciones diferenciales ordinarias autbnomas, primero se toma la derivada de las

variables x y y con respecto al tiempo césmico, ¢:

or 2p, H A H

- - Zoy=—2" 124
YTaze?  sHPH T C3HPH (129
A partir de la ecuacion (TT9) se tiene que
H 1

Abhora, se hace un cambio de variable para el tiempo de la forma: T = Ina(t), por lo que, (=HC,
donde la prima indica derivada respecto a 7. En consecuencia, las ecuaciones en (124)) se pueden

escribir como

¥ =—x(1-=x+3y), ¥y =0B+x-3y)y. (126)

La simplicidad del sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias en la ecuacién (126) es
notable cuando se compara con el sistema de tres ecuaciones cosmoldgicas de segundo orden en las

ecuaciones (TT8}{I20). Los puntos criticos del sistema auténomo en (I26) se encuentran facilmente



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 97

resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas: x(1 —x+3y) =0y (3+x—3y)y=0
(Garcia-Salcedo et al., [2015]).
Puntos criticos: Al resolver el sistema algebraico en la ecuacion (126)) para el caso x' = 0,

y' =0, se obtienen 3 puntos criticos, 2. : (x.,y¢), los cuales se analizan a continuacion:

L. El primer punto critico corresponde a &, : (1,0), Q, = 1, por lo que esta es una época dominada

por la radiacién. La matriz de linealizacién M para el sistema auténomo en la ecuacion (126) es

—1+2x—3y —3x
M= . (127)
y 34+x—06y
Las raices de la ecuacién algebraica
1-A =3
det|M(P,) — A| = det =0 (128)
0 4-1

son los valores propios A; = 1 y A; = 4. Dado que ambos valores propios son reales y positivos,

entonces P, es un punto critico inestable.

A partir de la inspeccion de la figura[7]del espacio de fase del sistema auténomo de la ecuacioén
(126)), es evidente que cualquier patrén viable de evolucion cosmoldgica deberia comenzar en un
estado donde el contenido de materia del Universo estd dominado por la radiacion. Por supuesto,

esto es un inconveniente de este modelo clasico, que no puede explicar las primeras etapas de la
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IL.

I1I:

evolucion cosmica, donde los efectos cudnticos de la gravedad juegan un papel. Esto incluye la
inflacién temprana. En un modelo que explicaria este primer periodo de la dindmica césmica, la

inflacién deberia ser el atractor del pasado en un espacio de fase equivalente.

El segundo punto critico corresponde a &7, : (0,0),Q; = 1, lo que corresponde a una época
dominada por la materia. Siguiendo el mismo procedimiento anterior se encuentra los siguientes
valores propios de la matriz de linealizacion, M (P,,), evaluada en los puntos criticos, P,: 4] = 1,
A> = —3. Por lo tanto, este es un punto critico de silla de montar. Como se ve en el espacio de
fase de la figura[7] solo con condiciones iniciales convenientemente elegidas, las 6rbitas dadas
en I, se aproximan lo suficiente a P,,. Como este es un punto critico inestable (metaestable),
solo se puede asociar a una etapa transitoria de la expansion cosmica. Esto es bueno, ya que una
etapa dominada por la materia oscura solo puede ser un estado transitorio, que dure el tiempo
suficiente para dar cuenta de la cantidad observada de estructura cosmica. Un inconveniente es
que se tiene que ajustar las condiciones iniciales para que las 6rbitas factibles en el espacio de

fase se acerquen lo suficiente a P,.

El tercer punto critico corresponde a P;g: (0,1),Q4 = 1, lo que corresponde a una época
dominada por la constante cosmolégica. Los valores propios de la matriz M () son A} = =3y
A, = —4. Esto significa que £ es un atractor futuro. Esto implica que, independientemente de
las condiciones iniciales elegidas, Q(r), Q([)\, las trayectorias en I, siempre seran atraidas al estado
de De Sitter, lo que explica el ritmo acelerado real de la expansion césmica en perfecto ajuste

con los datos de observacion. Esta es la razén por la cual, a pesar de los serios inconvenientes en
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relacion con el problema de la constante cosmoldgica (Weinberg, [ 1989; Adler et al., [1993)), el
muy simple modelo ACDM representa una descripcion tan exitosa del paradigma cosmoldgico
actual y, por lo tanto, se llama el "modelo de concordancia". El modelo DE, independientemente
de su naturaleza, debe compararse con las predicciones de ACDM como una primera prueba de

viabilidad.
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10+ 9)ds
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Figura 7. Espacio de fase del sistema auténomo de la ecuacién (126) correspondiente al modelo
ACDM. Las 6rbitas de éste sistema auténomo emergen del atractor pasado, &, : (1,0), época
dominada por la radiacién, y terminar en el atractor futuro, Z;g : (0,1) (fase de Sitter). Para un
conjunto de condiciones iniciales, las 6rbitas correspondientes se acercan lo suficiente al punto de
silla dominado por la materia en el origen, %, : (0,0) (Garcia-Salcedo et al., 2015). El punto &,
corresponde Q4, = 0.68 reportado por Planck hoy en dia (Ade et al., 2016a). Como se aprecia el la
gréfica negra continua, esta pasa por éste punto, lo cual indica, que para cierta condicional inicial es
posible predecir el valor de la contribucién de la densidad de energia oscura hoy en dia.
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4.2.2. Quintaesencia. EIl problema de la constante cosmoldgica se puede dividir
en dos preguntas (Weinberg, 1989)). (i) Por qué la energia de vacio p,,c = A no es mucho mas
grande? (ii) Por qué es del mismo orden de magnitud que la densidad de masa actual del universo?
La primera pregunta es un viejo problema constante cosmoldgica, y la segunda es reconocida
como el nuevo problema constante cosmoldgico. Para evitar el viejo problema de la constante
cosmoldgica, que es exclusivo del modelo ACDM, se invocan modelos de campo escalar de energia
oscura. En este dltimo caso, se describe una constante cosmoldgica efectiva “dindmica"por un
potencial V(¢) de un campo escalar ¢. Esto se puede organizar de modo que en los primeros
tiempos, la energfa del vacio p,..0 = V(o) sea lo suficientemente grande como para producir
la cantidad deseada de inflacién, mientras que en los ultimos tiempos es del mismo orden de la
densidad de energia CDM. Una alternativa viable al modelo ACDM, quintaesencia con un potencial
exponencial, V(¢) = Voe*)“ 9/M; esuno de los modelos de campo escalar mas populares de energia
oscura (Coley, [1999; Carroll, 1998; |[Urena-Lopez, 2012). Los argumentos de esta subseccion se
basan en los resultados del trabajo (Gosenca and Coles, [2015).

La accion que representard el sistema fisico es definida en la ecuacion (53). En un fondo de
FLRW y una ecuacién de estado lineal p = wp, las ecuaciones de campo de Einstein se expresan

como.

1,
3MAH? = K% = 5gb2+v(q>) + P+ Pr (129)

2MOH = —¢* —pu— (1+1/3)p,. (130)
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Para un universo homogéneo e isétropo, el tensor de energia-momento se vuelve simétrico, es
decir Tyy = diag(—p, p,p,p) y de aqui se obtiene la ecuacién de continuidad p +3H(p + p) = 0.
Esta ecuacion se cumple por separado para la materia, la radiacion y el campo escalar, siempre
que no haya acoplamiento entre estos componentes. Aplicando la misma condicién al tensor de

energia-impulso para el campo escalar se obtiene la ecuacidn

¢+3HP+V(9) 4 =0, (131)

donde V(¢) ¢ es la derivada del potencial respecto a el campo escalar ¢. Comparando esto con la
ecuacion general de continuidad, vemos que la densidad de energia y la presion del campo escalar
son pp = ¢*/2+V(9) y pp = $*/2 — V(¢) respectivamente. La ecuacién de estado para el campo

escalar es dada por

a =1 (132)

La ecuacién (131)) es una ecuacion dindmica para la evolucién del campo escalar; Para resolver

la dindmica del sistema, se debe resolver esta ecuacién simultineamente con las ecuaciones de

Friedmann (129) y (130).

Con el prop6sito de describir la dindmica del sistema, es conveniente definir las siguientes
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variables dinamicas:

9 V(9)

X=——, = 133
V6M,H g V3M,H (139

de esta manera, la densidad de energia y la ecuacion de estado del campo escalar puede ser

expresadas como:

2oy
R

Py
Q4 =
* T 3M2H?

=4y, (134)

Ademads, se define el pardmetro combinado de densidad de energia de radiacién y materia como:

Qu = Qn+Qr, (135)

donde Q,, y Q, son las densidades de energia de la materia y radiacién definidas en la ecuacion

(121)). La primera ecuacién de Friedmann en la ecuacion (129) se puede simplificar como:

1 =x>+y>+Qu. (136)

La restriccién anterior, se deduce que x>+ y> < 1 porque Qy siempre es positivo. Cada solucién
con y diferente de cero puede ser positiva o negativa en y, ya que y*> ~ V. La parte del espacio
de parametros en el que y es negativo corresponde a un universo en contraccion, debido a que el

plano de fase es simétrico con respecto al eje x, solo se considera la parte superior, lo que implica
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que las trayectorias en el plano de fase estdn limitadas a la mitad superior del disco de radio 1.

Adicionalmente se define una ecuacion de estado combinada como:

pr/3
Wy = : (137)
M Pm ~+ Pr

Procediendo de manera equivalente como en la subseccion anterior, es posible encontrar el sistema

autonomo del modelo de Quintaesencia representado como:

3 3
X = \/;lyz - Ex(coM(x2 +y2—1) =2 +y*+1),

3 3
y’:—\/;Axy—iy(a)M(xz—l—yz—1)—x2+y2—1). (138)

Una cantidad adicional e importante es pardimetro de ecuacién de estado efectiva, la cual es posible

escribirla como:
Wefec = x>+ + oy (1 — x> —y?). (139)
Puntos criticos: Al resolver el sistema algebraico en la ecuacién (138)) para el caso x’ =0, y' =0,

se obtienen 5 puntos criticos, &, : (x¢,y.), los cuales se analizan a continuacion:

I. El primer punto critico corresponde a 2, : (0,0), el cual es la solucion dominada por la
materia donde toda la densidad de energia estd en €;. En este punto, la tinica contribucién

a la ecuacion efectiva del pardmetro de estado viene del sector de la materia, por lo que



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 105

II.

I1I.

IV.

O, fec = @y Los valores propios de la matriz de Jacobiana de la ecuacion l) son: [3(@y —
1)/2,3(ap +1)/2] por lo que el punto es una silla para todos los valores de A, siempre que
oy < 1. En el caso limite del potencial inicial que es exactamente O (las trayectorias que

comienzan exactamente en el eje x) este punto es un atractor.

El segundo y tercer punto critico corresponde a &g, , : (£1,0) , el cual representan soluciones
en las que el universo estd dominado por la energia cinética del campo escalar: 4 = 1. Los
valores propios para el andlisis de la estabilidad son: [3(1 — @), \/ﬁl F 3], donde el signo
menos corresponde al punto critico &g, y el signo positivo para el punto critico &g, , esto
quiere decir que Y, es siempre repulsivo (inestable) y &, es repulsivo si 4 < /6 y punto

de silla si A > /6.

El cuarto punto critico corresponde a & : (1/+/6,/1— A2/6), en donde este punto critico
estd en el borde del medio disco y se mueve desde (x =0,y =1) paraA =0hasta (x=1,y=0)
para A = v/6; después de este valor de A ya no estd definido. Los valores propios son:
[A2—6/2,A% —3(wy — 1)], de esta manera para A < /3(wy — 1) es un atractor (estable)
para todas las trayectoria en el espacio de fase y para \/m < A < /6 es un punto de

silla.

El quinto punto critico corresponde a P : (1/3/2(@y +1)/A,1/3/2(1 — @) /A). El andli-
sis de la estabilidad muestra que para A > /3 (@ + 1) este punto es una espiral estable; sus

valores propios son complejos conjugados entre Siy @, fec = Wp.

Por lo tanto, el valor del pardmetro A se puede dividir en tres casos cualitativamente diferen-
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tes:

» A < /3(wy +1): Todas las trayectorias se dibujan en el punto &p, que es un atractor

estable.

= /3(wy — 1) < A < /6: El punto critico &g se convierte en un atractor espiral y el punto

critico &p esta presente.
= 1 > /6: el punto critico Zp no esta definido y P, se convierte en punto de silla.

Las soluciones de la ecuaciones (I38) para estos tres casos se ilustran en la figura[§] Se ha definido
)7 como una combinacién de dos fluidos, uno de es un fluido sin presioén (materia), con wy; =0y
radiacion (wg = 1/3), por lo que sus valores solo pueden estar entre O y 1/3, pero en el caso mas
general (incluidas las ecuaciones de estado mds exéticas) su valor podria estar fuera de este rango.
Los casos especificos que se muestran en las figuras [§|tienen todos @y, = 0, por lo que el valor de

este parametro solo afecta ligeramente la posicion del punto fijo .
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(b)

(c)

Figura 8. Espacio de fase del modelo de Quintaesencia con un potencial de la forma:
V = Ve *%/Mp en tres casos cualitativamente diferentes de A y oy =0.
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4.2.3. Teoria de Brans-Dicke. En Relatividad General, los campos de materia solo
se acoplan a la gravedad a través de la métrica g,y y esto garantiza la validez del principio de
equivalencia fuerte. En la idea original de Brans y Dicke de 1961, se introdujo un acoplamiento no
minimo a la gravedad para obtener una teoria relativista que implementa el principio de Mach (Brans
and Dicke, [1961b). No es sorprendente que se conozca como la teoria de Brans-Dicke y es una
de las modificaciones en la teoria de la gravedad de Einstein mds estudiadas. En generalizaciones
posteriores de esta teoria, se introdujo en la accién un potencial de auto-interaccién V(¢) para el

campo escalar, cuya accion de la teoria de Brans-Dicke estd dada por

L PreEmer7al (140)

yz/d“x\/—_g{%R 2%

donde ¢ es un campo escalar, R es el escalar de Ricci, @wpp es una constante llamada el “parametro
de Brans-Dicke” y .Z), es el Lagrangiano de materia.

En presencia de la materia, la teorfa de Brans-Dicke se reduce a la relatividad general en el
limite wpp — o0, y de los experimentos del Sistema Solar se puede obtener, en el limite de campo
fuerte,wpp = 10* (ver la referencia (Bertotti et al.,[2003a)). En lo que sigue, el andlisis del modelo
de Brans-Dicke se basara en que wpp > 0, de modo que el campo Brans-Dicke ¢ no sea fantasma.

Un aspecto interesante de la accion anterior es que el campo escalar ¢ cambia la constante
gravitacional efectiva de Newton. Esto implica que ahora la fuerza de la interaccién gravitacional

depende del valor del campo escalar. Las ecuaciones cosmoldgicas asociadas a la accion (140),
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derivadas de una métrica FLRW espacialmente plana, son (Brans and Dickel | 1961b):

p2
3¢H2+3H¢—%%—V: K2p, (141)
p2
Z(PH—H(P—FO)BD%-i-(ﬁ:—KZ(l—{—O))p, (142)
. : 2 _ k*(1-30)

donde p es la densidad de energia del componente de materia 'y @ es el pardmetro de ecuacion
de estado, p = wp. En las ecuaciones anteriores, el “punto” es la derivada con respecto al tiempo
césmico ¢. Para tratar las ecuaciones (141)) - (I43)) como un sistema dindmico auténomo se definen

las siguientes variables adimensionales (Hrycyna and Szydlowski, 2013} [Hrycyna and Szydowski,

2013))

_0 WV e KD

La variable y es real solo para V > 0. Si V es negativa, entonces la definicién de y debe
cambiarse ligeramente. En lo que sigue supondremos que el potencial no cambia de signo dindmica-
mente. Como veremos, esto es posible porque y = 0 es una sub-matriz invariable para el sistema.
Ademis, la variable Q,, solo se define como positiva si ¢ > 0. Esta suposicién no se cumple en

general e indica las diferencias que se introducen por el acoplamiento no minimo presente en la

teoria de Brans-Dicke. Sin embargo, se debe tener en cuenta que suponer una fuerza gravitatoria
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que siempre sea atractiva implica que: ¢ > 0, y por lo tanto, en estos casos fenomenoldgicamente
relevantes, este problema no surge. El andlisis de estabilidad de la teoria de Brans-Dicke se centrara

en un modelo simple en el que el potencial corresponde a

V() =Vop ", (145)

lo cual implica que A = 2n = const. Para el potencial en la ecuacién (145)) y asumiendo que @ = 0,

el sistema dinamico auténomo se reduce a

1

X/ :m <X[X2(DBD((OBD + 1) —X(70)3D +6) — 6(2” — COBD)’Z) + wBD]
6[4n+3]y2+6), (146)

’:—+(6 2(2n — 2 1) —dx(n+1

y 2(2w30+3) y ( n a)BD)+x a)BD(a)BD+ ) x(n+ )(DBD
+3x(2n+1)+6(wBD+2)>. (147)

Los puntos criticos del sistema dindmico (I47) - (147) estdn representados en la tabla 2] junto
con sus cantidades fenomenoldgicas. Puede haber hasta cinco puntos criticos en el espacio de fase.
Dos de ellos (A+ y B) representan soluciones dominadas por el campo escalar. Los otros representan
una interaccion entre el campo escalar y la materia. Los puntos A+ y C representan estados en los
cuales la parte cinética del campo escalar es dominante. Tenga en cuenta que no hay un punto fijo
potencial dominado. Todos los puntos tienen propiedades fenomenoldgicas y de estabilidad que

dependen de los pardmetros wpp y n.
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El anlisis completo de estabilidad de los puntos critico se muestra en la tabla[I] Se observa
que, aunque en principio todos los puntos criticos, aparte de A+, podrian representar un atractor en
donde la expansion es acelerada, en esta hipétesis puede solo ocurrir en el caso del punto critico
B. Es importante destacar que el Punto B tiene y > 0 y, por lo tanto, no puede considerarse un
verdadero atractor. Para los valores de los pardmetros para los cuales el Punto B es un repelente, la

teoria de Brans-Dicke puede usarse para modelar el fin de un periodo inflacionario.
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Tabla 1
Estabilidad de los puntos criticos del modelo Brans-Dicke con un potencial como se muestra en la

ecuacion @ y @ = 0 (polvo). En este caso ® = Wgp.

P Atractor Repelente

A nunca 0>0AN2n+2+v60+9 >0

A_ nunca o >0A2n+2<V/60+9

B | n<—3n0>t(4n*+8n—5) n<—3A0<wi(4n*+8n—5)
—3<n<—-1A®w>0 n>3A32n—1) <o < (4n*+8n—5)

—%<n§%/\w>0
n>%/\a)>%(4n2+8n—5)

0>0An>320+1)

C ©>0An>3(0+1) nunca

El caso que se ha ilustrado muestra un ejemplo del posible comportamiento dindmico de la
teoria de Brans-Dicke. Sin embargo, esta claro que un estudio completo para diferentes potenciales

o un fluido de materia mas general devolveria una fenomenologia més rica y complicada. Por



113

s

z

SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA

28 uz £ty —09 ( Ui ) :
¢ —®9— (L +up)ug ¢ ug| ug—(1+m)g/N ¢
(1+m)9 [+ 9tog Ao;+sv 5
(v +o¢)(¢+m7) I (1+®)9 I
A [1—o7—uglg)H
s+ @9+ ((z+uup—)(¢+wg) N
0 . [+ug—og . [ +ug—og é?l&n& g
(1+ug)(1+u)t (1+ug)(1+u)p (1+u)y
0 @ @ AOAFV FV
6+MIATFO+ ¢ | 6+®INF 9+ O¢ 6+09NF¢
EG om 22 o) A (¢ Rv ) 7
ddm = @

0502 2152 ug “(oajod) () = @ £ (St [|) uO1OVNI V] UD DAISINUL 25 OWIOD [V1OUIIO UN U IYII(T-SUDLG O]2POUL [P SOIULLD SOJUNG

¢ BIqEL



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 114

ejemplo, S. Kolitch (Kolitch, [1996) considero el caso de la teoria de Brans-Dicke con una constante
cosmoldgica que muestra (quizds no sorprendentemente) que una solucién de Sitter puede existir si
wpp > 0.

Hrycyna y Szydlowski (Hrycyna and Szydowski, 2013) ha realizado un andlisis via la teoria
de los sistemas dindmico, con mucho maés detalle, las consecuencias cosmolégicas de la teoria de
Brans-Dicke con un potencial cuadratico, dado por la ecuacion con n = —1. Mostraron que
las soluciones de Sitter se pueden obtener en este caso especial.. También realizaron el andlisis
en el infinito y consideraron valores generales del pardmetro @ de la materia fuera del rango
permitido fisicamente, [0, 1/3]. Los mismos autores estudiaron las soluciones de Sitter para las
consecuencias cosmoldgicas de la teoria de Brans-Dicke con un potencial general, realizando el
analisis de estabilidad (Hrycyna and Szydlowski, 2013) y comparando los resultados con datos
observacionales (Hrycyna et al., [2014).

5. Galileones
Un enfoque de arriba hacia abajo de la fisica fundamental implica tres pasos: 1. Hay que definir el
contenido de la materia que nos interesa, 2. Hay que establecer qué simetrias va a disfrutar la accion,
3. Hay que arreglar las cosas aqui y alli (eliminando algunos términos en la accién, estableciendo
relaciones entre diferentes constantes de acoplamiento, etc.) para que no haya patologias presentes.
Este enfoque es extremadamente exitoso con ejemplos notables como la construccién del Modelo
Estandar de fisica de particulas, Supersimetria y Supergravedad. Un enfoque complementario
consiste en formular la siguiente pregunta: hay alguna opcién para construir la teoria fundamental?

Podemos reformular esta pregunta preguntando si la eliminacién de cualquier tipo de patologias
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puede conducir a una accién Unica una vez que se definen el contenido de materia y las simetrias de
accion.

Cuando hablamos de patologias, podemos comenzar con la inestabilidad de Ostrogradski
(Ostrogradski, [1850), aquella en la que el estado del sistema desciende a niveles de energia mas
bajos y mds bajos porque el hamiltoniano no estd limitado desde abajo. Tal inestabilidad conduciria a
consecuencias desastrosas tanto a nivel clasico como cuantico (Woodard, 2015, 2007). El teorema de
Ostrogradski establece que, siempre que la accién no sea degenerada, las ecuaciones de movimiento
superiores al segundo orden conducen a un hamiltoniano sin limites desde abajo (para una revision,
ver las referencias (Woodard, 2015, 2007))). Por lo tanto, si se desea una teoria fundamental
saludable, la accion debe ser construida de modo que las ecuaciones de movimiento sean de segundo
orden (como maximo). Esto de hecho respaldada el hecho de que la mayoria de las leyes fisicas
se describen mediante ecuaciones diferenciales de segundo orden (piénsese, por ejemplo, en las
leyes de la mecéanica de Newton, las leyes del electromagnetismo de Maxwell y las ecuaciones de
gravedad de Einstein). Por supuesto, esta no es una condicidn suficiente para una teoria saludable,
por lo que se debe realizar un andlisis hamiltoniano una vez que se haya construido la accidn.

A mediados de los 70, G. W. Hordenski escribi6 la accién mds general para un campo
escalar y la gravedad cldsica que conduce a ecuaciones de movimiento no superiores a las de
segundo orden (Horndeski, [1974). Un par de afios después, el propio Horndeski hizo el mismo
trabajo intercambiando el campo escalar por un campo vectorial abeliano (Horndeski, |1976). Sus
resultados fueron ignorados en gran medida hasta los primeros afios de la década de 2010 cuando

fueron redescubiertos (Deffayet et al., [2011; Kobayashi et al., 2011) en el marco de lo que hoy
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se llama Galileones (Nicolis et al., 2009). Un Galile6n es un campo escalar 7 cuya accién en el
espacio-tiempo plano disfruta de una simetrfa “galileana” # — 7w+ by x* + ¢, donde by y ¢ son un
cuadrivector constante y un escalar constante respectivamente. Se puede demostrar que esta simetria
galileana es la responsable de la existencia de una ecuacién de movimiento que implica estrictamente
derivadas espacio-temporales de segundo orden (Nicolis et al., 2009). Una generalizacion del campo
de Galileones destruye la simetria de Galileo, pero permite derivadas de espacio-tiempo inferiores
a las de segundo orden en las ecuaciones de movimiento, tanto en espacio-tiempo curvo como
plano (Deftayet et al., 2011} Deffayet and Steer, 2013)). Tal Galile6n generalizado es lo que se
llamar4, a partir de ahora, simplemente como Galile6n. Desde el redescubrimiento de esta idea, sus
consecuencias en la fisica de alta energia y la cosmologia han sido objeto de un intenso estudio.
La vida, sin embargo, no termina con los campos escalares. Los campos vectoriales también
son actores relevantes en fisica de altas energias y sus consecuencias en cosmologia han estado
bajo escrutinio en los dltimos afios (ver, por ejemplo, las referencias (Maleknejad et al., [2013;
Dimopoulos, |2012))). Como se dijo antes, Horndeski habia estudiado lo que se puede llamar ahora
un "Galileén vectorial": un campo vectorial cuya accidn es invariante bajo el grupo de simetrias
U(1). En un espacio-tiempo plano, la dnica posibilidad es la accion de Einstein-Hilbert-Maxwell
(Deftayet et al., 2014)), pero las cosas cambian en un espacio tiempo curvo (Horndeski, |1976).
Como un paso hacia la teoria fundamental, es posible relajar el requisito de invarianza
de gauge, generalizando asi la accion de Proca. Fueron L. Heisenberg y G. Tasinato, de forma
independiente, quienes exploraron esta posibilidad por primera vez (Heisenbergl 2014a}; Tasinato,

2014b)). Siguiendo el método de construccién Galileones descrito en las referencias (Deffayet
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et al., 2011; Deffayet and Steer, |2013)), estos autores construyeron la accién de Proca generalizada
contrayendo dos tensores Levi-Civita con derivadas de primer orden A, y del campo vectorial Ay,.
Obtuvieron, de esta manera, una teoria donde solo se propagan tres grados de libertad asociados
a Ay. Ademads, el grado de libertad longitudinal se comporta como un Galileon escalar, lo que
significa que la teoria tiene un limite de desacoplamiento seguro. Tal procedimiento es poderoso
pero tiene su limitacion: debido a la contraccion con los dos tensores de Levi-Civita, solo produce
términos que conservan la paridad, lo que impide la construccién de interacciones permitidas que
violan la paridad.

Al seguir una ruta complementaria, E. Allys, P. Peter y Y. Rodriguez construyeron todos
los posibles términos invariantes de Lorentz que implican A, y dyA,, y escribieron combinaciones
lineales consistentes con la propagacion de tres grados de libertad para el campo vectorial y un
limite de desacoplamiento seguro (Allys et al., [2016b). La limitacién de este procedimiento es
que no proporciona un limite claro en la construccién en el sentido de un umbral en el nimero de
derivadas de primer orden de A, en cada término de la accion. Por el contrario, su ventaja es que si
genera términos que violan la paridad. Se inici6 cierta controversia sobre estos resultados con la
publicacion de Ref. (Beltran Jiménez and Heisenberg, 2016) pero se llegd a un acuerdo final en la
Ref. (Allys et al.,|2016a).

El propésito de este capitulo es mostrar esquematicamente los dos procedimientos de
construccion de los Galileones descritos en el parrafo anterior, tanto para un campo escalar como
para un vector. Para este dltimo, se mostrara su aplicacién a un campo vectorial abeliano y a un

conjunto de campos de gauge SU(2).
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5.1. Galileones escalares

Se asume un campo escalar 7 en un espacio-tiempo plano donde la accidn es un invariante
de Lorentz. La accién puede contener el campo en si mismo y sus derivadas de espacio-tiempo de
primer y segundo orden 7, y 7 y,. Cualquier derivada de espacio-tiempo superior a la de segundo
orden conduciria, de inmediato, a ecuaciones de movimiento superiores a las de segundo orden. Asi,

siendo la accién es . = [d*x £ (m, 7 s vy ), las ecuaciones de Euler-Lagrange se convierten en

I ANY 3.
ox % 3@ TN 3G (148)

lo que demuestra que se debe tener especial cuidado con los términos en .Z que implican derivadas
del espacio-tiempo de segundo orden.
La estrategia a seguir, entonces, para construir la accién mds general que conduce a ecuaciones de

movimiento no superiores a las de segundo orden consiste en

I). identificar todos los posibles términos invariantes de Lorentz construidos a partir de contrac-

ciones de las derivadas espaciotemporales de segundo orden con tensores métricos,

I1). agrupar todos estos términos invariantes de Lorentz en combinaciones lineales generales,

I11). establecer relaciones entre los coeficientes en las combinaciones lineales de modo que las
contribuciones mads altas que las de segundo orden producidas por el tercer término en la

ecuacion (I48) desaparezcan.

Es posible probar que la acciéon mds general viene dada simplemente por estas combinaciones
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lineales multiplicadas por funciones arbitrarias de de 7y de X = d;, no*n (Deffayet et al., 2011).
Entonces, ;Cudl es la estructura de estas combinaciones lineales? Un estudio cuidadoso
de las ecuaciones de Euler-Lagrange, siguiendo la estrategia descrita anteriormente, revela que la
combinacién adecuada de términos invariantes de Lorentz en la densidad de Lagrangiana viene en
cuatro piezas diferentes .,2”]9%1 comenzando desde N = 2 (Deffayet et al.,[2011; Deffayet and Steer,

2013):

L4 = fu(m,X) ghtHnOrGimngVtm¥n oy Oy Oy ) -+ (9, O, ), (149)

(=)

donde N = n+2, € es el tensor de Levi-Civita, y fy(m,X) son funciones arbitrarias de 7 y X =
oy morm.

De manera explicita, la accion se escribe de la siguiente manera:

5
= /d4x Y A5 (150)
N=2
donde
LA = fo(m,X), (151)
L3 = f3(m,x) O, (152)
Lo = fa(m,X) [(Or)* = (dudym) (949" m)] (153)

L9 = f5(m,X) [(On)* - 3(0n)(9udym) (0* 9V 1) +2(dud" mdy 0P ndp ot )] , (154)

=



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 120

donde 00 = dy,0* es el operador D’ Alembertiano. Para las aplicaciones en espacio-tiempo curvo,
las derivadas parciales deben reemplazarse por derivadas covariantes que, desafortunadamente,
introducen contribuciones a las ecuaciones de movimiento que implican derivadas de espacio-
tiempo superiores a las de segundo orden tanto del campo escalar como de la métrica (Deffayet
et al., 2009b,a). Este problema se resuelve facilmente mediante la introduccién especifica de
contratérminos en ,?4(:’;1 y .ZsG;l (Deffayet et al.,|2011). De esta manera, la accion se puede escribir

de la siguiente manera:

5
S = /d4x\/_—g [Z 43 +$§1§{n] , (155)
N=2
donde

LGN =G (VE V), (156)
L =Gy (7, X), (157)
L =Gs(7,X)0Or, (158)
LN =Gu(m, X)R+ Gax [(Om)* = (VuVym)(VHVVT)] (159)

ZEN =Gs(7,X )Gy (VF V1)

7” -

1
—Gsx [(Or)® = 3(0n)(VuVym) (VEVY 1) +2(V, VYRV, VPRV, VE )], (160)

donde g es el determinante de la métrica, R es el escalar de Ricci, Gy es el tensor de Einstein,

V es la derivada covariante y Gy x = dGy/dX. Como se puede observar, un nuevo término es
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introducido fgf}ln, el cual desaparece en un espacio tiempo plano; ya que Gy es un tensor sin

divergencia, éste nuevo término, al igual que los contratérminos 34?7'";‘1 y ‘,2”5(73;";‘1, no introduce la
propagacion de nuevos grados de libertad en el sector tensorial (Horndeski, |1976; | Beltran Jiménez
et al.,2013)).

Esta claro que la ecuacién (I49) es solo una consecuencia de examinar las ecuaciones de
Euler-Lagrange en la busqueda de ecuaciones de movimiento, a lo sumo, de segundo orden. Al
seguir la estrategia descrita anteriormente o el emplear directamente la ecuacién (149) son, por lo
tanto, procedimientos equivalentes para construir la accion para un Galile6n escalar. Sin embargo,

tal equivalencia no necesariamente estd presente cuando se construyen Galileones vectoriales, como

se estudiard en la siguiente seccion.
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5.2. Galileones vectoriales
5.2.1. Accién de Proca generalizada Abeliana. Se comenzara en un espacio-
tiempo plano. Debido a la descomposicion de Helmholtz, cualquier vector espacio-temporal Ay, se

puede dividir en dos partes:

Ay — Ay +oym, (161)

donde Ay es sin divergencia y 7 es un campo escalar. 7 es, por lo tanto, el grado de libertad
longitudinal asociado a Ay. Por lo tanto, si A, se identifica como un Galileon vectorial, 7 debe ser
un Galiledn escalar. La consecuencia inmediata de este hecho es que la accién del campo vectorial
puede incluir el campo en si mismo, A, y su derivada espacio-temporal de primer orden, d,Ay,
solamente; esto es ideal para que la ecuacion de movimiento para el campo vectorial, Ay, no serd
mayor que a la de segundo orden sin importar la forma especifica de la accion.

La primera ruta para construir la accion de Galileones sigue las lineas similares a las descritas

para el caso de los Galileones escalares:

I). identificar todos los posibles términos invariantes de Lorentz construidos a partir de con-
tracciones de campos vectoriales y derivadas espacio-temporales de primer orden con las
invariantes primitivas del grupo de Lorentz (SO(3,1)): tensores métricos y, a lo sumo, un

tensor Levi-Civita,

II). agrupar todos estos términos invariantes de Lorentz en combinaciones lineales generales,
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III). establecer relaciones entre los coeficientes en las combinaciones lineales para que no se

propaguen mds de tres grados de libertad,

IV). remplazar A, — dy 7 y eliminar todos los términos cuya accion resultante no corresponda a

la de un Galiledn escalar.

La restriccion al nimero de tensores Levi-Civita en el primer paso proviene del hecho de que
el producto de dos de tales tensores siempre se puede expresar como una combinacion lineal de
productos de tensores métricos. Se debe tener en cuenta que, debido a las propiedades antisimétricas
del tensor Levi-Civita, el paso andlogo para un Galiledn escalar solo requiere contracciones con
tensores métricos. Con respecto al tercer paso, la propagacion de solo tres grados de libertad, siendo
ellos las componentes espaciales del campo vectorial, estd establecida por la condicién Hessiana
A% = 0 (Heisenberg, 2014a) donde
L

wv —
i TEVIFIE YW (162)

Por lo tanto, la accidn para el Galile6n vectorial, que generaliza la accién Abeliana de Proca,

invariante bajo el grupo de simetria U(1), resulta ser

Yz/d“x

1 1 6
—ZFMVF“V+ 5m2A2+ Y A, (163)
N=2
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donde

szl =H(Au,Fuv, Fuv) = L [A%F2 F - F,(A-F)?] (164)
3G;;1 =/3(A%)SH (165)
Zdal —f4(A2) [(S* )% =85 °SsP], (166)
Gal_ 2 w3 i og p o¢ Yo P 2\ o =B

Lsh =f5(A%) [(S* u)° — (8% 1)Sp O So P +28p S 7Sy P | 4+ g5(A*)FOHFP 1Sep, (167)

36(,}21 Eg6(A2)FaﬁF“vSaBSBv- (168)

En contraste con la teoria de campos de gauge local, aparece un nuevo elemento en la accién
que acompaia a Ay, el tensor de esfuerzos del campo Fy = dyAy — dyAy y su dual de Hodge
Fuv = %EMVPGF PS Este nuevo elemento es la version simétrica del tensor de esfuerzos del campo:
Suv = duAy + dyA,. Es importante notar que las piezas del Lagrangianas cuyo coeficiente es una
funcién fy se reducen a los respectivos Lagrangianos de los Galileones escalares de las ecuaciones
- cuando A, se reemplaza por dy 7 (excepto por la posible dependencia 7 de fy).
Mientras tanto, esas piezas lagrangianas premultiplicadas por una funcién gy desaparecen cuando
se hace el mismo reemplazo; ésta es la razén por la cual la accion de Proca generalizada tiene un
Lagrangiano adicional, 36%‘1, en comparacién con su contraparte escalar, que no fue descubierto en
los documentos pioneros de L. Heisenberg y G. Tasinato (Heisenberg, |2014a; Tasinato, 2014b).
Esta forma de proceder puede extenderse para un nimero arbitrario de derivadas de primer
orden sin una prueba completa de por qué la secuencia deberia detenerse. Esto de hecho condujo a

E. Allys, P. Peter e Y. Rodriguez, en la referencia (Allys et al., 2016b), a construir todas las piezas
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lagrangianas hasta Q%Gjl y a conjeturar que se generaria una torre infinita de términos; sin embargo,

como se muestra en la referencia (Beltran Jiménez and Heisenberg, [2016), el Lagrangiano .,%7(;‘;‘1
presentado en la referencia (Allys et al., 2016b)) desaparece de forma idéntica. Esta es una limitacion
desafortunada del procedimiento ya descrito que no estd presente en la segunda ruta que se presenta
en breve. La ventaja del método ya descrito es que genera términos que violan la paridad: dado
que algunos de los términos invariantes de Lorentz en el primer paso se construyen a partir de
contracciones con un solo tensor de Levi-Civita, los términos que violan la paridad son inevitables.
La mayoria de estos términos terminan codificados en .,%fjl mientras que los otros desaparecen de
manera idéntica (al menos, hasta 92”7(’}:1) (Allys et al., 2016a). Existe un término especial que viola
la paridad descubierto en la referencia (Allys et al., 2016a) que es imposible de construir siguiendo

la segunda ruta. Este término es especialmente diferente de los otros términos en el Lagrangiano

porque no todos los pares A, vienen como A?:

L = gy AP FyuySM A, (169)

Este término, sin embargo, es redundante (ya pertenece a XZGXI) ya que Fuv es sin divergencia. (ver

apéndice|I)).

La version de la accion de Proca generalizada en un espacio-tiempo curvo se obtiene, como
en el caso de Galileones escalares, reemplazando las derivadas del espacio-tiempo estdndar por
derivadas covariantes y agregando las contratérminos requeridos. Estos ultimos se eligen para evitar

ecuaciones de movimiento de orden superior a dos y el nimero incorrecto de grados de libertad que
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se propagan en cada nivel del limite de desacoplamiento. En las referencias (Heisenberg, 2014a;

Allys et al., 2016b; Beltran Jiménez and Heisenberg, 2016)) se llega al siguiente resultado:

1
S = / d*x/—g ——Fqu“V + 2m2A2+ Z LA+ L84 (170)
donde
L& =fCG L AMAY (171)
ZGXI :fZ(A,uaF[JV7F[JV) f2 [AzanaF'Fa(A'F>2:|7 (172)
L =f(A%)SH (173)

LA =1 (A)R+ 1 a2 (84 )} =3(S*u)Sp P86 P +255 8o “Sa P +
+g5(A)FHEP 1Sy, (174)

L8 =g6(A%)LuvpoF*VFPO + gg o FOPFHYS oSy, (175)

donde fCUT es un escalar constante y Lyvpo es el tensor doble dual de Riemann:

1 A
Luvps = 74 PeP MRy, (176)
donde Ry, es el tensor de Riemann.
La segunda ruta para construir la accién de Proca generalizada consiste en extender la

ecuacion (T49), vdlida para un Galile6n escalar como para un campo vectorial A,. Esto significa
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contraer productos de Ay, y sus derivadas espaciotemporales de primer orden con dos tensores

Levi-Civita:

LN <e” e _0.ADA. . (177)

Lo interesante de esta construccidn es que, como se muestra en la referencia (Allys et al.,[2016a), la
condicion Hessiana se satisface automaticamente. Ademds, al reemplazar Ay, — 8u 7, la ecuacion
se reduce a la ecuacién (149)), excepto para N = 6, por lo que la teoria tiene un limite de
desacoplamiento seguro (para N = 6, debemos descartar ese término que no desaparece al tomar
el limite escalar, ver la referencia (Beltran Jiménez and Heisenberg, |2016))). La ecuacion (177))
reproduce las ecuaciones (I64) - (I68) a excepcion del hecho de queda ecuacién (164) debe
entenderse, en este enfoque, como un término que s6lo contiene términos que conservan la paridad.
Esta es la limitacion de este procedimiento: dado que las piezas del Lagrangiano estdn construidas
a partir de contracciones con dos tensores de Levi-Civita, es imposible construir términos que
violen la paridad. Sin embargo, existe una limitacion atin mayor: no existe una prueba de que la
ecuacion (177]) genera todas las piezas del Lagrangiano posibles de la accién de Proca generalizada
en contraste con ecuacién (I49) para el cual existe una prueba formal (ver la referencia (Deffayet
et al., 2011)). Como todas las contracciones de las derivadas espacio-temporales de A, con los
invariantes primitivos del grupo de Lorentz pueden escribirse como contracciones de la primera
con un namero ilimitado de tensores Levi-Civita, no hay ninguna razén por la cual el nimero de

tensores Levi-Civita deberia ser solo dos. Por lo tanto, aunque la segunda ruta da un nimero finito de
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piezas lagrangianas, dado que el nimero de indices de espacio-tiempo en los tensores de Levi-Civita
contraidos con derivadas espacio-temporales estd saturado en fgjl, podria suceder que la cantidad
real de piezas lagrangianas que contribuyen a la accion de Proca generalizada sea mas grande.
5.2.2. Accion de Proca generalizada SU(2). Se considera ahora un conjunto de
tres campos vectoriales A¢, donde a corre de 1 a 3, cuya accidn es invariante bajo el grupo de
simetria global SU (2). Agrupando estos campos vectoriales en una matriz dnica .27, = Al T, donde
los .7, son los generadores matriciales de las transformaciones SU(2), es posible mostrar que %7,
transforma en la representacion adjunta respectiva (véase, por ejemplo, la referencia (Rodriguez,

2015)):
o) = 8ET of o~ 18TT (178)

., . . — .. .

En la expresién anterior, g es la constante de acoplamiento, € es un vector tridimensional que
. . ., - .

parametriza la cantidad de la transformacién, y 7 es el “vector construido” con los generadores

matriciales. Tales generadores satisfacen el dlgebra de Lie
[Tm Tb] = eabcTc (179)

donde g, denota las constantes de estructura del grupo que, para SU(2), corresponden al simbolo
de Levi-Civita.

Con estos preliminares en mente, la primera ruta para construir la accién de Proca SU(2)
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generalizada consiste en los siguientes pasos:

I).

II).

III).

V).

V).

identificar todos los posibles términos invariantes de Lorentz construidos a partir de las
contracciones de los campos vectoriales Ay (sin indices de grupo SU(2)) y las derivadas
espacio-temporales de primer orden dyAy con los invariantes primitivos del grupo Lorentz

(SO(3,1)) : tensores métricos y, como maximo, un tensor de Levi-Civita,

agrupar indices de grupo SU(2) a los términos identificados en el paso anterior y contraer
con los invariantes primitivos del grupo SU (2): métricas de grupo inducidas y constantes de

estructura €., (como maximo, un simbolo de Levi-Civita),

agrupe todos estos términos invariantes de Lorentz SU(2) en combinaciones lineales genera-

les,

establecer relaciones entre los coeficientes en las combinaciones lineales para que no se

propaguen mds de tres grados de libertad,

sustituir Aj — dum* y eliminar todos los términos cuya accion resultante no corresponda
a la de los Galileones multiescalares en la representacion tridimensional de SU(2) (ver la
referencia (Allys, 2017) y el Apéndice A de la referencia (Allys et al., [2016c¢])), ver también la

referencia (Padilla et al.| 2011])).

Debido a razones de simetria, algunos de los términos encontrados en el primer paso desaparecen de

manera idéntica; sin embargo, deben mantenerse porque la adicién de indices grupales en el segundo

paso puede hacer que no desaparezcan. La restriccion del nimero de simbolos de Levi-Civita en
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Tabla 3

Niimero de términos invariantes de Lorentz bajo el grupo de simetria SU (2) construidos a partir de
contracciones de un niimero de campos vectoriales (primera fila) y un cierto niimero de derivadas
de primer orden (primera columna) con los invariantes primitivos del grupo SO(3,1) y SU(2).

Aa
o] 2 4
AV
0] 3 36
41 42 | 510
3 91312

el segundo paso proviene del hecho de que el producto de dos de tales simbolos siempre se puede
expresar como una combinacidn lineal de productos de métricas inducidas por grupos (Metha et al.,
1983).

Este procedimiento fue seguido en la referencia (Allys et al.l 2016c) con la restriccion
impuesta de, como méaximo, seis indices espacio-temporales en los términos invariantes de Lorentz
SU (2). Dicha restriccion es solo técnica en su naturaleza: se impuso porque el nimero de términos
invariantes de Lorentz SU(2) aumenta considerablemente al permitir mds indices, como muestra la
Tabla Por lo tanto, la accion de Proca generalizada SU(2) en un espacio-tiempo plano viene dada
por

1 1 4
— FivFi + EmzAé‘AfL + Y #3d, (180)
N=2

V:/d4x
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donde (Allys et al., 2016c])

Ly =hH(Auy Fiv. Fily), (181)
25 =0 (182)
23 =1l {(AthZ) [(9aAL)(3aAf) — (GuA™) (9" Aw)]
+2(ARApy) [(9A™) (90 AP*) — (9uA™) (IHAL)] }
+ 17 (A AR [(02A")(94A") — (9,4%) (9 AY)
(AT AP [(QuAZDuAper) — (DAL urar)] )

+ £7Gh A Ay S, (183)
donde los f; son constantes escalares arbitrarias, Fyjy es el tensor de esfuerzos no Abeliano:
Fily = 0uA$ — 0y A%, + g€ AL A, (184)

G,y es la version Abeliana de Fyj,:

Gy = duAy, — oAy, (185)
y Sy es la version simétrica de Gy, :
Sy = duAS + dvAj. (186)
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Aunque Z Gal y Z Gal o se construyeron, una comparacién con el caso Abeliano permitié a los

autores de la referencia (Allys et al., 2016c) conjeturar que

L= fstapc(AYAT )G GP 1SG, (187)

L = 3G GHVSh  Sppy + £GP Gl S4,Sh,, (188)

donde f5y fg son constantes arbitrarias escalares. Es interesante notar que la versién no Abeliana
de ijl, el ultimo término en la ecuacién ll no es un término redundante porque los indices de
grupo lo protegen; este es, entonces, el primer término que viola la paridad que no esta incluido en
fa-

La version de la accion en un espacio-tiempo curvo es un poco més elaborada en sus
contratérminos:

S = / d*x/—g

1 4
—ZFﬁVF“V+§m2AgAZ + Y Z LA (189)
N=2
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donde (Allys et al., 2016c])

LEm1a =11 GuA Ay,
'ng}lz/x =f5" LyypoF™* FL°,
C(’Larl3 A fCur SabcL,uvaFauvapACG,
3&2}14 A ffurvLﬂVPO'AauAc‘;Aprl?’
ZGXI :fZ(Aa F/,CLIWFav)a
LR =0

I
28 =fH{ S abA) St sty — VS, + AVAGR]

1
+ 2 (ARA,) [S““Sbv Sy, + ZA“VA’;R} }

[\)

4 f { (ARAL,) [sﬁ“s@v — Sashy +A“VA€R}
1
+ E(AauAbv) [Sgusbvp - ngSbup _AgAgRuva'

+ 1 G A Ao ST,

donde fC' son simplemente escalares constantes.
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(190)

(191)

(192)

(193)

(194)

(195)

(196)

La segunda ruta para construir la accién de Proca generalizada SU(2) se emplea en la

referencia (Beltran Jiménez and Heisenberg, 2017). Esta ruta implementa dos tensores Levi-Civita
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que se contraen con productos de campos vectoriales y sus derivadas de primer orden:

P o 8uvaﬁgPGY5a“Ag,,.Al\7/Ag_... , (197)

los indices libres de Lorentz se contraen apropiadamente con métricas espacio-temporales y los
indices del grupo se contrajeron con los invariantes primitivos del grupo SU (2). De forma similar
al caso Abeliano, esta construccion satisface automaticamente la condicién Hessiana 520 = (
donde (Allys et al., 2016c]):

PR

%abuv = ’
d (aOAa/.t ) J (aOAbv)

(198)

para que solo tres grados de libertad puedan propagarse. Ademas, el limite escalar debe tomarse
y verificarse para asegurarse de que la teoria tenga un limite de desacoplamiento seguro. Lamen-
tablemente, en la referencia (Beltran Jiménez and Heisenberg, 2017) falta este ultimo paso. Los
mismos pros y contras de esta ruta discutidos en paginas anteriores se aplican aqui también. Se hace
hincapié en que no existe una prueba formal de que la aplicacién de la ecuacién (197) es equivalente
a la primera ruta descrita anteriormente; de hecho, tal prueba no puede existir debido a la existencia
del término no redundante que viola la paridad en ijl (la dltima linea en la ecuacion ).
5.2.3. Implicaciones cosmolédgicas. Ahora se discutird algunos avances ya realiza-
dos en la exploracion de las implicaciones cosmoldgicas de la accién en la ecuacion (I89). La idea

es tener una configuracién de “triada césmica”, es decir, los tres campos vectoriales ortogonales
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entre si y de la misma norma, tomando como cero las componentes temporales, en un fondo de
FLRW. Tal configuracién evita cualquier tipo de anisotropia, tanto en el fondo como a nivel per-
turbativo (Rodriguez et al., 2015), que estan severamente restringidas por las observaciones (Kim
and Komatsul, 2013 Ramazanov and Rubtsov, [2014; |Ade et al., 2016c; Ramazanov et al.| [2017).
También se ha estudiado previamente con €xito en los modelos de Gauge-flation (Sheikh-Jabbari,
2012} Maleknejad and Sheikh-Jabbari, [2011; Nieto and Rodriguez, 2016) y Chromonatural inflation
(Adshead and Wyman, 2012). Se descubrié que todas las piezas del Lagrangiano en la ecuacion
admiten esta configuracion, excepto por los términos que violan paridad en la ultima linea de
la ecuacion (196)) y, principalmente, algunos términos en ijl. Para su propia existencia, el término
que viola paridad requiere no solamente al menos una componente temporal que no desaparezca,
sino también una configuracion no ortogonal. El Lagrangiano en la ecuacion (187)) comparte los
mismos requisitos. En contraste, el Lagrangiano en la ecuacion (188)) admite la ortogonalidad pero
requiere la existencia de las componentes temporales; esto implica un flujo de momento en el tensor
energia-momento que destruye la isotropia requerida. El Lagrangiano en la ecuacién ya se
habia estudiado en la referencia (Davydov and Gal’tsov, 2016), encontrando que se genera un corto
periodo de inflacidn; sin embargo, como se muestra en la referencia (Beltran Jiménez et al., [2017),
este Lagrangiano estd plagado de fantasmas e inestabilidades laplacianas. Por otro lado, ggfrlv A
excepto por ng}lvl 4 lleva a resultados muy similares en el nivel de fondo y, probablemente, tendra

el mismo destino que Zgﬂlv » 4 anivel perturbativo. En la siguiente seccion se estudiardn de manera
I~y

analitica y via la teoria de los sistemas dindmicos los Lagrangianos .Zgl‘}lv Ay fgf}lv 44
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5.3. Ondas gravitacionales

Los experimentos para detectar ondas gravitacionales comenzaron con Weber y sus detectores
de masa resonante en la década de 1960 (Weber, |1960), seguidos por una red internacional de
detectores de agentes criogénicos (Astone et al., 2010). Los detectores interferométricos sugirieron
por primera vez a principios de los afios sesenta (Gertsenshtein and Pustovoit, |1962) y en los
setenta (Moss et al., [1971). A principios de la década del 2000, se completé un conjunto de
detectores iniciales, incluyendo TAMA 300 en Jap6n, GEO 600 en Alemania, el Laser Interferometer
Gravitational-Wave Observatory (LIGO) en los Estados Unidos y Virgo en Italia. Las combinaciones
de estos detectores hicieron observaciones conjuntas desde 2002 hasta 2011, estableciendo limites
superiores en una variedad de fuentes de ondas gravitacionales mientras evolucionaban a una red
global. En 2015, Advanced LIGO se convirti6 en el primero de una red significativamente mas
sensible de detectores avanzados para comenzar las observaciones (Aasi et al., 2015; /Acernese et al.,
2015} |Affeldt et al., [2014; |Aso et al., [2013)).

El comienzo del siglo XXI serd recordado para la primera deteccién de ondas gravitacionales
(OG) de objetos compactos. Todo comenzé cuando LIGO detect6 sefiales de OG de la fusiéon de un
agujero negro, que ademas confirmd la existencia de éstos, y la predicciéon de OG (Abbott et al.,
2016). Casi dos afios después, el interferometro LIGO y VIRGO realiz6 la deteccién de OG a partir
de una fusion de dos estrellas de neutrones (GW170817) (Abbott et al., [2017a). Fortuitamente, el
Fermi Gamma-ray Burst Monitor (GBM) y el espectrémetro International Gamma-Ray Astrophysics

Laboratory observed (INTEGRAL) observaron una rafaga de rayos gamma (GRB170817A) dentro
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de los siguientes 1.7440.05 segundos y en una ubicacion cercana al evento GW170817 (Goldstein
et al., 2017; Savchenko et al.,[2017), de esta manera no hubo dudas de que el GRB170817A era la
contraparte electromagnética del evento GW 170817 (Abbott et al., 2017b). Si se asume que el pico
de la sefal de la OG y los primeros fotones se emiten simultineamente y el 1.74 s de diferencia
se debe a que la velocidad de la OG (cr) es mds rapida, entonces se obtiene un limite superior de
la velocidad de c7/c—1 <7 x 10~°; si la sefial del GRB se emiti6 10 s después de la senal de
la OG, se obtiene un limite inferior ¢y /c —1 > —3 X 10~ 1. Este fue un evento consecuente para
probar algunos aspectos de la gravedad en escalas cosmolégicas, ya que es posible contrastar los
dos tipos de mensajeros astrofisicos completamente diferentes, y eso es exactamente lo que se hizo
inmediatamente después del anuncio del evento (Baker et al.,|2017}; (Creminelli and Vernizzil, 2017;
Ezquiaga and Zumalacarregui, [2017; [Sakstein and Jain, 2017} Sawicki et al., [2017; |Langlois et al.,
2018; Amendola et al., 2018)). Por otro lado, la medicién precisa de la velocidad de propagacion de
las OG es una herramienta muy poderosa para probar teorias alternativas de la gravedad (Mirshekari
et al.,|2012; [Beltran Jiménez et al., 2016; |Chesler and Loeb, 2017 |Green et al., 2018} INishizawa),
2018).

Recientemente, hay mucha actividad en el estudio de las teorias escalar-tensor (Fuji1 and
Maeda, [2003)) y una de ellas es la teoria gravitacional que es el resultado de los Lagrangianos
de Horndeski (Horndeski, [1974). Las teorias de Horndeski conducen a ecuaciones de campo de
segundo orden lo que puede ser técnicamente mas simples, y resultan ser libres de inestabilidades
fantasma (Woodard, 2015)).

Las OG primordiales son, matematicamente hablando, perturbaciones tensoriales en la
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métrica del espacio-tiempo. En un fondo de FLRW, es posible escribir la perturbacién como
ds* = —dt* +a*(t)(8;; + hij)dx'dx/, (199)

donde h;; caracteriza las perturbaciones tensoriales, las cuales son sin traza (hf =0) y libres de
divergencia (hfj: = 0). La evolucidn de éstas perturbaciones puede ser determinada a partir de la

expansion de la accion del modelo a segundo orden, de lo que se obtiene
@) = / d*xM? i3 — c3(Vhy)?] (200)

donde se ha implementado la notacién /2 = i; i/ y (Vh)* = h;j h'*; A = +, x corresponden a
los dos posibles estado de polarizacion de las OG. M, es la masa efectiva de Planck, la cual es
proporcionada por las teorias alternativas de la gravedad la cual pueden diferir de M), y c7 es la
velocidad de propagacion de las OG. Una conveniente parametrizacion para describir como en
teorias alternativas de la gravedad la velocidad de las OG difiere de la relatividad general es (Bellini

and Sawicki, 2014)
A =1+ar, (201)

en donde se ha establecido que ¢ = 1. En principio, o podria tomar valores positivos 0 negativos.
Sin embargo, los valores negativos (c7 < ¢) estdn limitados a aiz > —10~! por la falta de radiacién

graven-éerenkov observada en los rayos césmicos (Moore and Nelson, 2001). Hasta ahora, el
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unico limite superior en la velocidad de propagacion de las OG proviene de la medicién del tiempo
de viaje entre los dos detectores de alLIGO, el cual corresponde a: a7 < 0.42 (Blas et al., 2016;
Cornish et al.,[2017). Vale la pena mencionar que los fotones de rayos gamma y las OG se liberan
simultineamente. En realidad, podria haber un retraso de de algunas horas entre estos dos eventos.
Por lo tanto, teniendo en cuenta este posible retraso, esto debilita el limite en unos pocos 6rdenes de
magnitud. Sin embargo, 10~ 0 10~ son restricciones muy estrictas, lo que lleva a practicamente

el mismo resultado. De esta manera, se establece un limite observacional para o como:
lop| <1x107°. (202)

El limite en la ecuacién (202)) sugiere que o7 ~ 0, por lo que serfa una buena aproximacién para
estudiar las las desviaciones de los modelos Relatividad General y modificaciones a la relatividad.

5.3.1. Implicaciones en teorias tensor-escalar. La accion de Horndeski es la teoria
mads general del tensor-escalar con ecuaciones de movimiento de segundo orden (Horndeski, 1974;

Deffayet et al.,|2011), y es descrita por la siguientes accion

5
y:/d4x\/__g[Z$(¢aguv)+gM(gAVa'-~) ) (203)

i=2

donde %)y es el Lagrangiano de materia acoplado minimamente a la curvatura. El Lagrangiano del
campo escalar (¢) es constituido por cuatro términos: dos minimamente acoplados a la gravedad,

2 =Ky 25 =—Gsy dos términos explicitamente relacionados con el escalar de Ricci y el tensor
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de Einstein:

Ly =GaR+Gux [(O9)* =V V9 VHVV$]

1
ZLs = GsGuyVHVY ¢ — EGS’X [—(V¢)3 —3VEVYeV,V,o0¢ + ZVVVN¢VO‘VV¢V“V(X¢] )

(204)
donde K y G; son funciones de ¢ y X = —VV¢V, ¢ /2. En un contexto cosmoldgico, los modelos
de Horndeski muestran que (De Felice and Tsujikawa, [2012)):

MZar =2X [2Gsx —2Gsy— (¢ — $H)Gs x|, (205)

donde M? =2(G4s —2XGax +XGs y — 9HXGs ). T. Baker (Baker et al., 2017) discutié que la
restriccién de la ecuacion (202)) puede realizarse mediante una cancelacién altamente ajustada entre
los términos de accion de Horndenski G4 x, Gs ¢ y Gs x que pueden contribuir a ar. Sin embargo,
una implicacién més légica de ar ~ 0 es que cada uno de los tres términos desaparecen de manera
idéntica. Ademds, al implementar la identidad de Bianchi, la accién de Horndeski se reduce, ademds

del término asociado al potencial del campo y el término ctibico como (Baker et al.,|2017)

Zy=f(9)R, (206)

dejando solo teorias acopladas conformalmente del tipo Jordan-Brans-Dicke. Esto elimina las

teorias que contienen los Lagrangianos % y .%5. Estas consecuencias en los términos de Hordenski
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también se dieron antes de este evento, como lo muestra R. McManus et al en la referenfcia
(McManus et al., 2016) (Ver también la referencia de P. Creminelli y F. Vernizzi (Creminelli and
Vernizzi, |2017) para las mismas conclusiones de GW170817/GRB170817A).

Los modelos tipo Jordan-Brans-Dicke de la ecuacién (206) se pueden dividir en dos subclases
(Baker et al.,|2017): La primera subclase es la teoria Jordan-Brans-Dicke generalizada donde el
campo escalar no evoluciona significativamente en escalas de tiempo cosmoldgicos. Tales modelos
requieren un apantallamiento “camaleénico” ﬂ para evadir las pruebas gravitacionales en el sistema
solar y, por lo tanto, no tiene una evolucién significativamente diferente a el modelo cosmologia;
no generan una expansion cosmolégica (Wang et al., 2012). En la segunda subclase, el campo
escalar evoluciona significativamente en escalas de tiempo cdsmicas, por ejemplo, como lo causan
los términos en G, y G3, produciendo periodos de expansion o auto aceleracion. Por lo tanto,
no se excluye los galilones cubicos, los modelos de trenzado cinético (estos modelos exhiben
caracteristicas peculiares, como una mezcla de términos cinéticos escalares y tensoriales) (Deffayet
et al., 2010) y los modelos de k-essence (Armendariz-Picon et al., 2000, [2001).

M. Ezquiaga y M. Zumalacérregui (Ezquiaga and Zumalacarregui, 2017) consideraron las
implicaciones de los modelos GW 170817 y GRB170817A en los modelos de gravedad modificasa
al partir de los modelos covariantes de Galileones y luego pasar a sus generalizaciones a los

modelos de Horndeski y més alld de Horndeski. Ellos tradujeron el limite estricto de la ecuacién

®  En este caso la masa de campo escalar m(¢) depende del entorno y provoca cambios. El campo escalar adquiere

una masa que depende de la densidad de materia local: el campo es masivo en la Tierra, donde la densidad es alta,
pero es esencialmente ligero a escalas del sistema solar, donde la densidad es baja.
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(202) en limites en los coeficientes del modelo de Galileones y sus generalizaciones. P. Creminelli
y F. Vernizzi (Creminelli and Vernizzi, 2017), T. Baker y colaboradores (Baker et al., 2017) y
D. Langlois (Langlois et al., 2018) llegaron a conclusiones similares: catalogaron modelos que
indicaban explicitamente que, en la clase general de Horndeski, Brans-Dicke, f(R), el trenzado
cinético (Deffayet et al., 2010) no se ven afectados, mientras que los galileones quérticos (G4) y
quinticos (Gs5) (Nicolis et al., 2009; Deftayet et al., [2009b), Fab Four (Charmousis et al., 2012),
Horndeski de Sitter (Martin-Moruno et al., 2015)) y Gauss-Bonnet (Nojiri et al., 2005) estdn todos
excluidos.

5.3.2. Implicaciones en teorias mas alla de Horndeski. En la literatura, los mode-
los mas alld de Honrdeski hacen referencia a las teorias tensor-escalar del orden superior degenerado
(Degenerate Higher-Order Scalar-Tensor, DHOST, por sus siglas en inglés) (Langlois and Nout,
2016; Ben Achour et al.,|[2016)). Las teorias DHOST estan disefiadas para ser una generalizacion
adicional de la teoria de Horndeski, pero deben incluir nuevas restricciones para evitar las ines-
tabilidades de Ostrogradsky. El resultado es una larga lista de esta clases de teorfas, alrededor de
unas 30, que tienen espacios de pardmetros disjuntos, pero que en un contexto cosmoldgico se
reducen a solo dos tipos (Langlois et al., |2017). Uno es inestable y por lo tanto irrelevante. El
otro puede transformarse mas alld de Horndeski con una transformacién conforme de la forma
guv = C(X)guv. Las transformaciones conformes dejan nulas las geodésicas nulas, por lo tanto, si
un modelo DHOST describe la gravedad en la cosmologia, los requisitos para oy = 0 enumerados
anteriormente se aplican a la contraparte mas alld de Horndeski de la teoria DHOST.

La cosmologia y la motivacién para una combinacién tan especifica queda por explorar y no
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esta claro si tales modelos tienen alguna motivacion en particular (Baker et al., 2017). J. Ezquiaga y
M. Zumalacarregui (Ezquiaga and Zumalacarregui, 2017) encontraron que las teorias mas alld de
Horndeski con ajuste disformal y la clase A; = 0 en DHOST (Langlois and Noui, |[2016) no estéan
excluidas, mientras que los modelos quértico y quintico mds alld de Horndeski (Langlois and Noui,
2016)), los modelos cuadraticos (con A; # 0) (Langlois and Noui, 2016)) y los modelos DHOST
cubicos (Ben Achour et al., 2016) estan todos excluidos.

5.3.3. Implicaciones en teorias vector-tensor. En una primera clase de los modelos
vector-tensor se encuentran las teorias generalizadas Einstein-Aether, cuya accion se puede escribir

como
S = /d4x\/—_g [ (K)+ A(AuA* +1)], (207)

donde A es un multiplicador de Lagrange, K = ¢;V, A, VVAH + cz(V”A“)2 +c3VyAyVHAY, con
¢; son constantes (Jacobson and Mattinglyl 2001; [Zlosnik et al., 2007)). En éste modelo o7 =
—(c1+¢3)Z k/[1+ (c1 +¢3)F k], asi que la restriccion sobre ar implica que ¢; = —c3.

Una segunda clase de las teorias vector-tensor, son las teorias generalizadas de Proca

(Tasiatol 2014c; Heisenberg, [2014bj Allys et al.,[2016b)), en donde la accién es de la forma

y:/d4x\/—_g

1 5
_ZF'quﬂV T ZZ] , (208)
i=2

donde los Lagrangianos .Z; son los mostrados en la ecuacion (5.2) de la referencia (Heisenberg,



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 144

2014b) o de manera equivalente en la ecuacién (170). En el caso que A, = (A,0), o7 es dada por
or =A*2Gyx — (HA —A)Gs x]/qr, (209)

donde g7 = 2G4 — 2A2G47X —|—HA3G57X. De manera andloga al caso de las teorias tensor-escalar
consideradas anteriormente, si o = 0 se debe ajustar cuidadosamente la dependencia funcional
de G4 y Gs para satisfacer este criterio, o considerar una teoria con interacciones minimas a la
gravedad de orden superior al requerir G4 x = G5 x = 0, generando que %} o< Ry %5 o< G,,yAHAY.
6. Implicaciones cosmolégicas

En este capitulo se analizara las posibles implicaciones cosmoldgicas de los Lagrangianos ng}l\,] A
y gc?f}lv 440 junto con los términos de Einstein-Hilbert y de Yang-Mills. Este estudio se abordard, ini-
cialmente, desde la perspectiva de los sistemas dindmicos con el fin de determinar el comportamiento
de los puntos criticos de estos modelos.
6.1. Analisis dinamico del Lagrangiano: ZCGU‘}]VJ A

Con el fin de analizar las posibles implicaciones cosmoldgicas del Lagrangiano fgﬁlvl A

este se plantea la siguiente accion:

M? 1
S = / d*x\/—g [%’R — ZngFa“V + 58 Al (210)

en donde ZG% | 4 = BGuvA“™* A} es el Lagrangiano definido en la ecuacion (190) con B = £,

definida como una constante.
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Las ecuaciones de campo de Einstein, asociadas a la accidn anterior, se obtienen variando

con respecto a la métrica (5gyv); de esta manera lo que se obtiene es

1
1 1 1
~28 [AZAZ‘RW + AYAL Rya — 38uvRapA Ao — 5 GuvAGAL — SRAGAay
1 .
3 [(AVAY) e + (ALA)va — (ALAay).q"

— gy (A™AB) o1 + gy (A" A ) g — (A" A g ]| @11

1732

donde el punto y coma “;” indica derivada covariante y Gy es el tensor de Einstein.
Ahora, al variar la accién de la ecuacién (210) respecto al campo vectorial y sus derivadas,
0AY y 5(Aﬁ.v), se obtienen las ecuaciones de evolucion para los campos vectoriales; de esta

variacion resulta

V=8(2B 8™ GapAl + el ALFIP) — /=g(F1Y) v — (vV=g) vFI =0, (212)

[1%2)

donde la coma “,” indica derivada espacio-temporal.
Con el fin de explorar las consecuencias cosmoldgicas del modelo presentado en la ecuacién
Ii , en un fondo de FLRW, se implementa la “triada césmica” que se describe por: A}, = alllﬁﬁ

con el propdsito de preservar la homogeneidad e isotropia del espacio-tiempo. En consecuencia, las
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ecuaciones de campo resultante de la ecuacién (211]) son

VA H? +2H Y+ W + g2yt + 2B(BH Y + 4AH ) = 2MyH*, (213)

VH? + 2HYY 4y + g2yt + 2B (-3H Y — 3HY’ — 12Hyy — 4y° — 4y ) =

—2M2(3H*+2H), (214

y la ecuacién de evolucién (a partir de de la ecuacién (212))) para los campos vectoriales resultante

€S

V+3H Y+ 2H>y + Hy +2g°y> + By (6H? +4H) = 0. (215)

Es importante resaltar que la forma de la ecuacién se le ha dado la forma Gy o< T}y, donde
se cumple que G*V ., = 0y lo que es equivalente T#" ., aclarando que el término derecho, 7}y, no
solo contiene términos relacionados con V, si no que también incluyen términos relacionados con la
geometria, el tensor y el escalar de Ricci. Por otro lado, la dindmica del sistema queda completamente
descrito por las ecuaciones (213) y (214)), es decir, la ecuacion (213)) es completamente redundante,
sin embargo, como se observard mas adelante, esta ecuacion es de utilidad para determinar ciertas
variables con el propésito de construir el sistema auténomo escritos en variables adimensionales

que describen la dindmica del modelo.
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6.1.1. Sistema auténomo. Dentro del andlisis via sistemas dindmicos es importante

definir variables adimensionales, por lo cual se definen las siguientes variables:

=P (216)

En términos de estas variables adimensionales las ecuaciones (213) - (2I5) se pueden escribir como

Y 2xy o+ 2y 2B (3 Haxy) =1, (217)
¥+ 2xy + 32 + 22y +2B(=3y% + 3ey? — 12xy — 4x% — 20/ 2yp) = =3+ 2¢, (218)
p

4 3x42y—ey+275° + By(6—4e) =0, 219
5 y— &y ¥+ By( ) (219)

donde p = 1'/'//M1,,H2 y € = —H /H? es el pariametro de rodadura lenta.
El sistema auténomo es definido a partir de tomar la derivada temporal de las variables

adimensionales definidas en las ecuaciones (216)) y posteriormente reescribir estos resultados en
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término del nimero de e-folds; a partir de esto se encuentra que:

/ P
X =—=+E&x, 220
NG (220)
y’ =X, (221)
7 =ze, (222)

donde la prima representa la derivada con respecto al nimero de e-folds. Al resolver de manera
simultanea las ecuaciones (218)) y (219), y remplazar z> las restriccién de Friedmann de la ecuacién
(217)) es posible encontrar una expresion para p y € en término de las variables x y y, de la siguiente

forma:

1
VB 16B+3y—4) 1)
8B (x> — 1) +2y (B (2¢* +x(32B +8y+2) +3y(4B +y)) — 1) (223)

1
Py (By(—16B+3y—4)—1)

V222 (BB +5)> —1)+2 (38> — 1) (1B +1)y* —1)

+xy (B (11284 19)y* —16) —1)). (224)

De esta manera, el sistema auténomo esta formado por las ecuaciones x' = x(x,y) y y = y(x,y) en

(220) y (221)), donde € = £(x,y) y p = p(x,y) estdn el expresados en las ecuaciones (223)) y (224)
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respectivamente.

La estrategia a seguir es determinar los puntos criticos, X' = 0,y’ = 0 con el propésito de
analizar cuales de éstos presentan un un periodo de expansion acelerada; por un lado, que el punto
critico presente en el andlisis de estabilidad un comportamiento de silla (estado transitorio), en
el cual el periodo inflacionario termina o, que el punto critico sea estable (ademas que cualquier
cambio en las condiciones iniciales preserve el estado de un periodo inflacionario), lo que mostraria
un periodo de expansion eterna lo cual podria representar la expansion acelerada que presenta
en hoy en dia el universo. Una tercera alternativa es que el sistema dindmico muestre un estado
asintotico, es decir las variables dindmica tiende a un estado que presente un periodo de expansion
eterna, independiente de las condiciones iniciales del sistema. En las situaciones anteriores, es

importante que siempre se cumpla que € < 1 en los puntos criticos que se encuentren.

6.1.2. Puntos criticos. Como se mostré en la seccion4.1.1} los puntos criticos del

sistema auténomo en las ecuaciones (220) y (221)) se encuentran a partir de X' =0y y’ = 0. Cabe
resaltar que los puntos criticos del sistema deben cumplir que z> > 0, con lo que se garantiza que
H > 0; la restriccion es expresada a partir de la ecuacion de Friedmann en (217/)). Por lo tanto, los

puntos criticos asociados al sistema autbnomo son:

» P :x1 =0,y =—1/4/1+7p. En este punto critico el pardmetro de rodadura lenta es: € = 2,

el cual es caracteristico para un periodo dominado por la radiacién. Los valores propios asociados
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a la matriz Jacobiana son:

1

* 2B+ 1B 1) (4B TI-1)
ﬁ(s\/mjﬂﬁ(%ﬁ\/ﬁnz 7B+1—21>—33>—3+
J@8+17208-4172 (168 (78T T 448 (18-7/TF 5T 41) +7) +25),
(225)
2% = !

L 2B 1)(TB+1) (4/3\/%—1)
ﬁ(smﬂﬁ(%ﬁmmz 7B+1—21>—33>+3+
@B+ 1208+ 12 (168 (~7VTB T 1+48 (18- 7VTB+T41) +7) +25),

(226)

en donde la estabilidad de éste punto critico dependera de los valores del parametro libre f3, los

cuales se pueden clasificar como sigue:

(a) Los valores propios no existen (divisién por cero) si:

1
B=5 <4\3/2 (2173777 +1291) + {/165248 — 2688+/3777 - 16) .

«0.169161

(b) Los valores propios son reales:
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si 0 < fB <0.169161, se cumple que l}]] <0< l:%]] el punto critico serd de silla; si
0.169161 < B < 0.172542, se cumple que 7@1 < lézl < 0 el punto critico serd estable;

si B > 7.27547, se cumple que 111@1 > /’L?@l > 0 el punto critico serd inestable.

(c) Los valores propios son complejos si: 7.27547 > B > 0.172542.
Con parte real negativa si: 0.172542 < 8 < 0.231617, por lo el punto critico serd un espiral
estable. En el caso con parte real igual a cero si: B = 0.231617, por lo que el punto critico
tendrd soluciones oscilatorias (centro estable). Finalmente, el caso con parte real positiva si:

B > 0.231617, por lo que el punto critico serd un espiral inestable.

El andlisis de estabilidad de éste punto critico se muestra en la figura [9) mostrados anteriormente
en el espacio de fase de las variables adimensionales x y y. Las regiones en naranja corresponde

ag>2,azul paral < € <2, en verde para 0 < € < 1y en blanco para € < 0.
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p =01 B = 0.17
00F:
—-0.66
-0.2
—-0.68+
—04!
y y 070
-0.6-
-0.72}
-0.8-
-0.74+
—1.01. . g k| ! " "
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=05

-0.6}

y -0.7+

-0.8}

-091 %
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(c) (d)

e>2 0 1<e<2|0<e<]| e<0

(e)
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B = 0231617 B = 03

(f) (g)
o e>2| 1<e<2|l0<e<]|] €<0

(h)

Figura 9. Espacio de fase para el punto critico &?; del modelo fgf}l\,l A

» Py:x=0,y, =1/1/14+7p. En este punto critico € = 2. Los valores propios asociados a éste

punto critico son:

1
2B+ 1)(IB+1) (4BvTB+T+1)

3+B (8\/7/3 F1+4B (56ﬁ\/m+22\/7/3j+21) +33> .
\/(4[3 F12(TB+1)2 (16ﬁ (7 (\/7[3 . 1) 4B (7ﬁ +7IB 1+ 1)) +25),

(227)

)‘1

P
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A, = ! X
2(4B+1)(7B +1) (4/3\/7[3+1+ 1)

P
3+ B (8m+4ﬁ (56ﬁ\/ﬁ+22\/ﬁ+21) +33) +
\/(4[3+1)2(713+ 1)2 (16/3 <7 <\/7[3+1+ 1) 48 (7[3 Y7V 1+ 1)) +25)_

(228)

Los valore propios son reales si 8 > 0y se cumple que: QL(I% <0< ?L(Z%, por lo que el punto

critico es de silla.

Con todo lo anterior, éste modelo no presenta un periodo de expansion acelerada ya que los
dos puntos criticos que cumplen que z> > 0 no presentan un pardmetro de rodadura lenta menor que
uno, € < 1, ademas que el pardametro libre del modelos debe ser positivo, B > 0; en las dos posibles
situaciones si se encuentra un periodo en donde domina o es transitorio s presencia de un fluido de
radiacion, ya que € = 2.

Por otro lado, es importante resaltar que si los puntos criticos anteriores no muestran un
periodo de expansion acelerada, no garantiza que estos no existan, ya que puede ser posible
determinar que algun estado del sistema muestra una dindmica tal que, € < 1, sin embargo, éste
periodo, si es que existe, serd completamente dependiente de las condiciones iniciales, ya que en la

cercania de los puntos criticos no se muestra ninguna dindmica con € < 1.
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Lys e qs 2 s . . oGal
6.2. Analisis dinamico del Lagrangiano: ‘ZCurV’ 4A
La accién que se implementard con el fin de estudiar las posibles implicaciones cosmoldgicas

. Gal  miente-
del Lagrangiano XCum 44 €8 la siguiente:

M2
S = /d4)€\/ —& ITPR— ZF[,‘LIVFLZ“V + ggﬁ'lVA’A 5 (229)
donde .Z5Y |\ = £,V LyypcAMAYAPPAS es el Lagrangiano definido en la ecuacién (193), con
ff‘"" = }//MIZ, como una constante. Lypgsy es el dual de Riemann; este tensor tiene la siguiente

forma:

Luavﬁ = 2Ruavﬁ ‘f‘z(Rpﬁgua +Rvaguﬁ _Ruvgaﬁ _Raﬁguv) +R(guvgaﬁ _guﬁgva)- (230)

Siguiendo el mismo procedimiento en el modelo anterior, las ecuaciones de campo de
Einstein y la ecuacién de evolucion de los campos vectoriales son determinadas en un espacio-
tiempo de FLRW; nuevamente se implementa la “triada cosmica”, Aj; = al,l/5ﬁ con el propodsito

de preservar la homogeneidad e isotropia en el universo. Por lo tanto, las ecuaciones de campo de
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Einstein, resultante de la variacion de la accion de la ecuacién (229)) son:

2772 N SN MR A N S0, N S N W I, S
WH? £ 2H 4P+ gy +MI%[ SHY =Sy WH} —OMZH?,  (231)
1 2
W2H2+2HWV7+V72+282W4+%[§H2W4+2W2V72+4HW3‘I7+§‘/’3‘77} _
P

—2M>(3H* +2H). (232)

La ecuacion de evolucion para los campos de vectoriales, resultante de la variacion respecto

al campo y sus derivadas son:

IV+3H1/'/+2H21//+HI[/+2gzl//3—3—]3//121113(H2+H) —0. (233)
p
6.2.1. Sistema auténomo. Para proceder con analisis via sistemas dindmicos, se

implementa, nuevamente, las mismas variables adimensionales definidas en la ecuacion , por

lo tanto, el sistema auténomo resultante para este modelo es

2 8
y2+2xy+x2+z2y4+}/<—§y4—§xy3> =1, (234)
2 242
y2 +2xy+x2 —f—zzy4 +7v <§y4-|—4x2y2 -|—8xy3 + T\/_y3p> = -3 +42¢, (235)
P 2.3 27 3
—+3x4+2y—€y+27y — —y’(1—¢)=0,, 236
v y—ey+2zy = 2y (1 —¢) (236)

donde p = /M ,H? y ¢ = —H /H? es el pardmetro de rodadura lenta.



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 157

El sistema auténomo es definido a partir de tomar la derivada temporal de las variables
adimensionales definidas en las ecuaciones (216)) y posteriormente reescribir estos resultados en
término del ndmero de e-folds; de esta manera, el sistema auténomo es el mostrado en las ecuaciones
(220 y @21)

Al resolver de manera simultdnea las ecuaciones (235) y (236) es posible encontrar una

expresion para p y €, en término de las variables x y y, de la siguiente forma:

6Yy* (5x% 4 9xy+y* —2) —47*y(8 18
o 60 (5 49y 3" —2) 4y (e ty) + 237)
4y2y6 — 6yy* 49

1
P =y @y —epyt+9

X
)
\6[9 (22 +xy+2y> —2) +6y° (3 (¥ — 1) y+ 81 — 8x+3) ¥

— 4920 (3x2 + 8xy +y2) } (238)

6.2.2. Puntos criticos. Como se mostrd en la secciéon 4.1.1| los puntos criticos del

sistema auténomo en las ecuaciones y se encuentran a partirde ¥ =0y y' =0, de
igual forma que se implemento en la sub seccidn anterior. Como se resalto en la seccion anterior,
especialmente en la subseccion[6.1.2] en éste modelo se pretende seguir la misma idea, determinar
aquellos puntos criticos donde z2 > 0y algtin (0s) puntos criticos muestra una dindmica tal que £ < 1.
Sin embargo, el sistema no muestra la existencia de puntos criticos que cumplan simultdneamente:
¥ =0,y =0y z2 > 0. Una alternativa que se probé fue buscar si existen estados del sistema

dindmico donde se cumpla que: € =0, p =0,y =0y z> > 0, sin embargo, no existen. Otra
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alternativa es indagar en el espacio de face del sistema, X' = f(x,y) y ' = g(x,y), en que regiones
es posible encontrar un comportamiento asintdtico, es decir, para un amplio rango de condiciones
iniciales, el sistema tiende hacia ésta asintota, y ademas que contenga soluciones talque 0 K € < 1y
7>.Enla ﬁgura se muestra el espacio de fase en el cual se resaltan las siguientes regiones: blanca
para € < 0, naranja para € > 2, azul para 1 < € <2, verde para 0 < € < 1 y laregién interior a la
linea a trazo en rojo corresponde a z2 > 0. La ﬁgura con Y = —0.7 muestra que las soluciones
fisicamente viables, z> > 0, contiene las regiones donde £ > 1, por lo que en esta configuracién del
sistema no se tiene un periodo de expansion acelerada cosmologicamente viable; situacion similar
sucede con el figura[10b|con = —0.1. En la figura[10c|con y = 0.1 se puede apreciar que la regién
verde (0 < € < 1) esta contenida en z2 > 0 y ademas presenta que las soluciones tienden un estado
donde € ~ 0, ya que se encuentran cerca de la region donde € < 0; la misma situacion experimenta

el sistema en el caso que ¥ = 0.7, como se muestra en la figura [I0d]
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(a) (b)

(c) (d)

e>2 1<e<2|lO0<e<]| ] e<0

(e)
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Figura 10. Espacio de fase del modelo fgf}lv 4.4 En este conjunto de figuras se muestra el espacio
de fase para diferentes valores del pardmetro libre ¥, en donde es posible apreciar que, para valores
positivos de 7y se encuentra un estado asintético en donde 0 < € < 1y z2 > 0; ésta regién se
encuentra entra las zonas resaltadas en naranja y verde.

7. Energia oscura del término S no Abeliano
Las teorias generalizadas de Proca se construyen siguiendo la misma idea de construccién de las teo-
rias de Galileén-Horndeski (Deffayet and Steer, |2013} |Rodriguez and Navarro, |2017)). Cualesquiera
que sean las opciones que la naturaleza tenga para definir la accién, una vez que se haya decidido el
contenido del campo y las simetrias, todos ellos deberdan cumplir con un hamiltoniano acotado por
debajo. Y esto puede ser posible, de acuerdo con Ostrogradski (Ostrogradski, |1850), si las ecua-
ciones de campo dindmicas son, a lo sumo, de segundo orden en las derivadas espacio-temporales.
Si no se satisficiera esta ultima condicién, el sistema entraria genéricamente en una inestabilidad
severa, llamada de Ostrogradski, tanto a nivel cldsico como cuantico (Woodard, 2007, 2015). El
enfoque tradicional para construir tales teorias es mediante el empleo de campos escalares como el
contenido del campo (Horndeski, [1974; [Kobayashi et al., 2011; Deffayet et al., 2011; Nicolis et al.,
2009; Deftayet et al., 2009bla). No se obtiene nada significativamente nuevo, en comparacion con
el término cinético candnico habitual, cuando se emplea, en cambio, un campo de gauge abeliano
(Horndeski, |1976; Deftayet et al., 2014)). Por lo tanto, tener una nueva fenomenologia requiere ya
no invocar las simetrias de gauge, es decir, requiere una generalizacion de la accion de Proca. Tal
generalizacion se realizé en las referencias (Heisenberg, 2014a; Tasinato, 2014b; Allys et al., 2016b;

Beltran Jiménez and Heisenbergl 2016; Allys et al., 2016a}; Hull et al., 2016)) donde se reconocid
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que, ademas de Fj,y y su dual de Hodge Fﬂv, la accion también se define en términos de A, y la
version simétrica Syy de Fyyy: Syy = VyAy + VyAy. La aplicacion de todas estas ideas a las teorias
no abelianas culmind en la construccién de la teoria generalizada de Proca SU(2) (Allys et al.,
2016¢) (ver también la refencia (Beltran Jiménez and Heisenberg, 2017)). Un aspecto interesante de
esta teoria es la violacion explicita de la simetria de gauge SU(2) que permite un término masivo
y sus generalizaciones escritas en términos de las versiones no abelianas de A, Fjy, Fuv y Suv-
Otro aspecto interesante es el cardcter global de la simetria SU(2) que podria desempeiiar un papel
importante en la fisica de partl’cula@ Un tercer aspecto interesante es la posibilidad de utilizar
una triada césmica (Armendariz-Picon, 2004), un conjunto de tres campos vectoriales mutuamente
ortogonales y de la misma norma, que corresponde a una configuracién invariante tanto bajo SU(2),
para el espacio del campo, y SO(3), para el espacio fisico, de acuerdo con el homomorfismo local
entre estos dos grupos. La configuracion de la tirada csmica se ha empleado antes (Maleknejad and
Sheikh-Jabbari, 2013, 2011; Adshead and Wyman, 2012; Nieto and Rodriguez, 2016; Adshead et al.,
2016; Adshead and Stakianakis, 2017; |Davydov and Gal’tsov, 2016) y, al menos en el escenario de
gauge-flation (Maleknejad and Sheikh-Jabbari, 2013, 2011), su naturalidad se ha demostrado en el
sentido de que es un atractor en una configuracion anisétropa mds general (Maleknejad et al., 2012).
Las implicaciones cosmoldgicas de la teoria de Proca generalizada para un campo vectorial abeliano

han sido estudiadas recientemente (Tasinatol [2014bj de Felice et al., 2017} De Felice et al.,[2016b|a;

10" 1 as simetrias continuas globales son importantes en la fisica de particulas, por ejemplo, en la solucién al problema de

CP fuerte a través de la ruptura espontdnea de la simetria global U (1) impuesta por el mecanismo de Peccei-Quinn
(Weinberg] |1995)



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 162

Tasinatol 2014a) pero siempre trabajando con un campo vectorial en donde las componentes espa-
ciales son nulas, evitando asi anisotropias desastrosa Por el contrario, la configuracién isétropa
proporcionada por la triada csmica, aunque esta tltima estd compuesta por campos vectoriales que
definen inherentemente direcciones privilegiadas, es ampliamente favorecida por las observaciones
cosmoldgicas.
7.1. Término S no Abeliano

El lagrangiano de la teoria generalizada de Proca SU(2) estd compuesto por varias piezas
que se describen en las ecuaciones - (196)). De particular importancia es .4, que se caracteriza
por las dos derivadas covariantes espacio-temporales de primer orden de A, que cada uno de sus

términos contiene (a excepcion del acoplamiento no minimo a los términos de gravedad):

L=oL +x L ALL, (239)

cona, k, A € Rydonde

1" Una excepcion es el modelo estudiado en referencia (Emami et al., 2017) donde se considera una triada de campos

vectoriales abelianos tipo espacio y donde las componentes temporales se hacen cero. Los resultados de este trabajo
son muy interesantes a pesar de la falta de naturalidad de la configuracién de la triada cuando no existe una simetria
SU(2) global subyacente.
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1
2 =5 (Ap-A") [SZ“SXV —SHSY + A, -A“R}
1
+ 5 (AaAp) [sﬁ“s’;v — SUHSY 424 -AbR} (240)

1 p
L =5 (A1) [sﬁ“ ShY — S ShY 4 A -AbR}
1
+ 5 (AauAbv) [Sgusbvp - ngSbup - AgAgRuva'
— (VPA) (VpAn) + (VP Aur) (VpAny) |. 241)

L} =G} Al AL, SO (242)

En las expresiones anteriores, los indices de gauge corren de 1 a 3 y estdn representados por letras
latinas, los indices espacio-temporales corren de 0 a 3 y estdn representados por letras griegas.

Es muy importante notar que la tercera linea de %7, formada por productos de dos derivadas
covariantes espacio-temporales de primer orden de Ay, no se puede escribir ni en términos de
Fiy, F’fv 0 S}y, esta linea es un término especifico de la naturaleza no abeliana de la teoria (Allys
et al., 2016c). Como tal, desaparece en el caso abeliano de tal manera que 92”41 + 342 se reduce
a —A[(Sy)* — S;,’Sf,] + 3A*R que es parte de la correspondiente .% en la teorfa generalizada de

Proca para un campo vectorial abeliano (Rodriguez and Navarro, [2017). Esta es la razon por la

que se les llamara .,2”41 y .,2”42 a los términos S no abelianos. En este capitulo, se analizaran las
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consecuencias cosmoldgicas del término S no abeliano en la accién
= / d*x=g [Len+ Lou+ 02}, (243)

donde .Zxp es el Lagrangiano de Einstein-Hilbert,

1
Gym == FiE (244)
es el término cinético canénico de Ay, y
iy = OuAY — OyAY + g€ AR AY, (245)

donde g es la constante de acoplamiento del grupo, mientras que las constantes de estructura del
grupo estan dadas por el simbolo Levi-Civita €.
7.2. Sistema dindmico auténomo

Para sostener un fondo homogéneo e isétropo, la triada césmica se describe por

AL = ay$y, (246)



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 165

donde ay representa la norma homogénea de la triada y a es el factor de escala en el espacio-tiempo

de FLRW. En términos de las cantidades adimensionales

_ v
V2M,H
y=—ov
=,
V2M,g
H Y

(247)

donde M), es 1a masa reducida de Planck, H es el pardmetro de Hubble y el punto representa la deriva
respecto al tiempo césmico, las ecuaciones de campo que provienen de términos proporcionales a

0 guvy SAﬁ en 0. =0, en donde .¥ es como se muestra en la ecuacion li resultan se

z2y4 + x4 2xy —|—y2 +o (10)62y2 — 188xy3 — 32y4) =1, (248)
P42y +y+ 2y + o (104\/§py3 +614x%y* +316xy° + 124y*e — 340y4> =
—342¢, (249)

P o122 yer2yta (sfzpy2 102y + 3002 + 943 — 218y3) —0,  (250)

V2

12 Las ecuaciones de campo gravitacional y las ecuaciones de evolucién para los campos de gauge A}, se muestran en
detalles en los apéndice EI y E], respectivamente.
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donde

pP= L4
- M,H?*
es una cantidad adimensional y
_H
€= —1_7,

166

(251)

(252)

es el pardmetro de rodadura lenta. La ecuacién (250) es redundante, al ya estar incluida en las

ecuaciones de campo de Einstein (248)) y (249). Sin embargo, en un enfoque de sistemas dindmicos,

la ecuacién (248)) actia como una restriccion para los pardmetros adimensionales x y y, sin embargo,

de igual forma que se implemento en el capitulo[/] el sistema auténomo es bidimensional, ya que la

restriccion en la ecuacién (248) reduce la dimensién del sistema auténomo cuyas ecuaciones de

evolucién son

(253)

(254)

en donde la prima representa una derivada con respecto al nimero de e-folds N = [ Hdt. Las

ecuaciones (249) y (250) sirven para resolver tanto p como € en términos de x y y, los cuales toman
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la siguiente forma:

1
€= X
91560¢2y6 — 1660y* + 10ay? + 1

2 (2030a2x2y4 1255003y — 198520 %%y + 178axy® + 7238020 — TTay* — 94ay® + 1)

(255)
y
1
p=- X
y(915602y° — 16600y* + 1001y% + 1)

(2\@ —2V2x% — \/ixy — 2\/§y2 — 10\/§ax2y2 + 406\/§O£xy3—

90v2ay* — 178V 2ax®y* — 190v2axy”® + 154v2ay°+

29008v/2a%:2y0 — 1484v/202xy” — 4928\/§a2y8) (256)

De esta manera el sistema auténomo estard formado por las ecuaciones X' = f(€(x,y), p(x,y)) y
y = g(e(x,y), p(x,y)), en donde las expresiones para € y p son las mostradas en las ecuaciones
y respectivamente.
7.3. Puntos criticos

Los puntos criticos son determinados siguiendo la misma idea mostrada en la seccién[6.1.2]
esto es que ¥’ =0,y =0y z> > 0; la ultima condicién, z> > 0, es necesaria para que los puntos
criticos encontrados puedan contener un pardmetro de Hubble positivo y real. Siguiendo este

procedimiento, se encuentran los siguientes puntos criticos:
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.71 1 _ —
u Ql - 11881 <a§1—28,)€1 —07y2—

i

NGl

. Dado que los valores permitidos de ¢ son positivos,
el puntos critico presenta un valor complejo para la variable y, por lo que no representa ningin

interés fisico.

1

LT 1 _ —
" 22 qiggr <O S 2 =002 = g

. En éste punto critico la restriccion dada por la ecuacion

(04
(248)) toma la forma:
109 1
2
=T — o, 257
( 77 VTV ) 27

en donde 72 > 0 si o0 > %, lo cual es un valor permitido para & en éste punto critico. Los

valores propios asociado a la matriz Jacobiana en el punto critico son:

- 29778/ a F \/ 35526146600 — 64262380+/77+/a¢ + 22375045 — 267+/77

] 258
7 2 (89v/77 —9926/«) (259

Dado que el rango de valores posibles para o asociados a €ste punto critico, los valores propios
cumple que: /’L;C,l <0< A% , por lo que es de silla. Por otro lado, el pardmetro de rodadura lenta
es € =0, por lo que se encuentra un periodo de expansién acelerada transitorio alrededor del

punto critico.

i

Nei R

= 23ia> ﬁ,)@ =0,y3 = El punto critico posee las mismas caracteristicas que &, por

lo que no es de interés cosmoldgico.

n 4> 1178,x4 =0,y4 = —ﬁ. El punto critico posee las mismas caracteristicas que %,
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tanto en sus valores propios, como en su analisis de estabilidad y el valor de €.

En la figura|l 1| se muestra el diagrama de fase del sistema auténomo de las ecuaciones
para el caso que o =0.065, ademas se resaltan con dos circulos negros los puntos criticos 2, y 2.
En éstas figuras se muestran las regiones de interés, en donde el violeta corresponde a € < 0, el
verdea0 < e < 1,elazulal <& <2, el naranjaa € > 2y la region limitada por la linea a trazos en
rojo corresponde a zZ > 0. Los puntos criticos determinados bajo las consideraciones anteriormente

mencionadas, muestran que s6lo es posible si o > 0.
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9

(a) (b)
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X
(c) (d)
€>2 l<e<?2 Ogegl‘fe<0

(e)

Figura 11. Puntos criticos en el espacio de fase del sistema auténomo (253) y (254), en donde
o =0.0065.

Enla ﬁgura se observa la presencia de tres regiones desconectadas para zZ > 0, en donde
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la zona alrededor del origen de la figura se encuentran ubicados los puntos criticos 2, y 2. Las
otras dos zonas, para y < 0 como para y > 0, presenta un comportamiento asintético, ya que para un
amplio rango de condiciones iniciales para x y y las soluciones tienden a evolucionar en el en limite
entre las zonas verde y violeta, es decir, entre € >0y 0 < € < 1, por lo que el pardmetro de rodadura
lenta evolucionara a cero, € ~ 0; la ﬁgura@] muestra un acercamiento en la region alrededor de
los puntos criticos de interés, en donde es posible apreciar el comportamiento de silla de los puntos
criticos; en la figura[l Ic|se muestra que el punto critico 2, se encuentra en el limite donde € cambia
de signo por lo que € = 0, ademas para ciertas condiciones iniciales las soluciones permanecerdn en
un estado donde € = 0 y se tendré una expansion acelerada eterna, la misma caracteristica sucede
con el punto criticos Z4; la figura|l 1d|se muestra para valores y > 0 la presencia un comportamiento
asintotico, de igual manera se puede encontrar la presencia del comportamiento asintético para
y < 0, como para un amplio rango de condiciones iniciales el sistema evoluciona un estado de
expancion acelerada eterna, ya que la presencia de la asintota se encuentra en el limite donde €
cambia de signo, es decir € ~ 0 sobre la asintota.

Por otro lado, se ha encontrado que para valores de @ > 0.0072 las tres regiones mostradas
en la figura|l 1al ahora se encontraran conectadas, permitiendo que soluciones cercanas a las puntos
criticos evolucionen hacia a la asintota y la condicién z2 > 0 se cumpla. En la ﬁgura se muestra
el espacio de fase del sistema auténomo para oc =0.0075, en donde se resalta la conexién entre las

diferentes zonas
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o« = 0.0075

0- — S o 0.0
Y y o

S e ~05
== e
N /‘:,__: G — -1.0
\%22:53 =
_6,l1\_ ‘—/—4" — -155
-4 -2 0 -15
X X
(a) (b)
€>2 l<e<?2 Ogegl‘fe<0

(c)

Figura 12. Puntos criticos en el espacio de fase del sistema auténomo (253) y (254), en donde
a =0.0075.

7.4. Comportamiento asintético

Este sistema dindmico auténomo disfruta de un comportamiento asintético que conduce a
la descripcidn de dos fluidos perfectos de radiacién coexistentes pero artificiales, uno asociado al
Lagrangiano de Yang-Mills con una densidad de energia y presiéon ambas positivas se llamard: el

fluido positivo, y el otro asociado al término S con densidad de energia y presion negativa que se
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llamara: el fluido negativo. Tal comportamiento asintético es dado por

x— By,
y — oo,

cuando N — oo, (259)

donde B € R. En efecto, la ecuacién (254) es consistente con este comportamiento ya que y' —yf8 =0,
es decir, y o< eV — 0o, Como se puede comprobar, las ecuaciones ll y lj se satisfacen

simultdneamente en el régimen asintotico par

a>0,
11
= — 2
B=15 (260)

que, a su vez, hace € — 0 como se observa en la figura (y, por lo tanto, @ = p/p — —1).
En la figura s muestran el comportamiento asintético para x/y para un conjunto elegido de
condiciones iniciales. Como se indicé anteriormente, el sistema exhibe un mecanismo de ajuste fino
dindmico asintético, ya que los valores absolutos de las densidades de energia del fluido negativo

(|pa]) y del fluido positivo (pyas) crecen exponencialmente pero, sin embargo, coinciden casi con

13" Estrictamente lo que se debe cumplir, a partir de la ecuacién 1) es que z2 > 0 en el limite asintético.

14 ver apéndice |4
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precision, independientemente de las condiciones inicialeﬂ asi que Pror = Pym + Po S€ aproxima
a un valor finito constante. Para ver esto, se puede obtener facilmente Qo = pg/pPror y con ayuda de

la ecuacidn (248)

Qyy =1-Qq, (261)

Qo = o(—32y* — 188xy> + 10x%y?), (262)

y se verifica que en el limite asint6tico dado por las ecuaciones (259) y (260), po, — —pya. Esto se
confirma con la solucién numérica presentada en las figuras y [[3d|que muestran un crecimiento
exponencial con N para Qyys y |Q¢/|, mientras que la figura revela el comportamiento predicho
para p;o; o< H?. Como se observa en las figuras, la aparente ruptura del régimen cldsico debido al
crecimiento exponencial de los valores absolutos de las densidades de energia queda refutada por
el buen comportamiento de H < M,. El parametro de estado para cada fluido también se puede

estudiar extrayendo las presiones Pyy; y Py de las ecuaciones (248) y (249):

Py = p’;f [a(1o4ﬁpy3 +614x%)% +316xy° + 124y — 340y4)} (263)
Py — pt30t [_ % n 8] P, (264)

15" A menos que estén lo suficientemente cerca de un atractor del sistema dindmico.
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Por supuesto, wyy = 1/3, mientras que @, es una funcién de N mas complicada que va, en el
limite asintético dado por las ecuaciones y , a 1/3; esto es confirmado numéricamente
por la figura Con respecto al pardmetro de estado para todo el fluido, asintéticamente se tiene
oy — —1; este es analiticamente el caso como se muestra justo debajo de la ecuacion (260)) y esto
es confirmado numéricamente por la figura[I3g] Un mecanismo autoajustable tan interesante para
generar un parametro de estado @ = —1, de acuerdo con el pardmetro de estado observado para
la energia oscura @ = —1.006 £ 0.045 (Ade et al., 2016a,b), no podria ser un candidato ideal para
explicar la energia oscura si el valor asintético para H no correspondiera al valor observado hoy

Ho = 9.03h x 1075 M,, con /i = 0.678 +0.009 (Ade et al., 2016a).
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-02f
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(g)

Figura 13. Energia oscura - Soluciéon numérica y asintota para o = 0.0075 y condiciones iniciales
xo = 0.05y yo = 1.18. (a) Esta figura muestra la solucién numerica del pardmetro de rodadura lenta
(b) Esta figura muestra la solucién numérica para x/y vs. N (curva continua-negra) asi como el
comportamiento asintético x/y = f (curva discontinua-roja) con 8 como en la ecuacién (260); el
par de curvas se superponen desde N = 5. (c) Esta figura confirma que py, — —pyu en el limite
asintético. (d) Esta figura presenta Qyjs vs. N (curva continua-negra) y Q4 vs. N (curva
discontinua-azul); se puede ver que los valores absolutos de los dos pardmetros de densidad crecen
exponencialmente con N. (e) Esta figura representa H /M,; a pesar de que pyy y |Pa| crecen
exponencialmente, p;,; < H 2 se acerca asintGticamente a un valor constante finito. (f) Esta figura
muestra @y, vs. N; en el limite asintético, el fluido negativo se comporta como radiacién. (g) Esta
figura muestra @y, vs. N; en el limite asint6tico, el fluido total se comporta como una constante
cosmoldgica. El codigo para las soluciones numéricas se encuentran en el apéndice |§]

A partir de la deficicion de la ecuacion (247)) y el comportamiento asint6tico descrito en las

ecuaciones (259) y (260), se obtiene

H 29
R |g]

RLENNE o 265
M, ' \/42837a (263)

que es consistente con la solucién numérica para H en la figura Esto revela que H puede
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reproducir su valor actualmente observado, para un valor suficientemente pequefio de |g|: |g| <
THy/mp =~ 4 x 1079, independientemente de las condiciones iniciales (para o > 0, ver pie de

pagina[I3). La insensibilidad a las condiciones iniciales se puede observar comparando las figuras

[3y[14
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(g)

Figura 14. Energia oscura - Igual que en la ﬁgurapero con diferentes condiciones iniciales:
xo = 1.6y yo = 2.2. El cédigo para las soluciones numéricas se encuentran en el apéndice |§]

7.5. Inflacion primordial

Aparte del comportamiento asintético, los puntos criticos del sistema dindmico en las
ecuaciones (253)) y (254) también fueron estudiadas. Como es posible apreciar en la seccion[7.3]
el punto critico 2, presenta un estado interesante, ya que € = 0 en éste punto critico, ademas la
condicién que z2 > 0 (lo que garantiza que el parametro de Hubble sea: H > 0) brinda un rango de
valores permitidos para a: o > 77/11881 = 0.00648094.

Asi que s6lo queda 1 punto critico, un punto de silla, que satisface todas las propiedades que
identifican a un periodo inflacionario primordial como se describe en la figura 3. Desafortunada-
mente, y en contraste con el escenario de energia oscura, la inflaciéon primordial en este el modelo

es muy sensible a las condiciones iniciales y a la constante de acoplamiento .
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Figura 15. Inflacion primordial - Solucién numérica para o = 0.00649, g = 0.0001, y
condiciones iniciales xo = 0.001095 y yp = 1.189. (a) Esta figura exhibe un comportamiento de
rodadura lenta de y/M,, durante unos 70 e-folds y una etapa final de oscilaciones amortiguadas que
sefalan la época dominada por la radiacién. (b) Comportamiento similar al de la figura anterior
pero para y// M,%. (c) Esta figura presenta los parametros de rodadura lenta € (curva continua-azul) y
7N (curva discontinua-roja) vs. N; se puede observar que tanto 1] como |7| estdn muy por debajo de
1 durante unos 70 e-folds, 1o que implica un periodo de inflacion lento durante el tiempo suficiente
para resolver los problemas clésicos de la cosmologia estdndar; al final de esta etapa, € y 17 van a 2,
sefialando la época dominada por la radiacién. (d) Esta figura presenta H/Mp vs. N; la escala de
energia de inflacién no estd en conflicto con el tratamiento cldsico para valores suficientemente
bajos de |g|. (¢) Esta figura muestra Qg vs. N; el término S durante la inflacién contribuye con una
densidad de energia negativa que no es dominante ni despreciable; sin embargo, se vuelve
insignificante al final de este periodo. (f) Esta figura muestra Py /Pyys vs. N; el término S durante
inflacién contribuye con una presion negativa dominante que se vuelve insignificante al final de este
periodo, permitiendo que el término de Yang-Mills domine y produzca la época dominada por la
radiacion. El c6digo para las soluciones numéricas se encuentran en el apéndice |§]

7.6. £} + materia + radiacién
En esta seccion lo que se pretende es analizar el comportamiento asintético que posee el
término 341 y analizar la posibilidad que tendria en describir la historia térmica del universo, cuando

se introducen los componente de materia y radiacion. La accién que se analizar es:
S = / d*x/=g [Len+ GBm+ ol + Lut+ L), (266)

donde %, y .Z, son los Lagrangianos de materia y radiacién; los Lagrangianos Zxy y ‘,2”41 son
los definidos en seccidon Se procede bajo la misma idea que en la seccion|/.2|con el propdsito
de determinar el andlisis de estabilidad via la teoria de los sistemas dindmicos. Las variable
adimensionales para el campos , son las mismas definidas en la ecuacion (247); se adicionan

las variables adimensionales relacionadas con los pardmetros de densidad de energia de materia y
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radiacion de la siguiente forma:

m— _Pm__
3MZHY

pr
3MZH?

(267)

De esta manera, las ecuaciones de campos de Einstein y la ecuacion de evolucién del campo

vectorial, en término de las variables adimensionales x, y y z, son:

2y 2 4 20y + 37 + o (10077 — 188xy® —32)*) +r4m =1, (268)

2y +y + 2yt a <1o4f2py3 +614x%y% +316xy° + 124y — 340y4>

tr= 342, (269)
P

J5 It 232 —ye+2y+a (5f2py2 + 1022y + 30xy% + 94y%e — 218y3) —0, (270)

donde p y € son los definidos en las ecuaciones (251]) y (252) respectivamente. Al igual que en el
la seccioén ([7.2)), la ecuacion (270) es redundante, al ya estar incluida en las ecuaciones de campo

de Einstein (268) y (269)), de esta manera la ecuacion (268) actia como una restriccion para los
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parametros adimensionales x y y. De esta manera el sistema auténomo se puede escribir como

X = %+8x, 271)
y =x, (272)
Y =2r(e—2), 273)
m' = m(2e —3). 274)

Las ecuaciones y (270)) sirven para resolver tanto p como € en términos de x, y, r y m, los

cuales toman la siguiente forma:

1

€= —
6(915602y° — 1660y + 10ay2 +1)

—1218amy? 4 3m — 1228atry* + 2r — 30600x’y? + 1128 0ty* — 12

— 2436002 x%y* +2382240%xy° — 21360axy° — 8685602y 4+ 924 ary* (275)
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1
6y (9156026 — 166ay* + 1002 1 1)

[— 12v2m — 12v/2r — 12v/2%% — 6V2xy — 12V/2y* + 12V/2

p:

+3V2my? +2V2ry? — 60V 2ax?y? + 2436V 2axy® — 540V 20y +
462V 2amy* 4 556V 2ary* — 1068V 2ax*y* — 1140V 200xy’ +

174048+v/20ax%y® — 890420’ xy” — 29568y 2ay® + 924\/§O¢y6} (276)

7.7. Puntos criticos
Los puntos criticos son determinados siguiendo la misma idea mostrada en la seccién[6.1.2]
estoes que X' =0,y =0, =0y m' =0. Siguiendo este procedimiento, se encuentran los siguientes

puntos criticos:

» 71:0=0,x=0,y==1,r=0,m = 0. En este punto critico 2 =0,1lo que ocasiona, a partir de
la ecuacion (247), que H — oo, adicionalmente el pardmetro de rodadura lenta es: € = 2, lo cual
es caracteristico de un fluido de radiacién. Los valores propios de la matriz Jacobiana en éste

punto critico son:
A= (4,-1,1,0), (277)

con u = 1,2,3,4. Lo anterior muestra la presencia de un valor propio igual a cero, por lo que el

andlisis de estabilidad lineal no es concluyente.
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» 2):a=0,x=0,r=1—y?r=0,m=0.ESe encuentra que z> = 0, por lo que H — oo, ademas
que € = 2., lo cual es caracteristico de un fluido de radiacion. Los valores propios asociados a la

matriz Jacobiana en éste punto critico son:

A =(0,-1,1,4) (278)

m P3:0#0,x=0,y=+—— 71— 151 a) El parametro de densidad de materia

\/157, r=0m== (
es definido positivo, m > 0, por lo que & > 61/11858 == 0.00514421; se descarta la posibilidad
que @ < 0, con el propdsito de preservar el comportamiento asintético de .,2”41 discutido en
la seccién Nuevamente z> = 0, por lo que H — oo. En éste punto critico el pardmetro de

rodadura lenta es: € = 3/2, lo cual es caracteristico de un fluido de materia (presién nula). Los

valores propios asociados a la matriz Jacobiana son:

—3/0(293 — 694540)% — \/5+/ (694540 —293)3(333718x — 1601)
4(293 — 69454a)%\/a ’

V5/a (6945400 —293)3(333718a — 1601) — 3(293 — 6945405)2\/&>
4(293 — 694540)%\/a '

/13{":(—1,3,

(279)

A partir de lo anterior, el andlisis de estabilidad de los valores propios 7L33 y 7L34 muestran que:

(a) Los valores propios existen si & # 6322 7 = 0.00421862.

(b) Los valores propios son reales:
293

si0Sa<grmya> 3;2(7)}8 0.00479746 y los valores propios cumplen que 123 <0< 7L§ ,

sin embargo este rango de valores para o no es permitido, ya que m < 0, en consecuencia,
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para &« > 0.00514421 los valores continuan cumpliendo que 7L33 <0< 7L34 , por lo que el punto
critico serd de silla.
(c) Los valores propios son complejos:
si o3 < o < 9% en donde la parte real de los valores propios A3 y A4 son negativos
69454 333718° p prop 2 Y A g )

por lo que el punto critico serd estable; sin embargo, este rango de valores de o conlleva a

que m < 0.

» Dig:a#0,x=0,y= j:%\/ e Vlglzg‘x, r = 0,m = 0. La primera restriccién sobre el punto

criticoes que 0 < o < %28 ~ 0.0078125, ya que se garantiza que y sea real. Nuevamente z> = 0,

por lo que H — oo en éste punto critico. El pardmetro de rodadura lenta en éste punto critico toma

_ 20492415/ 1—128—139 4 . s g
la forma € = 98360 —62 , por lo que o < 1/128 para que éste sea real; adicionalmente,

si & > 0 se encuentra que 0 < € < 2, por lo que es posible encontrar un rango de valores para o
donde la expansion sea acelerada. Respecto a los valores propios de la matriz Jacobiana, dos
de éstos presentan una forma analitica extensa, por lo que se presenta a continuacion en forma

gréfica:
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770.0060 0.0061 0.0062 0.0063 0.0064 4%).0060 0.0061 0.0062 0.0063 0.0064

00060 00061 00062 00063 00060 00061 00062 00063 00064

Figura 16. Valores propios asociados a Z.4. El eje vertical corresponde al valor propio lf y el eje
horizontal el valor del pardmetro libre ¢c. Los valores propios /lf y lf presenta un comportamiento
tal que, en un pequefio cambio en el parametro & su estabilidad es completamente distinta.

Como es posible apreciar en la ﬁgura los valores propios )LZ’ y Lf ante un pequeilo cambio
en el parametro «, la estabilidad del punto critico cambia completamente, por ejemplo si se
evalia el valor propio en: A;(0.00630963373345644) = 21.0911 y si después solo se cambia
una pequefia cifra significativa: 7@ (0.00630963373345643) = —0.75 + 11.4062i, 1a estabilidad
de éste valor es completamente distinta; situacion similar sucede con el valor propio ),f . Sin
embargo, dado que dos valores propios son negativos, 141 y lf, la estabilidad del punto critico

estard entre uno de silla o inestable, dado por el signo de la parte real de los valores propios lj y

24,



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 189

" Pi5:00#0,x=0,y= i% \/ Lryvi-128a VIO?HS“, r=0,m = 0. Una primera condicién sobre el pardmetro
libre o, es que éste se encuentre en el siguiente rango: 0 < o < 1—58 « 0.0078125, con lo que

se garantiza que y sea real. Por otro lado, z> = 0 por lo que H — oo. El pardmetro de rodadura

—20492004+-15+/1-128+139 ,

lenta toma la forma en éste punto critico como: € = 03— 38360, ; adicionalmente, si

o > 0 se encuentra que € > 2, por lo que la expansion serd desacelerada. Respecto a los valores
propios asociados a la matriz Jacobiana, éstos presentan una forma analitica extensa, por lo que

se representaran a continuacion graficamente como una funcién del parametro libre o:

6

1
...... )\5
) 2
——- A

/J
D e e e ———————— -_ 7\2
__________________________________________ .
7\5

0 —

0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
X

Figura 17. Valores propios asociados a Z. 5. El eje vertical corresponde al valor propio 7LS” y el eje
horizontal el valor del pardmetro libre o¢. Los valores propios 7LS” fueron representados para
0 < o0 < 5 = 0.0078125.

Como se aprecia en la ﬁgura el valor propio ).53 es negativo, por lo que el punto critico es de

silla. De esta manera el estado de expansion desacelerada del punto critico serd transitorio.

m Dig:a#0,x=0,y= iﬁm = 0,m = 0. El valor de y del punto critico sera real si &« > 0.
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Por otro lado, 72 = 109¢ — /77, en donde 7% > 0 si o > %  (0.00648094. El parametro
de rodadura lenta asociado a éste punto critico es € = 0, por lo que la expansion serd acelerada.

Los valores propios de la matriz Jacobiana asociados a éste punto critico son:

Ad=—4, A} -3,

4
24 = Ve (~3 (871312836 (8977 V@ —4963a) ) +
2 (89v77—-9926\/a)”

V/5(55701715597 — 321337036856 \/77+/at + 535262698130160

1428665511922768.% — 51462614828128v/770/%) "/ 2) . (280)

Con todo lo anterior, se procede a ver el comportamiento de los valores propios para o >

77/11881 como se muestra a continuacion:
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Figura 18. Valores propios asociados a Z.¢. El eje vertical corresponde al valor propio 7L6” y el eje
horizontal el valor del pardmetro libre .

Se encuentra que el punto critico es de silla, ya que el valor propio lg es positivo, por lo que el

estado de expansion acelerada es transitorio.

La figura[I9 muestra la evolucién de los pardmetros de densidad de energia oscura, Qgo = Qyym +
Q¢ (Yang-Mil + $41), radiacion, r, y materia, m, asi como los pardmetros de ecuacion de estado
del fluido, @y, y de desaceleracion, ¢, como una funcién del nimero de e-folds, N, que es igual
a —In(z, + 1), donde z, es el corrimiento al rojo y con z, = 0 hoy en dia. La ﬁgura muestra
que para un AN = 25 el termino de densidad de energia oscura domina el universo, en cambio

para valores alrededor de N « +2 se encuentra un dominio de la radiacién, ademas no es posible
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encontrar un periodo donde exista un dominio de la densidad de energia asociado a la materia;
adicionalmente la figura [I9b corrobora lo mencionado anteriormente, el dominio del término Q¢
es notorio es toda la historia térmica de éste universo y evolucionard a un periodo donde @y,; = —1;
situacién similar ocurre con las figuras y[19d] sin embargo para un conjunto de condiciones
diferentes, en donde el dominio de Qg es en toda la historia térmica de éste universo. Finalmente,
en la figura[I9¢|puede existir un periodo corto, alrededor de N =~ £2, en donde la densidad de energfa
de la materia podria dominar, pero lamentablemente eso no ocurre en la actualidad con nuestro
universo observable; la figura [[9f] muestra nuevamente que el sistema tiende a hacer dominado por

el término asociado a Qo ya que @y, — —1.
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Figura 19. Evolucién de los pardmetros de densidad de energia para energia oscura Qf, radiacion
r'y materia m. La ﬁguraposee condiciones iniciales x = 10720,y =22, r =09, m=0.1y

o = 0.0065 se encuentra un dominio del término de densidad de energia oscura Qg el la mayoria
de la historia térmica del éste universo, AN =« 25, inicamente en el intervalo de N =2 alrededor de
N =0, se encuentra un dominio de la radiacién sobre el universo, lo cual es incompatible con
nuestro universo actual; la figura[T9b] muestra un pardmetro de desaceleracién positivo hasta N = 1
(expansion desacelerada) y luego tiende a g = —1, que es cuando domina la el término Qgp. La
ﬁguraycon condiciones iniciales x = 1072, y =2, r = 0.2, m = 0.1 y o = 0.007 posee
un comportamiento similar en las figuras anteriores, con la diferencia que el dominio del termino
Qgo es en todo el tiempo. La figura[I9¢]y [I9f con condiciones iniciales x = 0.001, y = 1.6, r = 0.1,
m=0.9y a = 0.1, nuevamente muestra las mismas caracteristicas anteriores, con la salvedad que
existe un periodo de dominio de la materia. El c6digo para las soluciones numéricas se encuentran
en el apéndice [3]
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1 2 Gal
18. 2 + 25 + ZLurvan
Finalmente en esta seccion se pretende explorar las consecuencias cosmoldgicas a partir de

una combinacion de piezas de Lagrangianos mostrados en las ecuaciones 193] 240]y 24T}, la accion

a estudiar es la siguiente:
= / d*xv/=g | Lon+ Lyw+ 0Ll + kL2 + O LG 4] 281)

donde Zrp es el Lagrangiano de Einstein-Hilbert, .y, el Lagrangiano de Yang-Mill definido
en la ecuacion lb Xgﬁlv 4.4 ©s el Lagrangiano estudiado en la seccion 6.2y 341 y Zf son los
Lagrangianos descritos en las ecuaciones (240) y (241)) respectivamente. Se procede bajo la misma
idea que en la seccidn|/.2| con el propodsito de determinar el analisis de estabilidad via la teoria de
los sistemas dindmicos. Las variable adimensionales para el campos Y son las siguientes:
v

V2M,H

y= Ld
V2M,’

V2M,g
H )

X =

z (282)
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por ende, las ecuaciones de campos de Einstein y la ecuacién de evolucion de los campos vectoriales

pueden ser escritas en término de las variables adimensionales como se muestra a continuacion:

o (10x%y* — 188xy” — 32y*) + 1 (20 — 20xy” — 12)*)

+0 (—64xy® — 32y*) + 2xy +y* +x7 4270 =1 (283)
2oy 42+ a (104\/§py3 F614x3y2 +316x° + 124y — 340y4)

tK <1N§py3 +70x3y2 + 108xy° — dy*e + 24y4>

10 (32\/§py3 +192x%)2 42562y + 32y4> — 342¢ (284)

i

V2

+ i (ﬁpy2 423y 4602 + 10y°e — 6y3> +0 (323 —32)%) =0, (285)

4 4
F3x—yet+ 24— ta (5\/§py2 + 1063y + 3012 + 94y%e — 218y3>
y

donde p y € son los definidos en las ecuaciones (251]) y (252) respectivamente. Al igual que en el
la seccioén ([7.2)), la ecuacion (270) es redundante, al ya estar incluida en las ecuaciones de campo
de Einstein (268) y (269)), de esta manera la ecuacion (268) actia como una restriccion para los

parametros adimensionales x y y. De esta manera el sistema auténomo se puede escribir como

X =——+x¢ (286)

y =x, (287)
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donde

1
€= X
915602y° 4 63360:@y° + 20640 kY0 + 102402y 4 7040 Ky° + 124K2y0 — 1660y*
I X
—320y* — 10Ky* + 10ay? + 2ky? + 1

[2 (203Oa2x2y4 12550022 — 198520 %x)° + 1780xy” — TTay* — 940y? + 1

+ 640a0x%y* + 800x%y + 960xy” + +7238a%y° + 160y* — 320y — 1235200xy°
—20480%xy° +96000y°® — 5120%)° + 6360 kx’y* + 29Kx?y? + 38kxy® + 9Ky
—10xy? 4 1280 Kkx%y* — 4256 akxy — 1344@Kxy° — 7600 ky° — 4480 Ky°

46Ky — 21230 — 9OK2y6> } : (288)
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1
pP= X

(—940y3 — 320y — 10Ky3 + ) (104\/§ay3 3220y + 12\@@3)

1
(5\/§ay2 F V2K 4 \%) (1240y* — 4xy* —2)

X

— ((=94ay® —320y° — 10ky® +y (6040x*y* + 504 cexy® — 308 aty” + 4
1920x%y* + 68 kx*y* + 3200xy” + 128kxy’ + 640y* + 36ky*)

+ (124ay* — 4xy* —2) (100x®y +30axy? + 3x + 2y — 218y’ — 320y°
+ 2Kkx’y 4+ 6Kxy® — 6Ky + %2 (—10(Xx2y2 — 2= 2xy—y*+1

—2Kkx%y* + +188axy’ + 640xy +20kxy” + 320" 4320y + 12Ky7)) ) .

198

(289)

El estudio de la dindmica del sistema auténomo mostrado en las ecuaciones (286)) y (288)) serd

enfocado en encontrar un comportamiento asint6tico en el espacio de fase similar a los estudiados

en las secciones [6.2]y el propoésito es determinar el rango de valores de los parametro libres

del modelo, &, ® y K, es posible determinar periodo de expansion acelerada, es decir € = 0. En la

figura [20] se representa el espacio de fase del sistema auténomo de las ecuaciones (286) y (288)), en

donde el violeta corresponde a € < 0, el verdea0 < e < 1l,elazulal <& <2,elnaranjaa e >2y

la regién limitada por la linea a trazos en rojo corresponde a z> > 0; esta ultima regién garantiza

que el parametro de Hubble sea: H > 0.

En la figura [20a] se muestra el espacio de fase del sistema auténomo (286) y (288)), en donde
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se encuentra un comportamiento similar al mostrado en la figura[ITa] el cual se estudi6 en la seccién
Se encuentran tres regiones separadas, en donde dos de ellas presentan un comportamiento
asintético y muestra que € = 0, por lo que para un amplio rango de condiciones iniciales el sistema
tienda a un periodo de expansion acelerada y en donde las variables x y y crezcan de manera similar
como se analizo en la seccion por otro lado, la region central, mostrado en la figura[20b] es
posible que el sistema muestra un estado oscilatorio, pero inestable, ya que muchas de las soluciones
sales de la regién en donde z> > 0. La ﬁguram muestra que para un conjunto de valores de los
parametros libres en donde las regiones en z> > 0 se encontraban separadas, ahora se encuentra
unidas, con la salvedad que el comportamiento asintético (el cual continua mostrando que € = 0)
las variables x y y estdn decreciendo cuando el sistema evoluciona por la asintota, similar a lo que
se encontrd en la seccion lo cual puede representar un periodo de expansion acelerada que
tiene un fin y esto podria representar un periodo de expansion primordial. La figura[20d| se resalta la
region central del espacio de fase donde se percibe que el sistema evoluciona (dentro de la regiéon
de interés en donde z> > 0) a un estado donde & > 1, lo que darfa al periodo de expansién acelerada.
En las figuras y [201] se represento el efecto del signo en los pardmetros libres ® y k. Cabe
recordar, por lo analizado en la seccion que o > 0 garantiza la existencia del comportamiento
asintético del sistema, lo cual es deseable ya que este presenta un periodo de expansion acelerada
con lo que es posible describir un periodo inflacionario temprano (inflacién primordial) o tardio

(expansion actual del universo).
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Figura 20. Espacio de fase del sistema auténomo mostrado en las ecuaciones (286) y (288)), en
donde se resalta la region en violeta para € < 0, el verde para0) < e < 1,el azul para 1 <& <2, el
naranja para € > 2 y la regi6n limitada por la linea a trazos en rojo corresponde a z> > 0.



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 202

7.9. Inflacion primordial

En esta parte se analizard en comportamiento asint6tico que presenta el sistema autbnomo con
el propdsito de describir un periodo de inflacionario primordial. Inicialmente es posible determinar
la existencia del comportamiento asintdtico, siguiendo la misma idea presentada en la seccion|/.4}
pero con una configuracién de los parametros libres positivos, @ > 0, ® > 0y k¥ > 0, para que el
comportamiento asintético lleve al sistema auténomo a un fin del periodo de expansién acelerada;
esto se percibe en el espacio de fase de la figura Siguiendo la misma idea analizada en la
seccion el comportamiento asintdtico es dado por: x — By, y — oo cuando N — —oo. Se puede

comprobar, que en el limite asintético, a partir de las ecuaciones (286) y (288) y exigiendo de la

ecuacion (283) que z> > 0, se obtiene quem

77— 160 -9k
2030 + 640 + 23k’

a>0, >0, k>0 y B— (290)

que, a su vez, hace € — 0; esto se observa en la figura En éste estado asintético, en donde
€ — 0, el periodo inflacionario inflacionario termina en € — 2 y ocurre alrededor de los 75 e-folds,
lo cual es caracteristico de un universo dominado por radiacidn, esto es corroborado por la solucion
numérica de la figura[21b] en donde al final de inflacién el término de Yang-Mills es dominante.
Adicionalmente, durante el periodo inflacionario la densidad de energia asociados a los términos

341 + ,5,”42 + fgﬁl\, 4.4 €voluciona como: pG, — —pPym, es decir, posee un comportamiento similar a

16 Ver apéndice
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un fluido de radiacidn, esta afirmacidn es posible comprobarla analiticamente en el limite asintético y
es corroborado numéricamente en la figura[21c| Finalmente, a pesar del comportamiento decreciente
de Qg Y Qyum, la evolucion del pardmetro de Hubble es practicamente constante durante todo el

periodo inflacionario como se observa en la figura 21d|
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Figura 21. Inflacién primordial - Solucién numérica para o = 0.00649, g = 0.0001, y
condiciones iniciales xo = —107 y yo = 5 x 107. (a) Esta figura representa el pardmetro de rodadura
lenta vs. N, este exhibe un comportamiento de expansion acelerada, en donde € ~ 0 durante unos
70 e-folds; se puede observar que 1M estd muy por debajo de 1 durante unos 70 e-folds, 1o que
implica un periodo de inflacion lento durante el tiempo suficiente para resolver los problemas
clasicos de la cosmologia estdndar; al final de esta etapa, € van a 2, sefialando la época dominada
por la radiacién. (b) esta figura muestra la evolucién de las densidad de energia vs. N donde se
muestra es como van decreciendo. (c) La figura muestra la relacion entre las densidades de energia
PGal Y Pym Vs. N; se encuentra que la evolucion de la densidad de energia (pg,;) se encuentra que
en el limite asintético: PG, — —Pym, por lo tanto, el término de la densidad de energia se
comporta como un fluido de radiacion en el periodo inflacionario. (d) Esta figura representa H /M,
vs. N; a pesar de que pyy v |Pgar| decrecen, py,; o< H? se acerca asintéticamente a un valor
constante finito. (e) Esta figura muestra el pardmetro de densidad de energia total, Q;,; vs. N; en el
periodo inflacionario el fluido que domina durante el periodo inflacionario es el asociado al término
PGai- (f) Esta figura muestra Pg,; /Py vs. N; el término S durante inflacion contribuye con una
presion negativa dominante que se vuelve insignificante al final de este periodo, permitiendo que el
término de Yang-Mills domine y produzca la época dominada por la radiacién. El c6digo para las
soluciones numéricas se encuentran en el apéndice ??

8. Conclusiones
La presente tesis muestra los resultados de la investigacion en el estudio analitico, numérico y via la
teoria de los sistemas dindmicos de las implicaciones cosmoldgicas de los Galileones vectoriales
que poseen una simetria global SU(2), la cual es conocida como la teoria generalizada Proca tipo
SU(2). Nos interesamos especialmente en el caso que, cada uno de los campos vectoriales de gauge
sean perpendiculares y de igual norma, esto gracias al homomorfismo entre el grupo de simetrias
de SU(2) y el grupo SO(3); esta configuracién de campos vectoriales (triada csmica) favorece a
que el espacio-tiempo sea homogéneo e isétropo, por lo que la métrica que mejor describe estas
caracteristicas estd la de FLRW, lo cual estd en concordancia con las observaciones realizadas por

el Planck en la RCF (Ade et al., 2016a) (homogeneidad e isotropia estadistica a grandes escalas).



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 206

Cuando nos referimos a consecuencias cosmoldgicas, nos referimos a la posibilidad de que esta
clase de teorias generalizadas de Proca pueden generar un periodo de expansion acelerada temprana
lo suficientemente prolongada para resolver los problemas de la cosmologia estdndar o dar cuenta a
la expansion que experimenta en la actualidad el universo.

Dado que el estudio cosmoldgico de estas teorias se desarrollan en el marco de la Relatividad
General, son las ecuaciones de campo de Einstein las encargadas de describir la dinamica de estos
modelos (es importante resaltar que en el caso de las teorfas con acoples no minimos con términos
del tipo f(R), la teoria no serd la descrita por Einstein); dado que estas ecuaciones forman un
conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales, encontrar una solucidn exacta no siempre es facil.
Como se mostré en el capitulo[d] utilizando un andlisis de sistemas dindmicos, se puede investigar
el comportamiento cualitativo del sistema no lineal. Por lo general, se introducen un conjunto de
nuevas variables adecuadas y una variable de tiempo adimensional con el fin de que el sistema de
ecuaciones de campo puedan ser expresadas como un sistema auténomo. De esta manera, con ayuda
de los puntos criticos del sistema se puede analizar la estabilidad del sistema. Entonces uno puede
estudiar el principio y el posible destino final del universo al descubrir el comportamiento de los
pardmetros fisicos cerca de los puntos criticos.

Con el fin de estudiar las teorfas generalizadas de Proca, en el capitulo [5| mostramos una
alternativa para la construccion de teorias fundamentales, en donde una posibilidad es el estudio
de los Galileones (Deftayet et al., 2011} Kobayashi et al., |2011)). Estos son campos cuya accion
conduce a ecuaciones de movimiento, a lo sumo, de segundo orden (Nicolis et al., 2009). Como

ésta es una condicion necesaria pero no suficiente para hacer que el Hamiltoniano quede acotado



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 207

por debajo, siempre que la accién no sea degenerada (Ostrogradski, [1850), la construccién de
Galileones es una forma de evitar patologias tanto a nivel cldsico como cudntico (Woodard, [2015,
2007). Las acciones de los Galileones son, por lo tanto, de gran interés en muchas ramas de la fisica,
especialmente en la fisica de alta energia y la cosmologia.

Las teorias de gauge que involucran campos vectoriales son construidas a partir del tensor
de esfuerzos Fyy y/o su dual de Hodge Fuv, y, si la simetria de gauge es expontanemamente rota, a
partir del campo vectorial A, (Weinberg, |1995), sin embargo, las teorias de Proca generalizadas
nos han ensefiado que, cuando la simetria de gauge se rompe explicitamente, el sector vectorial de
estas teorias tambié€n se construye a partir del tensor Sy;y, que es la version simétrica de Fyy (Allys
et al., 2016a; Rodriguez and Navarro, 2017). Las implicaciones cosmoldgicas de Fj,y, Fuv y Ay han
sido bien estudiadas en la literatura (Maleknejad et al., 2013} ?; Dimopoulos, [2012)), pero poco se
ha dicho sobre Sy,y. En el capitulo|/|se presenta uno de los resultados mas importantes del trabajo
de investigacion de esta tesis. Estudiamos las implicaciones cosmolégicas de una triada cosmica
(Armendariz-Picon, 2004)) en la teoria vector-tensor, también llamada la teoria de Galileones
vectoriales, dotada de una simetria global SU(2). En particular, analizamos el Lagrangiano de
Yang-Mills junto con ,,2”41 presentado en la ecuacion , siendo una de las piezas del Lagrangiano
generalizado de Proca (Allys et al., 2016¢), que contiene contracciones de dos tensores Sy,y. Hemos
encontrado un comportamiento asintético en el que la triada cosmica bajo .,%41 se comporta como un
fluido perfecto casi de radiacion con densidad de energia negativa y presion, cuyos valores absolutos
coinciden con los del fluido perfecto de radiacién que proviene de la misma triada césmica bajo

el Lagrangiano de Yang-Mills. El sistema muestra un interesante mecanismo de ajuste dindmico
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que da como resultado una ecuacion combinada de pardmetro de estado @ ~ —1 y, por lo tanto,
en un periodo inflacionario isétropo eterno; esto hace de este modelo un candidato ideal para
explicar la energia oscura, tal y como se mostr6 en la seccion . También hemos explorado el
sistema dindmico asociado a este modelo y hemos encontrado que uno de los puntos criticos puede
corresponder a un periodo prolongado de expansion acelerada isétropa del tipo rodadura lenta. Este
es un punto de silla, es decir, representa un estado transitorio del sistema dindmico de modo que
el periodo inflacionario llega naturalmente a su fin, siendo reemplazado por un periodo dominado
por la radiacion en virtud del Lagrangiano Yang-Mills; este modelo seria un candidato ideal para
explicar la inflacién primordial si no fuera por la eleccion juiciosa necesaria de las condiciones
y pardmetros iniciales en la accién. Como se mostré en la seccién desafortunadamente este

periodo s6lo es plausible para un conjunto de condiciones iniciales ajustadas muy finamente.
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Los principales resultados de esta tesis se han se han publicado en forma de un articulo

arbitrado y uno de memorias en evento cientifico:

= Y. Rodriguez and A. A. Navarro, Scalar and vector Galileons, J. Phys. Conf. Ser. 831, 012004

(2017).

= Y. Rodriguez and A. A. Navarro, Non-Abelian S-term dark energy and inflation, Phys. Dark

Univ. 19, 129-136 (2018).

Asi mismo, varios de los resultados obtenidos fueron presentados a través de las siguientes

ponencias nacionales e internacionales:

= Poster. I Workshop on Current Challenges in Cosmology. Inflation and the Origin of the

CMB Anomalies. Titulo: Dynamical systems applied to vector fields in the framework of the

Horndeski’s theory. Mayo 18 al 22 del 2015. Cali-Colombia.

= Ponencia. Congreso Colombiano de Astronomia y Astrofisica COCOA. Titulo: Inflacion del

término S no Abeliano. Octubre 24 al 27 del 2017. Ibague-Colombia.

= Ponencia. Hot topics in Modern Cosmology: Spontaneous Workshop XII. Titulo: Non-Abelian

S-term dark energy and inflation. Mayo 14 al 18 del 2018. Cargese-Francia

8.1. Futuros trabajos de investigacion
El modelo presentado en el capitulo[/|es tan atractivo, plausible y bien fundado, al menos
en lo que se refiere a la energia oscura, que merece mayor exploracion. Una de las primeras cosas

que hay que hacer es investigar si el Hamiltoniano esta realmente limitado desde abajo. Ademas,



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 210

se requiere un estudio completo de las perturbaciones cosmoldgicas para establecer la solidez del
modelo frente a las inestabilidades laplaciana y fantasma, para verificar la estabilidad perturbativa
de la solucidn isétropa, y para calcular la velocidad del sonido ¢, que es una caracteristica distintiva
de cualquier modelo de energia oscura (?). Otro aspecto a explorar es la posible naturaleza atrayente
de la configuracion de la triada césmica en un fondo anisétripo mas general (como se hace para el
modelo de gauge-flation en la referencia (Maleknejad et al., 2012)) y como es la propagacion de las
perturbaciones escalares debido a la presencia de la triada césmica (?).

Sin embargo, lo que es un asunto urgente y necesario investigar es si la adicion de K,;Zf
puede eludir las restricciones aparentemente fuertes (Baker et al., 2017; ?) que provienen del
deteccion de la sefial de las ondas gravitacionales GW 170817 (Abbott et al., 2017a) y su contraparte
electromagnética GRB 170817A (?Abbott et al., [2017b): un anélisis preliminar, siguiendo el mismo
camino en la referencia (?), sugieren que el acoplamiento con el tensor de Riemann en la ecuacién
(3) no modifica la velocidad de las ondas gravitacionales; esta sugerencia se ve reforzada por el
hecho de que %% en la teorfa de Proca generalizada para un campo vectorial abeliano, el cual
contiene un acoplamiento entre dos tensores de esfuerzo del campo de gauge y el doble tensor de
Riemann, no estd limitado ya que no altera la velocidad de las ondas gravitacionales (Baker et al.,
2017).

Los términos dentro del Lagrangiano que pueden ser inconsistentes con las observaciones
parecen ser los acoplamientos con el escalar de Ricci. Por lo tanto, una relaciéon adecuada entre
los pardmetros @ y K en oc.iﬂl + K.Zf C %, podria desactivar el efecto aparentemente dafiino de

los acoplamientos con el Ricci escalar, al menos para la configuracion de triada c6smica, haciendo
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de este modelo una alternativa fenomenoldgicamente viable. Por supuesto, si esto es posible, las
implicaciones cosmoldgicas de oc.,2”41 + Kﬁf deben estudiarse teniendo en cuenta que el mecanismo

de energia oscura presentado podria no ser contrarrestado por K$42.
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Apéndices
Apéndice A. Analisis del término D%Gj‘" bis

gGal, bis

En este apéndice se mostrard porque el Lagrangiano aA descubierto en la referencia (Allys

et al.,[2016al), es redundant Se parte con las siguientes definiciones:

L = gy (AT)AM FuySYA Ay, (291)
y
Fuy = duAy — OvA, (292)

17" Esta es una prueba inédita de Ryo Namba. Le agradecemos por compartir la prueba y darnos permiso para

reproducirla en el articulo (Rodriguez and Navarro, [2017)).
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LS = g4 (AP A FuySYAA,,
= g4 (AP)AMA; Fuy (FFY +297A%)
1 N N
= g4(A2)AHA, (ZAZF F +A“FuV8VA2>
g4(A%)

= TAzF F + g4(A?9yA%A M), (294)

donde se ha usado, en la tercera linea, la identidad F#VF Av— %FpGF P "5& encontrado por primera
vez en referencia (?) y empleado en referencia (Allys et al., 2016a).

Ahora se define
A2
Gua?) = [ a?) s[4, (295)

asi que

Iy G4(A®) = Gy 420yA” = g4(A%)IyA>. (296)
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Por lo tanto

Galbis _ 84(A%) 5 =~ 24 F
g Gabis — A2F - F + 0,Gy(A2)A FHY

4

_g4(A2) 25 F 2 PUVY 2 LY

== A%F -F + 9y (G4(A%) A FMY) — G4(A%)dy (A F™Y)

s o p g (GalA)AWFMY) — Gy(A2) ( LRy P 1 Ay ay 1Y 297
I . v(G4(A7) u )— 4(A%) 5tvu +Ayoy . 297

La identidad de Bianchi dy Fg, + dyFyp + dgFye = 0 lo que lleva a concluir que FVE y sin diver-

gencia. La conclusion final es, por lo tanto,

. A2)AZ + 2G4 (A - ~
s 84A) T A poF 0y (GaADA ). (298)

donde el primer término pertenece a ffjl y el segundo puede descartarse ya que es una derivada
total. La generalizacion a un espacio-tiempo curvo de este resultado todavia se aplica debido a la

identidad de Bianchi del tensor de Riemann que garantiza que F*" sigue siendo sin divergencia.
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Apéndice B. Ecuaciones de campo gravitacional

A continuacion se mostrard los detalles del cdlculo de las ecuaciones de campo para el modelo:

MI% 1 a rpof 1
LR—FagFP o), (299)

Y:/d4x\/—_g

donde

s 1
2 =AgALAD AT — AfALAL AT + JARAGATASR

+2AZALASAT L — DAZALAPY Ay T+ AZALATTALR. (300)

S resalta de manera explicita las contracciones entre los indices espacio-temporales solamente con
fines practicos para el calculo de las variaciones.

La variacion de la accion en la ecuacién (299) a primer orden es:
4 M127 4 L—— 4 1
0. =6 /d x\/—gTR -0 /d x\/—gZFaﬁFa +0 /d x/—go%y ). (301)

A continuacién se mostrara la variacion de los términos relevantes para encontrar las ecuaciones de

campo, como resultado de la variacion de la accién de la ecuacidn.
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Variacién: §g, y 6g"Y
Para encontrar la variacion del tensor métrico doblemente covariante y doblemente contrava-

riante, se parte de la definicion: gug°" = 8, y se calcula su variacion:

a(gucgov) =0
58;108'6‘/ +gu6586v =0
82u58°" = —8us0g°" (se multiplica por g;,)

28’V 88uo = — 1y 8uc08>”

08ur = —8v8usdg°’ (302)

Realizando un procedimiento similar se obtiene

5g/lv _ _glugcv&gud (303)

Variacion: 0g

Se tiene la métrica gy, por lo que su inversa se puede escribir como:

gty = ldvu’
8
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donde g es el determinante de métrica y &/** es la matriz de cofactores de g, por lo tanto:

98 =of = g*¥ = gghV.

g =gy =
Ay ag/,tv

En consecuencia, si se varia la g se obtiene

dg
0g=—"0guy =" gy,
8 aguv Suv guv

de lo que resulta,

6g=gg" dguv

Variacion: 6(,/—g)

Para encontrar esta variacion se procede de la siguiente forma:

1

1
o) — — g oHV
5(vV—8) =3 __g5g NEras Sguv-

Utilizando el resultado de la ecuacién (302), la anterior expresion se puede escribir como:

1
6(v/—-¢) = 5V —g8"gus0g°P.

242

(304)
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Simplificando la anterior expresion se obtiene

]
5(v—g) = —5\/—_gguv3g“v (305)

Variacion: SFﬁv
Se parte de la definicién del simbolo de Cristoffel:

A

Ly =

1
58P 8y T 8pv.u — 8uv.p)- (306)

Al variar el simbolo de Christoffel se obtiene:

1
Sl“ﬁv :Esgla(guo,v +8vo.u —8uv,o)
1
+ Egﬂm(&guo,v + ngo,u - Sguv,o)- (307)

Con ayuda de la siguiente contraccién del simbolo de Christoffel de la ecuacién (306):
y 1
8oyl iy = Eguo,v +8vo.u —8uv,o; (308)
y el resultado en la ecuacién (303)), la variacion de la ecuacién (307) se puede escribir como:

1
SFﬁv = Eglc(aguc,v +08vou—08uv.c — 25gayl“ﬁv) (309)
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Por conveniencia, se hallan las derivadas covariantes de las variaciones de la métrica, calculadas

respecto a la métrica gy, y:

08ucv = 08uas,y — Fﬁv&%o - ng&?ku (310)
5gvc;u = nga,/,t _F%H6glo_r‘%m6gkv 311)
8guvio = 88uv.c —This08av —TioB8ay (312)

Reemplazando las tres expresiones anteriores en la ecuacién (309)), se obtiene

1
SFﬁv = Egld(&g’ucw - ngo;y — 58;1\/;(;) (313)

Debido a que las variaciones se tomaran respecto a dgH", se utilizan las expresiones en las ecuacio-

nes (302) y (303) en la ecuacién anterior, por lo que resulta

1 .
8Ty, = —5 (808" v+ 8vyB8™ s — guagupbs™P™) (314)

Variacién: 6R? 3, SR,y y 6R

El tensor de Riemann se define como

-, o
RP vy =Thy, T

o o
vt Thelay —Thele;. (315)

Aoc™ UV
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La variacion del tensor de Riemann resulta en

SRP yay =810 ) =800, +17% 8T, +80% I, —Ivs8ly, — 86Ty, (316)

Ahora se procede a calcular las derivadas covariantes de las variaciones de los simbolos de Christoffel

de la ecuacion (314),
P P P P P
SFMV;A = 511“/7)L +FAG5FEV — FEA5FGV —I7,006. 317)
PP P P P
6L 5y =000 T Y60l — T, 00, — 17,000 (318)

Realizando la resta de la ecuacién (318) de la ecuacién (317), se obtiene justamente la ecuacion
(316). De esta manera se obtiene una expresion para la variacién del tensor de Riemann, mas

adecuada:

SR* oy = 8Ty — 8T sy (319)

Ahora, para determinar la variacion del tensor de Ricci, se utiliza la siguiente definicion para

éste:

Ruyv=R* 55, (320)

por lo que su variacion se puede escribir a partir de la contraccién de uno de los indices del resultado
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de la ecuacién (319), de lo que resulta:

SRuy = SR yay = 81,0 — 805, (321)

En el caso del escalar de Ricci, se parte de la definicion de éste

R=g""Ryy, (322)

por lo que su variacion se puede escribir como

Variacion: 0.5y

La accidén de Einstein-Hilbert se define como
M2
Sy = / d*x/—g TPR. (324)
Aplicando la variacion a primer orden a la accion anterior se obtiene

8. er = M7§ [ / d*x 8(v/—g)R+ / d*x \/—_g5R] (325)
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con ayuda de las ecuaciones (305)), (314), (321) y (323) la variacion anterior se puede escribir como:

M 1
05k = TP [/d“x V-8 (—EguvR&g“v) + /d4x V—8 (Ruv6g"” +g"V8Ryv) ] (326)
Sin embargo, del ultimo término se tiene

/d4x\/ g8 |8T%,, ok, | /a’4x«/ 8% = 8T |
—/d4x /. FAV Fv/l :|

RY

= /d4x V=W, (327)

donde W = §T*v,, — 6TV* .. Si W* es un campo vectorial sobre una regién . con frontera X, el

teorema de Stokes aplicado a este campo vectorial es:

///{d4x\/_—gW)L ;A:/aﬁx “hn, W, (328)
>

en donde ny es un vector normal a la hipersuperficie . Esta ecuacion es una integral con respecto
al elemento de volumen de la divergencia covariante de un vector. Usando el teorema de Stokes,
esto es igual a una contribucion en la frontera en el infinito que se puede ajustar a cero. Por lo tanto,

este término no contribuye en nada a la variacion total:

/ d*x /g "SRy = 0. (329)



SISTEMAS DINAMICOS EN COSMOLOGIA 248

De esta manera, la variacion en la ecuacién (326)) se puede escribir como
MIZJ 4 1 uv
6.76n = [ d'x /=g (~58uR-+ Ry ) 8", (330)
donde lo que se encuentra dentro de los paréntesis es el tensor de Eintein
1

Variacion: 6.%

La accion de Yang-Mill se define como
Frm = / d*x\/—g <—ZF5VF”V) (332)
Aplicando la variacion a primer orden a la accidn anterior se obtiene

§Svm=— { / d*x (/=) Fi FIY + / d*x /=g &( F"VFQ“V)} . (333)
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La variacion del término de Yang-Mills se puede determinar de la siguiente manera:

a<goag73FgBFacy)
dghtv

\%

gﬂ

S(FigFP) =
= (80808™ +8]6) 8%V F e FuoydgH"
= (8YﬁFVﬁFM + 8% %FyyFuop)g"”

=2¢%P F{ Fyp08"". (334)

En consecuencia, con ayuda de la ecuacion (303)) y el resultado anterior, la variacidn en la ecuacién

(333) se puede escribir como:

1/ 1
8 Fym = / dtx /=8| - 5 (—ZgqugﬁFa“ﬁ +g“ﬁF;aFavB> 5g"| (335)

Variacién: 5.7

La accién del Lagrangiano 341 es definido como

- / dxy/ =32 (336)

La variacion de esta accién, con ayuda de la ecuacién (303), es

8.7} = / d*x\/~g {—%guvﬂl} + / d*x/~g8(4)), (337)
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donde 341 es como se define en la ecuacién 1} Se definen Lagrangianos individuales de la
siguientes manera:

am
A" g

341(1) :AgAngg;ﬁ

21 At A
1

29 = AFALAIASR

2 =2agAbAB AT,

2% =2A2ALAN 5,

2 —AZALAT Ao R (338)

Se procede a calcular la variacién respecto a la métrica g"Vde cada uno de los Lagrangianos
individuales presentados en la ecuacién anterior.

1(1 g . - .
0.7, (D La variacién de este término respecto a la métrica se puede escribir como:

agl(l)
0 (‘341(1)) B Tivfsg“ V= 8(g" AnAGe Ao, p 8" AL ) 88

_ (Abu ALAP AT AgAL(AS,, +A‘é;“)Ag;n> 5gHY

+2A7AL gPOS5(A,9.5)AT 1. (339)
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Ahora es necesario determinar la forma en que se varia el término de la ultima linea en la ecuacion

anterior respecto a la métrica. La derivada covariante de un campo vectorial se puede escribir como:
a __ aa k a
Aw — A)L,w - Fw)LAk’ (340)

por lo tanto la variacién respecto a la métrica sélo afectara al simbolo de Christoffel, I'; en

consecuencia
8(A}.,) = —OT%, AL, (341)

donde la variacion del simbolo de Christoffel es como se muestra en la ecuacién (314)). En conse-

cuencia, se puede escribir:

1
AgAgcgﬁQS(AaG;ﬁ )Aan;ﬂ :E (AgAgcgﬁegBYSgWL ;OAa?LAan i

+AZAL gPOgq,58" A LA 4
—AFAL ePOes 005087P AL AT 1) (342)

Realizando contracciones de indices se obtiene

1 .
AFAGEP?8(Aue.p) AT 7 = AFAGES™ yARA™ x — SATAGRpo B8P AGAT 5, (343)
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pudiéndose escribir los dos términos del mienbro derecho de la anterior ecuacién como:

Ag‘AZ 587/}b A AT 5 = [AZ‘A% SgﬁAa/lAan ;ﬂ} y - 5<§’WL [A(begcAalAan QW} oy (344)

. A A
AZAL o688 P A QAT 1 = [A3A38p0586p A A" ;ﬂ] —6g°Pgop [AgAﬁAaAA“”;”}

(345)

L. . A .., ..
Los términos dentro de los parentesis, [ -+ - | 4 [---]" al reemplazarlos en la variacién de la accién
en (337) y aplicando el teorema de Stokes como en la ecuacién (328)), estos términos se pueden
tomar para que sean cero, de esta manera las variaciones de las métricas, 8g"* y g°P se pueden

expresar como:

| !
gy/l _ E(gM +g/ly) - SgY’I _ 5(5&/5& + 5‘%5‘7}’)5guv, (346)
4P — %(gcp - gP%) = 5% — %(5;55 1 8060)56M, (347)

Al reemplazar las expresiones (346) y (347) en (343) y (343) respectivamente, seguidamente se

incluyen dentro de la expresion en (343)), y realizando algunas contracciones y cambios de indices,

(1)

e, 1 e .
la variacién de .Z, "’ se puede escribir como:

5341(1)

b b
5o A 4 APAL Ay AT 4+ AFAL Ay AT

4 ab B
—ApAVAL

[AFALAWATT ] — [AZALAWA™ 2] |+ gy [ATALA AT 1], (348)
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Estos procedimiento aqui mostrados se seguirdn para encontrar las demds variaciones de los
Lagrangianos individuales. Cabe resaltar que el inico término que necesita un calculo diferente
es el asociado con el acoplamiento no minimo a la gravedad, es decir, los dos acoples de la forma:
AZ‘AZCAZA;’,R. En este caso es necesario, al momento de encontrar la variacion de SR, que ésta se

escriba de la siguiente forma:

SR=Rys88P +g"PSRyp = Ryp 88 +84508°F 1, (349)

en consecuencia, de los términos acoplados al escalar de Ricci se obtienen las ecuaciones de campo
siguiendo el mismo procedimiento mostrado en las ecuaciones (342))-(345])

1(2 s s L.
2, @), La variacién respecto a la métrica de este término es:

84Y b ' b 47
oghv :AuAbVAa;GAZ’G + A AGAaus Ay +AFALAG L AG
1 |
5 (— Agabalas] - [agababan] - |AZALAG @A)
; ; ;0
b . b ;K b K
_[Ag‘AaAav,wAZ].w—k[Ag‘AaAau;vA?c] +[A2‘AaAav;uA?c] ) (350)

1(3 g oo o .
5.,?4 ( ). La variacion respecto a la métrica de este término es:

5.2,% 1 '
S ~3 245, AVALAGR+ AZALABAG Ry + gy (AFALALAS) -

_ (Ag‘AgAQA@W} (351)
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1(4 . s (.
5$4 ( ). La variacion respecto a la métrica de este término es:

50%1(4)
oghtv

—2 (AWAZA?[EAZ;” +AZALAG AT+ AZALAS AT

3K
- [AgAzAZAg;n} B [AC?AZA@AZ;J u +8uv [AgAﬁA?cAg;n} ) (352)

vV 5

1(5 coz Lo Lo -
5.24 ( ). La variacion respecto a la métrica de este término es:

59%41 (5)
oghtv

=2 (AavAZAal oA T +ATAGAY AR T +ATALA ;uAb/l;v>

— [Agabasar,| —|Agabagar,| —|AgabAlA,©]

K e

_ A A
— [AsabAnAn 7]+ [AZALA Ay ]+ [ASALAG by (353)

1(6 s s L.
0.7, ©) La variacién respecto a la métrica de este término es:

50%1(6)
oghv

) (AaVAZA“VAb,,R> +A%ALATAY Ry + gy (Ag‘AgA“YAby>

T

_ <A3‘Ag Aamby)w (354)
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Apéndice C. Ecuaciones de evolucion para los campos A}
Término: %y
La accién asociada a este término es como se muestra en la ecuacion (332)), en consecuencia,

la variacion respecto a: Aj; y 6(A{;) se escribe como:

5(Fu) ———/d4x\/_{aAa[ agFoP|oas + 8(8‘3%) [Fagre? ]6(8VAZ)}. (355)

Se calculan cada uno de los términos de la variacién anterior:

J [F“BF“ﬁ

o B0 b
JAG a } 9AY [g 8" FapFome

_gomgﬁe [ ngCdSLngA%Fb —ge Cd6d65Ac Fb
— 96" o O STALFL — ge ;8] 85 ALF |

—_g [gb aaASFLP 1+ €8 (MG 1 €8 AL RO + € (WASFM |, (356)

lo cual, después de realizar un cambio de indices, resulta en:

d
o | Fag P | = —4ge? wanbriP. (357)
U
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Se procede a calcular el segundo término de la ecuacion:

a a F(Xﬁ

J
W[ o ]:m[gwgﬁeﬂ

apfono

—gmgP (64303} — 85 81 8k Pl + (818054 — 63 308% )L

B
—FYH — FMY L FYR _ FMY — _4FMY (358)
9 [F“ Fo‘ﬁ] — _4FMY (359)
8(8VAﬁ) af’a a

Al reemplazar los resultados: y (359), en la ecuacién (355)) se obtiene:
o = / d*x\/—g [geb WASFL SAG + FIY 5(3VAZ)] —0, (360)

donde se puede utilizar la propiedad de que: 6(A}; ) = (8Af,) v. Se define la siguiente derivada

covariante:

[FIVSAL], = (FIVSAY) v + T, Fi SAS, (361)
Se utiliza la propiedad del simbolo de Christoffel: I'}, = (_?g“
—8
1
Fa”v(5Aﬁ)7v = [Fa”V5AfJ Y (Fa”"),VSAfL — (\/—g),;LFaMﬁAZ (362)

Ve
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El término [Fa” VSAm ., es la divergencia de un campo vectorial, por lo que al aplicar el teorema de

Stokes se puede tomar como cero. Por lo tanto, el término resultante es:

1
Fom = / d*x/=g g8 wABFLP — (E) , - = (V=8)AFi*|oas | (363)

Términos: £
A continuacién determinamos las variacion respecto al campo vectorial y su derivada para
cada uno de los Lagrangianos en la ecuacién (338).

1(1 L . .
0.7, M. La variacién respecto al campo vectorial y su derivada es:

0.2 0.2,
4 a 4 a
V- [a x«/_[ T AL Gay Sy (364)
1(1)
Empezaremos calculando 4.
JAf
5.1
ia . OtG(agsﬁAfx_'_Acescaa)Aﬁ Abﬂ—l—
u

gP* g™ A%AS (— 8 8 80AY y,ﬁksgéjAM;ﬁ) (365)

Realizando los cambio de indices respectivos con ayuda de los Sﬁ, la anterior expresion se

reduce a:
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a$41(1) a 6 B 4b c A a B
W :<gaﬂAa +g“ AaG)Ab;ﬁA;g _Angc(gﬁ ygAA;g +gnKY#KAa;ﬁ> (366)

Reduciendo indices mudos, la anterior expresion se puede simplificar a:

9%, » B 4b b _BA
T =AUAL AT — 24 AP o Al (367)
u
gl(l)
Se procede a calcular 4
P (A% )

9.1 B

a—i :gﬁlgnKAgAgt (656;/} 6V AbK;ﬂ? +Abl;ﬁ 55556\7})
(AfLv)

=AAG( AT + 8" Al)

=2AFAb g"V AL (368)

(1)

A partir de las ecuaciones (367)) y (368]) la variacion de la accion 5”4] , respecto al campo

vectorial y sus derivadas, se puede escribir como:

6.7, = [ dtxy=g[(2Akaf g 2AAL PRy AT ) B(4%) + 2A8ALGH AT, S(4T )]

(369)
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donde se puede utilizar la propiedad de que: 6(Ay ) = (8A}) v. Definimos el tensor My =

A%Ab g"VAT. 'y determinamos la siguiente derivada covariante:

[M#V&Aﬂ = (MEY) S SAG + MM (SAG) y + TV, M SAY (370)

vV

(V=8
V=g

Se utiliza la propiedad del simbolo de Christoffel: I}, =

(v=g)aMs*

— (MM, 8A% —
(M), 0ty N

MY (8A%) = [Mé”SAfL]' 5AY (371)

vV

Al reemplazar la anterior expresion en la ecuacién (369), podemos aplicar el teorema de

Stokes al término:
/ dtvy/=g [MEvoAy] = / Bxv/ g MEY §AS, (372)
3V o

en donde ny es un vector normal a la hipersuperficie ¢. Esta ecuacion es una integral con respecto
al elemento de volumen de la divergencia covariante de un vector. Usando el teorema de Stokes,
esto es igual a una contribucion en la frontera en el infinito que se puede ajustar a cero por la
desaparicion de la variacion en el infinito.

Asi, la variacion resultante es:
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/d“x\/ <A”Aﬁ AT —A;,"Aﬁcg“y,é‘lAZ;n — (M) v

— MWL
_ VEEaMa” )|sas] 673
V=8
donde M} " = g"VAZAL AT,
5(,2”4] ). La variacién respecto al campo vectorial y su derivada es:
0.4, 1(2) (90%1(2)
d*x/—g SAL +=—1—5(A% )] 374
/ X aAa + a( ﬁ,v) ( /J,V) ( )

Siguiendo el mismo procedimiento mostrado en la seccion [3] el resultado de la variacién de

la ecuacion anterior es:

= [t p Ay - Ao~ (.

— A
_ M] SA¢ (375)

donde N " = A%ALALY.

13 g . .
0.7, ®). La variacién respecto al campo vectorial y su derivada es:

= / d4x\/—_

9.410)
“oar A% (376)
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ya que este término no depende de las derivadas de los campos vectoriales. En consecuencia, el

resultado de la variacién anterior es:

5710 / d*xy/—g [AgAng R] SAY,. (377)

1(4 L . .
0.7, @ La variacién respecto al campo vectorial y su derivada es:

831(4) 831(4) ;
544 | d4“/__g[ aag Mt Siag,y S| o

Siguiendo el mismo procedimiento mostrado en la seccién 3] el resultado de la variacion de

la ecuacion anterior es:

6.7, = [ dxy=g[4(AbAAL  — PRATALAT o, — (PEV),0

— pa
_ gk ] SA%|  (379)

V=8

donde P = gMVAZAL AT .

1(5 g . )
0.7, ®). " La variacién respecto al campo vectorial y su derivada es:

(9341 (%)
dA§,

0.2
(AL v)

5.7 = /d4x\/—_g [ SAG + 6(Afj7v)] : (380)

Siguiendo el mismo procedimiento mostrado en la seccién 3] el resultado de la variacion de
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la ecuacion anterior es:

- / d4x¢—_g[4<AbﬂAM;<’A§ —AYALASO _(QEY)

—2) . oM
UV P PO (R,

=

donde 04" = AZAL ALY

1(6 o ) .
0.7, ©) La variacién respecto al campo vectorial y su derivada es:

4 a"? a
/ d*x/—g [ 7o A% (382)

ya que este término no depende de las derivadas de los campos vectoriales. En consecuencia, el

resultado de la variacion anterior es:




Apéndice D. Existencia del comportamiento asintético
<z}

La existencia de un comportamiento asintético por parte del sistema autbnomo es dada por

x— By,
y — oo,

cuando N — oo, (384)

donde B € R. A partir de lo anterior, es sencillo notar que: x' = By’ y a partir de las ecuaciones

(253) y (254), que en el limite asintitético (y — o) se cumple:

P
Byv2

14583 —2781B% +5708 + 176

0
327

+e-B—0= (385)

La segunda condicion resulta de la restriccion de Fridmann, en donde 722 >0, esto con el fin de
obtener un comportamiento del pardmetro de Hubble real y positivo, H > 0. Por lo tanto, a partir de

la ecuacién (248)) el comportamiento de z” en el limite asintético resulta es

2 — \/—2oc (582 —948 —16) > 0. (386)
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Al resolver de manera simultdnea las ecuaciones (385)) y (386) se encuentra que

11

1 2 Gal
Ly + L5+ LCurvan

La existencia de un comportamiento asintdtico por parte del sistema auténomo es dada por

x— By,
y — oo,

cuando N — oo, (388)

donde B € R. A partir de las ecuaciones (286)) y (288]), que en el limite asintit6tico (y — ) se

cumple:

1

0=
B (228902 1 1584000 + 5160k + 25602 + 1760k 1 31K2)

[7052 (145B° —2781B% + 570 + 176) + 16 (208> — 777B% — 2078 +61) ©
— 60 (538% —704B% — 2778 +53) k +256 (8% + 6B + 1) ©°

+16 (4B —85B% — 758 — 15) Ok + (237 — 2218 — 228 — 54) K} . (389)
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La segunda condicién resulta de la restriccién de Fridmann, en donde z> > 0 y a partir de la ecuacién

(283)) el comportamiento de z> en el limite asintético resulta en

Z—=2(a(=5B*+94B +16) + (—B*+10B+6) k +16(2B+1)0) > 0. (390)

Al resolver de manera simultdnea las ecuaciones (389) y (390) se encuentra que

770 — 160 — 9k
203 + 640 + 23Kk

0>00>0k>0 y f= (391)
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Apéndice E. Soluciones numéricas

A continuacion se muestra el codigo implementado en Mathematicag para la solucion numérica y
construccién de las figuras: y[21] Es importante aclarar que los label de las diferentes
figuras se implemento el paquete MaTex.m para Mathematicag), €l cual se puede encontrar en el

siguiente link: https://github.com/szhorvat/MaTeX.


https://github.com/szhorvat/MaTeX

Solucién numérica L} para energia
oscura

Quitl[]

Needs["MaTeX "]

(xPacletInstall["~/Downloads/MaTeX-1.7.4.paclet"] %)

SetOptions[MaTeX, "Preamble" - {'"\\usepackage{amsmath,amssymb}",

"\\usepackage{txfonts}", "\\usepackage{eulervm,antpolt}",
"\\usepackage{bm}" (x,"\\usepackage{ccfonts,eulervm}"x)}];

Needs["DifferentialEquations NDSolveProblems "];

Needs["DifferentialEquations NDSolveUtilities "];

Fehlbergamat = {{1/4}, {3 /32, 9/32},
{1932 /2197, -7200 /2197, 7296 / 2197}, {439 /216, -8, 3680 /513, -845 / 4104},
{-8/27, 2, -3544 / 2565, 1859 /4104, -11 /40}};
Fehlbergbvec = {25 /216, 0, 1408 /2565, 2197 /4104, -1/5, 0};
Fehlbergcvec = {1/4,3/8,12/13, 1, 1/2};
Fehlbergevec = {-1 /360, 0, 128 /4275, 2197 /75240, -1 /50, -2 /55};
FehlbergCoefficients[4, p_] :=
N[{Fehlbergamat, Fehlbergbvec, Fehlbergcvec, Fehlbergevec}, p];

Fehlberg45 = {"ExplicitRungeKutta", "Coefficients" -» FehlbergCoefficients,
"DifferenceOrder" - 4, "EmbeddedDifferenceOrder" » 5, "StiffnessTest" -» False};

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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soln[x0_, y0_, a_] := NDSolve|

{x'1t] == (10 ax[t]®y[t]® (51+406ay[t]?) +2 (1-y[t]?+32ay[t]*) (-1+77ay[t]?) +
3x[t] (y[t] +5320a y[t]" +6ay[t]® (-33+2y[t]?)) +
x[t]? (2+2ay[t]? (5+267y[t]*-34356ay[t]?)))/
(y[t]l +10ay[t]®-166ay[t]®+9156a”y[t]’),
y'[t] =x[t],

x[0] = x0, y[0] = y0}, {x, y}, {t, -100, 160},
(*Method- {StiffnessSwitching, Method-{ExplicitRungeKutta, Automatic}}=)
Method » Fehlberg45, PrecisionGoal - 40

(* ,MaxSteps—»1000000+)

(*Method-"StiffnessSwitching"x)

]

Clear[a]

o =0.0075;

soll = soln[-0.1, 1.1982354975183969", 0.0075]
(el campos permanece constante (0.1,1.1982354975183969",0.007))

sol2

soln[0.05, 1.18 , 0.0075]

sol3 =soln[1.6, 2.2, 0.0075]

Error residual

resix[t_] =
x'[t] - ((10ax[t]®y[t]® (51+406ay[t]?)+2 (L-y[t]?+32ay[t]?) (-1+77ay[t]*) +
3x[t] (y[t] +5320a?y[t]" +6ay[t]® (-33+2Yy[t]?)) +
x[t]? (2+2ay[t]? (5+267y[t]>-34356ay[t]*)))/
(yltl +10ay[t]®-166ay[t]®>+9156a” y[t]"));
resiy[t_] =y'[t] - (x[t]);

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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Plot[Evaluate[{resix[t] /. sol3}], {t, ©, 500}, PlotStyle » {Black},
AxesOrigin-» {0, 0}, PlotRange » {{0, 90}, {-10, 10}}]
Plot[Evaluate[RealExponent[{resix[t] /. sol3}]], {t, 0, 500},
PlotStyle -» {Black}, AxesOrigin-» {0, 0}, PlotRange » {{0, 100}, {-10, 10}}]
Plot[Evaluate[RealExponent[{resiy[t] /. sol3}]], {t, 0, 500},

PlotStyle » {Red}, AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange -» {{0, 60}, {-10, 10}}]

shadowbox[legend_] :=
Graphics[{{Gray, Rectangle[{0.05, -0.05}, {1.05, 0.95}]}, {White, EdgeForm[Gray],

Rectangle[]}, Inset[legend, {0.5, 0.5}, Center]}, ImageSize -» 90]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



4 | sol num solo psi asintota.nb

Variables
Show[Plot[Evaluate[{x[t], y[t]} /. sol3], {t, @, 70}, PlotRange - All,
FrameLabel » (MaTeX[#, Magnification »2.5] &) /@ {{"", ""}, {"N", ""}},
PlotStyle »
{{Thickness[0.006], Black}, {Thickness[0.006], Blue, Dashing[{0.03, 0.018}1}},
PlotLegends -» Placed [L'ineLegend[{D'i rective[Black, AbsoluteThickness[2.5]],
Directive[Blue, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.03, 0.018}]]

}
» { (MaTeX[#, Magnification » 2] &) /@Style["x"],

(MaTeX[#, Magnification - 2] &) /@Style["y"]

},

LegendFunction - "Frame", (xLegendLabel-MaTeX[
"\\bm{ (x_{0},y_{0})}",Magnification-»1.7],*)LegendLayout - {"Row", 3}] s

{0.7, 0.6}],
RotatelLabel » False, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 12},

PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},
LabelStyle -» {Black, 18}, Frame - True, ImageSize -» 500] (*,

Plot[1.2297958594356906  ,{t,0,90}]*)

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition
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11.
Plot[Evaluate[{—, x[t] /y[t]} /. sol3], {t, 0, 70}, PlotRange - All,
29

FrameLabel » (MaTeX[#, Magnification »2.5] &) /@ {{"", ""}, {"N", ""}},
PlotStyle »

{{Thickness[0.006], Red, Dashing[{0.03, 0.018}]1}, {Thickness[0.006], Black}},
PlotLegends -» Placed [L'i neLegend[{D‘i rective[Black, AbsoluteThickness[2.5]],

Directive[Red, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.03, 0.018}]]

}
> { (MaTeX[#, Magnification » 2] &) /@Style["\\frac{x}{y}"],

(MaTeX[ﬂ, Magnification » 2] &) /@Style["\\beta=\\frac{11}{29}"]

}a

LegendFunction - "Frame",
(xLegendLabel-MaTeX["\\bm{ (x_{0},y_{0})}",Magnification-»1.7],%)
LegendLayout - {"Row", 3}],

{0.7, 0.5}],
RotatelLabel -» False, BaseStyle » {FontFamily - "Times", FontSize » 12},

PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},

LabelStyle » {Black, 18}, Frame » True, ImageSize » 500]

zf[t] =

\/( ! 4(1—x[t]2—2x[t]y[t]—y[t]2—10ax[t]2y[t]2+188ax[t]y[t]3+32ay[t]4) ;
y[t]

g =2.472305581241777 x"-60;

29g
hhoy = —M———
V42837 v«
4, x107%
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2 t
L[], V2 y[tl} /. sol3], {t, 0, 70}, PlotRange - All,

Plot[Evaluate{
zf[t]
FrameLabel » (MaTeX[::t, Magnification - 2.5] &) /@ {{"", """}, {"N", ""}},
PlotStyle » {{Thickness[0.006], Black},
{Thickness[0.006], Blue, Dashing[{0.03, 0.018}]}},
PlotLegends -» Placed [L'i neLegend[{D'i rective[Black, AbsoluteThickness[2.5]],

Directive[Blue, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.03, 0.018}]]

}
, {(MaTeX[n, Magnification -» 2] &) /@Style["\\dot{\\psi}/M_{p}*{2}"1,

(MaTeX[#, Magnification » 2] &) /@Style["\\psi/M_{p}"]

}s

LegendFunction - "Frame",
(xLegendLabel-MaTeX["\\bm{ (x_{0},y_{0})}",Magnification-»1.7],%*)
LegendLayout - {"Row", 3}],

{0.25, 0.6} ],
RotateLabel » False, BaseStyle » {FontFamily » "Times", FontSize » 12},

PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},

LabelStyle -» {Black, 18}, Frame » True, ImageSize -» 500]
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Hubble
gV2

zf[t]

Plot[Evaluate[{hhoy, } 7. sol3], {t, 0, 70}, PlotRange - All,

FramelLabel - (MaTeX[::t, Magnification » 2.2] &) /@ {"N", """},
PlotStyle - {
{Thickness[0.006], Red, Dashing[{0.03, 0.018}1},
{Thickness[0.006], Black}},
PlotLegends » Placed[LineLegend|{
Directive[Black, AbsoluteThickness[2.5]],
Directive[Red, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.03, 0.018}]]
}> {(MaTeX[#, Magnification » 2] &) /@Style["\\frac{H}{M_{p}}"1,
(MaTeX[#, Magnification » 2] &) /e
Style["\\frac{29 g}{\\sqrt{42837\\alpha}}"1},
LegendFunction » "Frame", LegendLayout - {"Row", 3}], {0.6, 0.6} ],
RotatelLabel - False,
BaseStyle » {FontFamily » "Times", FontSize » 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},
LabelStyle » {Black, 18},
Frame -» True,

ImageSize » 500

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



8 | sol num solo psi asintota.nb

Epsilon
epsi =
(2 (1-94ay[t]?+255ax[t]?y[t]?+178 ax[t] y[t]®-77ay[t]*+2030a® x[t]*y[t]"-
19852 a” x[t] y[t]®+7238a” y[t]®)) / (1+10ay[t]’-166ay[t]®+9156a’ y[t]®);
Plot[Evaluate[{epsi} /. sol3], {t, @, 70}, PlotRange - All,
FrameLabel » (MaTeX[n, Magnification » 2.5] &) /@ {"N", "\\epsilon"},
PlotStyle » {
{Thickness[0.006], Black},
{Thickness[0.006], Blue, Dashing[{0.03, 0.018}1},

{Thickness[0.006], Red, Dashing[{0.02, 0.0125, 0.001, 0.0125}]}

}s
RotatelLabel - False,

BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},
LabelStyle » {Black, 18},

Frame -» True,

ImageSize » 500

Relacion entre densidades de energia p, Y pywm

rhoym = 1 -a (10 x[t]? y[t]?- 188 x[t] y[t]®-32y[t]*);
rhoalpha = a (10 x[t]?y[t]?-188 x[t] y[t]®-32y[t]*);
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Plot[Evaluate[{rhoym, rhoalpha} /. sol2], {t, 0, 90},
PlotRange -» All,
FramelLabel - (MaTeX[::t, Magnification » 2.2] &) /@ {"N", """},
PlotStyle » {
{Thickness[0.006], Black},
{Thickness[0.006], Blue, Dashing[{0.03, 0.018}]1}

}s

PlotLegends » Placed[LineLegend|{

Directive[Black, AbsoluteThickness[2.5]],

Directive[Blue, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.03, 0.018}]]
}
s {

(MaTeX[#, Magnification » 2] &) /@Style["\\Omega_{YM}"],

(MaTeX[#, Magnification » 2] &) /@Style["\\Omega_{\\alpha}"]

}s

LegendFunction - "Frame",
(xLegendLabel-MaTeX["\\bm{ (x_{0},y_{0})}",Magnification-»1.7],%*)
LegendLayout - {"Row", 3}],

{0.6, 0.74}],
RotateLabel - False,

BaseStyle » {FontFamily - "Times", FontSize » 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},
LabelStyle » {Black, 18},

Frame - True,

ImageSize -» 500
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P'Lot[Eva'Luate[{rhoym+ rhoalpha} /. soll1], {t, 0, 170},
PlotRange -» All,
FramelLabel -»
(MaTeX[rt, Magnification » 2.2] &) /@ {"N", "\\rho_{YM}+\\rho_{\\alpha}"},
PlotStyle » {{Thickness[0.005], Black}},
RotateLabel » True, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},

LabelStyle -» {Black, 18}, Frame » True, ImageSize -» 500]

Plot[Evaluate[{-1, rhoym/rhoalpha} /. sol3], {t, 0, 80}, PlotRange - All,

FrameLabel » (MaTeX[n, Magnification » 2.5] &) /@ {"N", ""},

PlotStyle - {
{Thickness[0.006], Red, Dashing[{0.03, 0.018}1},

{Thickness[0.006], Black}
1

PlotLegends » Placed[LineLegend|{

Directive[Black, AbsoluteThickness[2.5]],

Directive[Red, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.03, 0.018}]]

}
> {
(MaTeX[#, Magnification » 2] &) /e

Style["\\frac{\\rho_{\\alpha}}{\\rho_{YM}}"],

(MaTeX[#, Magnification » 2] &) /@Style["-1"]

}a

LegendFunction - "Frame",

(*LegendLabel-MaTeX["\\bm{ (x_{0},y_{0})}",Magnification-1.7],%)
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LegendLayout - {"Row", 3}],

{0.6, 0.6}],

RotateLabel - False,

BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},
LabelStyle » {Black, 18},

Frame - True,

ImageSize - 500]

1
3+6ay[t]? (5-83y[t]2+4578 ay[t]?)
2ay[t]* (-208+515x[t]*+262 x[t] y[t] +162y[t]?-
9156 a® y[t]® (-5 x[t]*+94 x[t] y[t] +16y[t]?) +2ay[t]* (5x[t]* (411-83y[t]?) +
2y[t]? (-999+664y[t]?) +x[t] (-20322y[t] +7802Yy[t]®)));

palfa[t] =

Plot[
Evaluate[{1/3, (palfa[t])/ ((1@ x[t]*y[t]®-188 x[t] y[t]®-32y[t]?) a)} /. sol3],

{t, ®, 70}, PlotRange » {{-0.4, 70}, {-.1, 0.5}}, PlotTheme » "Scientific",

PlotStyle - {
{Red, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.03, 0.02}1},
{Black, AbsoluteThickness[2.5]}},
FramelLabel - (MaTeX[n, Magnification - 2.5] &) /e
{"N", MMy,
RotatelLabel - False,
BaseStyle » {FontFamily - "Times", FontSize » 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},
LabelStyle -» {Black, 18},

Frame -» True,
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ImageSize » 500,

PlotLegends » Placed[LineLegend|{
Directive[Black, AbsoluteThickness[2.5]],

Directive[Red, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.03, 0.02}]]

}s {

(MaTeX[n, Magnification - 2.0] &) /@Style["\\omega_{\\alpha}"],

(MaTeX[#, Magnification - 2.0] &) /@Style["\\frac{1}{3}"]

}s

LegendFunction - "Frame", (x,LegendLabel-Curvatura,
LabelStyle-»{Black,Bold,15},*)LegendLayout -» {"Row", 2}] ,

{0.5, 0.4} ]
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Plot[Evaluate[{-1, (2 /3) epsi-1} /. sol3],

{t, 0, 70}, PlotRange » All, PlotTheme - "Scientific",

PlotStyle - {
{Red, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.03, 0.02}]1},
{Black, AbsoluteThickness[2.5]}},
FramelLabel - (MaTeX[n, Magnification » 2.5] &) /e
{"N", My,
RotatelLabel - False,
BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize -» 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},
LabelStyle » {Black, 18},
Frame -» True,

ImageSize » 500,

PlotLegends » Placed[LineLegend|{

Directive[Black, AbsoluteThickness[2.5]],

sol num solo psi asintota.nb | 13

Directive[Red, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.03, 0.02}]]

b {

(MaTeX[#, Magnification - 2.0] &) /@Style["\\omega_{tot}"],

(MaTeX[#, Magnification »2.0] &) /@Style["-1"]

}s

LegendFunction - "Frame", (x,LegendLabel-Curvatura,

LabelStyle-»{Black,Bold,15},*)LegendLayout » {"Row", 2}] s

{0.8, 0.55}]
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Quit[]
Clear["Global "]

Needs["MaTeX "]

(xPacletInstall["~/Downloads/MaTeX-1.7.4.paclet"]x)
SetOptions[MaTeX, "Preamble" - {"\\usepackage{amsmath,amssymb}",

"\\usepackage{txfonts}", "\\usepackage{eulervm,antpolt}",
"\\usepackage{bm}" (x,"\\usepackage{ccfonts,eulervm}"x)}7];

Needs["DifferentialEquations NDSolveProblems "]

Needs["DifferentialEquations NDSolveUtilities "];

Fehlbergamat = {{1/4}, {3 /32, 9/32},
{1932 /2197, -7200 /2197, 7296 / 2197}, {439 /216, -8, 3680 /513, -845 / 4104},
{-8/27, 2, -3544 /2565, 1859 /4104, -11 /40}};
Fehlbergbvec = {25 /216, 0, 1408 /2565, 2197 /4104, -1/5, 0};
Fehlbergcvec = {1/4,3/8,12/13, 1, 1/2};
Fehlbergevec = {-1 /360, 0, 128 /4275, 2197 /75240, -1 /50, -2 /55};
FehlbergCoefficients[4, p_] :=
N[{Fehlbergamat, Fehlbergbvec, Fehlbergcvec, Fehlbergevec}, p];

Fehlberg45 = {"ExplicitRungeKutta", "Coefficients" -» FehlbergCoefficients,
"DifferenceOrder" - 4, "EmbeddedDifferenceOrder" - 5, "StiffnessTest" -» False};
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soln[x0_, y0_, a_] := NDSolve|

{x'1t] == (10 ax[t]®y[t]® (51+406ay[t]?) +2 (1-y[t]?+32ay[t]*) (-1+77ay[t]?) +
3x[t] (y[t] +5320a y[t]" +6ay[t]® (-33+2y[t]?)) +
x[t]? (2+2ay[t]? (5+267y[t]*-34356ay[t]?)))/
(y[t]l +10ay[t]®-166ay[t]®+9156a”y[t]’),
y'[t] =x[t],
x[0] = x0, y[0] = y0}, {x, Y}, {t, 0, 81}
(*Method- {StiffnessSwitching, Method-{ExplicitRungeKutta, Automatic}}=)

(*Method-Fehlberg45,x) (xPrecisionGoal-50x)
(* ,MaxSteps—»1000000+)

(*Method-"StiffnessSwitching"x)

]

Clear[a]
a=0.00649;

1
N[——————, 20]

771/4 77 1/4
11881.

1.18978

1/128.
0.0078125

77/11881.
0.00648094

1.1897833481707565"
1.18978

soll = soln[0.001096, 1.189, 0.00649]
(el campos permanece constante (0.1,1.1982354975183969",0.007))

sol2 = soln[0.60011, 1.189, 0.00649]

sol3 = soln[0.0011, 1.1897, 0.00649]
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Error residual

resix[t_] =
x'[t] - ((10ax[t]®y[t]® (51+406ay[t]?) +2 (L-y[t]®?+32ay[t]?) (-1+77ay[t]*) +
3x[t] (y[t] +5320ay[t]" +6ay[t]® (-33+2Yy[t]?)) +
x[t]? (2+2ay[t]? (5+267y[t]*-34356ay[t]*)))/
(y[tl+10ay[t]®-166ay[t]®+9156 > y[t]"));
resiy[t_] =y'[t] - (x[t]);

Plot[Evaluate[{resix[t] /. sol1}], {t, @, 80}, PlotStyle » {Black},
AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange » {{0, 90}, {-0.1, 0.1}}]
Plot[Evaluate[RealExponent[{resix[t] /. sol1l}]], {t, O, 80},
PlotStyle -» {Black}, AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange » {{0, 100}, {-15, 10}}]
Plot[Evaluate[RealExponent[{resiy[t] /. sol1l}]], {t, O, 80},

PlotStyle » {Red}, AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange » {{0, 60}, {-10, 10}}]

shadowbox[legend_] :=
Graphics[{{Gray, Rectangle[{0.05, -0.05}, {1.05, 0.95}]}, {White, EdgeForm[Gray],

Rectangle[]}, Inset[legend, {0.5, 0.5}, Center]}, ImageSize -» 90]
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Variables

Plot[Evaluate[{x[t] , y[tl} /. sol1], {t, 6, 80.3}, PlotRange » All,
FrameLabel » (MaTeX[#, Magnification »2.5] &) /e {{"", ""}, {"N", ""}},
PlotStyle »
{{Thickness[0.006], Black}, {Thickness[0.006], Red, Dashing[{0.03, 0.018}1}},
PlotLegends -» Placed [L'i neLegend[{D‘i rective[Black, AbsoluteThickness[2.5]],
Directive[Red, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.03, 0.018}]]

}
» { (MaTeX[#, Magnification » 2] &) /@Style["x"],

(MaTeX[#, Magnification » 2] &) /@Style["y"]

}a

LegendFunction - "Frame",
(xLegendLabel-MaTeX["\\bm{ (x_{0},y_{0})}",Magnification-»1.7],%)
LegendLayout - {"Row", 1}],

{0.5, 0.2}],
RotatelLabel -» False, BaseStyle -» {FontFamily - "Times", FontSize » 12},

PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},

LabelStyle » {Black, 18}, Frame » True, ImageSize -» 500]
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Plot[Evaluate[{V2 y[t]} /. sol1], (t, 77, 80.8}, PlotRange - All,
FramelLabel -»
(MaTeX[rt, Magnification » 2.5] &) /@ {{"\\frac{\\psi}{M_{p}}", ""}, {"N", ""}},
PlotStyle » {{Thickness[0.006], Black},
{Thickness[0.006], Blue, Dashing[{0.03, 0.018}]1}},
RotatelLabel -» False, BaseStyle -» {FontFamily - "Times", FontSize » 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},

LabelStyle » {Black, 18}, Frame » True, ImageSize -» 500]

zf[t] =

\/( ! 4(1—x[t]2—2x[t]y[t]—y[t]z—10ax[t]2y[t]2+188ax[t]y[t]3+32ay[t]4) ;
y[t]

g=0.0001;
29g

V42837 Va

0.000173927

hhoy =

2g x[t]
[{

Plot[Evaluate
zf[t]

} 7. sol1], {t, 0, 80.39}, PlotRange -» All,

FrameLabel » (MaTeX[#, Magnification »2.2] &) /e
{({"\\frac{\\dot{\\psi}}{M_{p}"{2}}", ""}, {"N", ""}},
PlotStyle » {{Thickness[0.006], Black},
{Thickness[0.006], Blue, Dashing[{0.03, 0.018}1}},
RotateLabel » False, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},

LabelStyle -» {Black, 18}, Frame » True, ImageSize -» 500]
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Hubble
gV2

zf[t]

Plot[Evaluate|[{ } 7. sol1], {t, 0, 80.39},

PlotTheme » "Scientific", PlotRange -» All,
FrameLabel » (MaTeX[#, Magnification » 2.2] &) /@ {"N", "\\frac{H}{M_{p}}"},
PlotStyle » {

{Thickness[0.006], Black}}

H

RotateLabel » False,

BaseStyle -» {FontFamily -» "Times", FontSize » 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},
LabelStyle » {Black, 18},

Frame -» True,

ImageSize -» 500

Epsilon
epsi =

(2(1-94ay[t]?+255ax[t]?y[t]?+178 ax[t] y[t]®-TTay[t]*+2030a® x[t]®y[t]*-
19852 a® x[t] y[t]®+7238a” y[t]®)) /(1+10ay[t]®-166ay[t]?+9156a*y[t]®);
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eta= (2 (1-94ay[t]?+255ax[t]?y[t]?+178 ax[t] y[t]®-T7Tay[t]*+
2030 a® x[t]? y[t]*-19852a® x[t] y[t]®+7238a’y[t]®)) / (1+10ay[t]?-
166 ay[t]*+9156 a® y[t]®) - ((1+10ay[t]2—166ay[t]4+9156a2y[t]6)
((2 (510 a x[t] y[t]? X' [t] +178 ay[t]® x'[t] + 4060 o® x[t] y[t]* x'[t] - 19852 a®
y[t]1® x' [t] -188 ay[t] y'[t] +510 ax[t]2y[t] y' [t] +534ax[t] y[t]?
y' [t]-308ay[t]3y [t] +8120a% x[t]2y[t]3y [t] -99260a® x[t] y[t]*
y'[t] +43428a’ y[t]°y'[t])) /(1 +10ay[t]®-166ay[t]®+9156a’ y[t]®) -
(2 (1-94ay[t]?+255ax[t]?y[t]?+178 ax[t] y[t]®-TTay[t]*+
2030 a® x[t]? y[t]*-19852a® x[t] y[t]®+ 7238 a®y[t]®)
(20 ay[t] y'[t] -664ay[t]®y [t] +54936a” y[t]®°y' [t]))/
(1+10ay[t]2—166cxy[t]4+9156a2y[t]6)2))/
(4 (1-94ay[t]?+255ax[t]?y[t]?+178 ax[t] y[t]®-T7ay[t]*+
2030 a® x[t]? y[t]%-19852a® x[t] y[t]®+7238a®y[t]®));

Plot[Evaluate[{0, 1, 2,
eta, epsi} /. soll], {t, 0, 80.3}, PlotRange -» All,

PlotTheme » "Scientific", (xAxesLabel-{N,e}*)

PlotStyle - {
{Black, Dashing[{0.001, 0.01}]},
{Black, Dashing[{0.001, 0.01}]1},
{Black, Dashing[{0.001, 0.01}]},
{Red, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.007, 0.018}]},
{Blue, AbsoluteThickness[2.5]}},
FrameLabel -» (MaTeX[n, Magnification » 2.5] &) /@ {"N", """},
BaseStyle » {FontFamily » "Times", FontSize » 19},
LabelStyle » {Black, 18},
RotatelLabel - False,
ImageSize » 500,

Frame - True,
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PlotLegends » Placed[LineLegend|{

Directive[Blue, AbsoluteThickness[2.5]],

Directive[Red, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.007, 0.018}]]

}s {

(MaTeX[#, Magnification - 2.0] &) /@Style["\\epsilon"],

(MaTeX[#, Magnification - 2.0] &) /@Style["\\eta"]

}s

LegendFunction - "Frame", (*,LegendLabel-Curvatura,
LabelStyle-»{Black,Bold,15},*)LegendLayout -» {"Row", 2}, Background - Wh'ite] ,

{0.5, 0.56}]

Relacion entre densidades de energia p, Y pywm

rhoym=1-a (10 x[t]?y[t]®-188 x[t] y[t]®-32y[t]*);
rhoalpha = a (10 x[t]*y[t]?-188 x[t] y[t]®-32y[t]?);
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Plot[Evaluate[{rhoalpha} /.soll], {t, 0, 80.3}, PlotRange -» All,
PlotTheme -» "Scientific", (xAxesLabel-{N,ps/ptot}*)
PlotStyle -» {AbsoluteThickness[2.5], Black},
FrameLabel » (MaTeX[#, Magnification - 2.5] &) /e

{"N", "\\Omega_{\\alpha}"},
RotatelLabel - False,
BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},
LabelStyle » {Black, 18},
Frame -» True,

ImageSize » 500

]

1
palfa =

3+6ay[t]? (5-83y[t]2+4578 ay[t]?)

2ay[t]? (-208+515x[t]*+262 x[t] y[t] +162y[t]*-
9156 & y[t]® (-5 x[t]?+94 x[t] y[t] +16y[t]?) +2ay[t]? (5x[t]® (411-83y[t]?) +
2y[t]? (-999+664y[t]?) +x[t] (-20322y[t] +7802y[t]®)));
pym =
1-
palfa;
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Plot[Evaluate[{palfa/pym} /. sol1], {t, 0, 80.3},

PlotRange - All, PlotTheme - "Scientific", (xAxesLabel-{N,Ps/Pyy}x)

FrameLabel » (MaTeX[#, Magnification - 2.5] &) /e
{"N", "\\frac{P_{\\scriptscriptstyle \\alpha}}{P_{\\scriptscriptstyle YM}}"},
RotateLabel - False,
BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.006], Black}},
LabelStyle » {Black, 18},
Frame - True,

ImageSize -» 500

Espacio de fase
ppl = ParametricPlot[Evaluate[{x[t], y[t]} /. soll], {t, ©, 80.8},
PlotTheme - "Scientific", PlotStyle » {Thickness[0.003], Black}] /.
Line[x_] -» Sequence[Arrowheads -» Table[.03, {10}], Arrow[x]]

(*Line[r_]- {Black,Arrowheads[{0.,0.05,0.05,0.05,0.05,0.05,0.05,0.}],Arrow[r]}*)

1-x*-2xy-y*-10x*y*a+188xy*a+32y*a
z= » ;

1 1-x2-2xy-y2-10x*y?a+188xy3a+32y*a
= 5

y4

(2 (1-94y*a+255 x> y> a+ 178 xy* a- 77 y* a+2030 x* y* a® - 19852 x y° o® + 7238 y* a?) ) /
(1+10y* a-166y* a+9156 y®a®);
p=- S (2«/7-2«/7x2—«/7xy-2\/7y2-

y (1+10y? a-166 y* a+ 9156 y© a?)
10V2 x2y?a+406V2 xy3a-90v2 y*a-178V2 x2y*a-190V2 xySa+
154«/7y6a+29008w/?xzyGaZ-1484«/7xy7a2-4928«/7y8a2);

m
]
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xp = Fullsimplify[vV2 p/2+x €]

yp = X
(-5.18603 +5.18603 y* + 1.51458 y* - 2.59161 y° + 0.538226 y® +
x> y? (8.58262 +0.443425y?) + x* (5.18603 + 0.168287 y* + 8.9865 y* - 7.50459 y°) +
Xy (7.77904 - 9.99622 y* + 0.605832 y* + 1.74312y%) ) /
(y (2.59301 +0.168287 y* - 2.79356 y* + 1. y°))

Options[myStreamPlot] = Options[StreamPlot];
myStreamPlot[f_, {x_, x0_, x1_}, {y_, y0_, yl_}, opts : OptionsPattern[]] :=
With[{a = OptionValue[AspectRatio]}, Show[StreamPlot[{1/ (x1-x0), a/ (y1-y0)}

(f/. {x»>x0+u (x1-x0),y->y0+v/a(yl-ye)}), {u, 0, 1}, {v, 0, a}, opts] /.
Arrow[pts_] = Arrow[ ({x0, y0} + {x1-x0, (yl-ye) /a}#) &/epts],

PlotRange - {{x0, x1}, {y0, y1}}]]

agla_] t=aj3

1

o= —"—"7—"
y 771/4 a1/4

1.18937

(*xmi=-0.3}

xma=0.3;
ymi=1;

yma= 1.3;%)
xmi = -1.5;
xma=1.1;
ymi = -0.3;
yma = 1.19;
ffgl = Show|

RegionPlot[e > 2, {x, xmi, xma}, {y, ymi, yma}, BoundaryStyle - None,
PlotStyle -» Directive[ColorData["Crayola"]["Orange"], Opacity[0.4]],
FrameLabel » (MaTeX[#, Magnification » 2.5] &) /e {"x", "y"},
RotateLabel » False, PlotTheme - "Scientific", BoundaryStyle - None,

PlotLabel » Grid[{{Style[MaTeX["\\alpha\\,=", Magnification - 2]1, ag[al}}],
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BoundaryStyle - None, AspectRatio - 0.7,
BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 12},
LabelStyle -» {Black, 18}, ImageSize - 500],
RegionPlot[l < € <2, {Xx, xmi, xma}, {y, ymi, yma},
PlotStyle -» Directive[ColorData["Crayola"] ["PacificBlue"], Opacity[0.4]],
BoundaryStyle -» None],
RegionPlot[e < 0, {x, xmi, xma}, {y, ymi, yma},
PlotStyle -» Directive[ColorData["Crayola"]["RedViolet'"], Opacity[0.4]],
BoundaryStyle - None],
RegionPlot[0 < € <1, {x, xmi, xma}, {y, ymi, yma},
PlotStyle -» Directive[ColorData["Crayola"] ["PineGreen'"], Opacity[0.6]],

BoundaryStyle -» None],

RegionPlot[1l > 0, {x, xmi, xma}, {y, ymi, yma}, BoundaryStyle -»

Directive[Red, Thickness[0.008], Dashing[{0.03, 0.018}]], PlotStyle - None],

myStreamPlot[{xp, yp}, {X, xmi, xma},
{y, ymi, yma}, StreamStyle -» Gray, StreamPoints » 60],

Graphics[{PointSize[0.02], Point[{0, yo}],
Text[Style[MaTeX["{\\cal Q}_{2}", Magnification - 2], Blue, Italic, 18,

Background -» None ], {-0.05, yo}]}]

]

Show[ffgl, ppl]
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Solucién numérica para
L; + materia + radiacion

Quit([]

Needs["MaTeX "]

(xPacletInstall["~/Downloads/MaTeX-1.7.4.paclet"] %)

SetOptions[MaTeX, "Preamble" - {'"\\usepackage{amsmath,amssymb}",

"\\usepackage{txfonts}", "\\usepackage{eulervm,antpolt}",
"\\usepackage{bm}" (x,"\\usepackage{ccfonts,eulervm}"x)}];

Needs["DifferentialEquations NDSolveProblems "];

Needs["DifferentialEquations NDSolveUtilities "];

Fehlbergamat = {{1/4}, {3 /32, 9/32},
{1932 /2197, -7200 /2197, 7296 / 2197}, {439 /216, -8, 3680 /513, -845 / 4104},
{-8/27, 2, -3544 /2565, 1859 /4104, -11 /40}};
Fehlbergbvec = {25 /216, 0, 1408 /2565, 2197 /4104, -1/5, 0};
Fehlbergcvec = {1/4,3/8,12/13, 1, 1/2};
Fehlbergevec = {-1 /360, 0, 128 /4275, 2197 /75240, -1 /50, -2 /55};
FehlbergCoefficients[4, p_] :=
N[{Fehlbergamat, Fehlbergbvec, Fehlbergcvec, Fehlbergevec}, p];

Fehlberg45 = {"ExplicitRungeKutta", "Coefficients" » FehlbergCoefficients,
"DifferenceOrder" - 4, "EmbeddedDifferenceOrder" » 5, "StiffnessTest" -» False};
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soln[x0_, y0_, r0_, m0_, a_] := NDSolve|[

{x'1t] == (12 (-1+r[t] +x[t]?) +18 x[t] y[t] +
3m[t] (4+14a (29x[t] -11y[t]) y[t1®-y[t] (X[t]+y[t])) +
2y[t] (6y[t]-r[t] (x[t]+y[t]) +
84 a”y[t]* (145 x[t]®-2454 x[t]?y[t] +570 x[t] y[t]? +176y[t]?) +
2ay[t] (15x[t]?+x[t] (-891+307 r[t] +765x[t]?) y[t] +
(135-139 r[t] +801 x[t]?) y[t]*+54 x[t] y[t]®-231y[t]?)))/
(6 (y[tl+10ay[t]®-166ay[t]®+9156a”y[t])),
y'[t] == x[t],
r'[t] ==
2r[t] (-2-(-12+3m[t] +2r[t] +1128 ay[t]*- 1218 am[t] y[t]*-1228 ar[t] y[t]®-
3060 ax[t]2y[t]?-2136ax[t] y[t]3+924ay[t]*-
24360 a® x[t]?y[t]* +238224 a® x[t] y[t]®-86856a’y[t]®) /
(6 (L+10ay[t]*’-166ay[t]*+9156a° y[t]®))),
m'[t] ==m[t] (-3-(-12+3m[t] +2r[t] +1128 ay[t]?- 1218 am[t] y[t]*-
1228 ar[t] y[t]%?-3060 ax[t]?y[t]?-2136ax[t] y[t]3+924ay[t]?-
24360 o® x[t]? y[t]*+238224 a® x[t] y[t]®- 86856 a® y[t]®) /
(3(1+10ay[t]*?-166ay[t]*+9156a°y[t]®))),
x[0] == x0, y[0] ==y0, r[0] ==r0, m[O] == mO}, {x,y, rym}, {t, -80, 50}
(*Method-Fehlberg45x) (x, PrecisionGoal-25x)

]

a=.
a=0.007;
1
_771/4a1/4
-1.16709
y'i = 2;
mi=0.1;
ri= 9.9;

Reduce[l-mi-ri-xi*-2xiyi-yi?-10xi’yi’a+188xiyi’a+32yi‘a>0, xi]
0.0645423 < xi < 5.03546

soll = soln[0.1, yi, ri, mi, a] (*soln[x0_,y0_,r0_,mO0_,a_]=*)
(*soll=soln[0.01,1.1670,0.001,0.0001,0.007]=campo permanece constante all
time. soln[0.01,1.1670,0.001,-0.0001,0.01]=radiacién y materia constantes =x)

sol2

soln[167%°, 2, 0.2, 6.1, 0.007] (*+soln[1,10,1,1,0.01]*)

sol3

soln[0.001, 1.6, 0.1, 0.9, 0.1]
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Error residual

resix[t_] =x'[t]- ((4 (-1+r[t]+x[t]?)+6x[t]y[t]+
mit] (4+14a (29 x[t] -11y[t]) y[t1®-y[t] (X[t]+y[t])) +
4y[t]? (L+a (5x[t]®y[t] (51+406ay[t]?) +x[t]® (5+267y[t]*>-34356ay[t]?) +
y[t]? (45-62r[t] -77y[t]*+2464ay[t]?) +
x[t] y[t] (-297+104 r[t] +18y[t]>+7980ay([t]?))))/
(6 (1+10ay[t]*-166ay[t]*+9156a” y[t]®) (y[t]+10ay[t]®-
166 ay[t]®+9156a* y[t]")));
resiy[t_] =y'[t] - (x[t]);
resir[t_] =
r'[t] - (2r[t] (-2- (-4+m[t] +376 ay[t]*>-406am[t] y[t]*-416ar[t] y[t]®-1020a
x[t]2y[t]?-T712ax[t] y[t]®+308ay[t]?-8120a% x[t]2y[t]*+79408 a®x[t]
y[t]®-289520a%y[t]®) /(2 (1+10ay[t]®-166ay[t]*+9156a” y[t]®))));
resim[t_] =m'[t] - (m[t] (-3- (-4+m[t] +376ay[t]’-406am[t] y[t]’-416ar[t] y[t]®-
1020 a x[t]1?y[t]1?2-712ax[t] y[t]3+308 ay[t]*-8120a® x[t]?y[t]*+ 79408 a?
x[t]y[t]5—28952a2y[t]6)/(1+10ay[t]2—166ay[t]4+9156a2y[t]6)));

Plot[Evaluate[RealExponent[{resix[t] /. sol3}]], {t, -12, 2},

PlotStyle -» {Black}, AxesOrigin-» {0, 0}, PlotRange » {{-12, 2}, {-10, 10}}]
Plot[Evaluate[RealExponent[{resiy[t] /. sol3}]], {t, -12, 2},

PlotStyle -» {Red}, AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange » {{-12, 2}, {-10, 10}}]
Plot[Evaluate[RealExponent[{resir[t] /. sol3}]], {t, -12, 2},

PlotStyle -» {Red}, AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange » {{-12, 2}, {-10, 10}}]

variables

rhoal = a (10 x[t]? y[t]? - 188 x[t] y[t]®-32y[t]*);
rhoym =1 -rhoal-r[t] -m[t]}
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Show[Plot[Evaluate[{rhoym+rhoal, r[t], m[t]} /. sol2], {t, -30, 5}, PlotRange -» All,
FrameLabel -
(MaTeX[#, Magnification - 2.5] &) /@ {{"", ""}, {"-\\ln(z_{r}+1)", ""}},

PlotStyle -» {{Thickness[0.006], Black},

{Thickness[0.006], Blue, Dashing[{0.03, 0.018}1},

{Black, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.002, 0.02}]}},
PlotLegends -» Placed[LineLegend|

{Directive[Black, AbsoluteThickness[2.5]],
Directive[Blue, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.03, 0.018}]],

Directive[Black, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.002, 0.02}]]

}s
{ (maTeX[#, Magnification » 2] &) /@Style["\\Omega_{EO}"],

(MaTeX[#, Magnification - 2] &) /@Style["r"],

(MaTeX[#, Magnification » 2] &) /@Style["m"]

},

LegendFunction - "Frame", (xLegendLabel-MaTeX[
"\\bm{ (x_{0},y_{0})}",Magnification-»1.7],*)LegendLayout - {"Row", 3}] ,

{0.4, 0.55}],
RotatelLabel » False, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 12},

PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},
LabelStyle -» {Black, 18}, Frame » True, ImageSize -» 500] (*,

Plot[1.2297958594356906" ,{t,0,90}]+)
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epsilon
epsi[t] =

-((-12+3m[t] +2r[t] +1128 ay[t]?-1218 am[t] y[t]?-1228 ar[t] y[t]®-3060 a x[t]?
y[t]12-2136ax[t] y[t]3+924ay[t]*-24360a® x[t]?y[t]*+238224 a® x[t]

y[t]5—86856a2y[t]6)/(6 (L+10ay[t]?-166ay[t]*+9156a y[t]°®)));
epsilo =

(-((-12+3m[t] +2r[t] +1128 ay[t]*-1218am[t] y[t]?-1228ar[t] y[t]®- 3060«
x[t]2y[t]?-2136ax[t] y[t]1®+924ay[t]*-
24360 o® x[t]? y[t]*+238224 a® x[t] y[t]®- 86856 a® y[t]®) /
(6 (L+10ay[t]*’-166ay[t]*+9156a y[t]®)))) /. t > -20.

-((-12+3m[-20.] +2r([-20.] +7.896y[-20.]?-8.526m[-20.] y[-20.]?-8.596 r[-20.]

y[-20.]1%2-21.42x[-20.]12y[-20.]%-14.952x[-20.] y[-20.]3+6.468y[-20.]*
1.19364 x[-20.]2y[-20.]%+11.673 x[-20.] y[-20.]°-4.25594y[-20.]°%) /
(6 (1+0.07y[-20.]>-1.162y[-20.]*+0.448644y[-20.]°)))
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2
Plot[Evaluate[{-1+epsi[t], -1+ —epsi[t]} /. sol3], {t, -30, 5}, PlotRange » All,
3

FrameLabel » (MaTeX[#, Magnification »2.5] &) /@ {"-\\ln(z_{r}+1)", ""},
PlotStyle » {

{Thickness[0.006], Black},

{Thickness[0.006], Blue, Dashing[{0.03, 0.018}1},

{Thickness[0.006], Red, Dashing[{0.02, 0.0125, 0.001, 0.0125}]}

}s
RotatelLabel - False,

BaseStyle » {FontFamily » "Times", FontSize » 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},
LabelStyle » {Black, 18},

Frame -» True,

ImageSize » 500,

PlotLegends » Placed[LineLegend|{

Directive[Black, AbsoluteThickness[2.5]],

Directive[Blue, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.03, 0.018}]]

}s {

(MaTeX[#, Magnification - 2.0] &) /@Style["q"],

(MaTeX[#, Magnification - 2.0] &) /@Style["\\omega_{tot}"]

}s

LegendFunction - "Frame", (x,LegendLabel-Curvatura,
LabelStyle-»{Black,Bold,15},*)LegendLayout -» {"Row", 1}] s

{0.4, 0.4} ]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



. 7 o 1 2 Gal
Solucion numerica Ly + L3+ L35 4

Quit[]
Clear["Global "]

Needs["MaTeX "]

(*PacletInstall["~/Downloads/MaTeX-1.7.4.paclet"] %)
SetOptions[MaTeX, "Preamble" - {"\\usepackage{amsmath,amssymb}",

"\\usepackage{txfonts}", "\\usepackage{eulervm,antpolt}",
"\\usepackage{bm}" (x,"\\usepackage{ccfonts,eulervm}"x)}7];

Needs["DifferentialEquations NDSolveProblems "];

Needs["DifferentialEquations NDSolveUtilities "];

Fehlbergamat = {{1/4}, {3 /32, 9/32},
{1932 /2197, -7200 /2197, 7296 / 2197}, {439 /216, -8, 3680 /513, -845 / 4104},
{-8/27, 2, -3544 /2565, 1859 /4104, -11 /40}};
Fehlbergbvec = {25 /216, 0, 1408 /2565, 2197 /4104, -1/5, 0};
Fehlbergcvec = {1/4,3/8,12/13, 1, 1/2};
Fehlbergevec = {-1 /360, 0, 128 /4275, 2197 /75240, -1 /50, -2 /55};
FehlbergCoefficients[4, p_] :=
N[{Fehlbergamat, Fehlbergbvec, Fehlbergcvec, Fehlbergevec}, p];

Fehlberg45 = {"ExplicitRungeKutta", "Coefficients" -» FehlbergCoefficients,
"DifferenceOrder" - 4, "EmbeddedDifferenceOrder" » 5, "StiffnessTest" -» False};
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soln[x0_, y0_, a_, x_, ©_] := NDSolve|

{x"[t] == (2 (-1+ (77a-160-9x) y[t]*) (1-y[t]*+4 (8 (a+©) +3x) y[t]*) +
2x[t]? (1+ (5a+x) y[t]*+3 (89a+480+19x) y[t]*-
4 (8589 a* + 5424 a © + 896 6% + 1854 a x + 592 © x + 95 x?) y[t]°®) +
3x[t] (y[t]-2(99a+320+11x) y[t]’+4 (3a+160+7x) y[t]®+
8 (665a” - 552 a0 -25660>-277 ax-2000x-38x%) y[t]’) +2x[t]*y[t]® (80 e+
29x+4 (159a+3206) xy[t]?+46x’ y[t]*+5a (51+2 (203 a+640) y[t]?))) /
(Y[t1+2 (5a+x) y[t]®-2 (83a+160+5x) y[t]®+
4 (2289 % + 1584 a© + 256 6> + 516 ax + 176 @ x + 31 %) y[t]7),
y'[t] = x[t],
x[0] = x0, y[0] == y0}, {x, vy}, {t, 0, 300} (x{t,0,87}*)
(* ,Method-Fehlberg45x) (x,PrecisionGoal-40,x)

(*Method- {StiffnessSwitching, Method-{ExplicitRungeKutta, Automatic}}x)
(*Method- {ExplicitRungeKutta}*)

(*Method-

{"DiscontinuityProcessing"-»False, "TimeIntegration"-"Extrapolation"}x)
(*Method- {"TimeIntegration"-{"ExplicitRungeKutta","DifferenceOrder"-2}}x)
(*Method- {"PDED1iscretization"-»

{"MethodOfL1ines", "SpatialDiscretization"-»{"FiniteElement"}}}x)
(*,PrecisionGoal-10x)

a=10"-3

1000

K=6*a

500

®@=4xa

250

yii = 4..1072
400.
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7T7Ta-160-9k

203 a+646+23«x
41

597

41
N[-—
[ 597]
~0.0686767

xii=-0.06 ~ 102
-6.

z4141 =
(-1 o+ yiifn2 + 2xiiyid o+ xiiM2+ (-188 % xii#yiiN3-32xyii N4 +10%xiir2xyiin2) «
o+ (—12*y'i'i"4—2®*X'i1' *y1"i"3+2*X'i'i"2*y'i'i"2) * K+
(-32%yiif4-64xxiixyiir3) «e) /2
2.86117 x 10°

soll = soln[xii, yii, a, x, 0]}

Error residual

resix[t_] =x'[t] - ((2 (-1+ (77a-160-9x) y[t]*) (1-y[t]?+4 (8 (a+©) +3 k) y[t]?) +

2x[t]? (L+ (5a+x) y[t]>+3 (89a+4860+19x) y[t]*-
4 (8589 a* + 5424 a © + 896 6% + 1854 a x + 592 © x + 95 k%) y[t]°®) +

3x[t] (y[t]-2(99a+320+11x) y[t]®’+4 (3a+160+7x) y[t]®+
8 (665a” - 552 a0 -2566>-277 ax-2000x-38x%) y[t]’) +2x[t]1*y[t]® (80 e+
29x+4 (159a+3206) xy[t]?+46x’ y[t]*+5a (51+2 (203 a+640) y[t]?)))/

(Y[t1+2 (5a+x) y[t]®-2 (83a+160+5x) y[t]®+
4 (2289 0% + 1584 a©+256 6> + 516 ax+ 176 @ x + 31 x%) y[t]"));

resiy[t_] =y'[t] -x[t];

Plot[Evaluate[{resix[t] /. sol1}], {t, @, 77}, PlotStyle » {Black},

AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange » {{0, 90}, {-0.1, 0.1}}]

Plot[Evaluate[RealExponent[{resix[t] /. sol1l}]], {t, 0, 79},
PlotStyle -» {Black}, AxesOrigin-» {0, 0}, PlotRange » {{0, 100}, {-15, 10}}]
Plot[Evaluate[RealExponent[{resiy[t] /. sol1l}]], {t, 0, 79},

PlotStyle » {Red}, AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange -» {{0, 100}, {-10, 10}}]
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Evaluate[{x[0.1], y[0.1]} /. sol1]

{{-11.6866, 399.099} }

Variables

P'Lot[Eva'Luate[{x[t] , y[tl} /. sol1], {t, 0, 78.5}, PlotRange -» All,
FrameLabel » (MaTeX[n, Magnification » 2.5] &) /@ {{"", """y, {"N", "M}},
PlotStyle »
{{Thickness[0.006], Black}, {Thickness[0.006], Red, Dashing[{0.03, 0.018}]}},
PlotLegends -» Placed [L'i neLegend[{D‘i rective[Black, AbsoluteThickness[2.5]],
Directive[Red, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.03, 0.018}]]

}
» { (MaTeX[#, Magnification » 2] &) /@Style["x"],

(MaTeX[#, Magnification » 2] &) /@Style["y"]

}s

LegendFunction - "Frame",
(xLegendLabel-MaTeX["\\bm{ (x_{0},y_{0})}",Magnification-1.7],%)
LegendLayout - {"Row", 1}],

{0.5, 0.2}],
RotateLabel » False, BaseStyle -» {FontFamily -» "Times", FontSize » 12},

PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},

LabelStyle -» {Black, 18}, Frame » True, ImageSize -» 500]
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slow-roll

epsi[t_] =
(2(1-94ay[t]*?-320y[t]*-10xy[t]*+255ax[t]®y[t]®+80@x[t]®y[t]?+29 xx[t]?
yIt]12+178 ax[t] y[t]3+960 x[t] y[t]13+38kx[t] y[t]3-T7ay[t]*+160y[t]%+
9xy[t]?+2030a% x[t]?y[t]*+640 a0 x[t]2y[t]*+636axx[t]?y[t]%+
1280k x[t]2y[t]*+46 k> x[t]%2y[t]*-19852a® x[t] y[t]®-
12352 2@ x[t] y[t]®-20480% x[t] y[t]® -4256 ax x[t] Y[t]® -
13440 xx[t] y[t]®-212x% x[t] y[t]®+7238a?y[t]®+960a@y[t]® -
5120%y[t]®-76axy[t]®-4480xy[t]®-90x*y[t]®?))/
(L+10ay[t]?+2xy[t]*>-166ay[t]*-320y[t]*-10xy[t]*+9156a” y[t]®+
6336 a @ y[t]®+1024 0% y[t]®+2064axy[t]®+7040xy[t]®+124xy[t]®);

Plot[Evaluate[{O, 1, 2, epsi[t]} /. soll], {t, 0, 78.5}, PlotRange -» All,
PlotStyle - {
{Black, Dashing[{0.001, 0.01}]},
{Black, Dashing[{0.001, 0.01}]},
{Black, Dashing[{0.001, 0.01}]1},
{Black, AbsoluteThickness[2.5]}},
FrameLabel -» (MaTeX[n, Magnification » 2.5] &) /@ {"N", "\\epsilon"},
BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 19},
LabelStyle » {Black, 18},
RotatelLabel - False,
ImageSize » 500,

Frame - True]

Hubble

z[t] =

\/( ! " (L-x[t]?-2x[t] y[t] -y[t]®’-10ax[t]?y[t]?-2xx[t]?y[t]*+188ax[t]
y[t]

ylt]®+640x[t] y[t]®+20xx[t] y[t]®+32ay[t]*+320y[t]*+12xy[t]*)];
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g = 0-001;

Plot[Evaluate[{V2 y[t]} /. sol1], (t, -20, 79.1}, PlotRange - All,
FramelLabel -»
(MaTeX[tt, Magnification » 2.5] &) /@ {{"\\frac{\\psi}{M_{p}}", ""}, {"N", ""}},
PlotStyle » {{Thickness[0.006], Black},
{Thickness[0.006], Blue, Dashing[{0.03, 0.018}]1}},
RotatelLabel -» False, BaseStyle -» {FontFamily - "Times", FontSize » 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},

LabelStyle » {Black, 18}, Frame -» True, ImageSize - 500]

2g x[t]
[{

Plot[Evaluate
z[t]

} 7. sol1], {t, 0, 79.1}, PlotRange - All,

FrameLabel » (MaTeX[#, Magnification - 2.2] &) /e
{({"\\frac{\\dot{\\psi}}{M_{p}"{2}}", ""}, {"N", ""}},
PlotStyle » {{Thickness[0.006], Black},
{Thickness[0.006], Blue, Dashing[{0.03, 0.018}1}},
RotateLabel » False, BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},

LabelStyle -» {Black, 18}, Frame » True, ImageSize -» 500]
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gV2
z[t]

Plot[Evaluate[{ } 7. sol1], {t, 0, 79.1},

PlotTheme - "Scientific", PlotRange » All,
FrameLabel -» (MaTeX[n, Magnification » 2.2] &) /@ {"N", "\\frac{H}{M_{p}}"},
PlotStyle - {

{Thickness[0.006], Black}}

H

RotatelLabel - False,

BaseStyle » {FontFamily - "Times", FontSize » 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},
LabelStyle » {Black, 18},

Frame -» True,

ImageSize » 500

densidades de energia

rhogal[t] = ((1@ x[t]?y[t]®-188x[t] y[t]®-32y[t]*) a+
(-64 x[t] y[t]®-32y[t]?) e+ (2x[t]?y[t]?-20x[t] y[t]®-12y[t]?) x);

rhoym[t] = (1-10 x[t]*y[t]®? a+188x[t] y[t]®a+32y[t]*a+
64 x[t] y[t]*e+32y[t]*e-2x[t]?y[t]?x+20x[t] y[t]®k+12y[t]*K);
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Plot[Evaluate[{rhogal[t] /rhoym[t] } /. sol1], {t, 0, 79.1},
PlotRange » All, PlotTheme - "Scientific", (xAxesLabel-{N,ps/ptot}*)
PlotStyle -» {AbsoluteThickness[2.5], Black},

FrameLabel » (MaTeX[#, Magnification - 2.5] &) /e
{"N", "\\rho_{Gal}/\\rho_{YM}"},

RotateLabel - True,

BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 12},

PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},

LabelStyle » {Black, 18},

Frame -» True,

ImageSize » 500

]

Plot[Evaluate[{rhogal[t] , rhoym[t]} /. sol1], {t, 0, 81.55},
PlotTheme » "Scientific", PlotRange -» {{-2, 81.55}, {-4.5-10%°, 9. 16%}},
FramelLabel - (MaTeX[n, Magnification » 2.2] &) /@ {"N", """},
PlotStyle - {
{Black, AbsoluteThickness[2.5]},
{Blue, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.03, 0.02}]}},
RotateLabel -» True,
BaseStyle » {FontFamily - "Times", FontSize » 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},
LabelStyle » {Black, 18},

ImageSize » 500,

Epilog -» Inset|
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P'Lot[Eva'l.uate[{l, rhogal, rhoym} /. sol1], {t, 77, 81},

Ticks » {Automatic},
PlotStyle - {

{Gray, Dashing[{0.001, 0.01}]},

{Black, AbsoluteThickness[2.5]},

{Blue, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.03, 0.03}]1}},
RotateLabel - True,
Frame -» True,
BaseStyle -» {FontFamily - "Times", FontSize » 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},

LabelStyle » {Black, 18}, ImageSize » 500 /2], {38, 4.5 10°°}],

PlotLegends » Placed[LineLegend|{
Directive[Black, AbsoluteThickness[2.5]],

Directive[Blue, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.02, 0.02}]]

}s {

(MaTeX[#, Magnification »2.0] &) /@Style["\\Omega_{Gal}"],

(MaTeX[#, Magnification - 2.0] &) /@Style["\\Omega_{YM}"]

}’

LegendFunction - "Frame", (x,LegendLabel-Curvatura,
LabelStyle-»{Black,Bold,15},*)LegendLayout -» {"Row", 1}] ,

{0.5, 0.15}]
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Plot [Eva'Luate [

1
{ —2 (23 x[t]%-106 x[t] y[t] - 107 y[t]*+155 x[t]* y[t]* a-2914 x[t] y[t]® & -
93y[t]

496 y[t]®a-992 x[t] y[t]°@-496y[t]®e+
31y[t]* (x[t]*-10 x[t] y[t] -6y [t]?) x+
(-2x[t]y[t] (-53+8y[t]® (410 a-1600-81x) -106y[t]?> (5a+x) +16
y[t]® (8134 0% +2944 a6 + 576 ©* + 1409 a x + 2720 x) ) +
y[t]? (167 -4y[t]* (3661l a+1120-27x) -2y[t]? (2689 a+9926 +265x) +
8y[t]® (167597 a” +43080 a0 +17926° + 11021 ax+4886«x)) -
x[t]? (23+46y[t]* (5a+x) -4y[t]* (4907 a + 14240 +507 x) + 8
y[t]® (105910 + 13256 a © + 2944 6% + 1005 a x + 16320 x))) /
(L+2y[t]?> (Ba+x) -2y[t]* (83a+160+5x) +4y[t]®

(22890:2+1584a®+25692+516ou<+176®1<+311<2))))/
1 2 2 3 4 3
(— (1-10x[t]?y[t]?a+188 x[t] y[t]®a+32y[t]*a+64 x[t] y[t]®O+
3

32y[t]*e-2x[t]?2y[t]?k+20x[t] y[t]3x+12y[t]4x))} /.

soll], {t, 6, 81.5}, PlotRange - All,
PlotStyle » {AbsoluteThickness[2.5], Black},
FramelLabel - (MaTeX[::t, Magnification - 2.5] &) /e
{"N", "p_{Gal}/p_{YM}"},
RotatelLabel - True,
BaseStyle » {FontFamily - "Times", FontSize » 12},
PlotStyle » {{Thickness[0.004], Black}},
LabelStyle -» {Black, 18},
Frame -» True,

ImageSize -» 500
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Plot[Evaluate[{-1+ 2 epsi[t], 1/3} /. sol1],
3

{t, 0, 81.5}, PlotRange -» All, PlotTheme » "Scientific",
PlotStyle - {
{Black, AbsoluteThickness[2.5]},

{Blue, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.03, 0.02}]}

}s
FrameLabel » (MaTeX[#, Magnification »2.5] &) /@ {"N", ""},

BaseStyle -» {FontFamily - "Times", FontSize » 19},

LabelStyle » {Black, 18},

RotateLabel - True,

ImageSize » 500,

PlotLegends » Placed[LineLegend|{
Directive[Black, AbsoluteThickness[2.5]],

Directive[Blue, AbsoluteThickness[2.5], Dashing[{0.02, 0.02}]]

}s {

(MaTeX[#, Magnification»2.0] &) /@Style["\\omega_{tot}"],

(MaTeX[#, Magnification - 2.0] &) /@Style["1/3"]

}s

LegendFunction - "Frame", (x,LegendLabel-Curvatura,
LabelStyle-»{Black,Bold,15},*)LegendLayout -» {"Row", 2}] ,

{0.5, 0.3}]
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espacio de fase
ppl = ParametricPlot[Evaluate[{x[t], y[t]} /. sol1l], {t, 50, 78.5},
PlotTheme » "Scientific", PlotStyle » {Thickness[0.003], Black}] /.
Line[x_] -» Sequence[Arrowheads -» Table[.03, {20}], Arrow[x]]

(xLine[r_]-» {Black,Arrowheads[{0.,0.05,0.05,0.05,0.05,0.05,0.05,0.}],Arrow[r]}=*)

xp=(2x>y® (800+5a (51+2y* (203a+640)) +29x+4Yy* (159 a+320) x+46y>x*) +
2 (-1+y* (77a-160-9x)) (1-y*+4y* (8 (a+©) +3x)) +
3x (y+4y® (3a+160+7x) -2y (99a+320+11x) +
8y’ (6650a°-552a6-2566%-277ax-2000x-38x%)) +
2x* (1+y* (5a+x) +3y* (89a+480+19x) -
4y® (8589 a® + 5424 a © + 896 ©° + 1854 ax +5920x+95x%))) / (y+2y? (5a+x) -
2y° (83a+160+5x) +4y’ (2289a” + 1584 a @ + 256 8 + 516 a x + 176 © x + 31 x*) )

€= (2(1-94y*a+255x*y? a+ 178 xy> a-77 y* a + 2030 x* y* o* -
19852 xy> a?+7238y°a?-32y?0+80x2y?0+96xy30+16y* e+
640 x> y*a©®-12352xy° a©+960 y* 2 ©-2048 x y° 02 -512y% 02 -10y? Kk +
20x2y? k+38xy k+9y*k+636x2y*ak-4256 xy  ak-76y°ax+
128 x> y* @x - 1344 xy° @0 x - 448 y® @ 1 + 46 x> y* k2 - 212 x y® x* - 90 y® «?) ) /
(1+10y*a-166y*a+9156y°a®-32y*©+6336y° a0+ 1024 y® % +
2y’ x-10y* x+2064y° ax+704y° @ x+124y°% x?);

1
z=—4(1—x2—2xy—y2—10x2y2a+

y
188 xy*a+32y*a+64xy’0+32y*0-2x>y? x+20xy>x+12y*x);

Options[myStreamPlot] = Options[StreamPlot];
myStreamPlot[f_, {x_, x0_, x1_}, {y_, y0_, y1_}, opts : OptionsPattern[]] :=
With[{a = OptionValue[AspectRatio]}, Show[StreamPlot[{1/ (x1-x0), a/ (y1-y0)}

(f/7.{x>x0+u (x1-x0),y->y0+v/a(yl-ye)}), {u, 0, 1}, {v, 0, a}, opts] /.
Arrow[pts_] = Arrow[ ({x@, y0} + {x1-x0, (y1-ye) /a}#) &/epts],

PlotRange - {{Xx0, x1}, {y0, y1}}]]
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(*xmi=-0.3}
xma=0.3;
ymi=1;

yma= 1.33%)
xi=-2;

Xxa = 23
yi=-1;
ya= 6;

Show [

RegionPlot[e >2, {x, xi, xa}, {y, yi, ya}, BoundaryStyle - None,
PlotStyle » Directive[ColorData["Crayola"]["Orange'"], Opacity[0.4]],
FramelLabel - (MaTeX[n, Magnification » 2.5] &) /@ {"x", "y"},
RotatelLabel » False, PlotTheme - "Scientific", BoundaryStyle -» None,
PlotLabel -» MaTeX["", Magnification-» 1.7],
BoundaryStyle - None, AspectRatio - 0.7,
BaseStyle » {FontFamily -» "Times", FontSize » 12},
LabelStyle » {Black, 18}, ImageSize » 500],

RegionPlot[l < € <2, {x, xi, xa}, {y, yi, ya},
PlotStyle -» Directive[ColorData["Crayola"] ["PacificBlue'"], Opacity[0.4]],
BoundaryStyle - None],

RegionPlot[e < 0, {x, xi, xa}, {y, yi, ya},
PlotStyle -» Directive[ColorData["Crayola"] ["RedViolet"], Opacity[0.4]],
BoundaryStyle - None],

RegionPlot[0 < e <1, {x, xi, xa}, {y, yi, ya},
PlotStyle -» Directive[ColorData["Crayola"] ["PineGreen"], Opacity[0.6]],

BoundaryStyle - None],

RegionPlot[z > 0, {x, xi, xa}, {y, yi, ya}, BoundaryStyle »
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Directive[Red, Thickness[0.008], Dashing[{0.03, 0.018}]], PlotStyle - None],

myStreamPlot[{xp, yp}, {X, xi, xa},
{y, yi, ya}, StreamStyle » Gray, StreamPoints » 60],

ppl
(%,

StreamPlot[{xp,yp}, {x,xmi,xma},

{y,ymi,yma},StreamPoints-»{{{{0.5,1},Blue},1}}]%*)
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