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INTRODUCCION

No existe duda de que el creciente dominio de la humanidad sobre las
leyes naturales ha proporcionado expectativas y calidad de vida més alta
a un numero de personas mucho mayor que en el pasado, pero esta evolucion
conlleva de modo paralelo grandes riesgos de calamidades a nivel global y de

deterioro de la salud humana.

La mayor parte de los problemas medioambientales que sufrimos en la actualidad
son consecuencia de una gestion de residuos industriales con mas de dos siglos
de antigiiedad que ahora consideramos equivocada. Las practicas del pasado
han contaminado cientos de miles de terrenos, de modo proporcional al nivel de

industrializacion.

La gestién de residuos medioambientales es un campo multidisciplinar en el que
es preciso recurrir a conocimientos previos y, a la vez, adquirir conocimientos més
amplios de otras disciplinas cientificas y no técnicas. Es ademés un tema que abarca
aspectos muy diferentes, ya que los iniciados en la materia deben conocer y tratar
temas que afectan al medio ambiente y a la salud en relacién con la contaminacién

de aguas y de la atmaésfera, con los residuos sdlidos y con las aguas subterrdneas.



Los métodos del modelamiento matemdtico permiten resolver gran cantidad
de problemas en relacién con el manejo de los residuos medioambientales; el
modelamiento matemético juega un papel principal en las investigaciones de
fenémenos de sorcidn, los cuales se emplean ampliamente en los problemas actuales

de contaminacion y en muchos otros.

Uno de los principales campos de aplicacién de los métodos mateméticos para
el estudio de los procesos de sorcién es la determinacion de sus caracteristicas,
definidas a partir de la solucién de problemas inversos bajo un modelo matematico

tomado con anterioridad.

Los procesos de sorcién como regla general se realizan bajo condiciones dindmicas
de transporte de le mezcla de la sustancia respecto al sorbente. Los modelos
matematicos para estos procesos utilizan la ecuacion de balance de masas que
relaciona las concentraciones de la sustancia libre con la de la sustancia absorbida,
la ecuacién de la cinética, y otras ecuaciones y condiciones complementarias que

determinan el proceso de sorcion.

Los madelos mateméticos de los procesos de sorcién dindmica son problemas
iniciales y de contorno para un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales con coeficientes que son caracteristicas del proceso de sorcién; més

especificamente, es el proceso por medio del cual un componente (la sustancia
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contaminante absorbida) se traslada de una fase a otra atravesando una barrera.

El presente trabajo estd dedicado a la investigacién de un problema inverso sobre
la identificacién de un coeficiente para un modelo matemdtico de sorcién dindmica

con cinética de difusién mixta y a la elaboracién de un método para su solucién.

El trabajo consta de cuatro capitulos. El primer capitulo estd dedicado
al modelamiento matemético de sorcién dindmica con diferentes cinéticas de

difusién: interna, externa y mixta.

Se describen diferentes modelos matematicos de sorcion dinédmica, escogiéndose el

siguiente problema de valor inicial y de frontera para la investigacion:

vuz = —f(u)(u — F(v)), (z,t) € Qr, (1)

a = B(u)(u— F(v)), (z,1) € Qn, (2)

v =—yw+ya+ABu)(v—F(v), (z,t) €Qr, (3)
u(0,2) = p(t), 20, (4)

a(z,0) = v(z,00 =0, =20, (5)

en donde Qr = {(z,t):0<z<[,0<t<T}, 7, A son constantes positivas, la
funcién F(£) es la funcidn inversa a la isoterma f(£); y las funciones v, u(t)
son la velocidad del flujo y la concentracién del gas a la entrada de la columna,
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respectivamente.

El segundo capitulo estd dedicado al estudio de las propiedades de la solucién
u(z, t),a(z,t),v(z,t) del problema inicial-contorne (1)-(5), que se emplean més
adelante para la investigacién del problema inverso. Bajo ciertas condiciones
respecto alas funciones pu(t), v{t) y F(v) se demuestra el teorema de existencia
y unicidad de la solucién del problema (1)- (5). Se establecen propiedades de su

suavidad, y se demuestra que

u(z,t) >0, az,t) >0, v(zt)>0, (z,1)€Qre (6)

up(z,t) <0, as(z,t) <0, wvi(z,t) <0, (z,t) € Qr, (7)

donde

Qr’={(z,1),0 <z <0<t < T}

finalmente se obtienen cotas para las funciones u(z,t), a(z,t), v(z,t).

El tercer capitulo estd dedicado a la investigacién del problems inverso para el

modelo matematico de sorcién dinamica con cinética de difusién mixta.

Este capitulo consta de dos partes. En la primera se considera el planteamiento

del problema inverso, en cual consiste en identificar el coeficiente cinético [3(s)

12



a través de la informacién complementaria sobre la solucién del problema inicial

contorno (1)-(5) dada de la siguiente manera:

P(t) =wullt), O0ZLt<T.

La segunda parte investiga la unicidad de la solucién del problema inverso
en la clase de funciones de suavidad finita. Cuando se demuestran los
teoremas sobre la unicidad de la solucion de problemas inversos sobre los
coeficientes para ecuaciones diferenciales no-lineales en esta clase de funciones,
frecuentemente se supone que el coeficiente buscado se conoce para valores

pequetios de su argumento (8], [9].

En el trabajo (8] se logra demostrar el teorema de unicidad global sin esta suposicién.
En el presente trabajo se aplica este método para el caso de la determinacion del

coeficiente A(s) formulado en el primer pardgrafo de este capitulo.

En el cuarto capitulo se estudia el método de parametrizacién de dimensién finita
para la solucién del problema inverso, esto es, la determinacién de J3(s). El
método se basa en la representacion de la funcién buscada en forma analftica
B(s) = B(s;c), la cual contiene un conjunto finito de pardmetros que no son
conocidos: ¢ = (¢, ¢,...,cn). En este caso el problema inverso se lleva a la

13



minimizacién de una funcién de n variables ®(c) sobre un conjunto acotado y
cerrado. Ya que para la solucién de estos problemas a menudo se emplean métodos
del gradiente, en el trabajo se obtienen férmulas para el gradiente de la funcién

®(c), que emplea la solucién de un problema inicial-contorno de ayuda.

En cada paragrafo del trabajo se emplea una numeracién independiente para cada
férmula. Para la referencia de una féormula que se encuentra en otro paragrafo del

mismo capftulo se utiliza una numeracién doble.

Para referencias sobre férmulas que se encuentran en otros capftulos se emplea
una numeracién triple, donde la primera cifra muestra el capftulo, la segunda
cifra representa el nimero del pardgrafo y la tercera el nimero de la férmula en el

parégrafo.
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1. MODELAMIENTO MATEMATICO
DE LOS PROCESOS DE SORCION
DINAMICA

Los métodos de sorcién se emplean en diferentes procesos tecnoldgicos,
investigaciones cientificas y especialmente en la solucién de problemas del medic

ambiente.

La sorcion es el proceso por medio del cual un componente, la sustancis
contaminante absorbida, se traslada de una fase a otra atravesando una barrera.
La sorcién es debida a la interaccién de tres diferentes moléculas:

Moléculas sorbentes, como el carbono activado.

Moléculas absorbidas, la sustancia contaminante en su proceso de eliminacién.
Moléculas disolventes, como el agua.

En el proceso de absorcion la sustancia absorbida es captads por la sustancia

absorbente (fase absorbente). El proceso de adsorcién es un proceso de tipo
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superficial.

Los procesos de sorcion se realizan primordialmente de manera dindmica, esto es,
en condiciones de movimiento dirigido y relativo de las fases sélidas y liquidas del
sistema heterogéneo. Un papel principal juegan la estdtica y la cinética en los

procesos de sorcion dindmica.

La sorcién estética tiene en cuenta la dependencia entre la concentracién de la
sustancia y la concentracién de ella en la solucién, cuando se alcanza el equilibrio
termodindmico para una temperatura constante, y se describe mediante la isoterma

de sorcidn.

La soreién cinética describe el traslado de masas en las fases y entre las fases, como
también ciertos factores que influyen en ella, lo que permite tener en cuenta la
redistribucién de la sustancia que aparece como resultado de las condiciones de no

equilibrio en el transcurso del proceso.

Los primeros pasos para la descripcion matemética de los procesos dinamicos de
sorcién se realizaron a principios de siglo. Ha habido un desarrollo posterior que se
ha basado fundamentalmente en la construccién de modelos matematicos a través
de las Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales.

Los modelos matemdticos de la sorcién dindmica tienen una caracteristica especial.

16



Por un lado, los modelos suponen la posibilidad de describir el sistema heterogéneo
que incluye tanto el sorbato como el sorbente por medio de la mecénica de los medios
continuos, lo que es fisicamente factible siempre y cuando las dimensiones del grano
del sorbente sea sustancialmente menor que las dimensiones de todo el sistema de
absorcion. Por otro lado, los modelos consideran el cardcter macroscépico de la
dimensién del grano; por esto la introduccion del volumen elemental de los medios
continuos que contienen una gran cantidad de particulas elementales (un volumen

fisico pequeno) en los modelos de sorcién dindmica no es posible.

Veamos sucesivamente las caracteristicas geométricas y fisicas del sistema de sorcién

en los lineamientos de la mecénica de los medios continuos.

1.1 Sistema de Coordenadas

En log modelos clésicos del medio continuo es suficiente considerar la introduccién
de un sistema de coordenadas globales, de tal manera que cada punto del medio
continuo se determina por un conjunto de numeros, y la cantidad de ellos
determinan la dimensionalidad del modelo. Esto se explica por el hecho de que
los modelos del medio continuo no tienen en cuenta la construccién interna de los

elementos que determinan el medio (moléculas, iones).

Por otro lado, ya que los elementos del modelo cuasi-homogéneo del sistema

17



de sorcién tienen una dimensién macroscépica, en muchos problemas se debe
tener en cuenta la distribucién de ciertas caracteristicas respecto al volumen
de los elementos. En otras palabras: a diferencia de los modelos clésicos del
medio continuo, es importante la construccién interna de los elementos de que esté

compuesto el medio.

Asi que ademéds de las variables globales es necesario introducir coordenadas
para la descripeion de las caracteristicas internas de los glébulos del sorbente; estas

coordenadas las llamaremos internas.

En ealidad de ejemplo consideremos un sorbente que consiste de granos esféricos de
igual radio R. Es natural entonces introducir coordenadas esféricas en calidad de
coordenadas internas. Si para la descripcién de las variables globales se introducen
las coordenadas cartesianes (z,y,2), entonces el sistema completo de coordendas

sera (r,6,¢,,y, 2).

1.2 Variables Globales e Internas

Se llaman caracterfsticas globales aquellas que no dependen de la construccién
interna del glébulo del sorbente, es decir, dependen sdélo de las coordenadas
globales. Las caracteristicas locales (o internas) son aquellas que no s6lo dependen

de las coordenadas globales sino también de las coordendas internas (todas les

18



caracteristicas de un sistema de sorcién son internas). Sin embargo, en muchos de

los casos se consideran solo las caracteristicas globales.

Para un ejemplo de las concentraciones locales en un grano de un sorbente anotemos
la siguiente particularidad de las variables locales. Supdngase que el grano tiene
forma esférica y la distribucién de la concentracién en el grano depende solo de
r. La posicién del grano se determina por las coordenadas globales, por ejemplo,
mediante la distancia z que existe de la entrada del sorbato a la posicién en que

se encuentra este sorbato. Entonces la concentracién local a'® depende de (z,r,1).

En nuestro caso la ecuacion de la frontera de divisién de las fases se determina por
la ecuacién r = R y la concentracidn local sobre la frontera de divisién a®(z, R, 1)
depende solo de las coordendas globales y del tamano del grano. Este ejemplo tiene
un cardcter universal: las caracteristicas internas sobre la frontera de divisién de
las fases no dependen de las coordenadas internas, sino que se determinan sélo por

las globales.

Se puede decir que las caracteristicas globales son el resultado de un proceso de
promediacién de las caracteristicas internas. Asi que otra particularidad de la
modelacién matemadtica de los procesos de sorcién dindmica es el proceso de
promediar las caracteristicas debido a la estructura compleja de los campos locales

(como la velocidad, las concentraciones y los flujos) que describen la hidrodindmica
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y la cinética en el medio poroso.

En adelante consideraremos las siguientes caracteristicas globales: la concentracién
en la fase liquida u, la concentracién en la fase de absorcién e, la porosided

€, €l tamafio del glébulo del sorbente R y la velocidad del flujo de la fase lquida, v.

1.3 Hidrodindmica del medio poroso

En vista de que sobre la geometrfa de las capas sélo se conocen les
caracteristicas promediadas, la formulacién del problema de contorno para
el sistema de Navier-Stokes con el propédsito de calcular los campos locales de
velocidad no es posible. Asf que la salida es una descripcidon promediada de la
hidrodindmica en el espacio poroso, cuando el campo de velocidades se vuelve

caracterfstica global del sistema.

1.4 Ecuacién de balance de la sustancia

Consideremos la deduccién de la ecuacién de balance de la sustancia absorbida en
el proceso de su movimiento a través del medio poroso. Supdngase que dentro del
medio poroso se mueve en cierta direcciéon un flujo de mezcla de una sustancia a
absorber. Consideremos que la porosidad media y las propiedades absortivas del

medio en todos los puntos son iguales.
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Supongase que el campo de velocidad local en la capa porosa se da por la funcién
vectorial v;. Consideremos que la superficie de control consta de las lineas de flujo

(Figura 1.0).

Introduciendo en el tubo de flujo el eje de coordenadas. En términos generales él
puede ser curvilineo. Definamos la velocidad promedio como el promedio formal a
través de la seccién transversal del tubo. La seccion del tubo se define por medio de
cortes de planos normales al eje de coordenadas. Por lo tanto, la familia de secciones
depende de un sélo pardmetro. Por definicion la velocidad promedio v se define por

la integral

v:—;—//s y db,

en donde S es el drea de la seccién. Por lo tanto, la velocidad promedio también

es una funcion de un sdélo pardmetro.

Aunque la velocidad promedio fue definida formalmente, la componente normal v,
a la seccién tiene un significado fisico. La cantidad de liquido que pasa a través de

la seccién transversal S con vector unitario normal n es igual a

vn:Z/vzndS,

21
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adema4s la magnitud de v, no depende de la posicion de la seccion transversal
del tubo de flujo. Esto es, consideremos el volumen cerrado que se forma por las
secciones S; y S, y la superficie lateral o del tubo de flujo. En virtud de la

continuidad del fluido se tiene

/ yn dS = 0.
S1+82t0

Ya que no hay flujo a través de la superficie lateral de la expresién anterior se

desprende que

S[/wndS:S[/vzndS:vn.

Por lo tanto

o(wS)
o

0, (1)
en donde § es la coordenada a lo largo del tubo v es la componente normal del

vector de velocidad promedio. La ecuacién (1) es la ecuacién de continuidad del

flujo en las coordenadas globales para los procesos de sorcién dindmica.
1.5 Concentraciones
Los campos de concentraciones también se promedian a través de las secciones

transversales del volumen de control (tubo de flujo). Por lo tanto se introducen las

22



concentraciones promedias % en el flujo y a en el sorbente. La concentracién en
la solucién estd cdlculada por unidad de volumen de la solucién y en el sorbente

por unidad de volumen de todo el medio.

Ademéds de las concentraciones globales se introducen las concentraciones internas,

las cuales dependen tanto de las coordenadas internas como de las globales £.

Las caracteristicas globales son la velocidad de reaccién quimica vy en Ia solucién,
la cual es igual a la velocidad de cambio de las concentraciones debido a las
reacciones quimicas, y también la velocidad de las reacciones quimicas vs en la

fase sélida.

1.6 Cinética de difusién externa y difusién longitudinal

Como consecuencia de la introduccién en el modelo de las caracteristicas globales
se pierde la informacién acerca del campo local de velocidades y las condiciones
de intercambio de mases de las componentes a absorberse en el flujo hacia la
superficie del sorbente. Esta es una de las razones principales de la descripcién
fenomenolégica de la cinética de difusién externa, esto es, las leyes de transmision

de masas entre la fase liquida y la fase sélida del sistema de sorcidn.

Otras consecuencias de la promediacién de los campos de velocidades es la necesidad

23



de introducir la difusién longitudinal dispersién longitudinal. El traslado real de
la sustancia a través de las capas se realiza por el campo de velocidades locales.
Consideremos la seccién transversal del tubo y definimos la difusién longitudinal
del flujo a través de la seccién transversal S como la variacién de la cantidad de

sustancia por unidad de tiempo, mediante la férmula

78 dt.

Es claro que j; es una funcién de la coordenada global £. Para la descripcidon del

flujo es frecuente utilizar una aproximacién basada en la ley de Fick,

Su

Ji=-D 5

donde D; es el coeficiente de difusién longitudinal que depende de la coordenada &.

Debido a que no se conocen los campos locales de velocidades en el espacio
poroso la cinética de difusién externa y la difusién longitudinal se deben describir

fenomenologicamente.

1.7 Ecuacién de Balance de la sustancia de la componente absorbida.

Siguiendo los lineamientos de los modelos de los medios continuos deduzcamos la
ecuacién de balance de la sustancia en la dindmica de la sorcién para un sistema de
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una componente. Esta ecuacion es una consecuencia de la ley de la conservacién de

la sustancia.

Consideremos un elemento arbitrario del tubo de flujo de volumen V acotado por
la superficie cerrada o. El flujo de la sustancia a través de la superficie o se
determina por conveccién y dispersién. Por lo tanto debe ser dada la velocidad
v (recordemos que nosotros operamos con velocidades promediadas) y el flujo de
dispersién j; ademds debe ser definida la concentracién u(€) en la solucién,
la cuel es una variable global y promediada a través de la seccién transversal del
tubo de flujo S(&). Entonces la cantidad total de sustancia que pasa en el tiempo

At =ty — t; esta dada por la expresion

t:
t *(vu+ 3)8 dt. )

En este mismo intervalo de tiempo At la variacién de la cantidad de sustancia en
el volumen V ocurre como resultado de la variacién de las concentraciones en la
solucién y en el sorbente, como también de las reacciones quimicas en la solucién

(con velocidad v;) y en el sorbente (con velocidad vg) y es igual

[ et leenS©de ~ [ eut enS©e+ [ [+ mySaea. (3

De (2) y (3) se desprende la ecuacién del balance de masas en forma integral

[ il [+ lalsde =
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T2

_ / “l(eu+ a)eme, — / (Kt + a)|sr,)Sdz +

31 1

ta rés
+ /5 (1 + v2)Sdedt. (4)

La ecuacién de balance en forma integral permite tener en cuenta las soluciones

discontinuas cuando las funciones que aparecen en la ecuacién no son diferenciables.

Si las funciones que aparecen en (4) y sus correspondientes derivadas estan definidas
y son continuas sobre el conjunto (&;,&;) X (£1,12), entonces dividiendo ambas partes
por AtA¢ y luego tendiendo A€ y At hacia cero, obtenemos la ecuacién de

balance en forma diferencial de la forma

0 0. 0 B
8—€(Suu) + 52(_715) + gt—(eSu + Sa) + €1nS + Sy, = 0.

Con base en la ecuacién de continuidad del flujo, la cual en este caso tiene la forma

O(vS)/0¢ = 0, obtenemos en forma definitiva

Svug; + %(]’15) + gz(eSu + Sa) + e, S + Svy = 0. (5)

Escribamos la ecuacién de balance para algunos casos particulares:

1. El tubo de flujo es un cilindro con seccién transversal constante.
En este caso el eje de coordenadas se puede dirigir a través de la generatriz del
cilindro. En adelante, por tradicién para el caso considerado la variable global £ se

26



representa por £ S es una magnitud constante. Entonces dividiendo la ecuacién

(5) por S obtenemos

Vit + (T%(jl) + i{)—(¢Eu+ a)+ ey +ve=0.

ot

Fig 1 Tubo de flujo

2. El caso simétrico cilindrico .

La salida del liquido ocurre de la recta OO’ con salida constante a través de la
longitud. El vector radio r es una coordenada generalizada, y la superficie cilindrica
r = const secciones transversales del tubo de flujo. Su drea por unidad de altura
00’ esigual a 27r.

Entonces de (5) se desprende que

v +12(r')+—g(e +a)ten+uvn=0
Uy ror Ji 9 u U 2 = V.
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Fig 2 El caso de simetria cilindrica

3. El caso simétrico esférico.

La salida del l{quido ocurre de la fuente puntual.

Entonces la coordenada del eje € coincide con el radio », v la seccién transversal
del tubo de flujo con superficie de la esfera tiene centro en el punto de la salida del
liquido. La superficie de la esfera es igual 477%. Reemplazando en (5) y dividiendo

por 4mr?, obtenemos

19,,. 0
um+§—a—r(r jz)+5i(eu+a)+eu1+u2:0.

Consideremos c6mo se debe cerrar el sistema de ecuaciones de la dinamica de
sorcion. Tanto la velocidad de sorcién de la sustancia a; por el sorbente como
el flujo longitudinal de difusién externa j que aparecen en la ecuacién deben ser
dados en forma independiente (fenomenolégicamente) a partir de razonamientos
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suplementarios.

Fig 3 El caso de simetria esférica

1.8 Difusién externa

La ecuacién cinética de difusién externa describe la velocidad de cambio de la
concentracién Oa/0t en el sorbente debido a las condiciones de transferencia de

masa en el flujo hacia la superficie del sorbente.

Si consideramos despreciables las caracterfsticas del sistema de sorcién en la capa
porosa y en el sorbente, es decir, nos quedamos en el marco de las variables globales,

la ecuacién de la difusién externa estd dada por la expresion

%~ Ha). ©

Consideremos el caso cuando da/0t = 0. Resolviendo la ecuacion f =0 respecto

a a, obtenemos la expresion



la cual en la dindmica de sorcién se llama isoterma. El sentido fisico de la
isoterma es el siguiente.En el sistema de sorcién dindmica la isoterma describe el
estado de equilibrio entre las concentraciones en la fase liquida y en el sorbente
cuando Ja/0t = 0. La isoterma es una caracterfstica termodindmica del sistema
heterégeneo sorbato sorbente y se determina bien sea experimentalmente o sobre la

base de ciertas representaciones sobre las propiedades del sorbato-sorbente.

Si es importante tener en cuenta las caracteristicas locales y la concentracién en el
sorbente, entonces el equilibrio se alcanza en la frontera de la divisién de las fases.
Representemos la concetracién local en el sorbente sobre la superficie de divisién
por o). Ella es una variable global, por las consideraciones hechas anteriormente,
Dado que la estructura local del flujo no se considera en este enfoque, entonces

se introduce una caracteristica global, la concentracién en la superficie en la fase

lquida u, determinada de la isoterma

(1= €)al? = p(w), (8)

en donde, como ya se dijo, € es €l coeficiente de porosidad; aquie} factor (1 —€)
se debe a que la concentracién local ol se calcula sobre el volumen unidad de la

fase s6lida, y la concentracién global a en la unidad de volumen de la capa.

Entonces la ecuacién de difusidén externa se escribe de la forma
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0
5 = ), ©)

en donde wu, esta relacionado con la concentracion de la superficie en el sorbente

por la ecuacion (8).

De un razonamiento totalmente fisico se verifica que la cinética de difusion
externa se determina por las condiciones en la fase liquida incluyendo la superficie
de divisién. En particular, si la difusién interna ocurre de manera instanténea (que
corresponde a que D; — o0), entonces de (8) se desprende que (1—¢)a = a&s), y que
existe una relacion entre las concentraciones calculadas por unidad de volumen de
la solucién u o por unidad z de volumen del sorbente & con las concentraciones por
unidad de volumen del filtro i (respectivamente a) de la forma = ue, a = (1—¢€)~L.

Asi que la ecuacién de difusién externa no cambia y empleando (8) y (9) obtenemos

fla,u) = fi(u, ¢7}(a)),

que corresponde a la ecuacién (6)

1.9 Difusién Interna

Introduzcamos la variable interna que caracteriza la distribucién de la concentracién
en los elementos del sorbente y que depende de las coordenadas internas. Llamemos
a esta variable a®, concentracién local en el sorbemte, la cual se calcula en la
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unidad de volumen del sorbente. La concetracién a® también es funcion de la
variable global z. Debido a que en el sorbente no se considera la conveccion
(no hay velocidad), entonces la transferencia se realiza debido a la difusion, y
consideraremos como medida de la transferencia de difusion al flujo J;, calculado
en la unidad de drea interna del grano del sorbente en la unidad de tiempo. Si en el
sorbente ocurren reacciones quimicas que afectan a la concentracién a°, entonces
se emplea como caracteristica la velocidad de salida u®), que es calculada en la

unidad de volumen del sorbente en la unidad de tiempo.

Deduzcamos la ecuaciéon de difusién interna, la cual se basa en la ley de la
conservacion de la cantidad de sustancia. Consideremos en el sorbente el volumen
elemental V, acotado por la superficie cerrada o,. La cantidad de sustancia que

pasa a través de la superficie o5 en el intervalo At =ty —t; es igual a

to
/ / .7 indga
i1 Ca

en donde 7 es el vector normal a la superficie o, y do un elemento de superficie.

En el intervalo de tiempo At la variacién de la cantidad de sustancia en el volumen

Vs se da por la expresion

/[ [ (a0} av,
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en donde dV es el elemento de volumen del sorbente. Por lo tanto podemos escribir

la ecuacién de la difusién interna en forma integral;

[i fgmdo = [7 ] [ fmoa = [ [ g7 = o} av

Si a®® y j; son funciones continuamente diferenciables, entonces empleando la
férmula de Ostrogradskii Gauss y tendiendo At y V, a cero obtenemos la ecuacién

de difusién en forma diferencial:

Ha®

o T divii - p) = 0. (10)

La dependencia de j; de la concentracién como de otros factores de sorcién es el

resultado de una descripcion fenomenolégica.

Consideremos formas concretas de realizaciéon de la ecuacién (10) para diferentes

formas del grano.

1.Un cilindro con superficie lateral aislada. Supéngase que la longitud de
la generatriz es igual a 2R. La coordenada interna » la dirigimos a través de la
generatriz del cilindro, y colocando el origen en la mitad, entonces s(*) = a(®)(£,¢;7),

y la ecuacién (10) toma la forma

Oal® N %

o T K =0

2. Un grano de forma esférica de radio r. En base a la simetria esférica es
comodo introducir coordenadas esféricas. Entonces la coordenada local serd una
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funcién sélo de la variable interna r. En coordenadas esféricas la ecuacién (10)

toma la forma

ot 72 Or
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2. INVESTIGACION DE UN MODELO MATEMATICO
DE SORCION DINAMICA CON CINETICA
DE DIFUSION MIXTA

En este capitulo damos la descripcion del modelo matemaético de sorcién dinamica
con cinética de difusién mixta.

Supongamos que a través de una columna cilindrica de seccién transversal constante
(el eje del cual lo tomamos como el eje de coordenada z), llena uniformemente de
granos de un sorbente (con coeficiente de porosidad igual a « € (0,1)), se hace
pasar un gas con velocidad constante igual a v bajo temperatura constante. La
concentracidon del gas en la entrada de la columna es igual a p(t). Representemos
por u{z,t) la concentracién del gas en el flujo calculado en un volumen unitario
del espacio libre, y por a(z,t) la concentracion del gas absorbido calculado sobre

el volumen unitario de la columna.

Consideremos un elemento arbitrario de la columna acotado por las secciones
transversales z = 2z; y = = Zs.

El flujo de la sustancia a través de estas secciones se determina de acuerdo con la
difusién conveccional y longitudinal (dispersién). La cantidad de sustancia que pasa
a través de las secciones tranversales de la columna en el tiempo At =t —{; se
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da por la expresion

£.
/2(uu+j)|,,:z,.s dt i=1,2 (1)
t1

donde j = j(z,t) es el flujo difusional longitudinal y S es la superficie de la seccién
de la columna.
En este mismo intervalo de tiempo At la variacién de la cantidad de sustancia en

el volumen es

/x (Kt + @)y, Sdz — / jz(fcu + 0)|ey, Sde. 2)

1

De (1) y (2) se desprende la ecuacién del balance de masas en forma integral:

ta ta
/;1 [(V’U. + j)lx:xl - /t; (l/u + j)lz:xg]Sdt —

/:2[(5“ + a)|e=t, — [:(’W +@a)|i= 1, S dz. (3)

1
Si las funciones que aparecen en (3) y sus correspondientes derivadas estdn definidas
y son continuas sobre el conjunto (zy,x2) % (t1,t2), entonces dividiendo ambas partes

por SAtAxz y luego tendiendo Az y At hacia cero, obtenemos la ecuacién de

balance en forma diferencial;

(vu)z + jz + (ku+a); = 0. 4)
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Teniendo en cuenta la ecuacién de continuidad del flujo el cual en este tiene la forma

v, = 0, obtenemos en forma definitiva

Vg + KU + G = o (5)

Tanto la velocidad de sorcién de la sustancia a; como el flujo longitudinal de difusién
externa j que aparecen en la ecuacién deben ser dados en forma independiente
(fenomenolégicamente) a partir de razonamientos suplementarios.

El carédcter de variacion de a; se determina de la ecuacién de la cinética. Si
la velocidad de variacién de la concentracion en el sorbente se determina por las
condiciones de transmision de la masa hacia la superficie del sorbente entonces se
dice que hay difusién externa de la sorcién. En este caso se supone que la nivelacién
de la concentracion a través del grano ocurre de manera instantanea.

Nosotros consideraremos la ecuacién de cinética

a; = B(u —u"), (6)

donde [ > 0 es el coeficiente cinético y «* es la concentracién en el flujo sobre
la superficie del grano, la cual se encuentra en equilibrio con la concentracion de la

sustancia absorbida; esto es,

a= o). (7)
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La relacién (7) se denomina la ecuacién de la isoterma de sorcién.
En adelante consideraremos que existe ¢~! = F. Igualmente con (6) consideremos

también la ecuacién de la cinética

a; = v(a* — a), (8)

a” = ¢(u), (9)

la cual condicionalmente se puede llamar difusién interna, ya que en la ecuacién
(8) figuran solo las concentraciones en el grano del sorbente. Aqui a* es la
concentracién superficial en el sorbente, la cual se encuentra en equilibrio con la

concentracion de la sustancia en el flujo.

Lo que se refiere al flujo difusional longitudinal para su descripcién frecuentemente

se emplea una aproximacién basado en la ley de Fick:

j(z,t) = —Dug, D >0. (10)

El signo menos indica que la difusién tiene lugar en la direccién de concentracién
decreciente. El factor de proporcionalidad D se llama coeficiente de difusién, que no
es estrictamente una constante porque puede depender de la concentracién. Cuando
se considera que la velocidad v es lo suficientemente grande y el proceso de difusién

longitudinal no juega un papel importante en la transmisién de masa, se hace j = 0.
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Si no se toma en cuenta ninguno de los factores cinéticos, esto es a = p(u), entonces
se obtiene un sistema de ecuaciones, el cual corresponde a la sorcién dindmica en

equilibrio:

vug + Kug + ap = 0, a = p(u). (11)

En el trabajo de A.V. Lukshin [13] y posteriormente en [8] se investigé un modelo
matemético de sorcién dindmica con cinética difusional mixta, el cual considera al

mismo tiempo la difusién externa e interna. Consideremos este modelo

Supdngase que a través de una columna cilindrica de seceién transversal constante
(el eje del cual lo tomamos como el eje de coordenada z), se llena uniformemente
con granos de un sorbente (con coeficiente de porosidad igual a x € (0,1)) y se
hace pasar un gas con velocidad contante igual vy bajo temperatura constante.
La concentracion del gas en la entrada de la columna es igual a p(t). Imaginemos
el grano dividido en dos partes; la superficie del grano con volumen a, se
considerara como una de las partes, la concentracién del gas absorbido es
igual v(z,t), y la otra, la parte interna del grano con volumen igual a (1 — a,)
y concentracién c¢(z,t). Condicionalmente consideraremos que el proceso de
difusién externo esta unido con la capa superficial y el intercambio entre capas en

el sorbente estd ligado con el proceso de difusién interno.
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Representemos por u(z,t) la concentracién del gas en el flujo, por a(z,t) la
concentracién del gas absorbido y por y(z,t) la concentracién en equilibrio con
la concentracion wv(z,t) en la parte de la superficie del grano. El proceso de
absorcion dindmica con cinética de difusién mixta, la cual no esté en equilibrio,

puede ser descrito por el siguiente problema:

vu(z,t) + afz, ) =0,  (2,t) € Qr, (12)
a(z,t) = Blu(z,t) —y(z,1)), (z,t) € Qr, (13)
v(z,t) = f(y(z,1), (z,t) € Qr, (14)
(2, 1) = av(z, 1) + (1 — ao)e(z, 1),  (z,t) € Qr, (15)
c(z,t) = v(v(z,t) — cz,t),  (z,t) € Qr, (16)
u(0,t) = p(t), 0<t<T, (17)
a(z,0) = c(z,0) =0, 0<z<L (18)
Realizando transformaciones sobre este modelo lo podemos reducir a
vuy + Bluyu = B)F), (z.t) € Qr, (19)
a; = Bu)(u - F(v)), (z,t) € Qr, (20)
v+ = ya+ AB@)yu— AB@)F@), (z,t) € Qr, 1)
u(0,) = p(t), 0<t<T, (22)
a(z,0) = v(z,00 =0, 0<z<l, (23)
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donde

Qr={(z,t):0<z <!l 0<t< T},

v =1n I—E—E; By 7 son los coeficientes cinéticos positivos de difusién externa y
de difusién interna respectivamente, «, es una constante tambien positiva, a, < 1,

y la isoterma de sorcién f(£) es una funcién monétona creciente tal que f(0) = 0.
Definicién: Se llama solucién del problema (12)-(16) a las funciones wu(z,t),
a(z,t) v(z,t) tales que u(z,t), a(z,t), v(z,t), u(z,t), aiz,t) y w(z,t) son
funciones continuas en Qr = {(z,t) : 0 <z <! 0<t < T}y las funciones

u(z,t), a(z,t) y v(z,t) satisfacen el problema (12)-(16).

Integrando (12)-(16) y realizando transformaciones obtenemos el siguiente sistema

de ecuaciones integrales para las funciones w(z,t), a(z,t), v(z,t):
u(z,t) =
plt)exp {~ [ Aluls,t)ds} +

+ [ e (= [ Bluls, 0)ds}B(u(E D)F (o1&, 1), (24)

a(z,t) =
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Az p(7)B(u(z, 7)) exp {— /of a(u(s, 7))ds}dr —
- /0" B(u(z, 7)) F(v(z, T))dT +

+/0t /:ﬂ(u(a:,T))exP{—/:a(u(s,q-))ds},

-a(u(§, 7)) F(v(€, 7))didr, (25) -

oz, t) =
/ot (1)B(u(z, 7)) exp {— /0 " Bu(s, 7))ds}dr +

* /oz /ot exp{- [), B(u(s, 7))ds}B(u(=, 7))B(u(,T)) -
P, m)dgdr — [ Bz, D)F(o(@, 7)dr -

— [ exo (=2t = n)}Bu(utz,7)

- €Xp {— /0“’ ﬂ(u(s, T)ds}p,(r)d—r _
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- [ [ ew =1t - n}utute, )
exp {— /s " Blu(s, 7))ds}Blu(E, 7)) F(v(E, 7))drdé +

+ /0‘ exp {~(t — 7)}B(u(z, ) F(v(z, 7)dr, (26)
donde
Bi(w) = Bu) — AB(w).

Por lo tanto, si las funciones u(z,t), a(z,t) y wv(z,t) son soluciones del problema

(12)-(16), entonces ellas satisfacen a (17)-(19).

Por otro lado si, las funciones u(z,t), a(z,t), v(z,t) € C[Qr| satisfacen el sistema
(17)-(19), entonces en Qr existen las derivadas continuas u,, a; y v,y
las funciones u,a,v satisfacen (12)-(16), asf que para la demostracién de la
existencia y de la unicidad de la solucién del problema (12)-(16) es suficiente
demostrar la existencia y la unicidad de la solucién del sistema de ecuaciones

integrales (17)-(19).

Teorema 1: Suponga que las funciones u(t), F'(€), B(s), satisfacen las siguientes
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condiciones

p € C?0,T), u(0) =0, 4/(t) >0, t € [0,T], (27)
:8 € Cl(-—O0,00), ﬂ[O) = Oa 0< ﬂl(€) <€y € € (-‘“OO, OO), €1 = Con"St’ (28)
F e CY(—o0,00), F(0)=0,

F(+00) > F(u(T)); 0 < F'(€) < cay £ € (—00,00) ¢z = const; (29)

entonces el problema de valor inicial frontera (12)-(14) tiene solucién u(z, t), a(z, t), v(z, t).
Para demostrar la existencia de la solucién procedemos asi:
a. Construimos la sucesién Z, = (un,(z,t),a,(z,t),v,(z,t)) para n = 1,2,3,...

siguiendo la regla
Un(z,1) =
p(t)exp {~ [ Blun-a(s, ))ds} +
+ "0 (= [ Blun-a(s, )dshBlun-a(€, O)F (on-aE, )k,
an(z,t) =

_/: w(7)B(un_1(z, 7)) exp{— /Oz o(un_y1(8,7))ds}dr —

— —/: ,B(’U/n-l(.’ll, T))F(Un-1($, T))dT +
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# [ Bltnesta, ) exp{= [ alun-s(s,7))ds} -
16, 7)) P (a1 (€, 7)),

iz, ) =

[ 108Gz ) exp (= [ Blun-s(s, s} +
+ [ [ exp{= [ Blun-a(5,7))ds}B(um1(2,7))Blum-1(6, 7))
P (016, 7))ddr ~ [ Btn-1(@, ) P (0012, 7)) -
- [ exp {=1(t = }Bilunr @17

exp{= [ Blun-1(s, T)ds}u(r)dr -

= [ [ exp =t = D} r(un-r(a, )

cexp{— /f " B(ttnr (5, 7))ds} Blttn—1 (€, 7)) F(vn_ (€, 7))drd€ +
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+ [ exp {5t = 1)} e (&, ) F o (0, 1)

b. Se demuestra que {Z,} converge uniformemente hacia Z(z,t), donde
Z(z,t) = {u(z,1), a(z, 1), v(z, 1)} ver [16]
Los Teoremas 2 y 3 se emplean en la investigacion del problema inverso y se

demuestran en [16].

Teorema 2: Supéngase que las funciones pu(t), B(£) y F(£) satisfacen las
condiciones (20), (21) y (22) respectivamente, y {u(z,t), a(z,t), v(z,t)} son

soluciones del problema (17)-(19). Entonces

us(z,t) > 0, as(x,t) >0, vz, t) > 0, (z,1) € Qr°, (30)

ug(z,t) <0, az(z,t) <0, vz, t) <0, (z,t) € Qr°, (31)
donde Qr° = {(,1),0<z<,0 <t <T}.
Teorema 3: Si las funciones {u(z,t),a(z,t),v(z,t)} son soluciones del problema

(17)-(19), satisfacen las condiciones (20),(21) y F(+o00) > u(T'), entonces para

cualquier 7 € (0,7] en @, son vélidas las siguientes desigualdades:

0 <wul(z,t) <u(0,7) = pu(r), (32)
0 <a(z,t) <a(0,7), (33)
0 <w(z,t) < flulz,t) < fu(r)). (34)
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La primera condicién afirma que la concentracién del gas en cualquier parte de la
columna y para cualquier ¢ < 7 no puede ser mayor a la concentracién del gas a la

entrada de la columna; las condiciones (26) y (27) tienen interpretaciones anédlogas.
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3.EL PROBLEMA INVERSO
Y LA UNICIDAD DE SU SOLUCION

3.1 Planteamiento del Problema Inverso.

Una de las principales direcciones de aplicacion de los métodos matemaéticos en la
investigacién de los procesos de sorcién es el anslisis y la soluciéon de problemas
inversos para la identificacion de las caracterfsticas desconocidas del proceso

u objeto bajo estudio sobre la base de la informacién experimental que se tiene.

En este capitulo se considera el problema inverso de identificacién de un coeficiente
utilizando los resultados de un experimento dinédmico. En calidad de informacién
suplementaria para la determinacion del coeficiente cinético se emplea la curva
dindmica de salida, esto es, la concentracién de la mezcla o sustancia a la salida de

la columna.
El problema inverso se plantea para el modelo matemético de sorcién dindmica con

cinética de difusién mixta.

Consideremos el modelo matemaético de un proceso de sorcién dindmica con cinética,
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de difusion mixta:

vuy + Bu)u = Bu)F(v), (z,t) € Qr, (1)

a; = Bu)(u— F)), (z,t) € Qr, (2)

v+ = va+ A3y — ABwW)F(®), (z,t) € Qr, (3)
w(0,t) = p(t), 0<t<T, (4)

a(z,0) = v(z,0) =0, 0<z<L (5)

Las funciones u(t), B(§) y F(£) satifacen las siguientes condiciones:

p € C?0,T], u(0) =0, w'(t) >0, t € [0,T]; (6)
B e Cl(—00,00), 0 <dy <B(E) <dy, £ E(—00,00); 0<f(E) <ds (7)
F € CY(—00,00), F(0)=0;

F(+00) > F(u(T)), 0 < F'(§) < a1, £ € (—00,00), (8)

donde di, ds, ds,c; son constantes.

Supongamos que la funcién B(£) que aparece en la ecuacién (1)-(3)
es desconocida; el problema consiste en identificar el coeficiente utilizando

informacion suplementaria sobre la solucién del problema.

Sean las constantes v, 7y, A conocidas, y para t € [0,7] se conocen las funciones
p(t) y
P(t)=u(lt), 0<t<T (9)
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Se deben determinar las funciones J(¢), wu(z,t), a(z,t) y wv(z,t), las cuales

satisfacen las ecuaciones (1)-(5),(9).

Ademas, nosotros vamos a suponer que existe un nimero 7 € (0,7) tal que

pe 04[07 T()],

F e C?[0, f(u(T)] N CHO, f(u(r))]. (10)

Demos la definicién del problema inverso del problema (1)-(5),(9).

Definicién. El conjunto de funciones {3(€), u(z,t), a(z,t), v(z,t)} se llama
solucién del problema inverso (1)-(5),(9) si

ﬁ € Cl(_ooa OO), 0< ﬁ’(é‘) < d3, 5 € (—O0,00),

B € C*[0, (1)) N CH[0, u(7o)], (11)

u, a, v € C*[Qr|NCQ,,] vy las funciones B(¢), u(z,t), a(z,t), v(z,t) satisfacen

el problema (1)-(5),(9).

Anotemos que el niimero positivo 7, que aparece en la definicién puede ser lo
suficientemente pequefio. Ese nimero determina la suavidad que se desee de (3(€)

para valores pequenos del argumento de la funcién.
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3.2 Unicidad de la solucion del Problema Inverso

En este paragrafo se estudia la pregunta sobre la unicidad de la solucién
del problema inverso en las clases de funciones con suavidad finita. Cuando se
demuestra el teorema de unicidad en estas clases de funciones frecuentemente
se hace la suposicién sobre el conocimiento del coeficiente buscado para valores
pequetios del argumento ([7],[8]). En el trabajo [4] se propuso un método que
permite demostrar la unicidad de la solucién del problema inverso en lo global, sin

la suposicién en lo pequerio.

En este pardgrafo se aplica este método para la investigaciéon del problema inverso
para la ecuacion no-lineal del modelo matematico de sorcion dinamica con cinética

de difusién mixta.

Consideremos el modelo matematico de un proceso de sorcién dindmica con cinética

de difusién mixta:

vz + B(uu = Bu)F(v), (z,t) € Qr, (1)

ay = P(u)(u— F(v), (x,t) € Qr, (2)

v+ = ya+ Muu — ABWF®), (z,t) € Qr, (3)
w(0,t) = p(t), 0<t<T, (4)

a(z,0) = v(z,0) =0, 0<z<l, (5)
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donde A = a—lo, v, v son constantes positivas, la funcién F(£) es la funcién inversa

a la isoterma f(§) y
Qr={(z,t);0<z <, 0<t< T}

Sean las constantes v, v, A y la funcién F(£) conocidas, y para t € [0,T] se dan

las funciones pu(t) y

P(t) = u(l, ). (6)

Formulemos el resultado principal que muestra la unicidad de la solucién del

problema inverso (1)-(5) y(6):

Teorema 4: Sean u(t) y F'(s) funciones que satisfacen las condiciones siguientes:
p € C?0,T], u(0) =0, 4/(t) >0, t €[0,T],
F € C'(—c0,00), F(0)=0,
F(+00) > F(u(T)); 0 < F'(€) < ¢y, € € (—00,00), ¢ = const

si {B:(€), ui(x, 1), as(x, t), v;(x,t)}, + = 1,2, son soluciones del problema inverso

(1)’(5)’(6): entonces ﬁl(s) = 132(5) para s € [O,M(T)], ul(xvt) = UQ(ZL‘, t),

ai(z,t) = as(x,t), vi(z,t) = vo(z,t) en Q.

Demostracién. Sean f;(§), ui(z,t), ai(z,t), wi(z,t), ¢ = 1,2 soluciones del

problema inverso (1)-(5). Entonces para i = 1,2,
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V(ua:)z' + ﬁi(uz‘)ui = @‘(Uz‘)F(’Uz‘), Z, t) € Qr, (7)

(a)i = Bi(ws)(us — F(vi),  (z,1) € Qr, (8)

(ve)i + v = va; + ABi(wi)us — ABy(wi) F(vi),  (x,1) € Qr, (9)
w(0,t) = u(t), 0<t<T, (10)

ai(z,0) = vi(z,0) =0, 0<z<l, (11)

w(l,t) =¥(), 0<z<L (12)

Introduciendo las funciones
q(z,t) = ui(z,t) —ue(z,t), plz,t) = ai(z,t) — as(z, t),
w(z,t) = vi(z,t) —n(z,t), 2z(s) = Bi(s) — Pals), (13)
para i = 1,2 encontramos en (7)
v(ue) + Bi(u)ur = Bi(w)F(w), (14)
V(ug)e — Balug)us = Ba(uz) F(va). (15)
Realizando las diferencias entre (14) y (15) nos quedarfa:

v(ug)y — v(uz)2 + By(ur)ur + Ba(ug)us = Ba(ug)us — Ba(uz) F(vs);

v(uy — ug)e + Br(wr)(uy — F(v1)) — Ba(ug)(ug — F(vy)) = 0.

Para i = 1,2 encontramos en (8)

(a:)r = Bi(w)(ws — F(w)), (z,t) €Qr, (16)
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(at)e = Bao(ug)(ug — F(vq)), (z,t) € Qr; (17)

restando,

(a1 —a2): = Pi(ur)(wa — F(v1)) — Ba(uz)(uz — F(ve)),
(a1 —a2)e = —{Bi(w1)(F(v1) —w) — Ba(u2)(F(v2) — u2)}.

Para ¢ = 1,2 encontramos en (9)

(ve)1 + Yv1 = va1 + ABi(ur)ur — ABy(u1) F(v1), (z,t) € Qr, (18)

()2 + 02 = 102+ Aa(us)us — ANB(wd)F(vs), (&:8) € Qi (19)
restando,

(ve)1 + o1 = (v)2 — o2 = a1+ ABi(w)ur — ABi(u1) F(v1)
—va2 — ABa(u2)uz + ABz(uz) F'(va),
(v —va)e + (1 —v2) = (a1 —a2) + MBi(w1) (w1 — F(wy))
—B2(uz)(uz — F(v2))}.
Utilizando las representaciones (13) y realizando transformaciones simples para la .

diferencia B (u1)(u1 — F(v1)) — Ba(uz2)(ua — F(v2)), se tiene

R(z,t) =
Br(u1) (w1 — F(v1)) — Ba(u2)(uz2 — F(ve)) =

r(x, 1) (w1 —u2) + 9(2, 1) (Br(w1) — Ba(uz)) — A(z,t) (01 = v2),
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donde las funciones g(z,t), r(x,t) y A(z,t) se definen de la siguiente forma:
gz, t) = w(z,t) — K(vlz,t));
r(z,t) = Bolua(z,t)) + glx,t) fo B (ua(z, ) + 0w (2, 1) — us(x, 2))d8 :
Alz,t) = fo F(walz,t) + 0(vi(z, 1) — valz, 1))dO.Ba(ua(2, 1))
Por lo tanto, las funciones gq(z,t), p(z,t), w(z,1) son soluciones del siguiente

problema:

vq, + r(z,t)q = —2(ug(z,t))g(z, t) + Az, Dw, (z,t) € Qr, (20)
pe = r(x, t)g + z(uz(z, t))g(z, ) — Az, t)w, (z,t) € Qr, (21)

wi + yw = yp+ Ar(z,t)g

+z(ug(z, t))g(z, t) — AA(z, tyw, (z,t) € Qr, (22)
q(0,t)=0, 0<t<T, (23)
p(z,0) = w(z,0)=0, 0<z<l, (24)
g(l,t)y =0, O0<t<T. (25)

Integrando las ecuaciones (20), (21), (22), y resolviendo las ecuaciones integrales
de Volterra de segunda clase, obtenemos la siguiente representacién para la funcién

q(z,t) con (z,t) € Qr:

dat)= 5 [exn{= ["ris0ds}eluate,0)ate s

+ [ [ B, & t,m)ale Drtus(e, m))drdz, (26)
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donde B,y(z,£,t,7) es una funcién continua junto con sus primeras derivadas
parciales cuando 0 € £ <z <[, 0 < 7 <t < T. Esta representacién la podemos
encontrar en [1].

Reemplazando en {26) z = [ y utilizando (25) tenemos

LS
0= [ he o€ 2uale, 0 — [ [ BEt,10g(6 Te(uale, 7arde, (21

donde
Met) = exp{—3 Jir(s,t)ds},
B(E,t,T) = UBl(l7£7t)T)'

De las desigualdades 1.1.23, 1.1.24 para la funcién uqa{z,t) se desprende que para

cualquier ¢t € (0,7) la funcién wue{z,t) decrece monoténamente respecto a 2.

Hagamos en la primera integral que aparece en (27) el cambio de variable
n = ug(€,t), y denotemos y(7,t) la funcidn inversa de uz(€,t); entonces (27) nos

quedaria

0 = /: w0 h(y(n,t),t)g(y(n,t),t)Z(n)(%f(y(n,t),t))- dn

(0t)

~ [ [ Betngle, Detuate, yirde, 0<t<T. (29

Derivando (28) respecto a t, tenemos

0 = h(y(ua(l, 1), t))2(ua(l, 1)) g(y(ua(l, 1), 2)) -
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(G20, 5200) -
~{y a0, 8), )220, ) (w200, 0, 1) -
(0.0 G0, G20, +

+ /::a,:) ((h(y(m,1),1)))"9(y(m, t),t) + (L, y(n, 1), t)(g(y(n, 1),1))" 2(n) -

€0,

Sy - 1
-(gg(y(n,t),t)) ~ L 1), 09000, 0, D2(0)

&u Uny , 1), *
-z, 20D S ) 0|+

i /01 B(£, ¢, t)2(ua(€, 1)) g(&, t)dt +

+A’t'/:Bt(f,t,T)Z('lu(f,T))g(f, T)dTdE. (29)

Haciendo en la primera integral el cambio de variable £ = y(n, t), obtenemos

-1
t.0.)000.0%520.0( 520, #(uat0.) -
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- 0,400,020 (520.0) st o)+
1
+ [ H(E (a0 + [ B Ha(uale, 1)ale, D€ +

t pl
+ [ [ Bue b m)etuste, Mgl ydrdt, 0 < L < T, (30)

donde

e, = ettt 0526 0(3260) a6 -
~a6 )50 (GEED) HUED + (L6 Dalen) +

+9:(&, DR, €, ) + A, §,t)g(£,t)< (»g,t))~ :

[62'“2 €0 -SrenGien(Geen) } .

Y para las asintSticas cuando t — 0 de las funciones u;(z,t) 2 = 1,2 y de la derivada

u, respecto a t, se desprende que
IB§k)(0) = ﬂék)(o), k=10,1,2;

de aqui se puede ver que z)(0) = 0, j = 0,1,2. Esto es asi ya que z(s) = 3; — B,

luego z € c2[0, o), donde wg = u(7).



Veamos que 2(0) = 0. En efecto sin pérdida de generalidad podemos suponer
que z > 0; entonces existe un ¢ € (0,¢0) tal que 2(¢) > 0 para ¢ € [0,p1].
Representemos por 77 la raiz de la ecuacién p(t) = ;. Consideremos la ecuacién
(26) en @7, : de la desigualdad 1.1.25 para la funcién us(z,t) es vélide
la designaldad 0 < wua(z,t) < ¢4, vy de 1.2.23 la funcién z(ua(z,t)) crece
monoténamente respecto a ¢t en Qr,. Entonces de (20) tenemos que para

0 <t<t* dondet* estal que
exp{—al} > t*maz | Bi(z, ¢, 1, 2) |,

donde 0 <z, p<I, 0t —7 <t~

Por lo tanto ¢(x,t) > 0. Pero esta ultima desigualdad contradice (25), por lo tanto

z(0) = 0. Las igualdades 2'(0) = 2" (0) = O se demuestran de manera ansloga.

Por lo tanto para la funcién z(s) es vilida la representacién z(s) = s%*p(s), donde
¢ € C[0,u(1,)]. De esta representacién y de la ecuacién (26) obtenemos para la

funcién ¢(s)

AL 00900, 520, (520.)) (0,0)p(us(0,0) -

= 1,190, 520,60 (520.0) ettt 0) +

+ /:H(ﬁ, t)(u2(€, 1)) *p(us(€, t))d€ —
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~ fo l B(&, t,t)(ug(€, ) o(ual(, 1)) g(€, t)dE —

[ [ Ble,t )l ™) plualE e, e, 0 <<, (81)

De aqui, y despejando de (27) p(u2(0, 1)), nos quedaria

p(u2(0,2)) =

hit, b, tyg(l thuz(l, ¢) (ua(l, £)) o (ua(l, ¢) Juss ((0, )
(1,0,2)g(0, tyun (0, H)uss (1, 1) (ua(0, t))?

JH(E, 1) (ualE, ) 2o (ualE, 1)t
71,0, £)9(0, 1) uze(0, )iz (01 ) (wal0, )7

fol B(€, t, t)(u2(£1 t))2Q0(U2(€, t))g(f) t)d£
h(1,0,£)g(0, t)ugs(0, 1) [uax(0, 1)} (ua(0,2))?

+

+ f(f f(g Bi(fa t, T) (’LL2(€, T))2(,0(‘U.2(£, T))g(fa T)d7d§
h(1,0,)g(0, £)uz (0, ) [uas (0, 8)] " (u2(0,2))?

0<t<T,. (32)

De la suavidad de las funciones u,(z,t) y ua(z,t) se desprende que

G0 = W {-L0s} (3
Py _ —B(0) Sug
&5{;(2;’ 0) = v 3{'(1:’ O)) (34)
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T @) = L) (39
h,0) exp{ LI )}, (36)
wmm:=mmm{~91} (37

donde 3(0) = £1(0) = B2(0). Por lo tanto los siguientes limites existen:

. g(lat) 1 gt(l’t) - ult(l)o) _ :32(0)
%]_r'no g(O’ t) B il_r’% gt(oa t) a ult(Ov O) - P {h—_‘—l}

. u2a:(01 t) T u2a:t(0,t) T ——a(O)ug(O,t) . 182(0) .
P (1) 0B g () £ Ta(O)un(l,0) e"p{ ’}’

lim h‘(l) l: t)g(la t)u%(l, t)ui’z (O’ t) _
1—0 h{l,0,%)g(0, *)ug (0, t)uar (1,2)

_ h(4,1,0)ux(l, 0) 9(l, H)uax (0, 1)
= h(L,0,0)u(0, 0) £ g(0, tyuns(, 1)

=1

i —Pe(6, €, 8)9(€, )un(§, )uas(0,2) _
i=0 h(1,0,2)g(0, )uz(0, Dune (€, 8)

e E0un(€0) . g€, Dun(0,8) 1,
= R{,0,00ux(0,0) 1B g0, un @) w20
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lim —gﬁ(& t)h(l1 £, t)'UIZt(E, t)'u'2z(0a t) —
=0 h(l,0,t)9(0, t)uar (0, t)ua (&, 1)

_ —‘h(l,é-a O)u%(fa 0) : gf(fxt)'u’ (Oa t) _ 1 .
= R0, 0)un(0.0) 8 900, Duie.n) ~ 20

lim G (Ea t)h'(l) €’ t)uhz(oa t) —
=0 h(1,0,t)g(0, t)us(0,t)

— @&, 0)h(1,£,0) .. ug.(0,2) 1 .
B h(l,0,0)uzt(0,0)]t‘_,mi) 9(0, t) - ;:B2(0),

: g(Ea t)h't(l,g» t)u2z(0a t) -
B R0, 0,0900, Dum(0,) ~ O

1iII] *h(l, €) t)g(§) t)u%(f) t)u%(oa t)u?.'z::t (61 t) —

=0 Al 0, 1)g(0, uz(0, £) (uze (6, 1))

CRLE () . 96,D) . € Dun(08) 1
= Th(,0, 0un(0,0) 1B 9(0,0) 1B (um(&,0))? w20

b6, 09 (€, )uae(0,1)
t—0 h(l) Oa t)g(o) t)u2t(0) t)uh(é.) t)

_ (L& 0)uane(€,0) . g(€ t)uz(0,8) 1
= h(l,O, 0)11,%(0, 0) P& 9(0, t)'u'z':(f, t) = U'B2(0)

De lo anterior se desprende que existe un T3 € (0,7,] tal que para t € (0,T3] la
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funcién ¢(s) satisface la ecuaciéon

‘P(u2(0? t)) =

14

~ op {_2?_“’_%} p(ua(l, 1)) + by (Dp(ua(l, 1)) —
— /Ol § [exp {—2%} + k2(§) t)] ) (,0(’U,2(€, t))d£ +

+ [ [ Kste m)otuste, m)drde, (38)

donde las funciones

max 1) + [ a6 e + [ [ et lacar
< i(l — exp —@l}), t €[0,7,]. (39)

Demostremos que ¢(s) = 0 para s € [0,u(0,73]. Supongamos que esto no es
asi. Representemos por M el méximo en valor absoluto de ¢(s) sobre el segmento
[0,u2(0,T1]), y por o2 €l valor que pertenecea (0,7 tal que |¢(u2(0,t02)|| = M;

entonces

26(0)1

max p(uz(0, toz)) < mwlexp{— }so(U2(l,t))I+maXIk1(t)<P(U2(l,t))|+

v

i x| 2 {2 botunte e+
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+ max | ka(E, plua(€, 1) | +

—f-/ol /Ot max | Ks(¢,t, T)<p(’u,2(§, T))dTd¢ I (40)
donde

M < Mexp (—2’31(/0)[) + Mk + /Olgexp (-?5) M

1 l t
tmax [ | ka(6,t) | Mg+ [ [ max | Ka(g,t,7) | Mdrdg

v

= Mexp (—@) + M |k | +%exp (—Qﬁl) + Mmax/ol | ko(&,t) | dE

I
+M/0 [ | Ka(E,t, 7)drde |< M.

La desigualdad obtenida contradice la positividad de M. Por lo tanto, ¢(s) = 0

para s € [0,u2(0,Tp]. Consecuentemente z(s) = 0 para s € [0, u2(0,Tp).

Demostremos ahora que la funcién z(s) es igual a cero para valores grandes del
argumento. Definamos la magnitud 75 de la siguiente forma: si ¥(T) < w(Th),
entonces To = T; si ¢(T) > u(Th), entonces T, es la raiz de la ecuacién
B(t) = u(Th).
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Consideremos la ecuacién (30) y de ahi despejemos z(uq(0,t)) para t € [To, T3],

donde z(uz(l,t)) =0

z(u2(0,1)) =

_ WL )9 tyus (L, ) (uas (1, 8) ™ 2(ua (1, 2))

h(l, 0, 0)g(0, s (0,2) (ue(0,8)) "

Jo H(E, 1)z (ua(€,1))dE
h(1,0,1)g(0, t s (0, t) (uge(0,t)) ™"

+

fé B(&) t7 t)Z(’LLQ({, t))g(f) )d€

N t
h(1,0,)9(0,)%2 (0, 1) (522(0, 1))

7t

+fé fé Bt({, t, T)Z(UQ(f, T))g(f, T)def
h,(l, 0, t)g(o, t)u2t(0, t) (u2a:(0, t))_l )

0<t<T.

Escribiendo lo anterior

(ua(0,0) = [ Hul6, 0xCua&, ) + [ [ Halet, )2t )

€ [To, Ty, (41)

donde

8’&2

HyE,) = H(,8) + BE,4,1)) ((h(l,o,o( n2 t)( o, >)) @)

-1

Hy(6,1,7) = Bu(E, £, 1ale, ><h<10t>g(o 05200 (Ge0 t))_) . 43)
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y haciendo en las integrales que aparecen en la ecuacién anterior el cambio de variable

w(Et)=s €=u(s,) ds= P2(e,0)d,

y considerando que z(§) = 0 para £ € [0,u2(0, Tp)], obtenemos:

z(u2(0’t)) =
u2(0,t) 1 % u_l ; B
5 (S,t),t)z(s)( 4 071 (s,0),) )d§+

+/1t /uua(O,t) H4(u2_1(s,t),t,7')z(s) (%(ugl(s,t),t))—l) dedr,

To Ju2(0,Tp)

t € [To, Th].

Cambiando en la segunda integral el orden de integracién e introduciendo la variable

6 = us(0,t), obtenemos la ecuacién de Volterra de segundo orden para la funcién

z(s),

2(0) = /1:(0,%) Q(s,t)2(s)ds 0 € [us(0, To), ua(0, T1)),

con nucleo

Qi) = Halu(50,0) (G2 0057(0, 0,00 )+

t -1 8’u2 ~1 -1
+/;/(0) H4(u2 (S’t)’tv T) (8_(% (S’t)?t)) )dTv

X
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con t € [Ty, T1] y y(0) la funcién inversa de € = u,(0,t). Por lo tanto z(s) =0
para s € [u2(0,Tp), u2(0, T1)].

Considerando después la ecuacién

6
z(0) = / s,t)z(s)ds
(6) 1LQ(O,TO)Q( )z(s)
sobre el segmento [T}, T2], donde T es la raiz de la ecuacién
u2(la t) = u2(03 Tl)

para up(l, T) > uy(0,T1) 6 To = T,

analégamente a como se hizo anteriormente obtenemos que z(s) = 0 para
s € [07 u2(01 T.Q]

En virtud de que

ug(z,t) <const <0;, 0<z <[, To<t<T,

entonces continuando con el proceso se obtiene en un nidmero finito de pasos que
z2(s) =0

para s € [0,u3(0, T)].

Ya que en Qr se cumple la desigualdad 0 < us(z,t) < us(0,7’), entonces

z(ug(z,t)) =0
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en Qr, y de

ale,t) = = [Tep {7 [ r(s, s batua(e, 1)ate )

v

+/Oz /Ot Bi(z,&,t,7)9(€, T)2(ug(€, 7))drdE, (z,t) € Qp (44)

se tiene que q(z,t) = 0. De donde se obtiene que u(z,t) = uys(z,t) en Q. Ahora

bien, puesto que

w(z,t) = f(z,t)+ /Otf(a:,T)Rl(:c,t, tau)dr

+ [ [ Rata, 66,716, )dear, (45)

se obtiene que w(z,t) = 0, y por lo tanto v, (z,t) = va(z, t).

Integrando (17 ) con la condicién p(z,0) = w(z,0) = 0 resulta

p(z,t) = ﬁ/ot q(z, T)dT — ﬁ/ot Az, T)w(z, 7)dT — ﬁ/otz(ug(m, 7))dT.

De esta representacién para p(z,t) y z(uz(z,t)) = 0 Se desprende que

al(x1 t) = a2($1t) €n QT-

El teorema queda demostrado.
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4. METODO DE PARAMETRIZACION
DE DIMENSION FINITA PARA
LA SOLUCION DEL PROBLEMA INVERSO

Uno de los problemas principales que aparecen cuando se resuelve un problema
inverso sobre la identificacion de los coeficientes en una ecuacién diferencial no
lineal que depende de la solucion del problema, es encontrar al mismo tiempo el

coeficiente buscado y el valor de su argumento.

Un método lo suficientemente difundido para la solucién de estos problemas inversos
es el método de parametrizacién de dimensién finita que consiste en lo siguiente:

suponemos que los coeficientes buscados se representan por cierta funcién en forma
analitica, la cual depende de un conjunto finito de pariametros que deben ser
determinados. En este caso el problema inverso se convierte en la minimizacién de

cierta funcién de n variables.

En el presente paragrafo consideraremos la aplicacién del método de parametrizacion

para encontrar la solucién del problema inverso.

Consideremos el problema inicial-contorno.
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vy + Bu)u = Bu)F(v),

a; = Bu)(u — F(v)),

v + v = va + AB(u)u — AB(u)F(v),
u(0,t) = u(),

a(z,0) = v(z,0) =0,

(z,1) € Qr,
(z,1) € Qr,
(z,t) € Qr,
0<t<T,

0<z<|

(1)
(2)
3)
(4)
(5)

donde A = &12’ v, < son constantes positivas, la funcién F(£) es la funcién inversa

alaisoterma f(£),y @Qr = {(z,t):0<z<,0<t<T}.

Las funciones u(t), G(s), F(§) satisfacen las siguientes condiciones:

p€ CYO,T), p(0) =0, ') >0,t € [0,T),

B € C*{~o0,00),

B(0) = 0,0 < B(£) < &y, € € (—o0, ), c1 — const,

F € CY(~o00,00), F(0)=0,

F(+00) > F(p(T)); 0 < F'(€) < ¢a, cg — const.

(6)

(7)

(8)

El problema inverso investigado por nosotros consiste en identificar el coeficiente

cinético 3(s) a través de la informacién suplementaria sobre la solucién del problema

(1)-(5), més exactamente, la condicién

P(t) =u(l,t), 0<t<T.
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Dada la funcién p(t), la funcién F(£) y las constantes v, -, A el problema (1)-(5)
define el operador A, que hace corresponder la funcién (3(s) con la funcién u(l,t).
Por lo tanto el problema de determinar la funcién ((s) a través de la funcién (t)

se puede considerar como el problema de resolver la ecuacién operacional

AB = 9. (10)

Supongamos que para la parte derecha ¥(t) de la ecuacién (10) se tiene solucién
tinica B(s) = B(s;T1, Ty ...Cn), donde ¢ = {Ty, Tz, ...B,} son parametros numéricos.
Supongamos que el vector ¢ = {¢;, Tz, ...Cn} € W, donde W es un conjunto acotado
y cerrado en el espacio euclidiano de dimensién finita E™. Supongamos también que
para cualquier ¢ € W la funcién B(s; ¢, ¢a, ...¢a) = ((s; ¢)satisface la condicién (7),
y ademés (3(s; c) es una funcién dos veces derivables continuamente respecto a todos

sus argumentos sobre €l conjunto

W = {(s;c1,¢3, -y Cn) : € E',c€ W}

La correspondencia entre la funcién B(s;c) y el vector ¢ es biunivoca. Supongamos
ahora, que la funcién ¥(t) es conocida solo en forma aproximada, esto es, en lugar

de 9(t) se da la funcién continua ¥5(t) y €l nimero & > 0 de tal forma que

9(t) — ¥s(t)|La0) < 6.
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Mostremos que en este caso en calidad de solucién aproximada del problema inverso

se puede considerar la funcién f3(s;cs) con el vector ¢s € W, la cual satisface la

desigualdad

AB(s; €5) — sl L0, = llulds 2, €5) — Ya()lLaor) < 6 (11)

donde u(z,t; ¢), a(z,t;c), v(z,t;¢) son solucién del problema (1)-(5) con

B(s) = B(s;¢).
Esto es cierto, ya que el operador A se puede considerar como un operador que

actita del conjunto W C E™ en el espacio L»(0, 7.

Del teorema sobre la dependencia continua de la solucién del problema (1)-(5)
respecto a la funcién S(s) se desprende que el operador A es continuo sobre el
conjunto W. Puesto que W es acotado y cerrado, esto es, un conjunto compacto
en E™ entonces de la desigualdad (11) se desprende que ||cs — cljgn — 0 cuando
4 — 0.

Por lo tanto, la solucién aproximada puede ser encontrada minimizando sobre el

conjunto W el funcional

T
@() = 1AB(s; ) ~ sl o = [ [ullit, ) = ps(0)Pat
Para la solucién del anterior problema se pueden emplear los métodos del gradiente.
Encontremos una expresién para el gradiente de la funcién ®(c). Representemos por
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u(z, t; ¢), a(z,t;¢), v(z,t;¢) las soluciones del problema (1)-(5) correspondiente
a la funcion f(s;é) y por u(z,t;é+ Ac), a(z,t;é+ Ac), v(z,t;¢é + Ac) las

soluciones del mismo problema pero ahora correspondiente a la funcién 3(s; é+ Ac).

Introduciendo las funciones

q(z,t;¢,Ac) = wulz,t;¢+ Ac) — u(z,t;¢),

p(z,t;6,A¢) = a(z,t;é+ Ac) — alz, t;¢),

w(z, t;é,Ac) = v(z,t;é+ Ac) —v(z, t; é),
la variacién de la funcién ®(c) es igual a

e+ Ac)—P() =
T T
- / fu(l, £+ Ac) — s (t)]2dt — / [u(l, t; &) — vs(t)]2dt =
0 0
= /OT(uz(l,t;énL Ac) = 2u(l, t; &+ Acyps(t) + Yi(t) —
~u?(L,1;€) + 2u(l, t; &5 (t) — Y3 (t))dt =
= /OT(u2(l, t: &+ Ac) — u*(1,t;8) + 2u(l, t; &)ps(t) —
—2u(l, t; ¢+ Ac)ys(t))dt =
= -/OT(UQ(I, t;é+ Ac) —u(l, t;é+ Ac)u(l, t;¢) +
+u(l, t;¢ + Ac)u(l, t;8) — u(l,t; ¢+ Ac)u(l, t; ¢) +
tu(l, t; ¢+ Acyu(l, t; &) + u(l, t; e)u(l, t; ¢) —
—u(l, t; &)u(l, t; &) —u(l, t; Su(l, t; &) + 2u(l, t; &)s(t) —
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—2u(l, t;e+ Ac)ps(t))dt =
=2 / "l 4:3) — s () (ull, 1 & + Ac) — u(l, 1:3))dt +
+/ u(l,t; & + Ac) —u(l, t;é))%dt =
_9 /0 fu(l, ;&) — ws(t)lq(l, t: &, Lc)dt +
+ “la0, 4,6 Ao)d (12)
Desarrollemos la. expresion py(z, t; & Ac) de la siguiente manera:
pu(, 4,8 Ac) =
= ay(z, ;¢ + Ac) — ay(z,t;¢) =
= Bu(z, ;¢ + Ac); e+ Achu(z, 6+ Ac) —
—Bu(z, t;¢ + Ac);é+ A)F(u(z, ;¢ + Ac), g)) —
—B(ulz, t;¢); E)u(z, t;¢) + Blulz, t;6); O)F (v(z, t;¢), g) =
= Blu(z, t;8); ) (u(x, t; &+ Ac) — u(z, ) +
(@ b6+ D) (Blulz, B+ D);E + Ac) - Bluls, 63 ) ~
—[Bulm, £+ Ac) &+ A)F(u(z, 6+ Ac), g) —
—Blu(z,t; 6); ) F (v(z, t;¢), g)] =
Blulz, t; 8); &)(ulz, &+ Ac) — ulz, 1;6)) +
HBu(z, e+ Ac);é+ Ac) — Blulx, 1;2); 6+ Ac)} -
((ulz, £+ Ac) — u(z, ) + Blulz, t;6);é + Ac) -
u(z,t; ¢+ Ac) + Blulz, t; ¢+ Ac);é + Ac) -
u(z, £;6) — Blulz, t; 8);& + Ac)u(z, ;&) —
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—B(u(z, t; é); E)ulz, t; ¢ + Ac) —

A (a8, 80) + F(o(z, 50),6) + O)?]

(Blu(z, ;¢ + Ac);é+ Ac) — Blu(z, t;6);6) + B(u(z, 1; ¢); €)) —
—B(u(z,t;¢); ) F(v(z, t;¢), 9)} =

= B(u(z,t;8); é)q(z, t; ¢, Ac) + q(z, t; ¢ Ac) -

{B(u(z, t;E+ Ne); &+ Dc) — Blu(z, t;8); ¢+ D)} + ulz, t;E+ Ac) -
{Bu(z,t;¢); ¢+ Ac) — Blu(, £;6);€)} +

+u(z,t; E){Bulz, t;¢ + Ac); ¢+ Ac) — B(u(z, t; 8); ¢+ D)} =

- —{[%w(m, t;¢, Ac) + F(v(z, t;¢), g) + O(w)?] -

(B ulz, 10, + Ac)ale, 6, 50) +

0 + (e, 6, 00) + Flole, 12),6) +

+O(w?) - Blu(z, t;6), 6+ Ac) — Blu(x, t; €); &) F (v(w, 1; ), 9)}

f

= B(u(z, t; ¢); &)q(z, t; ¢, Ac) + u(z, t; ¢ + Ac)h(z, t; ¢, Ac) +
2 e, 50), 6+ D@ (@,55,80) +
+u(z, t; &)q(z, t; & Ac)) + O(P){q(z, t; ¢, Ac) + u(x, t;8)} —

oF 0B o -
_{%'IU((E, ;¢ Ac)_aZ(u(xv L3 C), c+ AC)Q((E, i;c, AC) +

O w12, DO) + Flo(z, :8),6) oo (e, ), 2+ Ac)-

-q(z,t;8 Ac) + F(v(z, t;6),9)0(q)?) + O(wz)%(u(x, t;¢),e+ Ac) -

-q(z,t; ¢, Ac) + aa—f;w(x, t; ¢, Ac)B(u(z, t;¢), ¢+ Ac) +

+O0(w?*)O(q?)) + F(v(z,t; &), 9)h(z, t; & Ac) +
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+0(w®)B(u(z, t;8), ¢ + Ac)}
En consecuencia

pi(, 1€, Oc) =

= B(u(z,t;¢); 6)q(z, t; ¢, Ac) + u(z, t; ¢+ Ac)h(z, t; ¢ Ac) +

+g§(U(ﬂc,t; &), &+ Ac)g*(z,1;¢ Ac) +

+%’§(u(m, t;¢), ¢+ Ac) - u(z, t; ¢)q(z, t; €, Ac) +

+0(¢*)q(z, t; ¢, Ac) + O(g)u(, t; ) —

oF . 0B = - _
—5U~w(a:, t; €, Ac)%(u(x, t;¢), ¢+ Ac)q(z, t; ¢, Ac)

OF . 9 NG /¢ s .

50,68, 800() — F(u(a,4:0),9) g (u(, 4,6+ A0)

Q((E, L é’ AC) - O(w2)gu—ﬁ(u(:c, L; é)a c+ AC)(](:IJ, t; 61 AC) -

—F(v(z,t;¢), 9)0(¢")O(w*)O(q”) ~

——%%w(x, t; ¢, Ac)B(u(z, t;¢), e+ Ac) —

—F(v(z,t;6), g)h(z, t; & Ac) — O(w?)(z, ;& Ac)B(u(z, t;8), e+ Ac) (13)
Escribamos (12) en forma mas compacta:

pi(x, 156, Ac) =

= B(u(z, t;); &)q(,3; ¢, Ac) + u(z, t; ¢ + Ac)h(z, t; ¢, Ac) +

+ 2D (e, 52),6+ Ac) - ula, 1), 156, ) ~

OF 0B e
—-E;w(:c, t; ¢, Ac)-é;(u(x, t;¢), ¢+ Ac)g(z,t; ¢, Ac)

—F{v(z,t;¢), g)gg(u(x, t;8),é+ Ac)q(z,t; ¢ Ac) —
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——%%w(:c, t; é, Ac)B(u(z, t; ), ¢+ Nc) —

—F(v(z,t; ¢), 9)h(z, t; ¢, Ac) + Ry,

donde

R = %(u(x, t;6),& + Ac)gi(x, t; €, Ac) + O(g?)q(z, t; &, Ac)

= +0(g)ula,59) - (s, 68 80)0(?) -
0N D u(a 158), -+ Dela(a 55, ) ~ Flola, ), 0)0(¢") ~

—0Ww?0(¢%) — O(w?)B(u(z, t; €), ¢ + Ac).

Asi que las funciones ¢(z,t,¢,Ac), p(z,t,é Oc), w(z,t,é, Ac) son soluciones

del problema

vgy(z,t,¢ Ac) = —pi(a, t, ¢, Ac), (14)

pt(x) t: 6) AC) =

= B(u(z,t,é); €)q(x, t, ¢, Ac) + u(z, t, ¢ + Ac)h(z,t, & Nc) +

+g§(u(a:, t,8),¢+ Ac) - u(z,t,¢)q(z,t,¢, Ac) —

oF B o8 - - .
—%w(a:,t, ¢, Ac)%(u(z, t,¢),e+ Ac)g(z,t, ¢, Nc) —
~F(o(e,1,), )90 (u(z,1,), 5+ Ac)g(z, 1,6, Ac) ~
_%va(ma i, ¢ AC),B(’U,(.’B, i é)) c+ AC) -

-..F(,U(z) t’ 6)’ g)h(a:7 t) a’ AC) + Rl’
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wy(z,t, ¢ Ac) + yw(z, t, & Ac) =

= p(z,1,¢ Ac) + Api(z, 8, €, Ac), (15)
q(0,t,¢, Ac) =0, (16)
p(z,0,¢, Ac) = w(z,0,¢ Ac) = 0. (17)

Consideremos las funciones m(z,t;¢), n(z,t;¢), r(z,t;¢), las cuales son soluciones
del problema conjugado

ni(z,t;¢) = —yr(z,t;0);(x,t) € Qr, (19)

ri(z,t;¢) = {——%m(x, t;¢) + n(z,t;¢) + Ar(z, t;6)} -

{0 (e, 1:8),0} + (a2, (20)
m(l,t;¢) = 2(u(l,t;é) —s(t)),0 <t < T, (21)
n(z, T;é) = r(z,Ti¢)=0, 0<z<LL (22)

Regresando a la ecuacién (11) y utilizando las condiciones (16)-(17) y (21)-(22),

tenemos

B+ Ac) — 0(8) =
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T T
= f (q(l,t;¢, Ac))dt + / f {m(z,t;&)q.(z,t; ¢, Ac) +
0 o Jo
+mg(z,t;6)q(2, t; ¢, Ac) + nlz, t; &)p (2, t; ¢, Ac) +
+n(z, t; E)p(z, t; ¢, Ac) + r{x, t; E)we(z, t; €, Ac) +
+ri(z, t; Ew(z, t; é, Nc)}dzdt =
T
= [ (a5, 00)%t+
0
T 1
[ [ mia b mia e A} +
o Jo v
+mg(z,t;6)q(z, t;;0c) + n(z, t; &)p(z, t; €, Dc) +
+n4(z, t; €)p(z, t; &, Ac) — r(z, t; &)yw(z, t; ¢, Ac) +
+r(z, t; &)yp(a, t; ¢, Ae) + r(z, t; &) Api(z, t; ¢, Ac) +
+7r4(z, t; &)w(z, t; é, Ac)}dzdt =
T
= / (q(L,t; ¢, Ne))?dt +
0
T 4]
+/ / {-—;m(a:, t;¢)u(z, ;¢ + Ac)h(z,t; ¢, Ac) +
o Jo
+ém(m, t;¢)F(v(z,t; ¢), g)h(z,t; ¢, Ac) —
—%m(m, t;¢)Ry + n(z, t; &)u(x, t; ¢ + Ac)h(z, t; ¢, Ac) —
—n(z,t; &) F(v(z,t; ), g)h(z, t; ¢, Ac) +
+n(z,t; )Ry + r(z, t; &) Au(z, t; ¢+ Ac)h(z, t; ¢, Ac) —
—r(z,t; 6)AF (v(z, t; €), g)h(z, t; € Ac) +

+r(z,t; ) AR, }dzdt.

Como las funciones ¢(z,t;¢ Ac), p(z,t;¢, Ac), w(z,t;é Ac) ym(z,t;¢), n(z,t;8),
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r(z,t; ¢) satisfacen las ecuaciones (13)-(17)y (18)-(22), respectivamente, entonces

T
O(G+ Ac) — 0(3) = /0 (q(, £; & Ac))2dt +
T 1
+/0 /0 {{—-;m(m, t;é)h(z,t; ¢, Ac)(u(z, t; ¢+ Ac) — F(v(z, t;¢),9)) +
+n(z,t; &) h(z,t; ¢, Ac)(u(z, t; ¢+ Ac) — F(v(z,t;¢),9)) +
+Ar(z,t;é)h(z, t; ¢, Ae)(u(z, t; ¢+ Ac) — F(v(z,t;€),9)) -

1

de donde
T
®(E+ Ac) — 0(E) = /0 (q(1,t; & Ne))2dt +
T 1 _ .
+/0 /0{—;m(x,t,c) + n(z,t;€) +

+Ar(z,t; &) }h(x, t; ¢, Ac)(u(x, t; ¢+ Ac) — F(v(z, t;é),g)) }dzdt +

+ /OT A’{—%m(a:, t;¢) + n(z, t; ¢) + Ar(z, t; &)} Ridzdt. (23)

De la representacién (23) para el incremento de la funcién ®(c) y de las definiciones

h(z,t;¢,Ac) y Ri(z,t;é Ac) obtenemos que

@ = [ [ omta o

+Ar(z, t; 6)}2—2(1}(2:, t;é); ¢)(u(z,t; ¢ + Ac) — F(v(z, t;¢), g))dzdt.

La férmula obtenida para el gradiente de la funcién ®(c) puede ser empleada cuando
se aplica a alguno de los métodos del gradiente para la minimizacion de la funcién
®(c). Mostrémoslo para el caso del método del gradiente condicionado para la
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minimizacién de la funcién ®(c) sobre el conjunto W. De acuerdo con [6], para
determinar la aproximacién (k + 1)—ésima a través de la aproximacién k-ésima c(¥)

(conocida) es necesario encontrar la aproximacién de ayuda ¢ (¥ € W de la condicién

{qy(c(k)), ™k _ AP} =

min
= {2'(c¥),c - W} =
ceW
min n
= > @(c®)(e— ) =
cew !
min o~ n o4
_ ZZ/ /{—-m(x,t,&)
cew =1=170 70 v

+n(z,t,¢) + Ar(z,t, &)}g—Z(v(x,t; c®); ¢®) -

y después calcular c¢*t1) por la férmula

KD = c®) 4 gy (¢ — B, O<op<l (24)
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5. RESULTADOS

Resumimos a continuacién los principales resultados obtenidos en la realizacién de

este trabajo:

1. Se investigaron los modelos de los procesos de sorcién dindmica con cinética de

difusién interna, externa y mixta.

2. Se estudiaron algunas propiedades de la solucién u(z,t), a(z,t), v(zx,t) del
problema. incial-contorno, entre ellas, la positividad de las derivadas u;, a; y vy
la negatividad de las derivadas u,, a, y v;, al mismo tiempo que se establecieron

las cotas para la solucién del problema.

3. Se demostrd el teorema de unicidad de la solucién del problema inverso en lo

global.

4. Se resolvio el problema inverso por el método de parametrizacion y se determiné

la derivada de la funcional con la ayuda de un problema de valor inicial-frontera.
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