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Resumen

Titulo: Conjuntos omega limite en clases de continuos
Autor: Johan Camilo Cancino Rey @

Palabras Clave: Conjuntos omega limite, Continuo atriédico, Continuo de tipo lambda, Funciones omega limite,

Sistema dindmico discreto.

Descripcion: Dados un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién continua definida sobre X, es comiin
llamar sistema dindmico discreto al par (X, f). Para un punto x € X, se definen sus conjuntos omega limite como
o(x,f) = {y € X : y es punto limite de la sucesion (f"(x))nen} y Q(x,f) = {y € X : existen sucesiones (x;);eny C
Xy (ni)ien CNconx; —xy f(x;) =y}, los cuales nos permiten definir de forma natural las funciones omega limite
0p, Qr: X — 2% En este trabajo estudiaremos propiedades de los conjuntos omega limite y las funciones omega limite

en ciertas clases de continuos, como continuos de tipo lambda, dendritas, dendroides o continuos atriédicos.

Iniciaremos presentando los conceptos mds relevantes de teoria de continuos y sistemas dindmicos discretos que se
usarén a lo largo del trabajo. Luego, abordaremos los continuos de tipo A, y presentaremos la nocién de funcién que
preserva fibras, que serd esencial al estudiar algunas propiedades dindmicas en esta clase continuos. Posteriormente,
consideramos los puntos no errantes y su relacién con el conjunto Q(x, f); en esta parte se mostrard por ejemplo que
la funcién € siempre es semicontinua superior. Seguidamente se presentardn algunas generalizaciones de resultados
conocidos previamente, y para finalizar se estudiardn los continuos atriédicos y ciertas propiedades dindmicas que

involucran los conjuntos omega limite, puntos periddicos, puntos recurrentes y el concepto de equicontinuidad.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Javier Enrique Camargo Garcia, Doctor en Ciencias.
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Abstract

Title: Omega limit sets on types of continua
Author: Johan Camilo Cancino Rey

Keywords: Atriodic continuum, Continuum of type lambda, Discrete dynamical system, Omega limit functions,

Omega limit sets.

Description: Given a compact metric space X and f: X — X a continuous function defined on X, the pair (X, f)
is usually called discrete dynamical system. For x € X, its omega limit sets are defined as o(x,f) = {y € X :
y is a limit point of the sequence (f"(x)),en } and Q(x, f) ={y € X : there exist sequences (x;);jeny C X and (n;)jeny C
N with x; — x and f" (x;) — y} and these sets allow us to define in a natural way the functions @y, Qs: X — 2X. In
this work, we study properties of the omega limit sets and the omega limit functions in some types of continua such as

continua of type lambda, dendrites, dendroids or atriodic continua.

We start presenting the most relevant concepts about continuum theory and discrete dynamical systems that will be
used through this work. Then, we will study the continua of type A and we define the concept of function that preserves
fibers, which will be esential to study some dynamical properties in this kind of continua. After that, we consider the
non wandering points and their relation with the set Q(x, f); in this part we prove that the function Q is upper
semicontinuous. Next, we present some generalizations of known results, and finally we study atriodic continua and
certain dynamical properties that involve the omega limit sets, periodic points, recurrent points and the concept of

equicontinuity.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Javier Enrique Camargo Garcia, Doctor en Ciencias.
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Introduccion
Dados un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion continua definida sobre X, es
comiin llamar sistema dindmico al par (X, f). En los sistemas dindmicos discretos, es de particular
interés estudiar la 6rbita de un punto x € X; es decir, el conjunto &'(x, f) = { f"(x) : n € N}, donde
f": X — X hace referencia a la composicién de f consigo misma n veces. Puede pensarse que
la 6rbita del punto x nos da informacién sobre como va cambiando x a medida que transcurre el

tiempo.

Asimismo, en el estudio de un sistema dindmico discreto (X, f) son relevantes los puntos
fijos de f, los puntos periddicos, los puntos eventualmente periddicos, y el concepto de conjunto
omega limite de un punto x, el cual estd conformado por los puntos en el espacio X que son puntos
de acumulacion de la 6rbita de x bajo f. Ademads, dichos conjuntos omega limite permiten definir
de forma natural una funcién de X en su hiperespacio 2%, e indagar sobre la continuidad de esta

funcion.

Algo interesante es, dado un espacio métrico compacto X, y una funcién continua f: X —
X, estudiar cuéndo el conjunto {f" : n € N}, visto como subespacio del espacio producto X¥, es-
td conformado tnicamente por funciones continuas. En este sentido, se puede verificar que si la
funcién f es equicontinua; es decir, la familia { f" : n € N} es equicontinua, entonces toda funcién

que sea punto limite de { /" : n € N} es continua.
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En relacién a esto, en (Bruckner and Ceder, Teorema 1.2) se prueba el siguiente teorema

para el caso del intervalo cerrado [0, 1].

Teorema. Sea f: [0,1] — [0,1] una funcién continua. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes.

—

. f es equicontinua;

2. oy es continua;

3. W2 €s continua;

4. Fix(f?) = Naen f"((0, 1]);
5. Fix(f?) es conexo.

También, en el contexto de las dendritas, en (Camargo et al., 2019) y (Camargo and Can-
cinol 2020), se dan resultados que caracterizan la equicontinuidad de una funcién definida en
una dendrita, asi como condiciones necesarias y suficientes para la continuidad de la funcién @y.

En (Camargo and Cancino, Teorema 4.6) por ejemplo, se prueba el siguiente teorema.

Teorema. Sean X una dendrita y f: X — X una funcidén continua y sobreyectiva. Entonces son

equivalentes:

1. Per(f) es conexo y Per(f) = X;

2. oy es continua y X = Rec(f);
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3. oy es continua y Per(f) = X;
4. o(x,f) =Q(x, f) para cada x € X;
5. f es equicontinua.

El objetivo del presente trabajo es estudiar propiedades de los conjuntos omega limite y las
funciones omega limite en ciertas clases de continuos, como continuos de tipo lambda, dendritas,
dendroides o continuos atridédicos. También, se revisaran propiedades relacionadas con los concep-
tos de puntos periddicos, puntos recurrentes, puntos no errantes y equicontinuidad. Mostraremos
los resultados que obtuvimos con respecto a lo mencionado antes, y se generalizardn algunos re-

sultados que ya se han abordado en graficas, dendritas o dendroides.

En el Capitulo [I] presentaremos los preliminares de este trabajo. En la Seccién [I.1] inclui-
mos la definicién de continuo y de algunos de los tipos de continuos que se usardn en capitulos
posteriores, asi como algunas propiedades de estos. En la Seccion[I.2]se presentan los conceptos
fundamentales de sistemas dindmicos discretos como los son: los puntos fijos, puntos recurrentes
o la nocién de equicontinuidad. Asimismo, se dan algunas propiedades que relacionan estos con-
ceptos y que usaremos con frecuencia. Se agregardn algunas demostraciones y en otros casos se

dard alguna referencia de consulta.

El Capitulo 2| estard basado en los continuos de tipo A. Daremos su definicién y algunos

ejemplos de este tipo de continuos. Seguidamente, para una funcién f: X — X definida sobre un
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continuo de tipo A, diremos qué significa que esta preserve fibras y usaremos este tipo de funciones
durante todo el capitulo. Usando esto, podremos inducir una funcién f en el intervalo [0, 1] y con

ayuda de esta, probaremos algunas propiedades dindmicas en continuos de tipo A.

En el Capitulo @ trataremos los puntos no errantes y la funcion €. Para esto, iniciamos
dando su definicién y propiedades bésicas. Durante este capitulo veremos la relacion que guardan
los puntos no errantes y el conjunto Q(x, f), daremos unas condiciones suficientes para que la fun-
cién Q sea continua o constante sobre la 6rbita de cualquier punto. Veremos un caso en el que el
conjunto Q(x, f) resulta ser un continuo, y se presentaran ejemplos con respecto a dichos resul-
tados. Ademas, probaremos que la funcion Q es semicontinua superior para cualquier funcién f

definida en un espacio métrico compacto.

En el Capitulo ] se generalizardn algunos resultados conocidos. Veremos que, en conti-
nuos Unicamente arcoconexos en los que cada subcontinuo tiene la propiedad del punto fijo, la
continuidad de la funcién @ implica que el conjunto de puntos periddicos sea conexo. También,
trataremos con los continuos regulares en los que cada par de puntos se une por un nimero finito de
arcos y mostraremos que en ellos, si Q(x, f) es totalmente disconexo, entonces la funcién f resulta
equicontinua en el punto x. Daremos una condicién necesaria y suficiente para la continuidad de la

funcién @y, si f estd definida en un espacio métrico compacto.

Finalmente, en el Capitulo E] nos centraremos en continuos atridédicos, los cuales definimos
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alli e ilustramos con unos ejemplos muy conocidos. Probaremos que para cierta clase de continuos
atriddicos y hereditariamente descomponibles, las nociones de punto recurrente y punto fijo son
equivalentes. Usando esto y resultados de capitulos previos, mostraremos algunas equivalencias

entre ciertos conceptos de dindmica, en dicha clase de continuos.
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1. Preliminares

Este capitulo lo dividimos en dos partes: Teorfa de continuos (Seccién [I.1), donde intro-
ducimos las nociones bdsicas de algunos de los continuos que usaremos durante este trabajo; y
Sistemas dindmicos discretos (Seccién|[I.2)), donde damos los conceptos principales sobre sistemas
dindmicos con los que estaremos trabajando y las propiedades mas relevantes que se requerirdn. Se
agregaran algunas demostraciones para facilitar la comprension de ciertas propiedades y en otros
casos, se mencionard una referencia para ver mas detalles.
1.1. Teoria de continuos

En este trabajo todos los espacios serdn métricos compactos y no vacios. Un espacio métrico
compacto y conexo no vacio lo llamaremos continuo. Un subcontinuo es un continuo contenido en

algtn espacio métrico compacto.

Definiciéon 1.1.1. Un continuo X se dice irreducible entre dos puntos a,b € X, si no existe un
subcontinuo propio L de X, tal que {a,b} C L. Ademds, un continuo X es llamado irreducible si

existen a 'y b en X tales que X es irreducible entre a y b.

El intervalo cerrado [0, 1] es claramente un continuo irreducible entre 0 y 1. Mds adelante,

en el Capitulo 2, trabajaremos con detalle una clase particular de continuos irreducibles.

Definicion 1.1.2. Se dice que un continuo X es descomponible si existen subcontinuos propios A
y B de X, tales que X = AUB. X es llamado indescomponible si X no es descomponible. Ademds,

se dice que X es hereditariamente descomponible (indescomponible) si todo subcontinuo de X es
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descomponible (indescomponible, respectivamente).

En (Kuratowski, [1968) y (Nadler, 2017), se pueden encontrar ejemplos y propiedades de

estas clases de continuos.

Definicion 1.1.3. Sean X y Y dos espacios topolégicos. Una funcién continua y sobreyectiva

f: X =Y es llamada monétona, si £~ !(y) es un subcontinuo de X, paracaday € Y.

El resultado que se menciona a continuacién sobre funciones mondtonas es conocido, y una

prueba de este, puede encontrarse en (Kuratowski, §46, I, Teorema 9).

Proposicion 1.1.4. Sean X y Y espacios topologicos 'y f: X — Y una funcion continua y sobre-
yectiva. Entonces, f es mondtona si, y solo si, f~'(C) es conexo para cada subconjunto conexo C

deY.
Haciendo uso del Lema de Zorn, no es dificil demostrar el siguiente lema.

Lema 1.1.5. Sea X un continuo. Si a y b son puntos distintos en X, entonces existe un subcontinuo

Z de X irreducible entre a y b.

Definicion 1.1.6. Un continuo X es llamado unicoherente si para cada par de subcontinuos A y
B de X, tales que X = AUB se tiene que AN B es conexo. Se dice que X es hereditariamente

unicoherente si todo subcontinuo de X es unicoherente.

Note que si X es hereditariamente unicoherente, entonces para cada par de subcontinuos A

y B de X se tiene que AN B es conexo. Usando esto y el Lema|[I.1.5 puede probarse lo siguiente.
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Lema 1.1.7. Sea X un continuo. Entonces, X es hereditariamente unicoherente si, y solo si, para

cada par de puntos p,q € X con p # q, existe un tinico subcontinuo de X, 1(p,q), irreducible entre

pPyq.

Un arco es cualquier espacio homeomorfo al intervalo [0, 1]. A continuacién daremos la

definicion de dendroide.

Definicion 1.1.8. Un dendroide es un continuo hereditariamente unicoherente y

arcoconexo.

Con ayuda del Lema[I.1.7] es sencillo observar que un continuo X es un dendroide si, y solo
si, para cada par de puntos a,b € X existe un dnico subcontinuo irreducible entre a y b, I(a,b), y

tal subcontinuo /(a,b) es un arco.

A continuacién se dan las definiciones de espacio uniformemente localmente arcoconexo y

continuo de Peano, y algunas propiedades relacionadas con estas.

Definicién 1.1.9. Un espacio métrico (X,d) es llamado uniformemente localmente arcoconexo
(ULAC) si para cada € > 0, existe 0 > 0 tal que para cada x,y € X con d(x,y) < 9, existe un arco

en X de x a y con didmetro menor que €.

Definicion 1.1.10. Un continuo X es llamado continuo de Peano si es localmente conexo en cada
punto; esto es, cada punto de X tiene una base de vecindades abiertas y conexas. Ademads, X es

hereditariamente localmente conexo (hlc) si todo subcontinuo de X es localmente conexo.
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Una clase particular de los continuos de Peano son las dendritas, las cuales definimos ahora.

Definicion 1.1.11. Una dendrita es un continuo de Peano que no contiene subcontinuos homeo-

morfos aS!' = {z€ C: || = 1}.

No es dificil demostrar el siguiente lema. Este se encuentra enunciado en (Nadler, Ejerci-

cio 8.30).
Lema 1.1.12. Todo continuo de Peano es ULAC.

Ahora, daremos la definicién de continuo regular, la cual usaremos en algunas ocasiones

durante el Capitulo 4]

Definicion 1.1.13. Sean X un continuo y p € X. Se dice que X es regular en p, si p admite una

base de vecindades con frontera finita. X es llamado regular si X es regular en cada punto.
Una demostracion del lema que sigue puede ser consultada en (Nadler, Teorema 10.16).
Lema 1.1.14. Todo continuo regular es hlc

1.2. Sistemas dinamicos discretos

Dado un espacio métrico compacto (X,d), consideraremos los siguientes hiperespacios:

2X = {A C X : A es cerrado y no vacio}, y

C(X) = {A € 2% : A es conexo},
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junto con la topologia en 2% inducida por la métrica de Hausdorff, .7, la cual estd dada por
H(A,B)=inf{e >0:AC A (B;e)yBC AN (A;¢)},
donde, para cada C € 2X y cada r > 0,
N (Cyr) ={x € X :existe c € C tal que d(x,c) < r}.

Asimismo, puede considerarse en 2% la topologfa de Vietoris Ty, la cual tiene como base a
la familia

By ={(U,,U,,...,U,) :Uy,U,,...,U, son abiertos de X },

donde

(Uy...,U)={Ae2X:AC UU,-yAﬁUi#@paracadaie{1...,n}}.
i=1

Cuando X es un espacio métrico compacto, la topologfa en 2% inducida por la métrica de Hausdorff
y la topologia de Vietoris en 2%, coinciden. Ademds, 2X resulta ser un espacio compacto. Una

prueba de lo mencionado antes puede encontrarse en (Illanes and Nadler, |1999) y (Nadler, 2017).

Definicion 1.2.1. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcién continuay x € X.
x es llamado punto fijo de f si f(x) = x. Se dice que x es un punto periddico de f si existe k € N
tal que f*(x) = x. Si x es un punto periédico de f, su periodo es el menor entero positivo n tal que

f"(x) = x. El conjunto de puntos fijos de f lo denotaremos por Fix(f), el conjunto de puntos de
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periodo k por Pery(f) y el conjunto de puntos periddicos por Per(f).

Definicion 1.2.2. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcioén continua. Para

cada x € X definimos sus conjuntos omega limite, @ (x, f) y Q(x, f), como sigue:

l. o(x,f) = {y € X : existeunasucesioncreciente (n)rey < Ntal que

limy e ™ (x) = y}.

2. Q(x,f) = {y € X : existenuna sucesion (xz)rey C Xy una sucesién creciente

(ni)renw € N tales que limy oo Xy = x'y Hmy_eo /™ (xx) = y}.

Ademds, un punto x € X es llamado recurrente si x € ®(x, f). El conjunto de puntos recurrentes de

f serd denotado por Rec(f).

La siguiente proposicion resume algunas propiedades acerca de los conjuntos omega limite
de un punto x € X, siendo X un espacio métrico compacto. Para ideas de las pruebas vea el Capitulo

12 en (King and Méndez, 2014), o las proposiciones 2.18 y 2.19 en (Cancino, 2019).

Proposicion 1.2.3. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcion continua, y

n,k € N. Entonces,
1. o(x, f)yQ(x, f) son subcojuntos cerrados de X.
2. f'(o(x, ) = o(x,f) y f(Qx, f)) = Q(x, ).

3. o(f*(x),f) = o(x, f).
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Teniendo en cuenta esto, si X es un espacio métrico compacto y f: X — X es conti-
nua, definimos las funciones @;: X — 2% dada por @/(x) = @(x,f), y Qr: X — 2% dada por

Qy(x) = Q(x, f). Obsérvese que, por la Proposicion |1.2.3] estas funciones estdn bien definidas.

Ahora, daremos la definicién de lo que se entiende por equicontinuidad de una funcién

definida en un espacio métrico compacto.

Definicién 1.2.4. Sean X y Y espacios métricos compactos y YX = {f: X — Y : f es continua},
junto con la métrica uniforme. Una familia .# C YX es llamada equicontinua si para cada £ > 0
existe 8 > 0 tal que si dx (x1,x2) < 8, entonces dy (f(x1), f(x2)) < € para cada f € .Z. Se dice que
f+ X — X es equicontinua si la familia .# = { f" : n € N} es equicontinua; esto es, para cada € > 0

existe § > 0 tal que si d(x;,x2) < 0, entonces d(f"(x1), f"(x2)) < € para cadan € N.

Las proposiciones y definiciones que se mencionan ahora las usaremos con frecuencia en

los demas capitulos de este trabajo. Incluiremos algunas demostraciones para comodidad del lector.

Una prueba de la siguiente proposicion puede encontrarse en (Camargo et al., Teorema 3.6).

Proposicion 1.2.5. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion continua. Si f

es equicontinua, entonces @y es continua.

Demostracion. Dado € > 0, por ser f equicontinua, existe 0 > 0 tal que si d(x,y) < § enton-
ces d(f™(x),f™(y)) < § para cada m € N. Veamos que tomando este § > 0, se satisface que

J(0(x, f),0(y, f)) < € siempre que d(x,y) < 0. Seaxp € @(x, f), entonces existe una sucesion
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creciente (n;);en C N tal que 1im; o, /™ (x) = xo. Luego, existe ip € N tal que d( ™ (x),xo) < § para
i > ig. Por la compacidad de X, tenemos que para la sucesion (f"(y));en existe una subsucesion
(f"i (y))ien tal que limj_e £ (y) = yo € X. Es claro que yo € @(y, f) y podemos tomar jjo > io

tal que si j > jo, entonces d( "7 (y),y0) < §. Asi, para j > jy se tiene que:

d(x0,y0) < d(xo, f"(x)) +d(f"i (x), 5 (y)) +d(f" (), y0)
e € €
< § + g + § =E&.

De lo anterior, @(x, f) C A (@(y, f);€). De forma andloga vemos que @(y, f) C A (@(x, f);€) y

con esto, S (w(x, f), w(y, f)) < € sid(x,y) < 8, con lo cual concluimos que @y es continua. [

Usando la definicién de equicontinuidad puede comprobarse que una funcién es equiconti-

nua si, y solo si, cada una de sus iteradas también es equicontinua.

Proposicion 1.2.6. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion continua. En-

tonces, f es equicontinua si, y solo si, f" es equicontinua para cada n € N.

Definicion 1.2.7. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcién continua. Un
subconjunto A de X es llamado minimal si es no vacio, cerrado, invariante (f(A) C A) y es minimal

respecto a las tres condiciones anteriores.

Usando el hecho de que el conjunto @(x, f) es cerrado e invariante (Proposicion |1.2.3)

puede demostrarse lo siguiente para conjuntos minimales.
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Proposicion 1.2.8. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcion continuay A C X.

Entonces A es minimal si, y solo si, A = @(x, f) para cada x € A.
La siguiente proposicion es la misma que en (Camargo and Cancino, Lema 3.1).

Proposicion 1.2.9. Sean X un espacio métrico compacto'y f: X — X una funcion continua. Si @y

es continua, entonces @(x, f) es un conjunto minimal para cada x € X.

Demostracion. Usemos la Proposicion Sea y € o(x, f). Entonces, existe una sucesion es-
trictamente creciente (ny)reny C N tal que limy o, /™ (x) = y. Por la Proposicién se tiene que
la sucesion (@ (™ (x), f))ken es constante de valor @(x, f). Asi, la continuidad de @y implica que

o(y, ) = limy_,o @(f™(x), f) = ©(x, f) y por ende, ®(x, ) es un conjunto minimal. O
Una prueba de la siguiente proposicion puede ser consultada en (Camargo et al., Lema 3.5).

Proposicion 1.2.10. Sean X un espacio métrico compacto 'y f: X — X una funcion continua. Si f

es equicontinua, entonces @(x, f) = Q(x, f) para cada x € X.

Demostracion. Es claro que @(x, f) C Q(x, f). Ahora, siy € Q(x, f), existen sucesiones (x;);en C
Xy (ni)ien C N tales que lim;_oox; = x y lim; 0 f (x;) = y. Asi, dado € > 0, existe ip € N tal que
d(f™(x;),y) < % para todo i > io. Por ser f equicontinua, existe & > 0 tal que d(f"(x), f"(y)) < §
para cada m € N, siempre que d(x,y) < 8. Como lim;_,.x; = x, podemos elegir i; > ip de modo

que d(x;,x) < & para todo i > ij y con esto, d(f"(x;), f"(x)) < 5. Con lo anterior, tenemos que
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parai >ip:
d(f™(x),y) <d(f"(x), f"(x) +d(f" (xi),)
JELE_,
2 e
Por lo hecho antes, tenemos que y € @(x, f) y con esto concluimos que ®(x, ) = Q(x, f). O

La demostracién de la siguiente proposicion es la misma a la presentada en (Camargo and

Cancino, Teorema 3.2).

Proposicion 1.2.11. Sean X un espacio métrico compacto 'y f: X — X una funcion continua. Si

o(x, f) = Q(x, f) para cada x € X, entonces Wy es continua.

Demostracion. Puede probarse que bajo estas condiciones @(x, f) es un conjunto minimal para
cada x € X. Ahora, sea (x;)reny C X una sucesion tal que 1imy_,.. xx = xo para algin xo € X, y pro-
bemos que limy_,., ®(xx, f) = ®(xo, f). Por la compacidad de 2% existen A € 2X y una subsucesion
(@(x;, f)) jen de (O(xk, f) ke tales que limje @(xy;, f) = A. Veamos que A = @(xo, f). Si p €
A, entonces existe una sucesion (yy;) jen tal que yi; € @(xg;, f) para cada j € Ny im0 yy; = p.
Para cada j € N, seam; € N tal que d(f™ (xy;), ;) < % De esto se sigue que 1im o0 /™ (xi;) = p
y por tanto, p € Q(xg, f) = @(xo,f). Asi, A C ®(xp, f). Por la Proposicién se tiene que
f(o(xy;, f)) = ©(xy;, f) paracada j € N'y por tanto f(A) = A. Luego, por la minimalidad del con-
junto @(xo, f), concluimos que A = @(xo, f). Como (@(xk;, f)) jen fue una subsucesion arbitraria

convergente de (@(xg, f))ken. se tiene que limy_.. @ (xx, f) = @(xo, f) y asi, @y es continua. [
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Con el siguiente ejemplo podemos observar que el reciproco de las proposiciones [[.2.5]y

[[.2.11lno es verdadero.

Figura 1.
Continuo definido en el Ejemplo @

\ /

N

Fix(f) = {p}

Ejemplo 1.2.12. Consideraremos los puntos en R? en coordenadas polares, con dngulo en radia-

NS

), a_; = (%,3[7”) Y para cadan > 2, sean a, = (rllﬁ,—%—f—z(n—ﬂ_l))

Y

=

nes. Sean ap = (1, %) a; = (

_ 1 T T 2
ya_, = (m, —5— 2(n71)>. Denotemos por ay, al segmento de recta en R” que une los puntos

p=1(0,0) y a, para cada n € Z. Sean X = J,,c7, 0 y definamos f: X — X tal que f(p)=py f
envie linealmente el arco o, en el arco 0, de forma que f(a,) = any1, para cada n € Z (vea la

Figural[l). No es dificil darse cuanta de los siguientes hechos.

= O(x,f) ={p} para cada x € X.

« Q(x,f) = {p} para cadax # py Q(p, ) = X.
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= f no es equicontinua en p.

Por dltimo, recordamos la definicién de funcién semicontinua superior y semicontinua in-

ferior.
Definicion 1.2.13. Sean X y Y espacios topolégicos y F: X — 2 una funcién. Entonces,

= F es semicontinua superior en xo € X si para cada abierto V de Y tal que F(xg) C V, existe

un abierto U de X tal que xo € U y F(x) CV para cadax € U.

= F es semicontinua inferior en x( € X si para cada abierto V de Y tal que F(xp) NV # 0, existe

un abierto U de X tal que xo € U y F(x) NV # 0 para cada x € U.

En la prueba de la préxima proposicion se siguieron las mismas ideas que en (Camargo

et al., Proposicion 3.9).

Proposicion 1.2.14. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion continua. Si

X =Rec(f), entonces wy es semicontinua inferior.

Demostracion. Sean xg € X, (xx)keny C X una sucesion tal que limy_ .o x;y = xg9, y W un abierto
de X tal que ws(xo) "W # 0. Sea y € ws(xo) N W. Entonces, existe una sucesién estrictamente
creciente (ny)ren C N tal que limy_o, f™(x9) = y. Asi, como W es abierto, existe j € N tal que
" (xo) € W. Por la continuidad de f™/, limy_., /" (x;) = " (xp) y por tanto, existe ko € N tal que
"j(x;) € W para cada k > k. Por la Proposicién|1.2.3|y el hecho de que X = Rec(f), se sigue que
f p p y q gueq
f(xx) € o(f" (xx), f) = @(xx, f) para cada k € Ny asi, @(xg, f) "W # 0 para cada k > kg. De

lo anterior, @y es semicontinua inferior. O]
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2. Continuos de tipo A

En el presente capitulo estudiaremos conceptos de sistemas dindmicos discretos en conti-
nuos de tipo A. Para ello, iniciaremos introduciendo su definicién, una caracterizacion que usare-
mos con frecuencia es este capitulo, y algunos ejemplos. A continuacion definimos funcidén que
preserva fibras, la cual nos permitird que dada una funcién f: X — X sobre un continuo de tipo
A, podamos inducir una funcién continua f en el intervalo [0, 1] y aprovechar algunos resultados
de dindmica conocidos en [0, 1]. Entre los resultados que probaremos, veremos por ejemplo que la
continuidad de @y implica la continuidad de Wf, y que bajo ciertas condiciones, todo punto debe
ser recurrente. Asimismo, mostraremos algunas condiciones suficientes para que una funcién defi-
nida en un continuo de tipo A posea al menos un punto fijo. Para finalizar el capitulo, presentamos
un resultado para una clase muy particular de continuos tipo A que tiene algunas similitudes con

(Bruckner and Ceder, Teorema 1.2).

Definicion 2.1. Un continuo irreducible X es llamado un continuo de tipo A, si todo subcontinuo

indescomponible de X tiene interior vacio.

Obsérvese que por la Definicién 2.1}, todo continuo de tipo A es un continuo descomponible.
En el siguiente teorema se presentan algunas equivalencias para que un continuo sea de tipo
A . En ocasiones se encuentra en la literatura alguna de estas equivalencias para definir los continuos
de tipo A. Sin embargo, en este trabajo usaremos principalmente el inciso 2) del Teorema[2.2] Para

una demostracién puede verse (Thomas, Teorema 10) y (Kuratowski, p. 199).
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Teorema 2.2. Sea X un continuo irreducible entre a 'y b. Entonces, las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
1) X es un continuo de tipo A;

2) Existe una funcién mondtona m: X — [0,1] tal que m(a) =0, m(b) =1y Inty (m~'(t)) =0

para cadat € [0,1];

3) X admite una descomposicion semicontinua superiormente & en subcontinuos con interior

vacio tal que X /9 es homeomorfo a [0, 1].

4) X admite una descomposicion semicontinua superiormente con mds de un elemento, ¢4, en

subcontinuos con interior vacio tal que X \ L es disconexo para cada L € G que cumple que

a,b ¢ L.

Es claro que el intervalo cerrado [0, 1] es un continuo de tipo A. Otros ejemplos sencillos

de continuos de tipo A los mencionamos a continuacion.

Ejemplo 2.3. La curva senoidal del topdlogo es el continuo S = CIRz{(x,sen(%)) :x € (0,1]}
Es sencillo comprobar que S es irreducible entre cualquier punto de {0} x [—1,1] y el punto

(1,sen(1)); y ademds, es hereditariamente descomponible y por tanto, S es un continuo de tipo A.

Si consideramos el espacio cociente I = S/({0} x [—1,1]), donde S es la curva senoidal
del top6logo, entonces I es homeomorfo a [0, 1] y la funcién cociente m: S — I es una funcién

mondtona que verifica lo establecido en el Teorema[2.2]

Los detalles de la construccion del siguiente ejemplo los tomamos de (Kuratowski, p. 191).
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Ejemplo 2.4. Continuo de los V y los A. Denotemos por € al conjunto ternario de Cantor en
el intervalo [0,1]. Ahora, consideremos el espacio € x [0,1], al cual se le irdn agregando los
siguientes arcos: primero, se agrega el segmento de longitud %, [%, %] x {0}, ahora , agregamos
los dos segmentos de longitud 31—2 [%, %] x {1}y [%, %] x {1}; luego, se unen los 4 segmentos de
longitud 3%, [%,%] x {0}, [%,%] x {0}, [%’%} x {0} y [%—g,%} x {0}, y de esta forma se
contintia el proceso. Con lo hecho antes, se obtiene un continuo, llamémoslo L, el cual se ilustra al
lado izquierdo de la Figura[2| Ahora, para construir el continuo de los V' y los A, que llamaremos
M, tomamos el continuo L y cada uno de los segmentos que fueron agregados los identificamos
(ver lado derecho de la Figura[2). No es dificil verificar que L'y M son irreducibles entre cada par
de puntos a,b cona € {0} x [0,1] y b € {1} x [0,1], y que ademds L y M son continuos de tipo A.

Figura 2.
Continuos L y M del Ejemplo

El siguiente teorema, que es ttil para definir funciones continuas cuyo dominio es un es-
pacio cociente, es bien conocido, y una demostracién del mismo puede verse en (Camargo and

Villamizar-Roa, Teorema 3.44) o en (Dugundji, Teorema 3.1).

Teorema 2.5. (Transgresion). Sean f: X — Y una funcién cocientey g: X — Z una funcion conti-
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nua. Si g| f-1(y) €8 constante, para caday €Y, entonces go f~1: Y — Z es continua y el diagrama:

conmuta.

Definicion 2.6. Sean X un continuo de tipo A, m: X — [0,1] una funcién monétona obtenida
del Teorema[2.2] y f: X — X una funcién continua. Decimos que f preserva fibras, si para cada

t €[0,1], existe s; € [0,1] tal que f (m~'(z)) CTm~"(s,).

Noétese que el elemento s, de la definicién anterior es tnico, pues es claro que la familia

{m~'(s): s €[0,1]} forma una particién de X.

Pregunta 2.7. Sean X un continuo de tipo A junto con una funcién mondtona m: X — [0,1] con
las propiedades del Teorema vy f: X — X una funcion continua. ;Bajo qué condiciones se

puede concluir que f preserva fibras?

Para el continuo de los V y los A, M, que se mencioné en el Ejemplo [2.4] se puede ver que
si f: M — M es una funcion continua, entonces f preserva fibras. Esto se verifica usando el hecho
que m~1(¢) es un arco para cada t € [0, 1], lo cual implica que f(m~!(¢)) es localmente conexo y

por tanto, debe estar contenido en alguno de los arcos m~!(s) con s € [0, 1].

Proposicion 2.8. Sean X un continuo de tipo A, m: X — [0, 1] una funcion mondtona obtenida del

Teorema 2.2} y f: X — X una funcion continua que preserva fibras. Entonces, existe una funcion
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continua f: [0,1] — [0,1] tal que fom = mo f; es deicr, el diagrama:

es conmutativo.

Demostracion. Paracadat € [0, 1], sea f(¢) = s;, donde s; € [0, 1] es el tinico elemento que satisface
que f (m~'(r)) € m~!(s;). Como X es compacto y [0,1] es un espacio de Hausdorff, m es una
funcién cerrada y por tanto una funcién cociente; ademads, de la continuidad de f y de m, mo
f es continua. Asf, observando que, (mo f)(m~'(t)) = s, para cada t € [0, 1], del Teorema de

transgresion (2.5)) se sigue que f es continuay fom =mo f. [l

Pregunta 2.9. Sean X un continuo de tipo A, m: X — [0, 1] una funcion mondtona dada por el
Teorema y f: X — X una funcion continua'y sobreyectiva que preserva fibras. ;Si f(m~1(t)) C

m~(s) para algunos t,s € [0,1], entonces f(m='(t)) =m~"(s)?

En el resultado que se presenta en seguida veremos que, para una funcién sobreyectiva f
definida en un continuo de tipo A y que preserve fibras, la continuidad de la funcién ; es una

condicidn suficiente para obtener la continuidad de oF3

Proposicion 2.10. Sean X un continuo de tipo A, m: X — [0, 1] una funcion mondtona dada por
el Teorema y f: X — X una funcion continua que preserva fibras. Si 0y : X — 2X es continua,
entonces 0z: [0,1] — 2191 es continua, donde f: [0,1] — [0,1] es la funcién de la Proposicio’n

que satisface que fom =mo f.
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Demostracion. Como fom =mo f, tenemos que

Pom=(fom)of=(mof)of=mof>

Mediante un argumento de induccién vemos que, para cada k € N, fXom = mo f*.
Para probar que la funcién 7 0,1] — 2[0:-1] es continua, es suficiente probar que el si-

guiente diagrama es conmutativo, y usar el Teorema [2.5|(Teorema de transgresion).

XX 2.0.1)

.,
[0,1] o, 2[0,1]
En (2.0.1), la funcién 27: 2% — 2001 es 1a funcién inducida por m entre los hiperespacios 2% y
21011 dada por 2"(A) = m(A) para cada A € 2X.

Sea x € X, y veamos que @z(m(x)) = m(®y(x)). Sea y € ®z(m(x)). Entonces, existe una
sucesion creciente de naturales (ny)xen tal que 1img_,., f* (m(x)) = y. Por la observacién hecha al
inicio, tenemos que " (m(x)) = m(f"(x)) para cada k € N. Como X es compacto, existen xog € X
y una subsucesion (ny;) jen de () ken tales que lim;j e £ (x) = xo. Nétese que xo € 0r(x) y

y = lim f(m(x)) = limm(f" (x))

J—reo J—reo

— (1m0

Jj—reo

= m(xp).
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Es decir, y € m(oy(x)) y ast @z(m(x)) C m(@y(x)). Ahora, sea z € m(@y(x)). Entonces existe
y € wr(x) tal que m(y) = z. Como y € wy(x), existe una sucesién creciente de niimeros naturales
(my) ke de modo que 1imy .., /™ (x) = y. Luego, por la continuidad de 2 y el hecho de que f"om =
mo f" para cada r € N, se sigue que limy_,., f (m(x)) = m(y). Es decir, z = m(y) € wz(m(x)). Asi,
m(oy(x)) = ®p(m(x)). De lo anterior, 2" o @ = @7 om y por tanto, la funcién @z es continua.

]

El reciproco de la Proposicion [2.10]no es cierto, como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.11. Consideremos el continuo L definido en el Ejemplo junto con la funcion mo-
nétona m: L — [0,1] dada por m(x,y) = m(x,y) = x, para cada (x,y) € L. Ahora, definamos
f: L= L dada por f(x,y) = (x,y*). Es claro que f (m~'(t)) = m~(t) para cada t € [0,1] y en
consecuencia, f(t) =t para cadat € [0,1), donde f es definida como en la Proposicién Como
f= idjo,1}, @7 es continua, mas sin embargo, @y no es continua, puesto que ¢(0,t) = (0,0) para

cadat €[0,1)y ws(0,1) = (0,1).

Pregunta 2.12. Sean X un continuo de tipo A y f: X — X una funcion continua que preserva

fibras. ;/Si @y es continua, entonces W es continua, para alginn > 2?

En el resultado que sigue mostramos que si f estd definida en un continuo de tipo A y
preserva fibras, y m es una funcién monétona como en el Teorema entonces m envia puntos

periddicos (recurrentes) de f en puntos periddicos (recurrentes, respectivamente) de f.

Proposicion 2.13. Sean X un continuo de tipo A, m: X — [0,1] una funcion mondtona que sa-

tisface las condiciones del Teorema 2.2] f: X — X una funcion continua que preserva fibras, y
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Xxo € X.
1) Sixg € Per(f), entonces m(xo) € Per(f).
2) Sixo € Rec(f), entonces m(xg) € Rec(f).

Demostracion. Usando la Proposicién [2.8]y un argumento por induccién, se sigue que mo f* =
f" om para cada n € N. Para probar 1), suponga que k € N es tal que f*(xo) = xo. Entonces,
FE(m(xg)) = m(f*(x0)) = m(xo) y asi, m(xg) € Per(f). Ahora, si xy € Rec(f), existe una suce-
sién estrictamente creciente (n;)jeny € N tal que 1imj . f"/(xg) = xo. Luego, usando la conti-
nuidad de la funcién m y la observacién hecha al principio, se sigue que lim ;e f (m(xp)) =

im0 m (™ (x0)) = m(xo) y por tanto m(xo) € Rec(f). O

En (Bruckner and Ceder, Teorema 1.2) se prueba el siguiente teorema que caracteriza la

equicontinuidad de una funcién definida en el intervalo [0, 1].

Teorema 2.14. Sea f: [0,1] — [0, 1] una funcion continua. Son equivalentes:

~

. f es equicontinua;

2. oy es continua;

3. Wy es continua,

4. Fix(f?) = Maen f"((0, 1]);

5. Fix(f?) es conexo.
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Observe que si en el Teorema[2.14|consideramos una funcién sobreyectiva en [0, 1], este nos
dice que la continuidad de @y es equivalente a que todo punto del intervalo sea punto fijo de 12
Con ayuda de este hecho probamos seguidamente que, considerando una funcién f sobreyectiva
que preserva fibras sobre un continuo de tipo A4, la continuidad de @y implica que toda fibra m~1(z)

es un conjunto invariante bajo f2.

Proposicion 2.15. Sean X un continuo de tipo A, m: X — [0, 1] una funcién mondtona como en
el Teorema y f: X — X una funcion continua y sobreyectiva que preserva fibras. Si @y es

continua, entonces f*(m~'(t)) C m~!(t) para cadat € [0, 1].

Demostracion. Por la Proposicion sabemos que la funcién f definida alli es continua y, por la

Proposicién 2.10} se tiene que OF S [0,1] — 2[0:1] es continua. Ademds, puesto que f es sobreyec-

tiva, es claro que f es sobreyectiva. Luego, por el Teorema , se sigue que f2(t) =t para cada

t €[0,1], y por como fue definida £, concluimos que f>(m~1(t)) Cm~!(¢) paracadat € [0,1]. O

En la siguiente proposicion vemos una condicidn suficiente para que una funcioén que pre-

serva fibras definida en un continuo de tipo A tenga punto fijo.

Proposicion 2.16. Sean X un continuo de tipo A, m: X — [0, 1] una funcién mondtona como en el
Teorema y f: X — X una funcién continua que preserva fibras. Si m™! (t) tiene la propiedad

del punto fijo para cada t € |0, 1], entonces f tiene punto fijo.

Demostracion. Como f preserva fibras, tenemos que por la Proposici(’)n se sigue que f: [0,1] —

[0,1] es continua y por tanto, existe #y € [0, 1] tal que f(t9) = to. Luego, f(m~'(t9)) C m~ (1), y
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considerando f1,,-1(,): m~1(to) — m~(tp), existe xo € m~'(to) tal que f(xo) = x0, pues m ' (o)

tiene la propiedad del punto fijo. [

En la Proposicién [2.16] si se elimina la hipétesis de que cada fibra tenga la propiedad del
punto fijo, no se puede concluir que dicha funcién tenga al menos un punto fijo, como mostramos

en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.17. Sean C; = {(x,y) € R? : x> +y> = 1}, C> = {(x,y) € R? : x> +y> = 9}, y con-
sideremos los rayos, definidos en coordenadas polares, o = {(% + 1,9) 10 > 37”} y o =
{(é +3, 9) 0 < —%} Definamos X = CiUC, U oy U o (Figura . Es claro que X es un con-
tinuo de tipo A, y cada funcion mondtona m: X — [0,1] dada por el Teorema es tal que
m~1(0),m~1(1) € {C1,C2} y m™(¢) tiene un iinico punto para cada t € (0,1). Sea f: X — X
definida de modo que f|c, y f|c, sean rotaciones en sentido horario de 90 grados, y para cada
punto sobre la espiral X \ (C1 UC»), su imagen es el punto sobre la espiral ubicado a 90 grados, en
sentido horario, de este. Entonces, f es una funcion continua y sobreyectiva sobre X que preserva

fibras y sin embargo no posee puntos fijos.

Con respecto a lo mencionado en la Proposicion resaltamos que en (Hagopian and
Manka, 2005) se realiz6 la construccion de un continuo de tipo A y una funcién definida sobre este
que no tiene puntos fijos, mas todas las fibras de este continuo tienen la propiedad del punto fijo.
Con esto observamos que la hipotesis de que f sea una funcion que preserve fibras se requiere en
la Proposicién[2.16]

La prueba de la siguiente proposicion es muy sencilla. Se observa una condicién suficiente



CONJUNTOS OMEGA LIMITE EN CLASES DE CONTINUOS 34

Figura 3.
Continuo de tipo A del Ejemplo

90°

para que todo punto pertenezca a Fix(f?), pero para una clase muy restringida de continuos tipo

A.

Proposicion 2.18. Sean X un continuo de tipo A, m: X — [0,1] como en el Teorema tal que
m~1(t) es un arco para cada t € [0,1], y f: X — X una funcion continua. Si f(m='(t)) = m~ (1)

para todo t € [0,1] y @y es continua, entonces X = Fix(f?).
Demostracion. Se sigue del Teorema y el hecho de que X = Us¢o,1] mL(t). O

Pregunta 2.19. Sean X un continuo de tipo A, m: X — [0, 1] una funcién mondtona dada por el

Teorema y f: X — X una funcion continua tal que f(m=1(t)) C m~(t) para cada t € [0,1].

Sif ’m—l(t) es equicontinua para cada t € [0,1], entonces f es equicontinua?

El enunciado del siguiente lema puede encontrarse en (Illanes and Nadler, Ejercicio 15.9).
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Lema 2.20. Sean X un continuo y T un subcontinuo de 2X. Si T NC(X) # 0, entonces UL es un

subcontinuo de X.

Los argumentos que usamos en (Camargo and Cancino, Teorema 3.7), los reproducimos en

el siguiente lema para mostrar un resultado mas general.

Lema 2.21. Sean X un continuo'y f: X — X una funcion continua. Si Fix(f) # 0 y @y es continua,

entonces Rec(f) es un continuo.

Demostracion. Como @y es continua, ®¢(X) es un subcontinuo de 2X, y dado que Fix(f) # 0,
¢ (X)NC(X) # 0. Ademds, usando la continuidad de wy, no es dificil probar que Jws(X) =

Rec(f), y por el Lema se sigue que Rec(f) es un continuo. O
Aplicando el lema anterior podemos deducir la siguiente proposicion.

Proposicion 2.22. Sean X un continuo de tipo A, m: X — [0, 1] una funcién mondtona como en
el Teorema tal que, para cada t € [0,1], m~'(t) tiene la propiedad del punto fijo, y f: X — X

una funcion continua que preserva fibras. Si @y es continua, entonces Rec(f) es un continuo.

Demostracion. Por la Proposicion se tiene que f tiene punto fijo y aplicando el Lema se

sigue el resultado. [
Con relacion a lo anterior, tenemos las siguientes preguntas.

Pregunta 2.23. Sean X un continuo de tipo A y f: X — X una funcion continua y sobreyectiva

que preserva fibras. ;Si Wy es continua, entonces Fix( £?) es conexo?
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Pregunta 2.24. Sean X un continuo de tipo A y f: X — X una funcion continua y sobreyectiva

que preserva fibras. ;Si @y es continua, entonces Per(f) es conexo?

La prueba del siguiente lema se puede realizar usando la definicién de continuo de tipo 4, y
nos dice que un subontinuo de un continuo de tipo A tiene interior no vacio inicamente si contiene

todas las fibras de un subintervalo abierto de [0, 1].

Lema 2.25. Sean X un continuo de tipo A, m: X — [0, 1] una funcion mondtona que verifica
las condiciones del Teorema y Y un subcontinuo de X. Entonces, Int(Y) # 0 si, y solo si,

m~1(s,t) CY, para algunos st € [0,1], con s < t.

Una demostracién del siguiente lema puede obtenerse usando el resultado presentado en (Bar-

well, Lema 2.2.7).

Lema 2.26. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion continua. Entonces

Rec(f) # 0.

Demostracion. Considere el conjunto .¥ = {w(x, f) : x € X} ordenado parcialmente por conte-
nencia. Como X es compacto, se tiene que m(x, f) # 0 para cada x € X. Asi, usando el Principio
Maximal de Hausdorff, que nos dice que en un conjunto parcialmente ordenado toda cadena estd
contenida en una cadena maximal, podemos obtener una cadena maximal € C .Z. Note que, por
ser ¢ una cadena, ¥ tiene la propiedad de intersecciones finitas, y asi, dado que X es compacto
y cada conjunto omega limite en %4 es un subconjunto cerrado de X, concluimos que (% # 0.

Sea y € (€. Entonces, o(y, f) C o(x, f) para cada o(x, f) € €. De esto, € U{®@(y, )} es una
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cadena que contiene a ¢, y por tanto, dado que % es maximal, ®(y, f) € €. Luego,y € ®(y, f) y

asi Rec(f) # 0. O

En seguida mostraremos que, para una funcién con puntos fijos y sobreyectiva que preserva
fibras definida en un continuo de tipo 4, la continuidad de la funcién @y garantiza que todo punto

sea recurrente.

Proposicion 2.27. Sean X un continuo de tipo A y f: X — X una funcion continua y sobreyectiva

que preserva fibras. Si Fix(f) # 0 y oy es continua, entonces X = Rec(f).

Demostracion. Por el Lema sabemos que Rec(f) es un continuo y ademads, por la Propo-
sicién se tiene que f2(m~'(t)) C m~!(t) para cada ¢ € [0,1]. Luego, puesto que cada fi-
bra m~1(t) es un conjunto compacto, el Lema implica que Rec(f) Nm~!(t) # 0 para cada
t € [0,1]. En particular, Rec(f) Nm~1(0) # 0 y Rec(f)Nm~1(1) # 0, y por el Lemaconclui—
mos que m ' (0,1) C Rec(f). Asi, por el hecho de que Rec(f) es cerrado, X =m~1(0,1) C Rec(f)

y por tanto X = Rec(f). O

Pregunta 2.28. Sean X un continuo de tipo A, m: X — [0, 1] una funcién mondtona verificando el
Teorema y f: X — X una funcion continua que preserva fibras. ;Si X = Rec(f), entonces oy

es continua?
Al aplicar las proposiciones [2.16]y se sigue el siguiente corolario.

Corolario 2.29. Sean X un continuo de tipo A, m: X — [0,1] una funcién mondtona con las

propiedades del Teorema tal que m='(t) tiene la propiedad del punto fijo para cada t € [0,1],
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y [ X — X una funcion continua y sobreyectiva que preserva fibras. Si @y es continua, entonces

X =Rec(f).

Las equivalencias en la siguiente proposicion muestran en particular que si a la continuidad
de oy se le agrega la condicion de que Rec(f) = ,cn f"(X), entonces se tiene la igualdad de los

conjuntos omega limite para cada punto.

Proposicion 2.30. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion continua. En-

tonces son equivalentes:

1) oy es continua y Rec(f) = ,en /" (X);
2) o(x,f) =Q(x, f) para cada x € X.

Demostracion. Supongamos que @y es continua y Rec(f) =(,en f"(X), y seax € X. Claramente
o(x, f) C Q(x, f). Ahora, si y € Q(x, f), entonces existen una sucesion (xi)reny € X y una su-
cesion estrictamente creciente (1 )reny C N tales que limy oo x; = x y limy_o [ (x;) = y. Por la
continuidad de wy, se sigue que limy_,o. @ (xg, f) = @O(x, f) y imy_e @ (" (x¢), f) = @ (y, f). Ade-
mds, por la Proposicion|1.2.3, o(f™(x;), f) = @(x, f) para cada k € N y de esto se concluye que
o(x, f) = Oy, f). Luego, dado que Q(x, f) C Myent f(X) = Ree(f), ¥ € 0, f) = O(x, f). Asf
1) implica 2).

Veamos ahora que 2) implica 1). Por la Proposicién tenemos que @y es continua y, por la
Proposicion [1.2.3] Rec(f) € N,en f"(X). Sea x € N,en f"(X). Entonces, para cada k € N, existe

xx € X tal que f¥(x;) = x. Pasando a una subsucesién, podemos suponer que 1imy_..x; = y, para
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alginy € X. Luego, x € Q(y, f) = @(y, f) y asi, puesto que @(y, f) es minimal (Proposicién|1.2.9),

x € w(x,f) = w(y,f); esto es, x € Rec(f). O

Aplicando las proposiciones y [2.30] se obtienen las siguientes equivalencias en conti-

nuos tipo lambda.

Corolario 2.31. Sean X un continuo de tipo A, m: X — [0, 1] una funcién mondtona como se
establece en el Teorema y f: X — X una funcion continua y sobreyectiva que preserva fibras

con Fix(f) # 0. Entonces son equivalentes:
1) oy es continua;
2) o(x,f) =Q(x, f) para cada x € X.

Con respecto al corolario anterior, tenemos la siguiente pregunta, en la cual no considera-

mos la hipétesis de que existan puntos fijos.

Pregunta 2.32. Sean X un continuo de tipo A y f: X — X una funcién continua y sobreyectiva

que preserva fibras. ;Si Wy es continua, entonces ®(x, f) = Q(x, f) para cada x € X ?

Combinando el Teorema [21_4] junto con el resultado en (Abdelli et al., Corolario 5.11) se
obtiene el siguiente lema que usaremos posteriormente.
Lema 2.33. Sea f: [0,1] — [0,1] una funcion continua. Si [0,1] = Rec(f), entonces [0,1] =

Fix(f?).
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En la siguiente proposicién se presentan algunas equivalencias relacionadas con propie-
dades dindmicas, para continuos tipo A en los cuales al unir sus fibras degenradas se obtiene un

subconjunto denso.

Proposicion 2.34. Sean X un continuo de tipo A junto con una funciéon mondtona m: X — [0, 1]
tal que la union de sus fibras degeneradas forma un subconjunto denso de X, y f: X — X una

funcion continua y sobreyectiva que preserva fibras con Fix(f) # 0. Entonces son equivalentes:
1) oy es continua;
2) o(x,f) =Q(x, f) para cada x € X;
3) X =Rec(f);
4) X =Fix(f?);
5) f es equicontinua.

Demostracion. Por el Corolario 1) implica 2). Por la Proposicién 2) implica 3). Aho-
ra, si X = Rec(f), entonces la Proposicién implica que [0,1] = Rec(f) y por tanto, por el
Lema [0,1] = Fix(f?). Sea D la uni6n de las fibras degeneradas de X. Si ¢ € [0,1] es tal
que m~'(¢) = {x;} para algin x, € X, entonces, por como se define f, f>(x;) = x; y de esto,
D C Fix(f?). Asf, siendo Fix(f?) un conjunto compacto y D un subconjunto denso de X, se sigue
que X = D C Fix(f?). De lo anterior, 3) implica 4). Por la Proposicién|1.2.6, 4) implica 5) y, por

la Proposicién|1.2.5] 5) implica 1). O
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3. Puntos no errantes y la funcién Q
En este capitulo abordaremos el concepto de punto no errante. Inicialmente mencionaremos
algunas propiedades, como el hecho que dicho conjunto siempre es cerrado e invariante, aunque
no fuertemente invariante. Posteriormente, mostraremos la relacion existente entre los puntos no
errantes y el conjunto Q(x, f). Probaremos algunos resultados relacionados con propiedades topo-
16gicas del conjunto Q(x, f), asi como condiciones necesarias y suficientes para tener la continui-
dad de la funcion Q7. Ademds, se probard que la funcion Q siempre es semicontinua superior,

cuando la definimos sobre espacios métricos compactos.

Definicion 3.1. Sean X un espacio métricoy f: X — X una funcién. Un punto x € X es llamado
punto no errante de f si para cada abierto U de X con x € U existe k € N tal que f*(U)NU # 0.

El conjunto de puntos no errantes de f lo denotaremos por Q(f).

A continuacién vemos que el conjunto de puntos no errantes de una funcién f siempre es

un conjunto cerrado del espacio en el cual se define f.

Proposicion 3.2. Sean X un espacio métricoy f: X — X una funcion continua. Entonces Q(f) es

un conjunto cerrado.

Demostracion. Sean x € Q(f) y U un abierto de X tal que x € U. Entonces, Q(f) NU # 0 y por
tanto existe y € Q(f) NU. Luego, por la definicién de Q(f), existe n € N tal que f"(U)NU # 0y

de esto x € Q(f). O
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El conjunto de puntos no errantes resulta ser un conjunto invariante, como se verd en la

proposicién que sigue. Su demostracion es sencilla usando la definicion de punto no errante.

Proposicion 3.3. Sean X un espacio métricoy f: X — X una funcion continua. Entonces, f(Q(f))

< Q(f).

Demostracion. Seanx € Q(f)y V un abierto de X tal que f(x) € V. Por la continuidad de f, existe

un abierto U de X con x € U tal que f(U) C V. Dado que x € Q(f), existenn € Ny y e U tales

que f"(y) € U. Luego, f"(y) € f1(V)NV y asi f(x) € Q(f). O

En la proposicién anterior vimos que el conjunto Q(f) es un conjunto invariante. Sin em-
bargo, Q(f) no necesariamente es fuertemente invariante, como vemos en el siguiente ejemplo.

Este ejemplo puede encontrarse en (Block and Coppel, Ejemplo 21, p.80).

Ejemplo 3.4. Consideremos la funcion f: [0,1] — [0.1] representada en la Figura 4|y definida

por:
(
3x, Six € [Oult];
S sive (b4):
fx) =
0, Six € (%,ﬂ;
x—%, Six € (%,1].

Entonces, x = 3 € Q(f) pero x ¢ f(Q(f)), pues ' ({x}) = 3 y 3 £ Q).
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Figura 4.
Funcion f del Ejemplo
AY

e

=

Veremos ahora que la nocién de punto no errante esta relacionada con el conjunto omega
limite Q(x, f). Més precisamente, veremos que un punto x es no errante siempre y cuando este

pertenezca a su conjunto omega limite Q(x, f).

Proposicion 3.5. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcion continua y x € X.

Entonces, x € Q(f) si, y solo si, x € Q(x, f).

Demostracion. Supongamos primero que x € Q(f). Si x € Per(f); esto es f*(x) = x, para algin
s > 1. Basta tomar x; = x y n; = ks para cada k € N, y evidentemente se tiene que limy_,..x; =x =
limy o ™ (x). Ahora, supongamos que x ¢ Per(f). Como x € Q(f), existenn; € Ny x; € B(x, 1)
tales que f™ (x;) € B(x,1). Dado que x ¢ {f(x), f2(x),...,f™(x)}, existen 7; > 0y un abierto V

de X tales que {f(x),..., f"(x)} CV y B(x,n1)NV = 0. Luego, por la continuidad de f, podemos
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hallar 0 < 1, < min{ny, 3} de modo que f/(B(x,1,)) C V para cada j € {1,...,n;}. Como x
es no errante, existen n, € Ny xp € B(x,m2) C B(x,%) tales que f™(x2) € B(x,m2) C B(x,3).
Note que, por las condiciones impuestas sobre B(x, 1) y V, n, > ny. Continuando de esta forma,
construimos una sucesion estrictamente creciente (1 )reny € Ny una sucesion (xg)gey € X tales
que xi, £ (xi) € B(x, 1) para cada k € N. Luego, lfimy_,cxx = x = limy_,e0 f™ (x¢) y asi x € Q(x, f).

Reciprocamente, supongamos que x € Q(x, f) y sea U un abierto de X con x € U. Sabemos
que existen una sucesion estrictamente creciente (1 )reny € Ny una sucesion (xg)reny € X tales
que 1imy o xp = x = limy o0 ™ (x;) y asi, siendo U abierto de X, podemos escoger k € N tal que

xp €Uy f(xx) € U. De esta forma, f*(U)NU # 0y asi x € Q(f). O

Ahora presentaremos la funcion Tienda, la cual es muy Ttil a la hora de trabajar con sistemas

dindmicos discretos, y nos servird para algunos ejemplos subsecuentes.

Ejemplo 3.6. La funcion Tienda T : [0,1] — [0, 1] estd definida para cada x € [0, 1] como sigue:

2x, Six € [0, %] ;
T(x)=

2—2x, sixe[3,1].

Algunas propiedades de la funcion Tienda, T, son que el conjunto de sus puntos periddicos es
denso, y ademads, existen puntos cuya orbita es densa. Para mds detalles sobre estas propiedades

vea (King and Méndez, |2014).
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Figura 5.
La Tienda

AY

=

El siguiente resultado presenta una condicion suficiente para garantizar la continuidad de la
funcién Q, siendo f una funcién continua definida en un espacio métrico compacto y sin puntos

aislados.

Proposicion 3.7. Sean X un espacio métrico compacto sin puntos aisladosy f: X — X una funcion
continua. Si existe xo € X tal que O(xy, f) = X, entonces Q(x, f) = X para cada x € X y por tanto

Qp es continua.

Demostracion. Sea x € X y veamos que Q(x, f) = X. Seay € X. Como O (xp, f) = X y X no tiene
puntos aislados, podemos obtener sucesiones estrictamente crecientes (my )ren, (1x)reny C N tales
que limy_,o f™ (x0) = x y limg_seo f™(x0) = y. Siendo (ny)ren estrictamente creciente, podemos

hallar j; € N de modo que n; —m; > 1. De igual forma, podemos escoger j, > j; de modo
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que nj, —my > nj —mp. Asi, inductivamente construimos una sucesion estrictamente creciente
(Ji)ken € N tal que, paracada k € N, nj,, | —my | > nj, —my. Paracadak € N defina [y = n;, —my

y Px = f™(x0). Note que imy_e0 px = X y limy o0 ' (pi) = y. Ast, y € Q(x, f) L

Observe que, al haber puntos con 6rbita densa en la Tienda, la funcién Q7 es continua y, de
hecho, Q(x,T) = [0, 1] para cada x € [0, 1]. Esta observacion la tendremos en cuenta para calcular

lo conjuntos Q(x, f) en las funciones de los ejemplos y

La prueba del siguiente lema puede verse en (Whyburn, Teorema 4.32, p.130).

Lema 3.8. Sea f: X — X una funcién continua. Entonces f es abierta si, y solo si, 1imy_,e £~ (x)

= f~Y(x) para cada sucesion (x;)ren C X tal que limy_,..x; = x.

Con ayuda del lema anterior probaremos que, en funciones abiertas, la funcion Q¢ perma-

nece contante sobre la érbita de cualquier punto del espacio.

Proposicion 3.9. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcion continua y x € X.

Entonces Q(x,f) C Q(f(x),f). Ademds, si f es abierta y sobreyectiva, se tiene que Q(x, f) =

Q(f(x), f).

Demostracion. Siy € Q(x, f), entonces existen una sucesion (x;);c y C X y una sucesion creciente
(ni)ien C N tales que lim;_ex; = x y lim;_0 f™ (x;) = y. Podemos suponer, sin pérdida de gene-
ralidad, que n; > 1. Luego, definiendo para cada i € N, m; = n; — 1 y y; = f(x;), tenemos que la
sucesion (m;);eny C N es creciente, lim;_ey; = f(x) y im;_ye f™(y;) = y; es decir, y € Q(f(x), f)

y asf, Q(x, f) € Q(f(x), f).
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Supongamos ahora que f es abierta y sobreyectiva. Sea y € Q(f(x), f). Entonces existen
una sucesion creciente (n;);ey € N, con n; > 1 para cada i € N, y una sucesion (g;);eny C X ta-

les que 1im; ;o ¢; = f(x) y lim;_,e0 f"(g;) = y. Por el Lema sabemos que 1im; o, f~1({g:}) =
F 1 {f(®)}), y dado que x € f1({f(x)}), existen una sucesién creciente (i;)jey C Ny pi; €
n,-j—H (

f'({gi;}) para cada j € N, tales que lim; ..p;; = x. Por tanto, lim; .., f pi;) =

lim; e £ (gi,) = y, y vemos que y € Q(x, f). Esto prueba que Q(f(x), ) C Q(x, f). O

El siguiente ejemplo muestra que si la funcién en consideracién no es abierta, entonces la

contenencia Q(x, f) C Q(f(x), f) puede ser estricta.

Figura 6.
Funcion definida en el Ejemplo@
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Ejemplo 3.10. Sea f: [0,1] — [0,1] la funcién representada en la Figural6|y definida como:

¢

2x2, Six € [0,%] ;

)

1]

fx) = 2x—%, sixe(

N[ —

EN[ON)

—2x+3, sixe

\

No es dificil ver que f no es una funcion abierta y tenemos que Q(1, f) C [%, 1ly0eQ(f(1),f) =

Q(%, f). En consecuencia, Q(1,f) ¢ Q(f(1), f).

En el siguiente lema vemos que, para un espacio métrico compacto X y una funcién con-
tinua f: X — X, todo punto en (,cn f"(X) pertenece a un conjunto omega limite Q(x, f). Es
sencillo observar que este hecho no se cumple si consideramos los conjuntos omega limite minus-

cula @(x, f).

Lema 3.11. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion continua. Entonces,

UQsr(X) = Nuen fM(X). En particular, si X es un continuo, | JQ¢(X) también es un continuo.

Demostracion. Por la Proposicion es claro que Q¢ (x) € ,en f"(X) para cadax € X y en
consecuencia, [JQr(X) C N,en f"(X). Ahora, sea y € (,cn f"(X). Entonces, para cada k € N,
existe x; € X tal que f*(x;) =y. Como X es compacto, existen p € X y una subsucesién (XK, )ieN
de (x¢)ken tales que 1im;exy, = p. De esto, lim; e fXi(x;,) =y y por tanto y € Q¢(p). Asi,

Muen /" (X) € UQs(X). N

En seguida mostraremos que, para una funcién definida sobre un continuo, la continuidad
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de la funcién Qy implica que el conjunto de puntos no errantes sea un continuo. Note que este
resultado tiene cierta similitud con lo mostrado en el Lema [2.21] pero en este caso no hace falta

que existan puntos fijos.

Proposicion 3.12. Sean X un continuo y f: X — X una funcion continua. Si Qrp: X — 2X es

continua, entonces Q(f) es un continuo.

Demostracion. Veamos que | JQr(X) = Q(f) y, por el Lema[3.11} esto completarfa la prueba. En
efecto, por la Proposicion es claro que Q(f) C |JQ;(X); ademds, parax € X y y € Q¢(x),
existen una sucesion creciente (1 )reny € Ny una sucesion (x)rey C X tales que limy_eoxp = x'y
1imy_;e0 /™ (x) = y. Usando la continuidad de la funcién Q y la Proposicién se sigue que

Qp(x) = lim Q) C lim Qp(f" () = Qr (),

k—roo

yportantoy € Qr(y). Asi, y € Q(f) y UQ((X) C Q(f). N

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco de la Proposicién [3.12] no siempre es verda-

dero.

Ejemplo 3.13. Sea f: [0,1] — [0,1] la funcién representada en la Figura[]]y dada para cada

x € 10,1] por:

—2x+%, Six € (%,1] .
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Entonces, la funcién Qy: [0,1] — 2101 estd definida para cada x € [0,1] por:

por tanto, todo punto del intervalo [0, 1] es no errante, pero Q. no es una funcion continua.

Figura 7.
Funcion f definida en el Ejemplo@
Ay
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l ! l !
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3 | \ | |
- Fom oo Lo-fo-- e G !
l ! l !
! l ! l
| |
: 1 : |
% 77777777 :7 7777777 T ‘T 7777777 |
| | | |
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| |
1 | 1 |
********
l ! l !
| |
1 | 1 |
| : | T
0 : 3 1

En la siguiente proposicién vemos que el conjunto omega limite Q(x, f) es un continuo si

x es un punto fijo de una funcién f definida sobre una dendrita.

Proposicion 3.14. Sean X una dendritay f: X — X una funcion continua. Si xo € Fix(f), entonces

Q(xo, f) es conexo y por tanto un continuo.

Demostracion. Seaz € Q(xp, f) y probemos que [z,x0] C Q(xp, f). Evidentemente, z,xo € Q(xo, f)
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y sabemos que existen una sucesion estrictamente creciente (n; )reny € Ny una sucesion (xy)geny €
X tales que 1imy_,co X = xo y limy_yeo /™ (xx) = z. Sean p € (z,xp) y, U y V abiertos arcoconexos
de X tales que z€e U, xg €V, UNV =0y p ¢ UUV. Entonces, existe ko € N tal que x;, € V' y
S (xx) € U para cada k > ko. Dado que X es localmente arcoconexo y no contiene curvas cerradas
simples, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que p € [xo, f*(x;)] para cada k > ko. Asi,
por el hecho de que p € [xq, f™(xx)] € f™(|xo0,xk]), concluimos que existe yx € [xo,x] tal que
f™(yr) = p para cada k € N. De esto, lim_ oy = X9 ¥ limg_,eo f™(yx) = p, lo cual significa

que p € Q(xo, f). Asi, Q(xo,f) es conexo. Ademas, Q(xg, f) es un conjunto compacto, por la
Proposicién[1.2.3] O

Como se observa en el siguiente ejemplo, la Proposicion [3.14]no se cumple si se considera

un continuo arbitrario.

Ejemplo 3.15. Sean p = (0,0), ¢ = (1,0) y, para cada n € N, sea p, = (1, %) Considere los
segmentos de recta oy = {(1—t)p+tg:t€[0,1]} y, para cadan €N, o, = {(1 —1t)p+tpy:
t € [0,1]}. Definamos el continuo X = U;>_ 0, el cual se conoce como abanico armdnico. Sea

f: X — X definida de modo que:
= Fix(f) = aqUoy.
» Paracadan>2, flg,: Oy — Oy_1 es un homeomorfismo que satisface que f(py) = pn—1.

Claramente, f es una funcion continua (vea la Figura[8)) y ademds, si consideramos el punto g,
tenemos que q € Fix(f) y Q(q,f) = {q} U{pn : n € N}. Por tanto, Q(q, f) no es un conjunto

conexo.
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Figura 8.
Abanico arménico y funcion definida en el Ejemplo @

Pregunta 3.16. Sean X un continuo y f: X — X una funcion continua. ;Cudndo existe algiin

xo € X tal que Q(xo, f) sea conexo?

El siguiente lema enuncia un resultado bien conocido relacionado con la semicontinuidad

superior de una funcion.

Lema 3.17. Sean X y Y espacios métricos compactos y F: X — 2¥ una funcion. Entonces, F es
semicontinua superior si, y solo si, para cada xo € X y cada sucesion (x,)nen tal que im0 X, =

X se tiene que limsup F (x,) C F(xp).

A continuacién probamos que la funcion €2y siempre resulta ser una funcién semicontinua

superiormente en el contexto de los espacios métricos compactos.

Proposiciéon 3.18. Sean (X,d) un espacio métrico compacto 'y f: X — X una funcién continua.

Entonces Qy es semicontinua superior.
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Demostracion. Usemos el Lema Sean x € X y (x)ken € X una sucesion tal que limy_,co x =

x. Probemos que limsup Q(xg, f) € Q(x, f). Sea p € limsup Q(xx, f). Entonces, existe una sucesion

estrictamente creciente (k;);eny C N tal que para cada i € N podemos hallar y; € Q(xy,, f) de modo

que lim;_,. y; = p. De lo anterior, para cada i € N, existen una sucesion <z§-i)>jeN C X y una su-
(i)

. . . . ; ) W /(i
cesion estrictamente creciente (n i ) - C N tales que lim; o Zy) =X, y Hmj_yo (Zy)) =y
J

Luego, fijando i = 1, podemos escoger j; € N suficientemente grande de modo que d (zﬁ ) ,xk1> <1

)
yd ( i (ZS) ) , yl) < 1. Similarmente, fijando i = 2, podemos escoger j, € N de modo que

(2)
J2>J1, ng) > ng), d <Z§~§),xk2> < % yd (fnj2 (Zg)) ,yz) < % Continuando de esta forma, cons-

truimos sucesiones estrictamente crecientes (j;);cy » <n§’)> . C N tales que d <Z§~’i),xki> < % y
1 lG 1
(@) ;
d ( £l (zg)) , y,-) < % para cada i € N. Asi, usando el hecho de que lim; o x;, = x y lim; o y; = p,
, @O /g
concluimos que h’mi_ng-i) =xy limj_e fi (Zgi)> = p; es decir, p € Q(x, f). Asi, Qf es semi-

continua superior. O
La demostracion de la siguiente proposicion puede consultarse en (Kuratowski, p.70-71).

Proposicion 3.19. Sean Y y Z espacios métricos compactos. Si F: Y — 2% es semicontinua su-
perior, entonces el conjunto de los puntos donde F es continua forma un conjunto Gg denso en

Y.
Como consecuencia de las proposiciones [3.18]y [3.19]se sigue el siguiente corolario.

Corolario 3.20. Sean X un espacio métrico compactoy f: X — X una funcion continua. Entonces

Qp: X — 2X es continua en un subconjunto Gg denso de X.
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4. Resultados generales
En este capitulo daremos algunas generalizaciones de resultados ya existentes que relacio-
nan propiedades dindmicas que involucran principalmente los conjuntos omega limite @(x, f) y
Q(x, f). También, mostraremos que la semicontinuidad superior de la funciéon @y y la minimali-

dad de los conjuntos @(x, f) implican que @y sea una funcién continua.

Iniciamos viendo que para continuos tinicamente arcoconexos en los que todo subcontinuo
tiene la propiedad del punto fijo, la continuidad de la funcién @ implica que el conjunto de puntos
periddicos sea arcoconexo. Este resultado fue demostrado en (Camargo and Cancino, Teorema 3.5)
para el caso en que el continuo en consideracién es una dendrita. El siguiente resultado se cumple

si se consideran dendroides, como lo es el abanico arménico que utilizamos en el Ejemplo [3.15]

Proposicion 4.1. Sean X un continuo tinicamente arcoconexo tal que todo subcontinuo de X tiene
la propiedad del punto fijo, y f: X — X una funcion continua. Si @y es continua, entonces Fix(f")

es arcoconexo para cada n € Ny por tanto, Per(f) es arcoconexo.

Demostracion. Sean x,y € Fix(f") y p € [x,y]. Suponga que f"(p) # p. Por la compacidad de
Fix(f"), podemos suponer que [x,y] NFix(f") = {x,y}. Como X es unicamente arcococnexo, se
tiene que p € [x, f"(p)] o p € [y, f"(p)]. Consideremos el caso en que p € [x, f*(p)]. Note que
" ([x, p]) es un subcontinuo arcoconexo de X y ademds {x, f*(p)} C f"(|x, p]). Luego, [x, f"(p)] C

f"([x,p]) y por tanto, existe #; € [x, p| tal que f"(¢;) = p. Note que #; # p, pues f"*(p) # p. Simi-

larmente, tenemos que f"([x,#;]) es un subcontinuo arcoconexo de X y {x,p} C f"([x,11]), lo cual
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implica que [x, p] C f"([x,11]). De esto, existe t, € [x,#1] tal que f"(t,) = t;. Continuando de esta
forma, construimos una sucesion (f)ren C [x, p| tal que f*(11) = p, f"(tx) = tx—1 'y [%, 1] C [x,t5_1]
para cada k € N. Como dichos arcos son encajados, existe 7y € [x, p| tal que limy_,..#; = fp. Note
que f"(tg) = ff(limg o ty) = limy oo [ (tx) = limy_oo 11 = fo; esto es, 1y € Fix(f") y en conse-

cuencia, fy = x.

Ahora, dado que para cada k € N, f**(1;) = p, por la Proposicién concluimos que
o(t,f) = o(p,f) para cada k € N, y por la continuidad de ®; se sigue que w(x,f) =
limy e @(, f) = @(p, f). De esto, @(p, f) = @(x,f) siempre que p € [x, f*(p)]. De la mis-
ma forma se tiene que si p € [y, f"(p)], entonces @(p, f) = @(y, f). De lo anterior, @(p, f) €
{ox, f),o0,f)} ={0x,f),0(,f)} para cada p € [x,y]. Como @y es continua, se debe tener

que @ ([x,y]) es conexo y por tanto, O(x, f) = O(y, f).

Sea m el periodo de x. Como y € O(y, f) = O(x, f), existe [ < m tal que f'(x) =y. Sea

M =g, f¥([x,y]). Note que, para todo k € N, X (y) € f4([x,y]) N f*+ D! ([x,y]), lo cual implica
que Ur—; fH ([x,y]) es conexo y por tanto M es un continuo. Por la continuidad de f ! se sigue que
fY(M) C M vy asi, considerando la funcién f'|y;: M — M, existe py € M tal que f'(po) = po.
Dado que para cada p € [x,y] se tiene que ®(p,f) = o(x, f), esto implica que o(f"(p),f) =
o(p, f) = o(x, f) para cada r € N; esto es, f"([a,b]) C 0y ({O(x, f)}) para cada r € N, donde
o '({O(x,f)}) es cerrado en X por la continuidad de @¢. Luego, M C oy~ ({O(x,f)}) y por

tanto O (po, f) = O(x, f), lo cual contradice que [ < m, pues m es el periodo de x. Asi, concluimos
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que Fix(f") es arcoconexo para cada n € N. La arcoconexidad de Per(f) se sigue del hecho de que

Per(f) = U Fix(f") y Fix(f) C Fix(f") para cadan € N. O

Un A-dendroide es un continuo hereditariamente unicoherente y hereditariamente descom-
ponible (vea (Charatonik, |1970)). Puede verse por ejemplo que todo dendroide es un un A-dendroide,

y con respecto a lo demostrado en la Proposicion tenemos las siguiente pregunta.

Pregunta 4.2. Sean X un A-dendroide y f: X — X una funcion continua. ;Si @y es continua,

entonces Fix(f") es conexo para cada n € N?

A continuacién damos una condicién necesaria y suficiente para la continuidad de la funcién

oy, cuando f estd definida en un espacio métrico compacto.

Proposicion 4.3. Sean X un espacio métrico compactoy f: X — X una funcion continua. Enton-
ces, Wy es continua si, y solo si, Wy es semicontinua superior 'y @(x, f) es un conjunto minimal

para cada x € X.

Demostracion. Por la Proposicién [[.2.9] se sigue que si @y es continua, entonces @y es semi-
continua superior y cada conjunto @(x, ) es minimal. Reciprocamente, supongamos que ®(x, f)
es minimal para cada x € X y que @y es semicontinua superior, y veamos que @y €s continua.
Sean xp € X'y (x;)neny € X una sucesion tal que lim,, . x, = xo. Veamos que lim, . ®(x,, f) =
®(xo, f). Para esto, observe que si (®(xy,,f));cy €8 una subsucesién de (@(xy), f)nen tal que
im0 0(Xy, , f) = A para algin A € 2% entonces, siendo @y semicontinua superior, el Lemam

implica que limsup w(x,,, f) = A C 0(xo, ). Ademds, dado que f (@ (xp,f)) = @ (xy,, f) para
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cada k € N, se sigue que f(A) =A, y por la minimalidad de w(x, f) concluimos que A = ®(xo, f).
De lo anterior, toda subsucesion convergente de (®(x,, f)),en converge a ®(xg, f) y en conse-

cuencia, 1imy, .. 0(x,, f) = 0(xo, f). Asi, @y es continua. O

Recuerde que en la Proposicion [3.18 mostramos que: si f: X — X es una funcién continua
definida en un espacio métrico compacto, entonces la funcion ¢ es semicontinua superiormente.

Usando esto y el hecho de que w(x, f) C Q(x, f) para cada x € X, se sigue el siguiente lema.

Lema 4.4. Sean (X,d) un espacio métrico compactoy f: X — X una funcién continua. Entonces,

para toda sucesion (x)reny C X tal que 1imy_,oo X = X, se tiene que limsup @ (xy, f) C Q(xo, ).

El lema que viene en seguida nos serd ttil en la prueba de la proposicién que se presenta

posterior a este.

Lema 4.5. Sean X un espacio métrico compacto, x,y € X y f: X — X una funcion continua tal

que X =Rec(f). Six € Q(y, f), entonces y € Q(x, f).

Demostracion. Como x € Q(y, f), existen una sucesion (y)reny € X y una sucesion estrictamen-
te creciente (ny)reny C N tales que limg_yeoyx =y y limg_ye0 f*(yx) = x. Dado que X = Rec(f),
tenemos que y; € @ (i, f) para cada k € Ny por tanto, y € limsup @(yy, f). Luego, por la Propo-

sicién[1.2.3]y el Lema[d.4] y € limsup @ (yk, f) = limsup o( /™ (yx), f) C Q(x, f). O

Note que en lema anterior es necesario que todo punto sea recurrente, pues en caso contra-
rio no es cierto el resultado, como puede verse al considerar la funcién f(x) = x% definida en el

intervalo [0, 1], escogiendox =0y y=1.
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Compare el siguiente resultado con el Teorema 3.10 en (Camargo et al., 2019). En dicho
teorema se prueba que las afirmaciones 2), 3) y 4) de la Proposicién [4.6] son equivalentes cuan-
do todo punto es periddico. Veremos que dichas equivalencias son ciertas cuando todo punto es

recurrente y agregamos una nueva afirmacion equivalente.

Proposicion 4.6. Sean X un espacio métrico compacto 'y f: X — X una funcion continua. Si

X = Rec(f), entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) Q(x, f) es minimal para cada x € X;
2) o(x,f) =Q(x, f) para cada x € X;
3) @y es continua;
4) wy es usc.

Demostracion. Las equivalencias entre los items 2), 3) y 4) se siguen a partir de las proposi-
ciones [2.30] y [[.2.14] También, al ser todo punto recurrente, es claro que /) implica 2). Final-
mente, veamos que 2) implica /). Sea y € Q(x, f). Entonces, por la igualdad o(x, f) = Q(x, f),
y € @(x, f). Puesto que @(x, f) es un conjunto cerrado e invariante (Proposicién [1.2.3) conclui-
mos que @(y, f) C o(x, f). Ahora, por el Lema tenemos que x € Q(y, f) = ©(y, f), y nue-

vamente, por ser ®(y, f) cerrado e invariante, obtenemos la contenencia @(x, f) C @(y, f). Asi,

Q(x, f) = o(x, f) = o(y, f) y, por la Proposicién|1.2.8, Q(x, f) es un conjunto minimal. O

Respecto a la proposicion anterior, tenemos las siguientes preguntas.
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Pregunta 4.7. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion continua. ;Si X =

Rec(f), entonces w(x, f) es un conjunto minimal para cada x € X ?

Pregunta 4.8. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion continua. ;Si X =

Per(f), entonces wy es continua?

En (Camargo et al., Lema 4.2) se demostr6 que si f: X — X es una funcién continua defini-
da en una dendrita y Q(x, f) es totalmente disconexo para cada x € X, entonces f es equicontinua.
Mas recientemente, en (Abdelli et al., Teorema 5.2), se probo este resultado en dendritas locales,
viendo que si Q(x, f) es totalmente disconexo, entonces f es equicontinua en x. Usando argumen-
tos similares, en la Proposicion demostraremos que este resultado sigue siendo valido si se
considera un continuo regular donde cada par de puntos se une solo por un nimero finito de arcos.

Para ello usaremos el siguiente lema.

Lema 4.9. Sean X un continuo regular tal que para cada par de puntos en X hay solo un niimero
finito de arcos que los une. Si x #y y (An)neN es una secuencia de subconjuntos arcoconexos de
X tal que para cada € > 0 con B(x,€) N B(y,€) = 0, existe ngp € N de modo que A, N\ B(x,€) # 0y

AnNB(y,€) # 0 para cada n > ny, entonces existe un arco o, en X tal que @ C A, para infinitos n.

Demostracion. Sea € > 0 tal que B(x,€) NB(y,€) = 0. Como X es regular, existen vecindades Uy y
Uy de x e y, respectivamente, tales que U, C B(x, €), Uy, C B(y,€) y dU, y dU, son conjuntos finitos.
Por la hipétesis, existe una sucesion estrictamente creciente (n)reny € N tal que Ay, NU, # 0y
Ap, NUy # 0 para cada k € N. Como U, NU, = 0, la conexidad de cada A, implica que A,, N JUy #

0y Ay NAU, # 0 paracada k € N. Asi, puesto que U, y dU, son finitos, existen a € dU, y b € dU,
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tales que {a,b} C A, para infinitos A, . Luego, dado que hay solo un nimero finito de arcos que
unen a 'y by cada A, es arcoconexo, tenemos que existe un arco & de a a b tal que o C A, para

infinitos A, . U]

En la Figura [9) se muestran unos ejemplos de continuos regulares. En la parte superior
observamos dos continuos regulares en los que cada par de puntos se une solo por un nimero finito
de arcos. Sin embargo, el continuo regular mostrado en la parte inferior cumple que del punto p a

cualquier otro punto hay un nimero infinito de arcos que los une.

Proposicion 4.10. Sean X un continuo regular tal que para cada par de puntos en X hay solo un
niimero finito de arcos que los une, y f: X — X una funcion continua. Si Q(a, f) es totalmente

disconexo, entonces f es equicontinua en a.

Demostracion. Supongamos que f no es equicontinua en a. Entonces, existen una sucesion
(xx)ken C X, de modo que limy_,..x; = a, y una sucesion estrictamente creciente (1 )reny € N

tales que 1imy . f™ (x;) = b y limy_.., f™(a) = ¢, para algunos b,c € X con b # c. Por los le-

mas|1.1.12|y[l.1.14] X es ULAC y por tanto, existe una sucesion (0 )xen de arcos en X tal que 0y

une x; y a paracadak € N,y

lim didm(oy) = 0. (4.0.1)

k—yo0

Note que, para cada € > 0, existe N € N tal que /™ (o) NB(x,€) # 0y f"(o4) NB(y, €) # O para
cada k > N. Luego, por el Lema existen un arco @ en X y una subsucesion (nkj) jen de (mg) ken
tales que @ C f'i (ou;) para cada j € N. Ahora, dado p € @, existe z; € o; tal que iz N=pr

para cada j € N. Por (4.0.1)) se sigue que lim;_,..z; = a, y en consecuencia, p € Q(a, f). De esto,
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o C Q(a, f), lo cual contradice que Q(a, f) sea totalmente disconexo. Asi, concluimos que f es

equicontinua en a. [

Figura 9.

Continuos regulares
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5. Continuos atriédicos
En este capitulo consideraremos algunos continuos atriédicos. Para esto, daremos la defini-
cién de dicho concepto y presentaremos algunos ejemplos bastante conocidos de estos continuos.
Nos interesard un caso particular de continuos atriédicos y hereditariamente descomponibles, en
los cuales veremos que un punto es recurrente si, y solo si, es un punto fijo de la funcién bajo
consideracion. Posteriormente, usaremos este hecho junto con otros resultados vistos antes para

ver equivalencias entre ciertas propiedades dindmicas en esta clase de continuos.

A continuacién enunciamos la definicién de n-odo, la cual generaliza el concepto de n-odo

simple (union de n arcos con un tnico punto en comin para todos).

Definicion 5.1. Sea n > 2. Un continuo X es un n-odo si existe un subcontinuo Y de X tal que

X\Y =U!_|E;, donde E,...,E, son subconjuntos abiertos no vacios y disjuntos dos a dos de X.

Basados en la definicién anterior, enunciamos ahora lo que se entiende por continuo atrié-

dico.
Definicion 5.2. Un continuo X es llamado atriédico si no contiene triodos.

Como ejemplos de continuos atriddicos podemos considerar la curva senoidal del topélogo
definida en el Ejemplo[2.3]o el intervalo [0, 1]. También el continuo de Knaster, el cual ademds es un
continuo indescomponible, y el circulo de Varsovia, obtenido al afiadir un arco a la curva senoidal

del top6logo, son ejemplos en esta clase de continuos. En la Figura[[(]ilustramos estos tltimos dos
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continuos. Para més detalles sobre los mismos vea (Kuratowski, §48, V, p. 204) y (Nadler, Ejemplo

1.6, p. 5).

Figura 10.

Continuo de Knaster y Circulo de Varsovia

\/

En el siguiente lema mostraremos que si todo punto es recurrente, entonces los tinicos
puntos cuya imagen bajo una funcién f pertenece al conjunto @(x, f) son exactamente los que

pertenecen a este conjunto omega limite.

Lema 5.3. Sean X un espacio métrico compactoy f: X — X una funcion continua. Si X = Rec(f),

entonces = (w(x, f)) = w(x, f) para cada x € X.

Demostracion. Por la Proposicion|1.2.3) siy € o(x, f), entonces f(y) € f(o(x, f)) = @o(x, f); esto
es,y € f Y (w(x,f)). Ahora, si z € f~'(w(x,f)), entonces f(z) € @(x, f) y por tanto, dado que
o(x, f) es un conjunto cerrado e invariante, ®(f(z), f) C @(x, f). Asi, por la Proposicién y

el hecho de que z € Rec(f), concluimos que z € @(z, f) = ©(f(z), f) C o(x, f). O

Observe que la hipdtesis en el Lema [5.3] de que el punto x sea recurrente no se puede
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eliminar, pues si consideramos la funcién tienda 7: [0,1] — [0,1] y el punto x = % tenemos que
x¢Rec(T)y o(x,T) = {%} {3 %} =T"(w(x,T)). También, la funcién f: [0,1] — [0,1], dada

por f(x) = x>

, muestra que el reciproco del Lema no es cierto.
La demostracion del siguiente lema puede verse en (Erdos and Stonel, Teorema I). En este

veremos que el conjunto de puntos recurrentes de una funcién f es igual al conjunto de puntos

recurrentes de cualquiera de sus iteradas f”, con n € N.

Lema 5.4. Sean (X,d) un espacio métrico compactoy f: X — X una funcion continua. Entonces,

x € Rec(f) si, y solo si, x € Rec(f") para cada n € N.

Demostracion. Claramente, six € Rec(f") para cada n € N, entonces x € Rec(f). Ahora, suponga-
mos que x € Rec(f) y sean € N. Entonces, existe una sucesién de nimeros naturales estrictamente
creciente (my)ren tal que 1imy_,. f™(x) = x. Considerando una subsucesién de ser necesario, po-
demos suponer, usando el algoritmo de la divisién, que existe » € {0,1,...,n— 1} tal que para cada
k € N existe g, € N de modo que my = ngqy +r. Supongamos que r # 0, pues si r = 0 entonces inme-
diatamente se sigue que x € Rec(f™"). Sea € > 0y hallemos M € N tal que d(f"(x),x) < €. Como
1imy e f(x) = x, existe k; € N tal que f"*1 (x) € Vy = B(x, €). Ahora, por la continuidad de ™1,
podemos escoger una vecindad V; de x de forma que V; C Vy y f1(V}) C V. Nuevamente, por el
hecho de que limy_,., f"*(x) = x, podemos hallar k, € N tal que my, > my, y f"*2(x) € V;. Por la
continuidad de f™*, existe una vecindad V, de x tal que Vo, C V; y f"2(V,) C V;. Continuando de
esta forma, para cada i € {1,...,n}, obtenemos my, > my, , y una vecindad V; de x tal que V; C V;_4

y f™i(V;) C Vi_1. Asi, tenemos que ™ T M () = fn(qk1 ) (x) € Vo =B(x,€) y por
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tanto, tomando M = gy, + - + g, + 1, se cumple que d(fM"(x),x) < . Como ¢ fue arbitrario,

concluimos que x € Rec(f"). O

Usando el teorema del valor intermedio, o nociones de conexidad, se puede probar de forma

sencilla el siguiente lema.

Lema 5.5. Sea f: [a,b] — R una funcion continua. Si a < f(a)y f(b) <b, 0,a> f(a) yb < f(b)

entonces existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = c.

El siguiente lema relacionado con continuos hereditariamente descomponibles nos sera ttil

en la demostracién de la Proposicion

Lema 5.6. Sea X un continuo hereditariamente descomponible. Si X \ Z es conexo para todo

subcontinuo Z de X, entonces existen A1,Ay y A3 subcontinuos de X tales que:
m X =A1UAyUA3;
n A;UA; # X para cualesquiera i, j € {1,2,3}.

Demostracion. Como X es descomponible, existe un subcontinuo propio A tal que Inty (A;) # 0.
Por hipétesis, X \ A| es conexo y en consecuencia, B = m es un continuo. Dado que X es
hereditariamente descomponible, sabemos que existen subcontinuos propios, A, y Az, de B tales
que B = Ay UAj3. Es claro que X = Aj UA, UA3. También, puesto que X \ B # 0, A UA3 # X.
Verifiquemos que A} UA; # X. En efecto, si X = Aj UA;, entonces X \A] = Ay \ A} C Ay y por
tanto B = m C A,. Esto implica que B = A», lo cual contradice el hecho de que A, C B. De

forma analoga se comprueba que A UA3 #£ X. [



CONJUNTOS OMEGA LIMITE EN CLASES DE CONTINUOS 66

En el siguiente resultado vemos que las condiciones de ser punto recurrente y ser punto fijo
son equivalentes al considerar una clase particular de continuos hereditariamente descomponibles

y atriddicos.

Proposicion 5.7. Sean X un continuo hereditariamente descomponible y atriodicoy f: X — X
una funcion continua tales que existe una funcion continua e inyectiva l: [0,00) — X de modo que

1[0,00) es una arcocomponente de X y 1[0,00) = X. Si X = Rec(f), entonces X = Fix(f).

Demostracion. Durante la demostracion, [a,b] denotara el arco contenido en /[0,0) y con puntos
extremos a y b. Ademds, consideraremos el orden < sobre /[0,o0) dado por x < y si, y solo si,

[1(0),x] C [1(0),y]. Iniciaremos mostrando que /[0,) es un conjunto invariante y ademas, Fix(f)N
1[0,00) # 0.

Afirmacion 5.8. f(1[0,00)) C 1[0,0).

Probemos la afirmacién. Supongamos por contradiccion que f(1[0,0)) ¢ 1[0, ). Entonces,

siendo /[0,0) una arcocomponente y f(/[0,0)) un subconjunto arcoconexo de X, se sigue que

1[0,00) N £(1[0,0)) = 0. Por la continuidad de f, tenemos que X = f(X) C f(1[0,)) C f(1[0,0))
y en consecuencia, M = f(1]0,0)) es un subconjunto arcoconexo y denso de X. Ademads, para cada
subcontinuo C de X se tiene que X \ C es conexo. En efecto, si existiesen un subcontinuo C de X
y abiertos disjuntos no vacios U y V de X tales que X \ C = U UV, entonces, por la densidad de
los conjuntos M y 1[0,e0), existen a € U N1[0,00), b € VNI[0,00), cc UNMyd €V NM. Asi,
tomando arcos o C [[0,00) y B C M tales que {a,b} C oy {c,d} C BB, se tiene que CUo U es

un triodo, llegando a una contradiccién pues X es atriddico.
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Por lo anterior, podemos hallar subcontinuos propios Ay, Ay y A3 de X que satisfacen las
propiedades en el Lemal[5.6] Por la densidad de /[0, c0), existen a; € A} \ (A2 UA3), az € Ay \ (AU
A3), a3 € A3\ (A1 UA3) y un arco a C [[0,0) que contenga a, ay y a3 y cuyos puntos extremos
son dos de estos tres puntos. Supongamos por ejemplo que a; y a> son los puntos extremos de
dicho arco . Similarmente, usando la densidad de M, podemos escoger b € A} \ (A, UA3U{a;}),
by € A3\ (A]UAyU{as}) y un arco B C M con puntos extremos b; y b3. Note que A3UaU 3 es un

triodo, lo cual contradice que X sea atriédico. Con esto finalizamos la prueba de la Afirmacion[5.8]
Afirmacién 5.9. Fix(f)N1[0,c0) # 0.

Supongamos que Fix(f)N1[0,00) = @. Con lo que probaremos en los siguientes 4 incisos

llegaremos a una contradiccion.

i) f(z) > z para cada z € [0, o).

Claramente, f(1(0)) > 1(0). Si existiese s > 0 tal que f(I(s)) < I(s), entonces el Lema |5.5|impli-

carfa que Fix(f) N [1(0),(s)] # 0, lo cual no es posible pues Fix(f) = 0.

ii) Para cada p,q € 1[0,) existe m € N tal que f™(p) > q.

Suponga lo contrario. Entonces, existen p,q € 1]0,00) tales que f™(p) € [1(0),q| para ca-

da m € N. Asi, el inciso i) implica que la sucesion (f"(p))men es creciente y acotada. Luego,
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lim,, oo f™(p) =y, para algtin y € [1(0),q] y de esto, f(y) = lim,, s f™ " (y) =y, y se contradice
que Fix(f) = 0.

iii) Para cada s > 0, [[0,00) C f(I[s,o0)) y por tanto, f(I[s,o0)) es denso en X.

Sean 5,7 > 0y probemos que [(¢) € f(I[s,0)). Por i), tenemos que f"(I[s,0)) C f(I[s,o°))
para cada n > 2 y ademds, por ii), existe k € N tal que f*(1(¢)) > I(s). Dado que X = Rec(f), [(t) €
o(l(t),f) = o(f*(I(t)), f) y por tanto, existe una sucesién estrictamente creciente (1) ey C N
tal que im0 5 (f*(1(¢))) = I(t). Note que f"(f*(I(t))) € f(I[s,)) para cada j € N y asf,

1(t) € fl]s,%)).

iv) Por tdltimo, veamos que X contiene un triodo.

Como X es descomponible, existe C subcontinuo propio de X tal que Intyx(C) # 0. Sean
a € Intx(C) y b € X \ C. Escojamos abierto U y V de X talesquea € U CC, b€V yVNC=0.
Como X =[]0, ), existe #; € [0,00) tal que [(t;) € U. Por ii) y iii), podemos hallar 7, > 7, tal que
f(l(t2)) € V. Por i), ii) y el hecho de que /(#;) € Rec(f), podemos escoger un m; € N tal que
™)) > f(l(tz)) y f™(I(t;)) € U. De la misma forma, los items i) y ii) y el hecho de que
X = Rec(f) implican que existe my € N tal que ™1 (1(t;)) > f™(I(t1)) y f™ ' (I(t;)) € V. Con

el mismo argumento hallamos m3 € N tal que f™ ™ (1(t1)) > f™ 1 (1(t)) y f+™(I(1)) € U.

Finalmente, tomamos my € N tal que f™+™m41(1(1y)) > fmtm((z)) y frtmtl(1(n)) e V.
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Note que CU [I(t1), f(I(e2))] U [f™ (1(1)), ™= (U (e2))] U [ (U (1), f14 4724 (1(12)) ] es un

triodo, lo cual contradice que X sea atriédico. Esto completa la demostracién de la Afirmacion[5.9]

Ahora, supongamos que /[0, ) \ Per(f) # 0. Veremos que en esta situacion, X contiene un

subcontinuo indescomponible, llegando asi a algo absurdo.
Afirmacion 5.10. Per(f];o ..)) = Fix(f?) N[0, o).

Por la Afirmacién [5.8] es claro que Fix(f2) N1[0,0) C Per(f];0.)). Ahora, si supone-
mos que existe ¢ € [0,00) tal que z = [(¢) € Per(f) para algiin k > 3, entonces el hecho de que
f(1[0,00)) C 1[0,00) y de que X sea atriédico, implica que podemos formar un arco en [[0,c0) de
la forma [f!(z), f™(z)] con I,m € {0,1,...,k— 1} y tal que O(z,f) C [f'(z),f™(z)]. Nétese que
FUF @), f"(2)]) C [F1(2), "(2)]; en efecto, sean i € {0, 1,....,k— 1} tales que f(f(2)) = £'(2)
y f(f"(z)) = f"(2), y suponga que existe p € [f*(z), /" (2)] tal que f(p) ¢ [f'(z), " (z)]. Enton-
ces, [f1(2), f"(2)] S [f(p), /" (2)] 6 [f' (), f™(2)] € [f'(2), £ (p)]- Supongamos que [f'(2), /" (2)] C
[f(p),f"(2)]. En este caso, se tiene que O(z,f) C [f'(2),/"(2)] € f([p,f™(2)]) y ademds,
[p, f"(2)] N (2. f)| < k—1, lo cual implica que existe ¢ € [p, f™(2)]\ O(z, f) tal que f(q) €
O(z,f) = @(z, f), contradiciendo el Lema 5.3] Similarmente, para el caso en que [f'(z), f”(z)] C
[1(z), f(p)] se llega a una contradiccién. Asi, f([f(z), f™(z)]) C [f(z), f™(z)]. De esto, la fun-
ciong = flii) eyt [f1(2), " (@)] = [f!(2), " (2)] satisface que Rec(g) = [f'(2), /" (2)] y. por el
Lemal|2.33| se concluye que [f!(z), f™(z)] = Fix(g?) = Fix(2) N [f'(z), f"(z)], llegando a una con-

tradiccidn, pues z € Per(f) y kK > 3. Esto completa la prueba que Per(f/jj9 o)) = Fix(f2)N1[0, ).
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Afirmacion 5.11. [Per(f|j0.))| = 1 6 Per(f|j0.)) es arcoconexo y ademds, para cada p,q €
Pera(fli0.0)) ¥ r € Fix(flij0,0)) ¥ € [P, £(P)] ¥ [P, £(P)] € [q, f(9)] 6 [q, f(q)] < [p, f(P)]-

Supongamos que [Per(f];j.))| > 1y veamos que Per(f];j.)) €s arcoconexo. Por la Afir-
macion |5.8f sabemos que Per(f];9.)) = Fix(f?)N1[0,00). Sean z;,z> € Fix(f2) N1[0,0). Obser-
ve que f%([z1,22]) C [z1,22]. En efecto, si existiese x € (z1,22) tal que f%(x) ¢ [z1,22], entonces
21,22) € [f2(x),22] 6 [21,22] € [z1,.£%(x)]. En el primer caso tendrfamos que [z1,22] C £2([x,22])
y por tanto existe z3 € [x,zp] con z3 # z1 tal que f?(z3) = z1, lo cual contradice el hecho de
que f~((z1,f)) = ®(z1,f) (ver Lemal5.3). De la misma forma se llega a una contradiccién
en el caso en que [z1,22] C [z1,f>(x)]. Asi, concluimos que f%([z1,z2]) C [z1,22]. Por tanto, por
el Lema . 21,22] = Rec(f? ’[m 2] ) y por el Lema la Proposicién y el hecho de que
21,22 € FiX(f2|[z],z2})» se sigue que [z1,22] C Fix(f?). Asi, Per(f1jj0,00)) = Fix(f?)N1[0,0) es arco-

conexo.

Ahora, sean p,q € Pery(fljjo))- Supongamos que [p,f(p)] & [q./(q)] ¥ [g.f(q)] €

[p, f(p)], y consideremos por ejemplo el caso en que p < f(q) < f(p) < g. Entonces, {f(p), f(q)}

C [p.q) € f([f(p).f(q)]), lo cual implica que existen z; # p y z» # ¢ tales que f(z1) = f(p) y

f(z2) = f(q), contradiciendo el hecho de que f~'({p,f(p)}) ={p.f(P)} vy [ '{q.f(q)}) =

{q.f(q)} (ver Lema[5.3). De forma analoga se llega a una contradiccién en los otros casos en que

P, f(P) L [a.f(@)] y la:f(@)] € [p,f(p)]- Ast. [p,f(p)] C lg,f(9)] 6 [q,f(q)] € [p.f(p)] para

cada p,q € Pera(f]j0.00))-
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Sean p € Pera(fj0,00)) ¥ 7 € Fix(f]jj0,.0))- Suponga que r & [p, f(p)] y, sin pérdida de ge-
neralidad, consideremos el caso en que [p, f(p)] C [r, f(p)]- Entonces, p € [r, f(p)] C f([r,p]),

y esto implicaria que existe z € [r, p| tal que f(z) = p, lo cual no es posible pues z # f(p) y
F'dp, f(p)}) = {p,f(p)}. Asi queda demostrada la Afirmacién

Afirmacion 5.12. Si [Per(f1;j..))| > 1, entonces Per(f|jo.) es un arco y ademds, Per(f|jo..)) =
Fix (/10,00 )-

Veamos primero que Per(f];jc)) = Fix(fljjo,.)). Por la Afirmacién sabemos que
Per(flj0,00)) = Fix(f2)N1]0,0). Supongamos que Fix(f2|l[07w)) \Fix(f;(0,e0)) # 0. Por la hip6tesis
inicial, existe A9 € [0,0) tal que wo = [(Ag) € [[0,0) \ Per(f). Sea z € Per(f|jp.)) =
Fix(f?| 1[0.0)) tal que [wo,z] N Per(f];0.)) = {z}. Note que, por la Afirmacién y el hecho de
que Fix(f2|l[07°°)) \Fix(f|7j0.00)) # 0 2 € Pera(f|0,0) ). En esta situacion, se tiene que Per(f | .)) =
Fix(f2ij0.00)) = [z,.f(2)]- Ya sabemos que [z, f(z)] € Fix(f*;jo..)) (Afirmacion , y si existie-
se g € Fix(f2|l[07m)) \ [z, f(z)], entonces la Afirmacién implica que [z, f(z)] C [¢,f(9)], ¥y

por tanto g € [wo,z| 6 g € [wo, f(z)], lo cual contradice la forma en que fue escogido z. De esto,

Per(f10.0)) = FIX(f2[1j0.0)) = [z, (2)].

Supongamos que z < f(z) (sino, se pueden cambiar los papeles de z y f(z)); esto es,
[1(0),z] C [1(0), f(z)]. Probemos que z = [(0). Si z > 1(0), esto implica que £2([1(0),z]) C [1(0),z].

En efecto, note que f2(p) ¢ [z, f(z)] para cada p € [I(0),z), ya que de lo contrario se contra-
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decirfa la recurrencia de p, pues p & Fix(f2jj0.)) ¥ [2,f(2)] = Fix(f2|jjo.«)). También, si exis-
tiese ¢ € [1(0),z] tal que f2(q) > f(z), entonces [z, f(z)] € f2([1(0),q]) y por tanto, si tomamos
a € (z,f(2)), existe b € [1(0),4] tal que f%(b) = a y esto implica que f2(f2(b)) = f*(b), lo cual
contradice el hecho de que b € (b, f) = o (f*(b), f), yaque b ¢ Per(f;0.0))- Con lo anterior con-
cluimos que f2([1(0),z]) € [/(0),z]. Luego, por el Lema [1(0),2] = Rec(f](0),4)» ¥ por el Le-
ma|2.33]se sigue que [(0),z] C Per(f|;jo.«))- lo cual es absurdo pues [£(0),z] NFix(f]jj0.)) = {z}-
Por tanto /(0) = z'y Per(f|j0..0)) = Fix(fz\l[o,w)) =1[1(0), f(1(0))]. Note que siy > f(1(0)), entonces

f(y) ¢ [1(0), f(1(0))], pues sino se contradice la recurrencia de y. En consecuencia, [/(0), f(1(0))] C

F(f((0)),y]), y esto implica que existe x € (f(I(0)),y] tal que f(x) € [1(0),f(1(0))] =

Fix(f2| /[0.))» contradiciendo la recurrencia de x. Por tanto, debe cumplirse que Per(f|;j.)) =

Fix(f1[0,e0))-

Probemos ahora que Per(f];(0.)) = Fix(f];j0.)) €s un arco. Supongamos, sin pérdida de
generalidad, que wo > [(0) (sino, basta tomar w' > [(0) con w' ¢ Fix(f), lo cual es posible,
pues de lo contrario se tendria que /((0,00)) C Fix(f) y, siendo Fix(f) compacto, esto impli-
ca que [([0.0)) C Fix(f). Absurdo). Como Fix(f]j)) es arcoconexo y wo & Fix(f];0.)) s€
tiene que Fix(f|j0,.)) € {p € 1[0,%0) : p < wp} 6 Fix(fljj0,0)) € {p € I[0,%0) : p > wo}. Probe-
mos que debe cumplirse el primer caso. Supongamos que Fix(f|jo)) € {p € 1[0,%0) : p > wo}.
Sean pg = min{p € [[0,%0) : p > wo} y go > po con qo € Fix(f];j0))- Entonces, F2([1(0), po]) C
[1(0), po], pues si z € [1(0), po), tenemos que f%(z) ¢ [po,qo] ya que [po,qo] C Fix([jj0.00)) ¥ 2 €

o(z, f) = o(f*(z), ). También, si existiese z € [I(0), po] tal que f%(z) > go, entonces [po,qo] C
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£2([1(0),z]), lo cual implica que existe y € [[(0),z) tal que f>(y) € [po,q0] C Fix(f1jj0,0))» 10
cual no es posible pues y € @(y, f) = o(f%(y), f). Ast, f2([1(0),po]) C [L(0), po] y usando los
lemas y se sigue que [1(0), po] C Per(f|j0,0)) = Fix(f|sj0,00))- 10 cual es absurdo. Por tan-
to, Fix(f;0,e)) € {p €1[0,0) : p <wo} y en consecuencia, existen s1,71 € [0,0) tales que 51 <t
y Fix(f]i0,e0)) = [[(s1),(21)]. El mismo argumento usado en la primera parte de la demostraci6n
muestra que [(s1) = [(0) y por tanto Per(f|;o.)) = Fix(flj0,.)) = 1([0,1]). Esto demuestra la

Afirmacion[5.12)

Afirmacion 5.13. Para cada z € 1[0,0) \ Per(f];j0..)) se tiene que f(z) > z; esto es, [1(0),z] C
[1(0), (z)].

Para esto, consideremos el caso en que [Per(f|jo..))| = 1y €l caso en que [Per(f|;jo.c))| > 1.
Supongamos primero que Per(f];j..)) = {x0} = Fix(f];j0,.)). Note que f([1(0),xo]) & [£(0),xo],
pues de lo contrario el Lema implicarfa que [/(0),xo] C Per(f|j0.0)) = Fix(f];0,e0)) = {0}
lo cual no puede ocurrir. Asi, existe pg € [1(0),xp) tal que f(po) > xp. Ahora, dado z € [I(0),x0] \
{po,xo}, se tiene que f(z) ¢ [[(0),xp], pues en caso contrario se cumple que xo € f([z, po|), y de es-
to existe g € [z, po] tal que f(q) = xo, y esto contradice que f~!({xo}) = {x0} (ver Lema pues
g # xo. De lo anterior concluimos que, para cada z € [[(0),x¢), f(z) ¢ [/(0),x0) y por ende, z < f(z).
Sea by € [1(0),xo) tal que f([1(0),x0]) = [x0, f(bo)]. Observe que f([I(0), f(bo)]) € [1(0), f(bo)].
pues de lo contrario, el Lema implicarfa que [/(0), f(bo)] C Per(f;0,.)) = Fix(f;j0,e0))> 10
cual no es posible. Asi, existe by € [I(0), f(bo)] tal que f(b1) > f(bo). Note que by ¢ [1(0),x0]

pues f([1(0),x0]) C [1(0), f(bo)]; esto es, by € (xo, f(bo)]. De esto se deduce que si z > xo, enton-
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ces f(z) > xo. En efecto, si se cumple que f(z) < xo para algdn z > xy, entonces xo € f([z,b1]), lo
cual contradice que £~ ({xo}) = {x0} (ver Lemal5.3), pues [z,b1] N {xo} = 0. Probemos ahora que
no puede ocurrir que f(z) < z. Por el Lema[2.33|sabemos que no puede darse que f([xo,z]) C [xo,2].
Asf, la conclusién dada antes (f(p) > xo para cada p > xp) implica que [xo,z] C f([x0,2]) =
[x0,.f(q3)] para algin g3 € [xo,z]. Suponga que f(z) < z. Claramente, f(z) # z pues z & Fix(f;(0,))-
Ahora, si consideramos la funcién g = f][, 4, ¥ los conjuntos Ay = {y € [z,q3] : g(y) > ¥|} ¥
Ay ={y € [z,93] : g(y) <]}, se tiene que A y A, son conjuntos cerrados, [z,q3] =A1 UA2, g3 € A;
y z € A;. Luego, por la conexidad de [z,¢3], A NA, # 0 y por tanto existe y € [z, 3] tal que g(y) =;
es decir, f(y) =, pero esto es una contradiccion pues Fix(f];0..)) = {xo} Z |z,43]. Con lo ante-

rior, concluimos que f(z) > z para cada z # xo.

Consideremos ahora el caso en que [Per(f|jo.))| > 1. Por lo concluido en la Afirma-
cién sabemos que existe #; € [0,0) tal que Per(f];j.c)) = Fix(|;0,.0)) = [[(0),1(t1)]. Sea z ¢
[1(0),1(t1)]. Entonces z > [(¢;) y ademds note que f(q) ¢ [[(0),1(¢;)] para cada ¢ > I(t), pues sino
se contradice la recurrencia de g. También, f([/(r1),z]) € [I(t1),z] y por tanto existe g4 € [/(11),2]
tal que [/(t1),2] C f([I(t1),2]) = [I(t1),f(q4)]. Suponga que f(z) < z. Entonces, considerando la
funcién h = f][, 4,1 y los conjuntos By = {y € [z,q4] : h(y) >y} y Bo = {y € [z,q4] : h(y) <y} se
tiene que B) y B, son cerrados, [z,q4] = B1 UB», g4 € B y z € By. De esto, por ser [z,q4] conexo,
BN B, # 0y por ende existe y € [z,q4] tal que h(y) = f(y) = y; sin embargo, esto es absurdo pues
Fix(f1j0,.0))] N [2,q4] = 0. Asf, f(z) > z para cada z & [1(0),(¢;)]. Asf finalizamos la demostraci6n

de la Afirmacion
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Afirmacion 5.14. Sea A € [0,00) tal que [(A1) = max{p € [[0,0) : p € Fix(f)}. Entonces, para
cada 7 > 1(Ay) se tiene que la sucesion (f"(z))nen no estd acotada; esto es, para cada & € [0, o)

existe m € N tal que f"(z) > l(@).

Por la Afirmacién sabemos que dicho A; € [0,) existe. Sea z > I(A;). Entonces,
por la Afirmacion se tiene que f"*1(z) > f"(z) para cada n € N. Si existiese « € R tal
que f"(z) < I(a) para cada n € N, tenemos que /(&) > I(A;) y la sucesién (f"(z))nen estd con-
tenida en (/(A),/(e)], de donde, por la monotonicidad de (f"(z))nen, existe p € (I(A1),l(a)]
tal que lim, ... f*(z) = p y por tanto, f(p) = f(lim, se f"(z)) = lim, e f*7!(z) = p. Es decir,

P € Fix(f];j0,e0))» lo cual es absurdo.
Afirmacién 5.15. Para cadat > Ay, f(l]t,)) es denso en l[A;,).

Por la Afirmacién [5.13]se sigue que f(I[A1,0)) C I[A1,0) y por tanto f(I[t,o0)) C I[A;,).
Veamos ahora que [(4;,00) C f(I[t,%0)). Por la Afirmacién f(l]t,0)) C 1]t,o0) y de esto,
f"(l[t,0)) C f(l[t,o0)) para cada n > 2. Sea s > A;. Por la Afirmacién podemos hallar
m > 2 tal que f™(I(s)) > I(t); es decir, f™(I(s)) € I[t,o). Ademas, puesto que X = Rec(f), I(s) €
o(l(s),f) = a(f"(I(s)),f) y por tanto existe una sucesion estrictamente creciente (1n),ey C N
con n > 2 para cada k € N, de modo que limy_... f*(f™(I(s))) = I(s). Dado que f™(f™(I(s))) €
f(l]t,0)) para cada k € N, concluimos que I(s) € f([t,o)). Asi, f(I[t,)) es denso en I[A;,0).

Esto demuestra la Afirmacion (5. 15

Finalmente, veamos que C = [[A},0) es un subcontinuo indescomponible de X. Por la
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continuidad de /, es claro que C es un subcontinuo de X. Suponga que existe un subcontinuo
propio, L, de C tal que Intc(L) # 0. Sea so > A; tal que I(sg) € C\ L. Por la Afirmacion
existe s; > so tal que f(I(s1)) € Intc(L). Usando la Afirmacién junto con el hecho de que
X es normal y I(sg) € @0(I(s0), f), se sigue que existe m; € N tal que f™(I(so)) > f(I(s1)) y
™ (I(s0)) ¢ L. Nuevamente por la Afirmacién [5.15] existe p, > f™1(I(s¢)) tal que p, € Intc(L),
y por la Afirmacién [5.14] y el hecho de que ™ (I(so)) € @(f™ (I(s0)),f), existe my € N tal
que ™1™ (1(s0)) > pay f™ ™ (I(sg)) ¢ L. Sean a; = min{x € [I[(so), f({(s1))] : x €L}, ap =
méax{x € [f(I(s1)), /™ (I(s0))] : x € L} y a3z = méax{x € [pa, f™ ™ (I(s0))] : x € L}. Note que
T =LU[l(s0),a1]Ulaz, f™ (I(s0))] U[as, f™T™ (I(s9))] es un triodo, lo cual contradice que X sea

atriédico. Por tanto, C = I[A},0) es indescomponible.

Asi, llegamos a una contradiccidn, pues X es hereditariamente descomponible. En conse-

cuencia, /[0,0) C Fix(f) y por tanto, X = /[0, o) C Fix(f). O

Como corolario de la Proposicion [5.7)se deduce el siguiente corolario, con respecto al cual

tenemos una pregunta que se presenta después del mismo.

Corolario 5.16. Sea X un continuo atriodico tal que existe una funcion continua e inyectiva
[: [0,00) = X de modo que 1[0,0) es una arcocomponente de X y 1[0,00) =X, y sea f: X — X una

funcion continua. Si X = Rec(f), entonces:
a) X =Per(f) =Fix(f), o

b) X contiene un subcontinuo indescomponible.
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Por ejemplo, la curva senoidal del topdlogo (Ejemplo 2.3)), el Circulo de Varsovia, el Conti-
nuo de Knaster (Figura[10), o cualquier compactacion con residuo atriédico de (0.1] son continuos
atriédicos para los cuales existe una funcién continua e inyectiva /: [0,00) — X tal que /[0, o0) es

una arcocomponente densa.

Pregunta 5.17. Sea X un continuo indescomponible y atriodico tal que existe una funcion continua
e inyectiva l: [0,00) — X de forma que 1|0,0) es denso en X, y sea f: X — X una funcion continua

con X =Rec(f). ¢Si1[0,0) NFix(f) # 0, entonces X = Fix(f)?

Con lo demostrado en la Proposicién[5.7]y usando otras propiedades presentadas en capitu-
los anteriores, obtenemos las siguientes equivalencias para la clase de continuos hereditariamente

descomponibles que hemos estado considerando.

Teorema 5.18. Sea X un continuo hereditariamente descomponible y atriédico tal que existe una
funcion continua e inyectiva l: [0,00) — X de modo que 1[0,0) es una arcocomponente densa de

X, ysea f: X — X una funcion continua y sobreyectiva. Entonces, son equivalentes:
1) o(x,f)=Q(x,f) para cada x € X;
2) wy es continuay X = Rec(f);
3) X =Rec(f);
4) X =Fix(f),

5) f es equicontinua.
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Demostracion. Por la Proposicion [2.30 /) implica 2). Claramente, 2) implica 3). La Proposi-
cién[5.7|nos garantiza que 3) implica 4), y evidentemente 4) implica 5). Finalmente, 5) implica /),

por la Proposicion|1.2.10 0
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