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Resumen
Titulo: Préacticas Variacionales en el Aprendizaje de la Variacion Constante a partir de Contextos

Financieros en grado Noveno*

Autores: Lizeth Juliana Fajardo Duran y Thomas Corzo Giraldo**

Palabras Clave: Préacticas Variacionales, Funcion lineal, Variacion constante, Educacién
financiera, Presupuesto.

Descripcion:

En esta investigacion se busca describir el desarrollo de las Practicas Variacionales (PV) de
estudiantes de noveno grado al abordar el concepto de funcién lineal como variacion constante en
una situacion relacionada con el presupuesto y costo de un viaje, ya que, se han evidenciado
dificultades en la comprension del concepto de funcion lineal debido a su aproximacién netamente
algoritmica y estatica (Grueso y Gonzales, 2016). Por lo cual, se presenta la funcién como
herramienta modeladora de situaciones de variacion y cambio, donde dichas situaciones son
estudiadas a traves de las PV (Caballero, 2018; Arciniegas, 2023), en el marco de un contexto
financiero que propicia escenarios Utiles para la comprensién del concepto matematico y potencia
las habilidades financieras de los estudiantes (Dituri et al., 2019).

El sustento teorico es el desarrollo de las PV segln Caballero (2018), en el marco de la linea de
investigacion del Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLV) en conjunto con el ambito
conceptual del Presupuesto (MEN, 2022) y sus elementos (Ingresos, Gastos y costos). La
metodologia refiere a un experimento de ensefianza que incluye la revision bibliografica para la
formulacién de la conjetura de aprendizaje, redisefio de la secuencia de tareas, implementacién y
andlisis de resultados.

Los resultados evidencian que las PV permiten comprender el caracter estable del cambio y el
caracter futuro del cambio, y aportaron a la resignificacion de la funcion lineal como variacion
constante, ademas de ser herramientas funcionales para describir la actividad matematica del
estudiante. Asimismo, al articular el contexto financiero se propicio un escenario donde el objeto
matematico result6 funcional para la toma de decisiones financieras del estudiante.

*Trabajo de Grado

**Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Licenciatura en matematicas.

Directora: Haided Lised Arciniegas Rueda. Magister en Educacién Matematica.

Codirectora: Edith Johanna Mendoza Higuera. Doctora en Ciencias Especialidad en Matematica
Educativa.
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Abstract
Title: Variational Practices in the Learning of Constant Variation from Financial Contexts in ninth

grade*

Authors: Lizeth Juliana Fajardo Duran y Thomas Corzo Giraldo**

Keywords: Variational Practices, Linear Function, Constant variation, Financial Education,
Budget.

Description:

This research aims to describe ninth-grade students' development of Variational Practices (VP)
when addressing the concept of the linear function as constant variation within a context related to
travel budgeting and costs. This is framed around the documented difficulties in understanding
linear functions caused by purely algorithmic and static instructional approaches (Grueso &
Gonzales, 2016). Therefore, the function is presented as a modeling tool for situations involving
variation and change, which are examined through VP (Caballero, 2018; Arciniegas, 2023) within
a financial framework that provides useful scenarios for comprehending mathematical concepts
while enhancing students' financial skills (Dituri et al., 2019).

The theoretical foundation relies on the development of VP as proposed by Caballero (2018)
within the Variational Thought and Language (Pensamiento y Lenguaje Variacional — PyLV)
research line, combined with the conceptual domain of Budgeting (MEN, 2022) and its core
elements (Income, Expenses, and Costs). The methodology follows a teaching experiment design
that includes a literature review to formulate the learning conjecture, task sequence redesign,
implementation, and analysis of results.

The findings indicate that VP enables students to understand both the stable and future nature of
change, contributing to the resignification of the linear function as constant variation while serving
as functional tools to describe students’ mathematical activity. Furthermore, articulating the
financial context created a scenario in which the mathematical object became functional for
students' financial decision-making

*Bachelor Thesis
** Science Faculty. Mathematics School. Bachelor’s degree in Mathematics.

Director: Haided Lised Arciniegas Rueda. Master’s degree in Mathematics Education.
Co-director: Edith Johanna Mendoza Higuera. Ph.D. in Science, specializing in Mathematics
Education.
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Introduccion

Segun Alfonso (2024), la Educacion Financiera es una herramienta y/o estrategia que proporciona
a los ciudadanos los conocimientos necesarios para tomar decisiones informadas a favor de su
bienestar financiero y mejora de la calidad de vida. Sin embargo, Colombia es uno de los paises
con menores indices en este aspecto, segun los resultados de la prueba Programa de Evaluacion
Internacional de Estudiantes (PISA por sus siglas en inglés) en 2012 (INEE, 2014). Ante este
panorama, promover acciones que incorporen este ambito econdmico y financiero constituye una
oportunidad para fomentar inclusion, desde una perspectiva de cerrar desigualdades y brechas
formativas, asi como promover el desarrollo social y el crecimiento sostenible al relacionarse
satisfactoriamente con entidades financieras.

De acuerdo con los Lineamientos Curriculares de Matematicas, el conocimiento matematico es
considerado como una tarea social que debe responder a las opciones e intereses que surgen en el
mundo actual (MEN, 1998). En tal caso, el conocimiento matematico que se construye alli resulta
funcional cuando le permite al estudiante desarrollar la percepcion de la realidad, de tal forma que,
identifica situaciones que emergen del estudio de la variacion y el cambio. Por esto, cuando los
referentes curriculares proponen el pensamiento variacional resaltan su importancia en la
resolucion de problemas, en particular, en situaciones de variacion y cambio inmersas en el
cotidiano (MEN, 2006).

Ahora bien, el cambio y la variacion se relacionan de la siguiente manera: "El cambio alude a una
cualidad que experimenta una transformacién, en tanto que la variacion consiste en una abstraccion
de las propiedades y caracteristicas del cambio que se percibe" (Caballero, 2018, p. 16). En

consecuencia, este punto de vista generalizado del cambio y la variacion deja ver que la
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construccién de conocimientos relacionados a estos conceptos puede ser aplicada a diversas
disciplinas cientificas. Especificamente, el pensamiento variacional estd estrechamente vinculado
con los demas pensamientos (numeérico, espacial, métrico, y aleatorio) incluso, con pensamiento
de otras ciencias (MEN, 2006). En ese sentido, Caballero (2018) plantea que las Practicas
Variacionales (comparacion, la seriacion, la prediccion y la estimacion) surgen como formas de
operar y razonar frente a la cualificacion y cuantificacion del cambio. De hecho, desde la
diversidad cognitiva es posible distinguir su desarrollo de diferentes formas (Arciniegas, 2023).

En este orden de ideas, este proyecto tomd como punto de partida el disefio didactico relacionado
con la variacion constante en el contexto de “presupuesto para un viaje”, resultado del proyecto
“Disefios didacticos para la inclusion en matematicas con la mediacion de tecnologias: procesos
de formacion y reflexion con profesores” codigo 70783. Este proyecto plantea unos disefios en
cuatro niveles de profundidad, en referencia a los ritmos de aprendizaje, sin embargo, para efectos
de esta investigacion se tomara el nivel 3 de profundidad, correspondiente al ritmo de aprendizaje
estandar. Dicho disefio se ajustd segun las condiciones de implementacion de un aula regular de
noveno grado, y también con el propdsito de promover el desarrollo de las préacticas variacionales
a lo largo de las actividades. Asi, se describio el desarrollo de las Practicas Variacionales (PV) en
el estudio de la variacidn constante en situaciones financieras, lo cual incluye cuestionar como el
contexto financiero en la situacion de “presupuesto para un viaje” favorece la construccion y
significacion de la variacion constante, en la medida en que emergen las PV. De lo anterior, se
establece el siguiente objetivo general: Describir el desarrollo de las practicas variacionales en
el estudio de la variacion constante en situaciones financieras, con estudiantes de noveno grado.
Cabe destacar que el desarrollo de este trabajo fue influenciado por la participacion de los autores

en el Semillero de Educacion Economica y Financiera desde la Educacion Matematica,
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perteneciente al grupo de investigacion EDUMAT-UIS. Dicho espacio académico fue de provecho
a través de sus seminarios, reuniones y debates que ayudaron a enriquecer las ideas investigativas
en el presente trabajo. Asi las discusiones compartidas contribuyeron a consolidar el enfoque
econdmico y matematico de la investigacion.

La estructura de este documento comienza, primero, con el planteamiento del problema, donde se
expuso la problematica existente en torno a la ensefianza de la funcion lineal y la importancia de
promover las PV en contextos financieros. En segundo lugar, los antecedentes incluyeron aspectos
legales relacionados con la evolucion normativa que ha integrado a la Educacion Econdmica y
Financiera (EEF) a nivel nacional, asi como algunos entes internacionales que han sido participes
de este proceso. Asimismo, se revisaron investigaciones asociadas con el Objeto Matematico, su
ensefianza en contextos financieros y como se ha abordado en los niveles de educacion basica y
media.

En tercer lugar, se presentaron los elementos tedricos relacionado con: el contexto financiero, el
Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLV) desde la Teoria Socioepistemolédgica de la
Matematica Educativa, las practicas variacionales y la variacién constante que guiaron la presente
investigacion. En cuarto lugar, la metodologia presento la estrategia investigativa, experimento de
ensefianza, propuesta por Camargo (2021), la cual incluye la revision bibliografica para la
formulacion de la conjetura de aprendizaje, redisefio de la secuencia de tareas, implementacion y
andlisis de resultados. Finalmente, en los resultados se detalld el redisefio a la secuencia de
actividades y se describi6 el desarrollo de las Practicas Variacionales en el estudio de la variacion

constante dentro del contexto de una situacion financiera.
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1. Planteamiento del problema
En el afio 2014 la OCDE presento los resultados de la prueba PISA, donde Colombia obtuvo
desempefio deficiente en la competencia financiera; segun el reporte mas de la mitad de los
estudiantes no revelan competencias en el area de la economiay las finanzas; pues el puntaje global
de 379 lo ubica en el nivel 1 de 5 que establece la prueba (Instituto Nacional para la Evaluacion
de la Educacién [INEE], 2014), como se observa en la figura 1.

Figura 1

Resultados por puntuacion media prueba PISA 2012

Shanghai-China (603) —
Flandes-Bélgica (541) — (= 21
Estonia (529) — 15 21
Australia (528) — HH
Nueva Zelanda (520) - e
Reptiblica Checa (513) - -
Folonia (510) = el
Letonia (501) = -
Estados Unidos (492) — e
Federacion Rusa (486) = ——
Francia (488) — -
Eslovenia (485) = Lo 2]
Espafia (484) — el
Croacia (480) = [ 2
Israel (476) — —
Eslovaquia (470) — b=
kalia (468) - el

Colombia (379) — —e—

OCDE (500) — -

| Nivel 1 | Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

t t i t i
360 380 400 420 440 460 480 500 520 540 560 580 600 620

Nota. Tomado de Competencia financiera. Informe espafiol (p.43).

Estas cifras muestran que no se estaba logrando formar ciudadanos financieramente competentes.
Frente a esta situacion, el Ministerio de Educacién Nacional (MEN), junto con la Asociacion
Bancaria y de Entidades Financieras de Colombia (Asobancaria), en el afio 2014 presentd el
proyecto pedagdgico: Mi plan, mi vida y mi futuro, que ya cuenta con su cuarta versiéon (Edicion
2022). Este proyecto pedagogico busca promover un desarrollo integral en los nifios, nifias,

adolescentes y jovenes con una educacion de calidad que incluye la EEF (MEN, 2022). Ademas,
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afnaden que: “deja a disposicion de los establecimientos educativos del pais, una serie de materiales
para promover habilidades, actitudes y comportamientos que contribuyan con el desarrollo integral
de los nifios, nifias, adolescentes y jovenes y el de la sociedad” (p.4).

En ese caso, es responsabilidad de los establecimientos educativos, incluyendo docentes, la
implementacion de este proyecto transversal. Sin embargo, se distingue que muchos docentes no
tienen preparacion sobre EEF; segun Mufioz et al., a los docentes matematicos no se les brindan
los recursos necesarios para ensefiar de manera significativa la EEF, y los materiales de apoyo son
muy escasos (2018).

En este sentido, si se desea una exitosa implementacién de proyectos transversales que involucren
la educacion econdmica y financiera, es necesario que las politicas educativas planteen estrategias
de formacioén y actualizacion pedagdgica (Mufioz et al., 2021). Es decir, que los docentes se
equipen de estrategias didacticas pertinentes para abordar las tematicas de economia y finanzas,
ya que, no se puede ensefiar aquello que no se entiende (Mufioz et al., 2021).

A nivel local, Diaz y Rueda (2025) realizaron una encuesta a profesores de matematicas, en la que
el 75% no tiene conocimiento de los materiales sobre Educacién Financiera provistos por el MEN
y, ademas, el 68% nunca o casi nunca ha recibido formacion en el campo de la EEF. Se destaca
que la inclusion e implementacién del proyecto de EEF en las aulas esta quedando en manos de
los docentes de matematicas, quienes, en muchos casos, no cuentan con la formacion adecuada ni
con el conocimiento de la situacién. Por ello, la necesidad de contribuir desde la investigacion en
educacion matematica.

Luego, “(...) la mejora de las habilidades financieras podria lograrse mediante mejoras en los
conocimientos matematicos de la poblacion” (Mancebon y Pérez, 2014, p. 158), esto quiere decir

que, la adquisicion de conocimientos matematicos en el aula puede ayudar a la construccion de
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competencias financieras en los estudiantes pues, la educacién financiera es un campo de
aplicacion de ciertos conceptos matematicos que puede ser til para reducir la abstraccion de los
mismos (Jiménez y Vilaplana, 2014). No obstante, la relacion es bidireccional pues para poder
comprender conceptos financieros como crédito, deudas, entre otros es necesario involucrarse en
procesos matematicos como modelar, medir, estimar, predecir, etc. (Savard y Calvacante, 2021),
lo que, a futuro podria mejorar el desempefio financiero de las personas (Dituri et al., 2019; Savard
y Cavalcante, 2021)

Por otra parte, la sociedad esta en constante transformacion y evolucion, una realidad cambiante
donde se encuentran inmersas situaciones de variacién y cambio. De hecho, en el contexto escolar
no es la excepcion, alli predominan situaciones donde el estudiante toma decisiones desde el
estudio propio de su realidad, alcances y causa — consecuencia de lo que sucede; esto relacionado
con el desarrollo del pensamiento matematico, y en particular, con el estudio de la variacion y
cambio, convirtiéndose en un campo de accion relevante para la educacion matematica (MEN,
2004).

Al hablar del pensamiento variacional se hace énfasis en “el reconocimiento, la percepcion, la
identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio” (MEN, 2006, p.66) donde se postula
especial atencion en el concepto de funcion, como concepto “umbral” del calculo, al buscar
construir acercamientos significativos para comprender conceptos y procedimientos de las
funciones y sus sistemas analiticos, como conceptos posteriores. ES por esto que, la ensefianza de
la funcidn es un pilar fundamental para la comprension de las matematicas, y es necesario
abordarla de forma que se fortalezca el pensamiento variacional mas alla de lo algoritmico y la
ensefianza mecéanica. De lo contrario, una pobre comprension del concepto de funcién puede tener

malas consecuencias en la comprension de conceptos mas profundos, asi como, en la aplicacion
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de la funcion en otras areas o en un futuro profesional, y también en la motivacion e interés del
estudiante, ya que, siente que el concepto no es util (Trujillo et al., 2023).

Una de las problematicas mas evidentes en la ensefianza de la funcién es la definicién misma del
concepto. Algunas de las acepciones mas usadas en la educacién matematica serian: la definicion
conjuntista, la de funcion como transformacion, y la de funcion desde la covariacion. En la
actualidad, predomina la ensefianza de la funcion como una regla de correspondencia, también
conocida como conjuntista, en la cual a cada elemento del dominio se le asigna un unico elemento
del recorrido, y esta definicion obedece a ideas netamente algoritmicas o estaticas (Grueso y
Gonzales, 2016). Un enfoque exclusivo en dichas ideas lleva a que los estudiantes perciban el
algebra como un problema dificil de abordar, mas que como una herramienta que les permite
representar situaciones complejas de la realidad (Kalchman y Koedinger, 2005). Ademas, estos
autores consideran que la definicidon conjuntista es aceptable. Sin embargo, sefialan que esta no
orienta adecuadamente a los estudiantes que se inician en el aprendizaje de un nuevo tipo de
problemas, donde el valor de una magnitud depende del de otra y existe una regla que establece
como se relacionan entre si.

Segun Posada y Villa (2006), la funcion tiene una connotacion de herramienta modeladora de
fendmenos que implican variacion y cambio. En contraste, Trujillo et al. (2023) afirman que la
definicion conjuntista es aquella que es mas usada, pero no expresa la dinamizacién y la variacion
que es inherente al concepto de funcion. Sin embargo, Arciniegas (2023) es partidaria de introducir
al estudiante en las situaciones de variacion y cambio a medida que construye significados desde
su propia realidad. Es decir, busca abarcar el concepto de funcidn lineal desde la significacion de
la variacion constante al enfrentar situaciones de variacién y cambio que reflejen la realidad del

estudiante, algo que no es posible lograr desde un concepto conjuntista.
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En general, la problematica frente a la ensefianza de la funcion gira en torno al enfoque excesivo
en procesos algoritmicos y algebraicos, propios de una definicion conjuntista en donde prima la
regla de correspondencia y asociacion entre conjuntos. Luego, esta investigacion concuerda con
las ideas de Arciniegas (2023) para abordar la funcién a través de situaciones de variacion y
covariacion. Esta definicion segun Trujillo et al. (2023) facilita la comprension del concepto de
variable, dominio y rango, pero méas importante, hace intuitivo el uso de funciones como
herramientas modeladoras de situaciones y procesos reales.

Desde los referentes curriculares se plantea para el grado noveno que el estudiante debe “modelar
situaciones de variacion con funciones polinémicas” (MEN, 2006, p. 87). Es decir, se propone
abordar el concepto de funcion como una herramienta modeladora, que esta vinculada con la
definicion de funcion como covariacion de magnitudes; al priorizar la interpretacion, asociacion y
relacion entre magnitudes para asi, comprender el comportamiento que modela la funcion.

Ahora bien, dentro del contexto de la funcion lineal, Caballero y Moreno (2017) reportan que, al
momento de estudiar el concepto de pendiente desde situaciones de variacion y cambio,
enmarcadas en otras disciplinas como la fisica, existen dificultades para transitar del contexto
matematico al disciplinar. Ademas, sefialan que la causa de esta dificultad es debido a la falta de
significacion que se les da a los elementos matematicos. Por lo cual, la matematica pasa a ser
observada como una idea independiente y ajena a situaciones de variacion, cuando en realidad la
matematica surge de dichas situaciones. En ese sentido, el caracter variacional (formas de pensar,
argumentar, organizar, tratar, y comunicar matematicamente el cambio) de la matemaética no se
limitan a un manejo simbdlico y analitico.

Al momento de pensar matematicamente situaciones de variacion y cambio, surgen algunos

cuestionamientos clave: ;Qué cambia?, ;respecto de qué cambia?, ;,cOmo cambia?, ¢cuanto
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cambia? y ¢por qué cambia de esa manera? Luego, para resolver estos cuestionamientos Caballero
(2018) presenta una forma particular de razonar y actuar frente a situaciones de cambio llamadas
Practicas Variacionales (PV), a saber: la comparacion, la seriacion, la prediccion y la estimacion.
Las PV actuan como herramientas para enfrentar la problematica de una concepcion de funcién
limitada a lo algebraico, algoritmico y conjuntista, ya que, facilitan la inmersion del estudiante al
estudio de situaciones de cambio que derivan en el analisis y significacion de la funcion lineal.

Finalmente, en conjunto con previas investigaciones y con la intencién de aportar en las
problematicas mencionadas, el presente trabajo aborda el concepto de funcion lineal desde el
nucleo de la variacion constante, es decir, desde un punto de vista de situaciones de variacion y
cambio, con el fin de enfrentar la problematica de la ensefianza de la funcién desde lo estatico y
algebraico. Ademas, se busca describir como se revela el estudio de la variacion constante desde
el desarrollo de las practicas variacionales. Finalmente, las situaciones presentadas al estudiante
estaran dentro del contexto econémico y financiero, con miras a fortalecer el desarrollo de
habilidades financieras a través de la ensefianza de las matematicas. Es por esto que, planteamos
la siguiente pregunta de investigacion: ¢Como estudiantes de noveno grado significan la funcion
lineal como un modelo de variacion constante a traves del uso de practicas variacionales en

situaciones del contexto econémico?
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2. Antecedentes

En este apartado se mencionan algunos referentes que permiten ubicar el problema de estudio y
reflexionar acerca de cdmo emerge y se desarrolla el pensamiento variacional inmerso en
situaciones financieras reales. Cabe sefialar que parte del proceso de revision de antecedentes
surgio de la trayectoria investigativa previa del Semillero de Educacion Econdémica y Financiera,
en donde los espacios de seminarios y discusiones académicas permitieron identificar referentes
claves desarrollados por otros integrantes. Por ejemplo, Diaz y Rueda (2025), Alfonso (2024), y
Guerrero y Jaimes (2026).

Asi, a continuacion, se distinguen aspectos legales y normativos sobre la educacion financiera,
investigaciones sobre su relacion con la educacién matematica, trabajos sobre el estudio de la
funcidn lineal en la educacion basica y media; y finalmente, investigaciones que relacionen aspecto

de la variacién constante en contextos financieros.

2.1. Aspectos legales y normativos sobre la educacion financiera
La educacion financiera se ha consolidado a nivel internacional como un pilar fundamental para
el desarrollo econdémico y social de los paises; no obstante, la investigacion realizada por Garcia,
et al. (2013) concluye que en América Latina y el Caribe “las necesidades en materia de educacion
financiera de la poblacion no son iguales para todos los paises de la region” (p.11), por tanto,
organismos internacionales como la Organizacién para la Cooperacion y el Desarrollo Econémico
(OCDE), através de su Red Internacional de Educacion Financiera (INFE) ha desarrollado marcos
estratégicos para apoyar el disefio, induccion e implementacién de programas de educacion
financiera en los colegios (Garcia, et al., 2013) con el fin de propiciar la inclusiéon de este

componente en los curriculos escolares.
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De hecho, tanto la OCDE como el Foro de Cooperacion Econdmica Asia-Pacifico han propuesto
herramientas de analisis y elaboracién de normas para la medicion de la alfabetizacion financiera
en el desarrollo de programas formativos, con el objeto de mejorar el conocimiento y habilidades
financieras de nifios, adolescentes y jovenes (APEC, 2012a; APEC, 2012b, citado por Garcia, et
al., 2013). Con esto se refleja la gran preocupacion de proteger a la poblacion mas joven en un
mundo econdémico cada vez méas complejo; pues, la falta de desarrollo de estas habilidades desde
temprana edad dejara a dicha poblacion en una posicion de desventaja y de exclusion, ya que estos
autores ven el conocimiento financiero como un escudo contra los riesgos como el endeudamiento
excesivo, la falta de ahorro y las precipitadas inversiones. También, plantean la necesidad de
potenciar y promover estrategias para ilustrar como, los jovenes, deben gestionar su dinero,
planificar su futuro y formarse como ciudadanos econémicamente competentes y autonomos. Es
decir, la EEF no se trata de solo ensefiar conceptos, sino de formar individuos capaces de construir
su propia estabilidad econémica.

A nivel nacional, distintos entes normativos (Ministerio de Hacienda y Crédito Publico, Ministerio
de Comercio, Industria'y Turismo; Superintendencia financiera y Superintendencia de la economia
solidaria; Banco de la Republica, entre otros) han destacado la importancia de formar y capacitar
a las personas para responder a los retos de una sociedad que se encuentra en constante cambio y
evolucion, con especial énfasis en la creciente demanda de responsabilidad y alfabetizacion
financiera.

En el articulo 5 de la Ley General de Educacién (Ley 115 de 1994), se establece la directriz de
formar y desarrollar capacidades criticas, reflexivas y analiticas en los ciudadanos para facilitar su
participacién en las decisiones que los afectan en su vida econdmica, politica y cultural, para

impulsar el progreso social, cientifico y econémico del pais mejorando a la vez su calidad de vida.
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Esta vision se complementa con el articulo 13 de esta misma ley, en la que se promueve el
desarrollo integral de los educandos mediante acciones concretas dentro de la Institucion
Educativa (IE) como el ejercicio de la autonomia y la responsabilidad. Lo anterior es clave para
preparar a los aprendices en la toma de decisiones financieras desde la gestion de un presupuesto,
el ahorro o invertir con autonomia en algun proyecto.

En el articulo 31 de la misma ley, se establecen las areas fundamentales de la educacion media,
indicando que ““seran obligatorias y fundamentales las mismas areas de la educacion basica en un
nivel mas avanzado, ademas de las ciencias economicas, politicas y la filosofia” (Ley 115 de 1994,
p.10), de alli, la profundizacion en ciencias econdmicas para niveles superiores de bachillerato.
Luego, en el decreto 1860 de 1994 (Art.36) se incluyen los proyectos pedagogicos dentro del plan
de estudios, orientados a la elaboracion de un producto sobre casos de la vida académica, social,
politica 0 concretamente econdmica. Sin embargo, solo hasta el afio 2011, segin la Ley 1450
(Art.145), se establece que el MEN debe incluir la Educacién en Economia y Finanzas en el disefio
en las competencias basicas de formacidn; en tanto, tuvo que pasar mas de una década para que
las politicas educativas la reconocieran como competencia basica y fundamental para la formacion
de los ciudadanos, mas alla de un proyecto pedagogico ligado a las areas obligatorias.

De forma similar, la Ley 1328 de 2009 indica a las entidades del sector financiero que deben
brindar educacion a sus consumidores respecto a los productos y servicios que ofrecen, asi como
los diferentes mecanismos establecidos para la defensa de sus derechos. Sin embargo, hasta el
2010 se impulsa este mandato con la creacion de una Estrategia Nacional de EEF, con la cual se
buscd mejorar el nivel de bienestar de los individuos y sus familias, mantener la estabilidad del
sistema financiero, impulsar el desarrollo socioecondmico del pais e inclinarse hacia la proteccién

del consumidor financiero (Ministerio de Hacienda y Crédito Publico et al., 2010). De tal modo
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que, dicho documento describe los estandares internacionales de politica pablica de EEF, junto
con un diagnostico del marco juridico e institucional aplicable en Colombia, el avance de las
iniciativas o programas desarrollados en el pais, asi como las motivaciones para impulsar politicas
de EEF e implementar una estrategia que las respalde.

Teniendo en cuenta lo anterior, surge la idea del gremio del sector financiero colombiano
Asobancaria en crear el Programa de Educacion Financiera de los Bancos en Colombia: Consejos
practicos para el manejo de su dinero, también conocido como Saber mas, Ser mas, en el afio 2012
(Asobancaria, 2012); al resaltar que, estos programas y estrategias buscan contrarrestar los
resultados obtenidos en las pruebas internacionales PISA 2012, pues especificamente en el
componente financiero Colombia ocup0 los ultimos lugares frente a los demas paises y regiones
participantes. A partir de alli, se organiza el Sistema Administrativo Nacional para la EEF, se crea
una Comision Intersectorial CIEEF (6rgano que coordina la participacion del sector publico y
privado en la elaboracion e implementacion de programas sobre educacion economica y
financiera) se dictan otras disposiciones (Decreto 457, 2014). Luego, en ese mismo afio, la Ley
1735 vuelve a recalcar al MEN la inclusion de la EEF en el disefio de programas para el desarrollo
de competencias basicas (Art.9).

Mas adelante en el 2020, dentro de la Politica Nacional de Inclusion y EEF se genera el documento
Consejo Nacional de Politica Econdmica y Social (CONPES) 4005 con el fin de expandir y hacer
mas pertinentes los productos y servicios financieros, ademas de pretender generar mayores
competencias, conocimiento, y confianza en este ambito, y asi, disuadir el uso del efectivo
(Departamento Nacional de Planeacién, 2020). Dos afios después, el MEN (2022) crea el proyecto
titulado: “Mi plan, mi vida y mi futuro” con el propdsito de: promover en los nifios, adolescentes

y jovenes los conocimientos, habilidades y actitudes necesarias para la toma de decisiones
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informadas; incentivar las actuaciones responsables para promover el uso y administracion
correcta de los recursos; y, fomentar la participacion solidaria en la busqueda del bienestar
individual y social, con el que se pretende también, promover una perspectiva de Gestion del
Riesgo y Recursos. Mas aun, esta linea de trabajo en EEF se reanudd con el programa “Nueva
Pangea: La Expedicion”, una iniciativa conjunta del MEN, Asobancaria y Fasecolda (2025), que
incorpora una plataforma digital para fortalecer los conocimientos, habilidades y actitudes de los
colombianos para gestionar, planear y decidir el uso de sus recursos a través de historias y retos
en un contexto de estudio, emprendimiento y vida laboral. Estos ajustes se realizan para fortalecer
la formacion de la ciudadania en el &mbito financiero.

AUn con estas normativas que estan vigentes y evidencian una trayectoria continua frente a esta
problematica, persiste una brecha entre estos lineamientos tedricos y su aplicacion en el aula, pues
lo que realmente se puede observar es que pasd mas de una década entre la Ley General de
Educacion y el primer programa concreto, y luego varios afios mas para desarrollar orientaciones
especificas. Lo cual indica que ni siquiera desde la normativa existia una ruta clara para llevar
estos conceptos al aula. El resultado es precisamente lo que se observa hoy en dia, los lineamientos

siguen existiendo en el papel, pero no hay una aplicacion directa que los formalice en la practica.

2.2. Ensefianza de las matematicas desde contextos financieros
A nivel internacional, existen diversas investigaciones que muestran la relacidn que existe entre la
educacion econdémica y financiera, y la educacion matematica. Dominguez (2013) quien concibe
la educacion financiera como una herramienta que permite a los ciudadanos participar de manera
activa en la gestion de sus propias finanzas y tomar decisiones sin fracasar en el intento. En este
sentido, el objetivo de su investigacién fue integrar aspectos basicos del &mbito financiero en el

marco del proyecto Edufinet, dirigido a una poblacién de jévenes que culmind su formacion basica
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secundaria (Dominguez, 2011a). Este proyecto, desarrollado y dirigido por el autor, consistio en
el disefio de una guia didactica, la realizacion de sesiones formativas y el desarrollo de actividades
practicas y simuladores accesibles en linea, todo aquello enfocado en promover una comprension
razonada y auténoma del sistema financiero para que las personas puedan tomar decisiones
personales sobre sus finanzas.

De manera analoga, Argena y Munhoz (2024) proponen la evaluacion de un libro pedagogico
donde conectan la educacién financiera con la educacion matematica critica. A lo largo de su
trabajo, resaltan como las corrientes de la educacion matematica pueden ser usadas para desarrollar
material de ensefianza que favorezca la autonomia y participacion efectiva del estudiante (Argena
y Munhoz, 2024). En ese caso, cuando los autores hablan de educacion matematica critica, se
refieren a una matematica conectada a un contexto social, que se problematiza y es influyente en
la sociedad. En sus resultados, los autores expresan la necesidad que existe de presentar materiales
con diversas metodologias y formas de abordar la educacion financiera; teniendo en cuenta, la
importancia de impulsar al estudiante a que aprenda, interactle, sea creativo, critico y autbnomo,
lo que lleva a realizar una educacién financiera vivencial o experimental.

En adicion, Dituri, et al. (2019) presentan los resultados de una implementacion de un curso de
matematica y finanzas. Este curso tiene 4 principios que hacen efectiva la mezcla de las
matematicas con la educacién financiera: (1) los estudiantes aprenden mejor cuando entienden los
conceptos, (2) una comprension conceptual de las finanzas personales requiere una concepcion de
la matematica involucrada, (3) el aprendizaje de los estudiantes se activa cuando encuentran el
material atractivo e importante para sus vidas, y (4) aquellos estudiantes que no les agrada las

matematicas encuentran las aplicaciones financieras relevantes e interesantes.
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Tras analizar los resultados del curso, los autores concluyen que existe una relacion causal entre
el aprendizaje matematico y el financiero, asi pues, mejorar en el conocimiento matematico esta
correlacionado con mejorar en el financiero (Dituri, et al. 2019); de tal modo que, recomiendan
incluir la educacion financiera dentro de cursos de matematicas.

Vilca et al. (2025) reafirma la relacion directa entre la educacién financiera y el aprendizaje de las
matematicas pues, evidencia la importancia de integrar la educacién financiera en el curriculo
escolar para fortalecer no solo habilidades matematicas, sino también, habilidades practicas que
los estudiantes necesitaran en contextos reales. Ademas, al implementar una actividad relacionada
con la creacién de un presupuesto, se obtuvo que el 60% de los estudiantes lograron un nivel
superior o muy superior en la capacidad de tomar decisiones con respecto a la compra de bienes o
articulos que cubren necesidades basicas; de alli, dos recomendaciones para los docentes, la
primera es que su formacion debe ser continua y especializada para que pueda implementar
enfoques didacticos activos; y la segunda, es que la capacitacion en estrategias didacticas con
herramientas tecnoldgicas para que el estudiante pueda fortalecer sus desempefios matematicos, y
que estos sean significativos y permanentes.

Asi, las investigaciones previas reflejan el panorama actual de la conexion de la educacion
matematica y financiera en Latinoamérica, reforzando la idea de que la relacion de estas dos
produce buenos resultados en los aprendizajes de los estudiantes.

A nivel nacional existen investigaciones (Toro, 2024; Bajonero y Tous, 2023) que presentan
proyectos interdisciplinares entre el area de la educacion financiera y las matematicas, obteniendo
resultados que favorecen la aplicacién de este tipo de proyectos en las instituciones educativas.
Por ejemplo, Toro (2024) comentd que dicha iniciativa pedagdgica “promovio6 el desarrollo de

cuestionamientos sobre la importancia de un buen presupuesto personal, preparando a los
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estudiantes para tomar decisiones financieras informadas y responsables” (p.66), es decir, la
actividad de transformar una clase tradicional de matematicas en un espacio mas interactivo
permite a los estudiantes desarrollar habilidades financieras que los convierte en ciudadanos
competentes.

Por otro lado, Bajonero y Tous (2023) concluyen que para el éxito de su investigacion fue
necesario promover el dialogo con los estudiantes y entre los estudiantes. De esta manera, se
promovia el pensamiento critico y también involucraban sus nociones matematicas para hacer
propuestas en pro de su beneficio y el de los demas. En otras palabras, los propios estudiantes
utilizaron la matematica como una herramienta para la toma de decisiones en situaciones
financieras en aras de su bienestar y el de los deméas. Ademas, plantean que: “la EEF debe
trabajarse desde la modelacion matematica, ya que asi se posibilita el acercamiento real de los
estudiantes a los conceptos trabajados” (p. 86).

Dicho lo anterior, se evidencian pocos reportes de investigacion sobre el pensamiento variacional
en relacion con la educacion financiera. Sin embargo, se distinguen dos trabajos: el de Bocanegra
(2017) y, de Mufioz y Santos (2020). EIl primer autor disefid, implemento6 y evalud una secuencia
didactica basada en problemas financieros para desarrollar el pensamiento numérico-variacional a
través del concepto de porcentaje. En su trabajo, el autor incluye situaciones problema que
involucran conceptos de educacion financiera como impuestos y descuentos y segun él se espera
que de acuerdo con dichos conceptos los estudiantes identifiqguen y usen correctamente el
porcentaje como fraccion, como proporcién, como operador decimal, y que calculen porcentajes
menores 0 mayores al 100% (Bocanegra, 2017). Dicho investigador invita a movilizarse en
diferentes representaciones del objeto matematico, ya que, es beneficioso para la comprension de

los conceptos, la aplicacidn de procedimientos y algoritmos, y la resolucion de problemas, lo cual,
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en conjunto, potencian el desarrollo del pensamiento numérico-variacional (Bocanegra, 2017).
Ademas, concluyen que: “el trabajo a través de situaciones problema que involucren conceptos
financieros que son familiares al estudiante como ahorro, presupuesto, interés y descuento resultan
fundamentales para la comprension de dichos conceptos como los conceptos matematicos
relacionados” (Bocanegra, 2017, p.117). Es decir, de acuerdo con las situaciones que provee el
contexto financiero, se abordo el porcentaje como fraccidn y proporcién y los autores consideran
exitosa la ensefianza del porcentaje desde dichas representaciones, y dentro del marco de la
educacion financiera.

Por otro lado, Mufioz y Santos (2020) se centraron en los procesos de matematizacion de los
estudiantes cuando estudiaban relaciones entre magnitudes en un contexto financiero. Los
resultados evidenciaron que las secuencias implementadas enriquecieron el pensamiento
variacional de los estudiantes, pues dan cuenta de como los alumnos vinculaban dos variables a
partir de esquemas o representaciones graficas, ademas, afirmaciones como: “a mayor valor
monetario menos cantidad de billetes y a menor valor monetario se requieren mas billetes” (Mufioz
y Santos, 2020, p. 90) revelan la relacion que identifican los estudiantes entre las variables
involucradas.

Adicionalmente, Mufioz y Santos (2020) evidenciaron a lo largo de las implementaciones como
los estudiantes modifican su percepcion sobre conceptos como el dinero, el ahorro, los ingresos,
el presupuesto, y los gastos, y los adaptan a un contexto escolar de aprendizaje de las matematicas,
proponiendo soluciones con simbolos propios de la matematica. Cabe afiadir que, en el proceso de
identificar relaciones entre magnitudes variables, dentro del entorno de la educacion financiera se

observaron diferentes niveles de comprensién en el estudiante (Mufioz y Santos, 2020).
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En conclusion, la investigacion relacionada con el area de EEF en relacion con la educacion
matematica apuntan a que es necesario incentivar proyectos y disefios interdisciplinarios que
respondan a la necesidad identificada por Dominguez (2013) de entender la educacion financiera
como un proceso continuo a lo largo de toda la vida sin hacer distincion de edad, ya que no se trata
de dogmas que puedan aprenderse en un numero reducido de sesiones, y por lo cual sera necesario
superar la idea de que los conceptos econdémicos y financieros son hostiles y por eso deben quedar
reservados a los especialistas. Lo anterior representa una oportunidad para que los estudiantes
puedan ser protagonistas tanto de la actividad matematica cémo del uso de conceptos financieros.
Asi pues, cuando se integra un contexto financiero cercano al estudiante se evidencia una
comprension de los conceptos financieros y de las ideas matematicas detras de estos.

Asimismo, se destacan los registros de implementaciones con resultados positivos en los
estudiantes tanto en la adquisicion de ideas financieras como matematicas. Sin embargo, se
observan pocas referencias en cuanto al pensamiento variacional, 0 mas especificamente, el objeto
matematico de la funcién lineal, lo que ratifica la importancia de impulsar la investigacion en dicho
campo.

2.3. El Pensamiento Variacional y la funcion lineal en educacion basica y media.

A nivel internacional se han realizado diversos estudios que buscan abordar diferentes
problematicas sobre la ensefianza y aprendizaje del concepto de funcion. Por ejemplo, Trujillo et
al. (2023) en su trabajo discute los errores y dificultades de los estudiantes al hablar del concepto
de funcién. Gran parte de esas ideas erroneas estan asociadas a la interpretacion y significado de
la funcién, como: la funcién considerada como una “caja de transformaciones”, una regla
algebraica o una asociacion de un Unico elemento del dominio con otro en el rango y viceversa.

Luego, entre las dificultades mas recurrentes se encuentran: comprender qué representa la funcion,
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cuél es el rol de la variable dentro de una funcion, y el uso de la funcion como herramienta
modeladora de situaciones reales (Trujillo et al., 2023).

En ese sentido, se distinguen diferentes definiciones que se asocian al concepto de funcion desde
la perspectiva conjuntista, covariacional, como una transformacion, o como objeto matematico.
Luego, “en las primeras etapas de aprendizaje los docentes usualmente explican la funcion como
maquinas de objeto de entrada y objeto de salida, en donde un elemento es transformado en otro”
(Trujillo et al., 2023, p. 6). A diferencia de lo anterior, la definicion covariacional resulta ser una
concepcién de dos magnitudes que varian simultaneamente, con la propiedad de que cada valor de
una magnitud determina exactamente un valor de la otra.

Ahora, mas que determinar si una definicion es mejor que otra, los autores resaltan que los libros
de texto usan diferentes definiciones del concepto de funcion, lo que genera confusién en los
estudiantes y lo que conlleva a las dificultades y errores comunes (Trujillo et al., 2023). Por lo
tanto, en respuesta a la problematica anterior, se reconoce la importancia de acoger el concepto de
funcidén desde un enfoque covariacional, como herramienta fundamental para modelar fenémenos
de variacién y cambio inmersos en la vida diaria, por ello, resulta importante abordar el concepto
como un modelo matematico determinado por la nocion de variacién (Posada y Villa, 2006).

En ese sentido, Posada y Villa (2006) proponen consolidar el concepto de funcion a través de “la
nocion de variacion base para la construccion del concepto matematico de variable” (p.171). Por
lo tanto, al enfrentar situaciones de variacion constante, la funcion lineal es el modelo matematico
ideal, en la medida en que se da la identificacion de las relaciones de dependencia entre dos
magnitudes, la identificacion de la razon de cambio constante y la comprensién de la funcién lineal
como un modelo que atrapa la covariacion entre dos magnitudes, entre otros. En tal caso, los

autores proponen una secuencia didactica de aproximacion a la funcion lineal tomando como
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referentes conceptuales la nocién de variacion, la modelacion matematica y los registros de
representacion semioética. Tras aplicarla, los autores concluyeron que el recorrido ideal para
abordar el concepto de funcion lineal es identificacion de regularidades, presencia de razones y
proporciones, una descripcion grafica, la expresion analitica de la funcion, la funcion como
proceso o aplicacion y finalmente, la funcién como un objeto abstracto (Posada y Villa, 2006).
Ademas, resaltaron que en el caso de fendmenos cuya variacion es constante se puede reconocer
la funcion lineal como el modelo ideal (Posada y Villa, 2006).

Luego, teniendo en cuenta que “(...) el concepto de funcidén ha oscurecido su esencial significado
desde su cardcter variacional hacia una accion de correspondencia entre variables...” (Grueso y
Gonzales, 2016, p.10) se sugiere proponer actividades de covariacion, donde la base para construir
el concepto de funcion es la asociacion y estudio del cambio. Por ello, Grueso y Gonzales (2016)
afirman que, si se da el estudio del concepto de covariacidn en diferentes niveles escolares, no sera
necesario una sintaxis algebraica. Asimismo, recomiendan a las instituciones educativas proponer
tareas y actividades para el desarrollo de competencias, mas alla de los contenidos pragmaticos.
En particular, los autores proponen el disefio e implementacidn de una secuencia de ensefianza con
tareas de covariacion que intentan potenciar el desarrollo del pensamiento variacional, y al mismo
tiempo, estudiar el concepto de funcién. Igualmente, los autores proponen ejemplos de como
desarrollar el pensamiento variacional a través de la covariacion, planteando situaciones donde los
estudiantes deben identificar variables, reconocer dependencia entre variables, cuantificar los
cambios e integrando representacion grafica, tabular y algebraica. Asimismo, como parte de sus
resultados, concluyeron que, la construccion del concepto de funcion obedece al estudio de

fendmenos de cambio (Grueso y Gonzales, 2016).
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Asi, tanto Posada y Villa (2006) como Grueso y Gonzales (2016) proponen un acercamiento al
concepto de funcion, desde una perspectiva relacionada a situaciones de cambio, variacion y
covariacion, ya que, segun sus resultados esta propuesta tuvo un buen resultado en los estudiantes
y los llevo a potenciar su desarrollo del pensamiento variacional. Grueso y Gonzales (2016)
afirman que desde el punto de vista historico prevalece una definicion dinamica donde la
dependencia entre variables predomina sobre una regla de asignacion. De igual manera Posada y
Villa (2006) afirman que el recorrido para abordar el concepto de funcion, nombrado previamente,
incluye en todas sus etapas situaciones de variacion y cambio, lo cual sugiere que la presencia de
estas situaciones es necesaria para la construccion del conocimiento por parte de los estudiantes.

Por otra parte, para Caballero (2018) la variacion es el punto de partida para la significacion de
objetos matematicos y, al centrar la atencion en el estudio de comportamientos lineales, Caballero
y Moreno (2017) disefian una situacion de aprendizaje para estudiantes de bachillerato. Las tareas
se sustentan en el desarrollo de las PV en una situacién de llenado de recipientes cilindricos; donde,
el objetivo fue caracterizar el comportamiento lineal como un crecimiento constante, al asignar un
significado practico de la variacion a través de diversas tareas que involucran la interpretacion y
relacién de magnitudes en distintas representaciones. En su trabajo, los autores justifican pregunta
a pregunta su disefio con base en un modelo de anidacion de practicas desde la Teoria
Socioepistemologica de la Matematica Educativa (TSME), y se deja abierto al lector la posibilidad
de implementarlo y analizar sus resultados. Ademas, como resultado, presentan un disefio que
propone abordar la variacion desde el desarrollo de las PV atendiendo a preguntas como ¢Qué
cambia?, ;respecto de qué cambia?, ;cdmo cambia? Y ;cuanto cambia? (Caballero y Moreno,

2017)
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En esa misma linea, Arciniegas (2023), propone una estrategia metodologica para el desarrollo de
las PV en un grupo diverso de estudiantes de noveno grado. En tal caso, el objetivo fue caracterizar
el desarrollo del pensamiento variacional a partir de las PV cuando los estudiantes se enfrentan a
una situacion de consumo de datos de redes sociales. Como resultado, se distingue la contribucion
a la caracterizacion del pensamiento variacional desde el desarrollo de las practicas de
comparacion, seriacion, prediccion y estimacion, en los tres ritmos de aprendizaje (lento,
moderado, y rapido) como descriptores que valoran la construccion del conocimiento matematico.
La autora propone una secuencia de cuatro momentos orientados al estudio de la variacién
constante a traves del desarrollo de las practicas variacionales, teniendo en cuenta las etapas para
una situacion de aprendizaje. Los 4 momentos que se abordaron fueron: reconocimiento de la
funcidn lineal como variacién constante, confrontar comportamientos lineales para significar la
expresion f(x) = mx + b, uso del parametro m para hacer predicciones, y confrontacion con
comportamientos no lineales. Cabe resaltar que, en su trabajo, Arciniegas (2023) tiene en cuenta
la forma en que los estudiantes comunican sus respuestas, es decir, al momento de analizar los
resultados resalta los argumentos cualitativos y cuantitativos de los estudiantes. De sus
conclusiones, es importante sefialar la articulacion entre el contexto y el objeto matematico,
favoreciendo a la interpretacion y comprension de la funcion lineal como variaciéon constante.
Ciertamente, la caracterizacion de los estudiantes, y la realizacion del disefio con base en dicha
caracterizacion ayuda a que la actividad matematica sea mas cercana y amena a los estudiantes.
Ademas, la presencia de las practicas variacionales como elemento mediador del conocimiento
hizo que los estudiantes pudieran construir e interpretar, desde diferentes representaciones, el

concepto de funcion lineal como variacion constante.
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En sintesis, se distingue que a pesar de las apreciaciones de Trujillo et al. (2023) acerca de las
dificultades e ideas erroneas en cuanto a la definicidn, interpretacion y significado del concepto de
funcidn; diversas investigaciones (Posada y Villa, 2006; Grueso y Gonzales, 2016; Arciniegas,
2023) han concluido que una manera eficiente de abordar el concepto de funcidn es a través del
desarrollo del pensamiento variacional, planteando situaciones de variacion y cambio para que el
estudiante plantee relaciones de dependencia. Ademas, otros autores (Caballero, 2018; Arciniegas,
2023) proponen las Practicas Variacionales como un instrumento para enfrentar el estudio de
situaciones y cambio, y muestran resultados favorables para la interpretacion y comprension del
objeto matematico por parte de los estudiantes. Es asi como, estos antecedentes invitan a plantear
un enfoque covariacional que se aparta de las definiciones estaticas como la conjuntista, u otras

definiciones limitadas como la transformadora.
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3. Aspectos tedricos y conceptuales
A continuacion, se presentan algunos referentes tedricos de la investigacion, los cuales hemos
dividido en 3 secciones. En primer lugar, los elementos conceptuales del contexto financiero, en
segundo lugar, la Teoria Socioepistemologica de la Matematica Educativa (TSME), que da paso
al Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLV), en tercer lugar, las practicas variacionales y la

variacién constante.

3.1. Elementos conceptuales del contexto financiero

El MEN (2022) dentro de sus orientaciones pedagogicas para abordar la Educacion Econémica y
Financiera propone ensefiar un conjunto de saberes vinculados entre si de manera ldgica y
coherente, estos saberes los denomina ambitos conceptuales, entre ellos esta el presupuesto. Este
concepto tiene como proposito que el estudiante lo reconozca como la herramienta principal para
manejar sus recursos monetarios a nivel personal y familiar (MEN, 2022). Ademas, se espera que
los nifios puedan identificar los diferentes recursos que ingresan a su familia (ingresos),
reconozcan el presupuesto como una herramienta organizadora, y conozcan en qué emplean dichos
recursos (gastos) para crear habitos financieros saludables (Diaz y Rueda, 2025). Teniendo en
cuenta lo anterior, se propone no solo la definicién de presupuesto sino también las nociones de
gastos e ingresos, que se complementan.

En primer lugar, como ya se indico, el presupuesto es una herramienta que permite organizar los
recursos que se tienen en posesion. Desde la matematica, se puede entender este como el calculo
anticipado de los ingresos y los gastos de una actividad econémica en determinado tiempo y con
ciertas condiciones. En un presupuesto se expresa claramente cuantos recursos se necesitan y como
van a ser usados, ademas, el proposito del presupuesto es favorecer el bienestar ya sea personal o

grupal a través de estrategias que favorezcan las finanzas individuales o grupales (MEN, 2022).
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Por ejemplo, en una situacion de planeacion de un viaje, el presupuesto se refiere al calculo,
organizacion y comparacion de ingresos disponibles y gastos que surgiran durante el viaje. Es
necesario conocer con cuanto dinero se destinara para el viaje y cuanto se prevé gastar. Ademas,
es conveniente ordenar y clasificar los gastos, distinguir en qué se va a gastar y cuanto se gastara
en cada categoria. Finalmente, comparar si los ingresos son suficientes para cubrir los gastos y si
no es el caso, planear estrategias para disminuir estos ultimos.

En segundo lugar, los ingresos hacen referencia a la entrada de dinero de una persona, familia u
organizacion, por motivos de remuneracion de un servicio o venta de productos. En relacion con
el presupuesto, los ingresos son los recursos con los que se cuenta para solventar los gastos y
realizar actividades econdémicas. Generalmente, en pro de un bienestar financiero, se necesita que
los ingresos sean mayores a los recursos necesarios para solventar los gastos (MEN, 2022).
Continuando con el ejemplo de la planificacion de un viaje, los ingresos son la base para planear
las actividades y los gastos, esto con el objetivo de poder realizar el viaje de acuerdo con los
recursos disponibles.

Por altimo, los gastos son la salida de dinero de una persona, una familia o una organizacion que
esta destinado para un objetivo especifico como una compra, un pago obligatorio o por un servicio
adquirido. En relacion con el presupuesto, los gastos son las actividades econdmicas en las cuales
se van a utilizar los recursos adquiridos (ingresos). Al hablar de un presupuesto es vital comprender
la relacion entre los gastos e ingresos para tener un mayor bienestar financiero, es decir, los
ingresos deben ser mayores que los gastos. De esta manera, habra consecuencias econémicas
positivas para la persona, familia u organizacion (MEN, 2022). En particular, en la planeacion de

un viaje es importante identificar los gastos que se van a tener, como: el transporte, el hospedaje,
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la alimentacion, la visita de sitios turisticos, entre otros; ademas, el precio que tienen cada uno de
estos gastos y, cOmo se pueden solventar desde los ingresos.
Al momento de analizar gastos, surge el concepto financiero de costo. Cuando una empresa ofrece
un servicio se utilizan insumos que monetariamente se ven reflejados como costos, los cuales
deben ser solventados con el precio ofrecido por el servicio. Asimismo, el costo total de un
producto o servicio se compone de los costos fijos y los costos variables. Los fijos son aquellos
gue permanecen constantes al ofrecer el bien y/o servicio; mientras, que los variables son aquellos
que cambian dependiendo de la cantidad ofrecida (UNICLA, 2024).
Usualmente la funcion de costo tiene la forma C(x) = mx + b, donde mx es el costo variable,
que cambia segun la magnitud x (tiempo, cantidad de productos producidos, etc.) pues m
representa el costo por unidad; el valor b, hace referencia a los costos fijos, ya que como argumenta
Rey (2025) en la funcién de costos C(x) = kx + f el intercepto f representa dichos costos, que
permiten determinar si un negocio es viable o no.
En una situacion de planeacion de un viaje, es necesario analizar los costos tanto del hospedaje,
de la alimentacidn, de la visita a sitios turisticos y del transporte. En ocasiones estos presentaran
costos variables, es decir, valores que pueden cambiar de acuerdo con el nimero de personas,
cantidad de dias, etc., lo que lleva a analizar dichos costos a través de comportamientos de
variacion constante.

3.2. Pensamiento y Lenguaje Variacional desde la Teoria Socioepistemoldgica de la

Matematica Educativa

De acuerdo con Cantoral et al. (2018), el conocimiento ha sido reducido a temas aislados y
secuenciados, que a menudo se llaman “contenidos” o “unidades temdticas” de una asignatura.

Para contrastar esta problematica la Teoria Socioepistemoldgica de la Matemaética Educativa



PV EN EL ESTUDIO DE LA VARIACION CONSTANTE 28

(TSME) da un paso del conocimiento estatico al conocimiento en uso, al estudiar el saber cémo
producto de la matematica funcional (Cantoral, 2014). Desde este punto de vista, las matematicas
son consideradas parte de la cultura, un elemento vivo que es creado fuera del aula, pero es
recreado en ella. En otras palabras, el conocimiento matematico se encuentra en el mundo que nos
rodea, y la manera mas eficiente de trasladarlo al aula es presentarlo de manera problematizada
para los alumnos.

Usualmente en algunas corrientes de la educacién matematica, se ignoran los escenarios
histdricos, culturales e institucionales de la actividad humana que incluyen conceptos matematicos
(Cantoral et al., 2006), esto lleva a que el conocimiento matematico se sienta despersonalizado y
descontextualizado, ademas de perder su esencia y su significado original. Por ello, se propone
redisefiar el discurso matematico escolar, para atender a problematicas culturales y sociales que
van de la mano con la ensefianza matematica.

Al cuestionar sobre lo que debe ensefiarse, la TSME no se centra en el concepto
matematico, sino en, observar las practicas que producen o favorecen la necesidad de estos
conceptos (Reyes, 2011). En este caso, la nocion de practica esta ligada a la actividad humana, no
a toda actividad humana sino a aquellas que son conscientes e intencionales. Un tipo de préacticas
que son fundamentales para la TSME son las practicas sociales, entendidas como la normativa de
la actividad humana. Cantoral et al. (2014) sefialan que “la practica social no es lo que hace en si
el individuo o el grupo, sino aquello que les hace hacer lo que hacen, aun sin adquirir conciencia
de sus acciones” (p. 98).

Teniendo en cuenta la definicion anterior, la Economia y las finanzas es la préactica de
referencia de donde surgen situaciones como la elaboracion de un presupuesto, la cual es una

actividad humana consciente e intencionada, que potencia el bienestar de las personas. Al
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momento de realizar un presupuesto la persona analiza ¢Cuanto puede gastar? ;Cuantos ingresos
tendra? ¢ Cuanto costara cierto producto o servicio? Lo cual, corresponde a las practicas sociales
de estimar y predecir. Estas se consideran practicas sociales ya que, la estimacion y la prediccion
es aquello que lleva a las personas a realizar procedimientos y construir argumentos gque se veran
reflejados en su presupuesto.

Asi pues, los objetos matematicos que emergen en estas situaciones adquieren un
significado social que los potencializa como un conocimiento funcional. Asi, al abordar la
situacién de elaboracién de un presupuesto donde surjan costos variables y fijos, permitiran que la
funcidn lineal se signifiqgue como un modelo de variacion constante. Es decir, el estudiante ya no
verda la funcion lineal solo desde sus representaciones sino como el comportamiento que modela
dentro de la realizacion de un presupuesto de viaje.

Esta manera de construir el conocimiento encuentra sus inicios a lo largo de la historia en
la necesidad del ser humano de predecir eventos futuros, lo cual lo ha llevado a desarrollar diversas
herramientas basadas en estudiar el cambio y la variacion, entre las cuales surge la linea de
investigacion llamada Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLV) en el marco de la TSME.

El PyLV busca articular la investigacion y las practicas sociales que dan sentido a la matematica
de lavariacion y el cambio en los sistemas didacticos (Cantoral y Farfan, 1998). Entonces, el PyLV
propone el estudio de situaciones de variacion y cambio, que surgen de la necesidad de predecir
eventos o situaciones futuras. El estudio de estas situaciones propicia la significacién de conceptos
matematicos mas alld de lo simbdlico, por medio de las ideas variacionales que dan vida y
desarrollan dichos conceptos (Caballero y Cantoral, 2013). Es asi como, estos autores sefialan que,
el PyLV se centra en estudiar cdmo cambian los fendmenos de un estado a otro, identificando qué

cambia, cuanto cambia y analizando la forma en que suceden dichos cambios.
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Ahora bien, el PyLV se enfoca en comprender el como las personas reconocen el cambio y la
variacion, pero también, estudia la aplicacion que se le da a estos conceptos para resolver
situaciones problema y como estas ideas aportan en la construccion social del conocimiento
matematico (Caballero, 2018). Sin embargo, se afiade una faceta mas, que es el lenguaje
variacional. Arciniegas (2023) afirma que la forma en que el individuo piensa la variacion y el
cambio se refleja en el lenguaje que construye y perfecciona para lograr comunicar sus ideas, es
decir, el PyLV no solo se enfoca en como se conciben las ideas de la variacion, sino también en
cémo se comunican dichas ideas. Es por esto que, Caballero (2018) también incluye en su
descripcion del PyLV la capacidad de comunicar matematicamente el cambio y la variacion en
situaciones donde se requiere predecir.

Luego, para responder al como describir y argumentar sobre la variacion, el PyLV distingue ciertos
elementos que lo componen como: situacion variacional, tareas variacionales, argumentos
variacionales, cddigos variacionales, y estrategias variacionales. Sin embargo, aqui se centra la
atencion en algunos de ellos necesarios para el analisis de resultados de esta investigacion.

Los argumentos variacionales, aquellos razonamientos que recurren al analisis del cambio y a su
cuantificacién. Cantoral (2000, citado por Caballero y Cantoral, 2013) expresa que los argumentos
variacionales se evidencian cuando el sujeto hace uso de maniobras, ideas técnicas o explicaciones
que expresan el reconocimiento del cambio en el objeto de estudio. Es decir, son todas aquellas
razones o ideas comunicadas por el estudiante, que dejan ver su comprension de la situacion
variacional.

Ahora, las estrategias variacionales, que luego fueron llamadas Practicas Variacionales (PV), se
dirigen al desarrollo de acciones para operar el cambio y la variacion, es decir, son formas de

razonar y actuar ante una situacién de cambio (Arciniegas, 2023; Caballero,2018). Estas PV son
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la comparacién, la seriacion, la estimacion y la prediccion. Ademas, Caballero y Cantoral (2023)
sefialan que gran parte de las actividades disefiadas bajo el PyLV se enfocan en el uso de las
estrategias variacionales para promover el pensamiento variacional, acompafiadas del uso del
conocimiento matematico que se quiere resignificar. Lo anterior, permite que las estrategias
variacionales siempre sean el punto de partida, independientemente del contexto en el que se
desarrolle la situacion de variacion.
Cabe resaltar que, el desarrollo del pensamiento variacional se presenta bajo una situacion de
variacion, donde a través de las practicas variacionales se reflexiona acerca del cambio, es decir,
se identifica qué cambia, cuanto cambian y cdmo cambia. Entonces, a través de las estrategias el
individuo genera argumentos variacionales que explican la situacion, estos argumentos deben tener
como nucleo el concepto de variacion. Es de esta forma que, una situacion es resuelta por medio
de argumentos que se generaron por la aplicacion de estrategias variacionales (Caballero y
Cantoral, 2013).
En ese sentido, es posible notar como las estrategias variacionales son esenciales dentro de PyLV,
por lo que, a continuacion, se presentan aspectos tedricos referentes a las practicas variacionales,
desde investigaciones como las de Caballero (2018) y Arciniegas (2023).

3.3. Practicas Variacionales
A continuacién, se toma lo descrito por Caballero (2018) partiendo de su nocidn de variacion hasta
una breve descripcién de las Practicas Variacionales (PV). Segln este autor la variacion es un
constructo del pensamiento humano donde la medicién del cambio, el reconocimiento de su
evolucion y el andlisis a posteriori del comportamiento de las variables permite sintetizar las
propiedades y caracteristicas de un fendmeno en situaciones de prediccion. Asimismo, este

proceso de abstraccion es propiciado principalmente por el caracter estable del cambio, gracias al
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reconocimiento de las érdenes de variacion y el desarrollo de las PV, las cuales constituyen formas
especificas de cuantificar y cualificar el cambio. De ahi, que las PV permiten desarrollar acciones
para predecir frente a una situacion de cambio y variacion, a saber: la comparacion, la seriacion,
la prediccion y la estimacion.

La Comparacion se define como la accion de establecer diferencias entre dos estados o elementos
de la misma naturaleza, uno anterior y uno posterior; o bien diferenciar dos estados equivalentes
de dos fendmenos diferentes, lo que permite identificar y cuantificar el cambio, y a su vez, resulta
imprescindible para hablar sobre variacién. Ademas, la comparacion se puede evidenciar a través
de una diferencia si se realizan preguntas del tipo cuél objeto es mayor o mas largo, o a través de
un cociente, si es necesario encontrar la razén entre longitudes, lo cual permite asociar al concepto
de pendiente (Caballero, 2018). Asimismo, la comparacion se puede expresar de manera
cuantitativa o cualitativa. De manera cuantitativa hace referencia cuando el estudiante establece
una relacion numérica entre dos valores especificos de la variable. Mientras que, una estrategia
cualitativa realiza la descripcion con palabras como “mayor”, “menor” en un Unico caso o con
varios casos (Arciniegas, 2023).

La Seriacidn consiste en analizar dos o mas estados consecutivos de un fenémeno con el objetivo
de encontrar una relacién o propiedad entre ellos que describa el comportamiento variacional en
el conjunto total o parcial de esos estados. Se trata entonces de organizar y establecer una légica
finita de comparaciones que posibilite determinar el caracter estable del cambio. Es decir, se realiza
seriacion cuando se compara y analiza consecutivamente regularidades o patrones con el fin de
determinar un comportamiento (Caballero, 2018). En caso de la seriacion, se caracteriza de forma
cuantitativa cuando se establecen relaciones numéricas entre estados del mismo fendmeno o

fendmenos equivalentes, ademas de que el estudiante razona sobre procedimientos a partir de la
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relacion numeérica, por ejemplo, cuando el estudiante determina patrones numéricos de
crecimiento, mide longitudes, relaciona los comportamientos de las variables y realiza inferencias
por medio de componentes aritméticos (suma, resta, multiplicacién y division). Por otro lado, se
puede evidenciar de manera cualitativa cuando se caracteriza por su forma, el crecimiento o la
posicidn, con expresiones como “mayor que”’, “menor que”, “rapido”, “lento”, entre otros.

La Prediccion es la accion de anticipar un estado o valor especifico de una variable, sea futuro o
anterior a los datos que se tienen, generalmente de forma numérica. No obstante, Arciniegas (2023)
afirma que esta practica también se logra evidenciar en una representacion a manera de prediccion
local de una formulacién aritmética, algebraica o analitica. Al momento de observar la practica de
predicciéon Caballero (2018) y Arciniegas (2023) plantean que se puede presentar a través de una
formulacion aritmética, una formulacion algebraica o bien, como apreciacion del valor de una
variable respecto a otra. Cabe precisar que, la formulacion aritmética se demuestra cuando el
estudiante utiliza estructuras de las operaciones béasicas (suma, resta, producto y cociente) para
poder predecir nuevos estados, mientras que, la apreciacion del valor de una variable respecto a
otra el estudiante predice comportamientos a partir de relaciones y comparaciones huméricas que
nacen de una variacion constante (Arciniegas, 2023). Ademas, la formulacion algebraica se
evidencia cuando el estudiante utiliza expresiones algebraicas o férmulas analiticas para predecir
valores, por ejemplo, en la sucesion 2™ el estudiante puede utilizar dicha expresion algebraica para
predecir el resultado en cualquier valor.

La Estimacion corresponde a la accion de anticipar comportamientos o tendencias en la variacién
del fendmeno en un intervalo. Teniendo en cuenta la practica anterior, seria una prediccion mas
general que anticipa comportamientos en intervalos concretos, anteriores o posteriores (Caballero,

2018). Igualmente, esta practica se distingue de manera cuantitativa y cualitativa. Desde el punto
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de vista cuantitativo se distingue cuando el estudiante realiza una generalizacion del
comportamiento a partir de estructuras aritméticas. Por otro lado, se caracteriza de forma
cualitativa cuando el estudiante predice comportamientos futuros como “mayores”, “mas o menos
rapidos”, “diferentes” a partir de los datos presentados.

Asimismo, segun Caballero (2018), estas PV evolucionan entre ellas de forma pragmatica, es decir,
no necesariamente de forma secuencial, sino que hacen referencia a un proceso continuo y flexible
que se adapta a las respuestas y a la utilidad practica dentro una situacion especifica. Lo anterior
es retomado por Arciniegas (2023), pues en las metas de aprendizaje que se plantean por cada

momento, es claro ver que, en ocasiones, una practica puede recurrir a otra, o bien, puede darse la

ausencia de una practica variacional en una situacion especifica.

3.4.Variacion constante desde las practicas variacionales
Al momento de realizar el estudio de la variacion constante es recomendable abordar situaciones
de variacion y cambio que lleven a reconocer la funcion lineal como aquella que varia
constantemente, y para lograr esto, Caballero y Moreno (2017) promueven desarrollar las PV.
A continuacion, se presenta un ejemplo a través de la representacion grafica de dos funciones (linea
recta roja y azul) que modelan el costo del hospedaje en dos hoteles (figura 2). Aqui se ira

mostrando cOmo se incentiva o emerge cada PV.
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Figura 2

Representacion grafica de funciones de costo

2000000
Costo Total Hospedaje

1000000

Jo 40 50
Nuamero de Noches

Annnnnn

Inicialmente, la practica de comparacion se revela al identificar cambios constantes entre un estado
y otro, en este caso son los puntos (x,, C;) Y (x,, C,) que muestra la grafica, al comparar se puede
evidenciar que el costo de hospedaje varia, no es el mismo, en este caso aumenta. Cabe resaltar
que los cambios pueden surgir entre diferentes estados del mismo fenémeno o en estados
equivalentes de diferentes fenémenos (Caballero, 2018). Es decir, se pueden comparar costos para
diferentes tiempos, puntos (x,, C,) Y (x1,C,) de la figura 3, o se pueden comparar diferentes
funciones de costo para el mismo tiempo, punto H y (x;, C;) de la figura 3. Luego, es posible
comparar de dos formas, a través de una diferencia o de un cociente. Por ejemplo, se compara a
través de una diferencia el cambio de x, a x;, al igual que el cambio entre C, y C;, que
corresponden a cambios en la misma magnitud. La comparacion por cociente se relaciona al
concepto de pendiente de la recta, es decir, se realiza un cociente entre las diferencias que enfrenta
el cambio en la variable dependiente con el cambio en la variable independiente, en otras palabras,

se compara la diferencia (C, — C;) con la diferencia (x, — x;) a través de un cociente entre ellas.
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Al hablar de seriacion se da cuando el estudiante compara diversos puntos de la gréafica y da cuenta
de que el valor de C; aumenta cierta cantidad, por medio de una diferencia, o0 que el cociente de
las diferencias de valores en x y valores en C es una constante, y concluye que dicho
comportamiento se da para todos los puntos. En palabras de Arciniegas (2023) la seriacion se logra
al comparar sucesivamente estados consecutivos en una representacion del objeto matematico para
caracterizar el patron de variacion. Entonces, cuando la descripcion es cualitativa, y se hace por
medio de diferencias sucesivas se obtienen expresiones como “siempre aumenta”, “el siguiente es
mayor que el anterior”, mientras que, como cociente se obtienen expresiones como ‘“‘siempre el
resultado es el mismo” o “el cambio es constante”. Por otro lado, de forma cuantitativa, la
explicacion esta acompafiada de procedimientos y argumentos que mencionan datos numeéricos de
la comparacion.

A traves de la seriacion se puede identificar el patron de cambio en los estados consecutivos, y
dicho patrén es conocido como la pendiente. Por lo cual, al definir la variacion constante la
prediccidn consiste en interpretar la pendiente como el cambio constante y usarlo para anticipar el
valor del costo de una variable. Algo para tener en cuenta en la prediccion es el pardmetro b de la
variable dependiente que relaciona el cambio entre esta Ultima y la variable independiente. Un
ejemplo de la prediccién es descubrir el costo para un valor especifico de mas de 10 noches, lo
cual se puede abordar desde una formulacion aritmética ya sea por medio de una suma (sumar
costos conocidos como: costo de 5 noches dos veces) o multiplicacion (costos por noche por 10),
0 por medio de la apreciacion del valor de una variable respecto a otra, donde el estudiante
identifica que por cada aumento en la variable independiente, se aumenta el doble en la variable

dependiente, por lo cual predice para otros valores hallando el doble de dicho valor. Siguiendo el

ejemplo anterior, si el estudiante descubre la expresion algebraica f(x) = 2x y predice valores
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anteriores o posteriores evaluando en la expresion algebraica, estaria aplicando la prediccion como
formulacion algebraica.

Por ultimo, se procede a indagar y anticipar comportamientos y tendencias en la funcion del costo
a traves de la estimacion. Al hablar de la variacion constante, la descripcion del comportamiento
global se puede dar como un modelo creciente, decreciente 0 constante, con expresiones como “‘es
mayor” o “es menor”. Generalmente la estimacion se propicia al preguntar acerca de un intervalo
futuro (en ocasiones no disponible visualmente al estudiante) y que pueda estimar el
comportamiento futuro. En el caso de la figura 3, se puede cuestionar acerca de comportamientos
en valores de la variable independiente mayores a 400. Un acercamiento cuantitativo consiste en
tomar el valor conocido mas cercano al 400 y a través de sumas o multiplicaciones estimar que
para valores mayores a 400 la variable dependiente serd mayor. Y, de forma cualitativa, es
generalizar el comportamiento de la grafica y estimar que los valores de la variable dependiente

seran mayores, porque la recta estd “subiendo”.
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4. Metodologia

Como se ha mencionado anteriormente, esta investigacion tiene como objetivo describir el
desarrollo de las practicas variacionales en el estudio de la variacion constante en situaciones
financieras. Por ende, se adoptd un estudio cualitativo para comprender las situaciones, hechos y
acontecimientos dentro del contexto natural del aula con el fin de generar descripciones a partir de
lo que los participantes escriban, digan o hagan directamente. Asi, las fuentes principales de
obtencion de informacion serdn observaciones, entrevistas, grabaciones y otros registros
(Rodriguez et al., 1996).

En particular, esta investigacion se sustentd en la estrategia investigativa: experimento de
ensefianza, que permite observar el aprendizaje in situ y describir la evolucion de las
interpretaciones de los estudiantes sobre la variacion constante, asi como la dindmica propia del
aula. En este sentido, esta metodologia busca analizar aspectos relacionados al proceso de
aprendizaje de los estudiantes segun los significados que estos van construyendo (Camargo, 2021).
Para llevar a cabo este proposito a la practica Camargo (2021) propone un esquema general (ver

figura 3) que articula un proceso de formulacion, planeacién, implementacion y reflexién.
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Figura 3

Esquema del experimento de ensefianza
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Nota. Adaptado de “Estrategias cualitativas de investigacion en educacion matematica” (Camargo,
2021, p.75)

Teniendo como referencia el esquema anterior, para esta investigacion se plantea el camino
metodoldgico en la figura 4, en el cual se abordan cinco fases: (1) Revisién bibliografica sobre el
concepto de funcion lineal, (2) Planteamiento de la conjetura, (3) Redisefio de la secuencia
didactica, (4) Aplicacion y andlisis intercalado de la secuencia y (5) Analisis retrospectivos.
Figura 4
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4.1. Fase 1: Revision bibliogréafica sobre el concepto de funcién lineal

resultados desde

los aprendizajes de

los estudiantes

Como un primer inicio, se realiz6 una revision bibliografica, acerca de la ensefianza del concepto

de funcién lineal y el aporte al aprendizaje de los estudiantes. Lo anterior, para identificar
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dificultades, como, las ideas erréneas en la definicion e interpretacion del concepto de funcion que
estan descontextualizadas y alejadas de su caracter variacional. En respuesta, se propuso abordar
la funcion desde la significacion de la variacion constante; por ello, la profundizacion en el PyLV
propone la variacion constante como eje articulador en la ensefianza de la funcién lineal. Ademas,
se establecen las PV como una herramienta para estudiar la variacion y el cambio, lo que favorece

la interpretacién y comprension del objeto matematico.

4.2. Fase 2: Planteamiento de la conjetura

En esta fase se analizé el disefio original, junto a sus caracteristicas y conjetura inicial respecto al
estudio de la funcién lineal como modelo de variacion constante; para asi, describir la conjetura
para esta investigacion.

El disefio original se desarrolld en el marco del proyecto 70783 denominado Disefios didacticos
para la inclusion en matematicas con la mediacion de tecnologias: procesos de formacién y
reflexion con profesores, que, en general, es una propuesta que busco atender la diversidad en el
aula de matematicas teniendo en cuenta la flexibilizacion y adaptacion de secuencias de
actividades (Ariza y Fiallo, 2024). En tanto, cada disefio fruto del proyecto propuso 4 secuencias
que respondian a los 4 niveles de profundidad planteados por Parada (2021); cada nivel refleja una
flexibilizacion de los objetivos de aprendizaje segun habilidades y caracteristicas del estudiante.
En este caso, se acogio el disefio sobre presupuesto de un viaje, nivel de profundidad 3 (Anexo A),
ya gue, este nivel es apto para un aula estandar de estudiantes de noveno grado. La estructura del
disefio distribuida en 4 momentos, siguiendo la estructura de Jacome et al. (2024), ahonda en el

desarrollo de la actividad matematica esperada (Parada, 2021), asi:
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Momento 1: En este momento inicia el estudio del objeto matematico a través de una
situacion problema; donde se prioriza la comprension del problema para identificar
conocimientos previos.

En el caso del disefio, se propone una situacion de un viaje familiar, donde Thomas y su
familia desean ir de vacaciones, y deben realizar un presupuesto con el dinero disponible
y el costo de los gastos que les ofrecieron. Luego, las preguntas apuntan a que el estudiante
calcule los gastos totales, evalle si es posible cubrirlos y plantee sugerencias acerca del
manejo de los recursos.

Momento 2: A lo largo de este momento se proponen actividades que inciten al alumno a
dar respuesta sobre la problematica, pero que guien a la construccion del objeto
matematico. Aqui, se espera que el estudiante identifique propiedades, diferentes
representaciones y conexiones para plantear estrategias de solucién que aborden el objeto
matematico.

En el disefio, las tareas se relacionan con el costo del hospedaje, donde a Thomas le ofrecen
dos alojamientos con sus costos fijos y variables, él debe evaluar las opciones y decidir
acerca del hotel y el nimero de noches a hospedarse. En medio de esta situacion se abordan
los costos fijos, costos variables, el caracter estable del cambio y la representacion grafica
junto a sus elementos, para asi decidir el hotel mas conveniente para Thomas.

Momento 3: Se enfoca en consolidar los aprendizajes, y poner en préactica lo aprendido.
Se invita a formular actividades de ejercitacion, y problematizacion que promuevan el uso
razonado de los conocimientos adquiridos en las tareas previas.

En cuanto al disefio escogido, se inicia introduciendo la representacion tabular para que el

estudiante pueda observar el caracter estable del cambio al evaluar la diferencia entre los
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valores de noches consecutivas en cada hotel. Ademas, se busca consolidar las conexiones
entre las diferentes representaciones (grafica, tabular y analitica) y que el estudiante pueda
plantear la expresion en su forma analitica y comprender la variable dependiente e
independiente. De esta manera, significar la expresion y = mx + b, al distinguir la
pendiente como el costo por noche y el elemento que denota la inclinacién de la recta, asi
como, el pardmetro b es el costo fijo por las 4 personas de la familia de Thomas y que
determina el corte con el gje y.

e Momento 4: En este momento, se evalUan los desempefios de los estudiantes. En tanto, las
actividades se orientan a evaluar la profundidad con la que el estudiante se acerco al objeto
matematico mediante actividades retadoras.

Aqui, el disefio plantea una nueva situacion con una familia méas numerosa y tres opciones
de alojamiento con razones de costo diferentes a las anteriores; se habla de un costo de
reserva y un costo por noche. En ese caso, se espera que el estudiante construya una
expresion analitica, analice e identifique propiedades en las representaciones gréficas, y las
signifique segun el contexto y lo aprendido en los momentos anteriores. Finalmente, el
estudiante debe decidir el mejor hotel para la nueva familia, teniendo en cuenta el
comportamiento de la funcion en las diferentes representaciones.
Es asi como el disefio busca que el estudiante aborde la funcién lineal como un modelo de variacion
constante; notese que no se definio la funcion lineal como una ecuacion analitica, sino a través de
una situacion problematizadora, enmarcada dentro del contexto de gastos y costos de un viaje.
Ahora bien, para el presente estudio se acogio el disefio con los 4 momentos, con sus caracteristicas
propias, pero se incluyd la discusion de la variacion constante desde el desarrollo de las practicas

variacionales. Asi, a continuacion, se describe la conjetura del experimento de ensefianza desde la
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discusion del objeto matematico a traves de las practicas variacionales en el contexto del
presupuesto del viaje. Es de aclarar que, esta conjetura se presentara como una ruta cognitiva que
se espera el estudiante transite, en ella se sintetiza en forma articulada la practica que emergera en
cada momento a través de los cuestionamientos planteados dentro del contexto de presupuesto de
un viaje.

Conjetura momentos 1y 2. Dentro del marco planteado por Parada (2021), en el momento 1 se
propone la situacion problematizadora sobre el presupuesto del viaje de Thomas y su familia
(figura 5); asi, las preguntas ajustadas se enfocan en la exploracion y comprension de los gastos
del pasadia, la identificacion de las variables (nimero de personas y costo de pasadia) y la
estimacion acerca del comportamiento del costo del pasadia segun el nimero de integrantes de la
familia. De igual manera, este momento potencia las habilidades de la EEF al permitir que el
estudiante analice las ofertas, las contraste con su dinero disponible e identifique condiciones

variables dentro de los gastos.
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Figura 5

Situacion problematizadora en el disefio
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La empresa Price-travel le facilita a Thomas la siguiente ficha de precios.

Transporte Alimentacién (dia) Plan turistico Panaca
Ida y regreso

Ment Adulto: $65.000 Adulto: $165.000
Adultos y nifios:

110.000 c/u Menu infantil: $42.000 Nifios: $85.000

A partir de la presente situacion se plantean las preguntas:
1. ¢Le alcanza el dinero a Thoméas? ¢le sobra/falta? Escriba los procedimientos y
justifique su respuesta.
2. ¢En qué condiciones podrian cambiar el valor de los gastos? Justifique su respuesta.

3. ¢Qué recomendacion le harias a Thomas para que los gastos sean menores?

En la pregunta 1 se promueve la comparacion de los costos del viaje con el dinero disponible. Por
ejemplo, en una comparacion cualitativa el alumno sefiala el nimero mayor o menor, y en una
cuantitativa el estudiante realiza una diferencia entre los valores encontrados. Por otro lado, en la
pregunta 2 se invita al estudiante a reflexionar sobre la variacion de los gastos, se espera que estime
el aumento de los costos al aumentar el niUmero de personas en el pasadia. Finalmente, en la
pregunta 3 aporta al contexto financiero y promueve la toma de decisiones.

A lo largo del momento 2 se busca que el estudiante reconozca el caracter estable del cambio de
la funcion costo de los hoteles, ademas, que entienda que la funcion costo aumenta su valor la

misma cantidad por cada noche. Por otro lado, desde la EEF se espera que el estudiante comprenda
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las razones de costo de cada hospedaje, mejore la distribucion y organizacion del dinero, y tome
decisiones financieras acerca de su hospedaje con base en el analisis matematico.
Figura 6

Ofertas de hospedaje momento 2

4. Analiza y responde. La empresa Price-travel le facilita a Thomas las siguientes opciones de hospedaj:

" Habitacion Familiar || Habitacién Familiar !
| $9.000 s peem ; - $6.0007

por Unica véz |

. $67.000 por noche

$56.000 por noche

a) ;Qué valor debe pagar Ia familia de Thomas por una noche con cada opcion de hotel?
b) ;Cuanto se debe pagar si 1a familia de Thomas desea quedarse 2 noches en el hotel Bella Vista?
¢) ;Cuanto se debe pagar si la familia de Thomas desea quedarse 3 noches en el hotel Casa Grande?

Con respecto a las PV, en la pregunta a (Ver figura 6) se incentiva la comparacion cuantitativa
cuando el estudiante contrasta los costos de los hoteles Bella Vista y Casa Grande para el mismo
nimero de noches, asi, cuando esa comparacion se realiza para 2 y 3 noches (pregunta b y c) se
promueve la practica de la seriacion cuantitativa, donde el estudiante identifica el patron numérico
que representa el caracter estable del cambio, es decir, el precio aumenta con un patrén fijo noche

a noche.
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Figura7
Representacion gréafica del costo de hospedajes
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Luego, al introducir la representacion grafica, véase figura 7, se incentiva la comparacion y
seriacion, mayormente de forma cualitativa. Esto se debe a que los gréficos propician otro tipo de
argumentos usando gestos o expresiones verbales; por ejemplo, el estudiante puede elegir un hotel
y argumentar que para varias noches consecutivas la recta del costo esta “por debajo” de la otra
recta, lo cual evidencia la practica de seriacion. Por otro lado, si el estudiante afirma escoger uno
porque, para un nimero especifico de noches, el punto de costo esta “mas abajo” que el otro, se
evidencia una comparacion cualitativa.

De la mano con la seriacion y la comparacion, se puede observar la estimacion en que el estudiante

prediga el comportamiento general para valores no conocidos y, por ende, el comportamiento

general de la recta. Asi entonces, en este momento se promueve la comparacion, seriacion y
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estimacion para distinguir el caracter estable del cambio, al comprender la funcion costo de ambos

hoteles y tomar decisiones financieramente inteligentes dentro del presupuesto que se propone.

Asi, a continuacion, se presenta una sintesis de la conjetura sobre la funcion lineal como modelo

de variacién constante desde el desarrollo de las préacticas variacionales para los momentos 1y 2,

ver figura 8.

Figura 8

Variacion constante desde las practicas variacionales en un contexto financiero

Comparacion de gastos

Introduccidn a la situacidn del
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Conjetura momentos 3 y 4. En el momento 3 se busca significar el costo por noche como el

parametro m en la expresion y = mx + b, y también como la inclinacion de las rectas. De igual

manera, se busca dar significado al costo fijo como el parametro b, y como el punto de corte con

el eje y. Ademas, desde la EEF el propdsito se centra en que el estudiante identifique y comprenda
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los costos fijos y los costos variables dentro del costo total del hospedaje y asi, dar sentido a las
razones de costo de las ofertas de hospedaje.
Figura 9

Representacion tabular del costo de hospedajes.

-"'"'! > ;Como optimizar la distribucion de dinero en un viaje?
Hotel Casa Grande Hotel Bella VISIB;
U i x(A) ¥lA) x(B)  y(B)
Il NUEVO presupuesto 1 BO000 1 103000
Observa el siguiente registro en lahojade 2 136000 2 170000
) 3 192000 3 237000
calculo de los puntos A v B, luego de 4 248000 4 304000
mover el deslizador una mica vez de 5 304000 5 s71000
6 360000 6 438000
forma creciente v responde: 7 416000 T 505000
B 472000 B 572000
9 528000  © 639000

En este momento se introduce la representacion tabular (ver figura 9), con el objetivo de que los
estudiantes asocien los datos con la situacidon financiera del disefio. Se espera identificar la variable
dependiente (costo de hospedaje) e independiente (nimero de noches) y, en general,
transversalizar elementos de la representacion grafica y aritmética, como la pendiente o el patron
de cambio constante, a la representacion tabular.

En cuanto a las PV se continta promoviendo la comparacién y seriacion. La representacion tabular
permite que el estudiante compare diferentes estados del mismo fenémeno, es decir, diferentes
numeros de noches para la funcién costo, y esta comparacion se realiza por medio de una resta,
dicha diferencia es el costo por noche de la estadia. Luego, si el estudiante identifica el patron de
cambio para noches consecutivas y lo sefiala como una caracteristica de la situacion de variacion,
revela la practica de seriacion. Asimismo, se espera realizar una conexion entre los patrones
numéricos de ambos hoteles, revelados por una seriacion cuantitativa, y la inclinacion de las rectas

de ambos hoteles, revelado por una seriacion cualitativa.
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Figura 10

Preguntas 7-10 momento 3

7. Para las primeras 5 noches escriba la expresion (una a una) que le permite hallar el valor a pagar
por el hospedaje en el hotel Casa Grande.

8. ;Qué expresion le permitiria hallar el valor del hospedaje para el hotel Casa Grande para
cualquier cantidad de noches?

9. ;Qué expresion le permitiria hallar el valor del hospedaje para el hotel Bella Vista para cualquier

cantidad de noches?

10. Sea “x” el numero de noches. Reescriba las expresiones construidas en las dos preguntas

W significa el valor total
apagas por el hospedaje

anteriores. .
{ en ese hotel

Hotel Casa Grande: V; =

Hotel Bella Vista: V, =

En la misma linea, las preguntas de la figura 10 propician la formulacion analitica de los costos de
ambos hospedajes, es decir, se incentiva consolidar la préctica de prediccion, ya sea a través de la
formulacién aritmética, la formulacion analitica y/o la apreciacion de una variable respecto a otra.
Por ejemplo, cuando el estudiante expresa el costo del hospedaje en forma de parrafo textual
explicando el proceso, se considera apreciacion de una variable respecto a otra; si el estudiante
expresa el costo del hospedaje desde la relacion de sumas y restas, se considera expresion
aritmética; y si expresa el costo del hospedaje con una expresion de la forma y = mx + b se
considera formulacion analitica.

Luego, en las preguntas 11-13 (figura 11) teniendo en cuenta las expresiones analiticas se busca
propiciar conexiones entre las 3 representaciones: la tabla de datos, la expresion analitica y la
grafica. Asi, se espera significar el costo por noche como la diferencia entre dos costos
consecutivos en la representacion tabular, también como el parametro m en la expresion analitica,

y como la pendiente de las rectas en la expresion grafica. Asimismo, significar el valor fijo en el
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contexto financiero como el pardmetro b en la expresion analitica, y como el corte con el eje y en
la representacion grafica.

Figura 11

Preguntas 11-13 momento 3

11. ;Qué representa el valor fijo de cada expresion?

12. ;Qué relacion encuentra entre la grafica, la tabla de datos y la expresion hallada en la pregunta
anterior (8 o 9) para cada uno de los hoteles?

13. ;Qué relacion del costo por noche encuentra en la expresion hallada y las gréficas?

En el momento 4 se busca que el estudiante vaya mas alla de significar el parametro m como el
costo por noche y aplique dicho parametro para hacer predicciones y estimaciones acerca de los
costos de 3 ofertas de hospedaje. En este sentido, el estudiante debe analizar y tomar una decision
financiera en donde la cantidad de opciones incrementa la dificultad del analisis, potenciando asi

su capacidad de toma de decisiones financieras dentro de un presupuesto.
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Figura 12

Situacion problematizadora momento 4

Presupuesto para un viaje familiar

La familia Espinosa vive
en Medellin y estd
organizando un viaje en
celebraciéon de los 60
aflos de casados del
sefior y sefiora Espinosa.
La idea es viajar al cabo d
de la vela en la Guajira. En total son 23 menores de edad y 15 adultos.

Alicia propone analizar muy bien las ofertas de hospedaje para poder minimizar los gastos, para
ello, consulto tres opciones:

-
Casa campestre
Fuente Magica

Con una nueva situacion problematizadora, se proponen 3 opciones de hospedaje con un elemento
diferente: el costo de reserva como costo fijo (ver figura 12). Luego, cuando se le pregunta al
estudiante ¢ Cudl es la opcién méas econémica? Se espera que el estudiante defina cual es la mejor
opcion al predecir el costo de los 3 hoteles para el mismo nimero de noches, comparar los valores
y determinar el mas econémico, o, por otro lado, predecir el comportamiento general a partir de la
pendiente de cada opcidn y seleccionar la mas econémica. Luego, al momento de construir una
expresion que permita hallar el costo, se promueve la prediccion analitica o aritmética y en su
defecto, las précticas previas.

Nuevamente, se articula la expresion grafica de los costos de los hoteles (figura 13), de acuerdo
con las expresiones propuestas anteriormente y se busca identificar propiedades de la funcion costo
por medio del analisis de todas sus representaciones. Seguido de esto, se propone un nimero de

noches especifico (4 noches) y, para poder elegir la mejor opcion, el estudiante debe comparar la
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funcidn costo evaluada en x=4, ya sea usando la expresion analitica o comparando graficamente
los puntos en las rectas de costo de cada hotel. Otra opcidn es que el estudiante realice seriacion
al generalizar los datos segun la inclinacion y tomar la recta de menor pendiente.

Figura 13

Representacion gréafica de hospedajes momento 4.

800000

Costo Hospedaje

400000

200000

3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 [ 7 8 9
Ndmero de noches

Luego, teniendo en cuenta la grafica, se espera que el estudiante pueda responder a la pregunta:

¢ Hay costos iguales para alguna noche? Para lo cual, el estudiante debe comparar los costos de
los hoteles en diferentes valores de la variable nimero de noches e identificar el punto de corte de
las rectas como el valor en que tanto la Casa Campestre como Cabafias San Valentin tienen el
mismo costo. Ademas, se espera que el estudiante previamente haya identificado que el hotel Mar
Azul y la Cabafia San Valentin tienen el mismo costo de reserva y que esto se evidencia en los
cortes con el eje y de las rectas de dichos hospedajes, que son el mismo punto.

Adicionalmente, se busca que el estudiante ordene las expresiones algebraicas de menor a mayor.
Para esto, es necesario establecer unos intervalos, ya que, existe un punto de interseccion en x=2
en donde cambia el orden de las expresiones. Un paso necesario para ordenar las expresiones es
comprender la relacion entre la pendiente y la inclinacion de las rectas, lo cual se profundiza en el

momento 3. Asi, se evidencia la comprension del estudiante acerca de esa relacion y se espera
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observar la practica de estimacion al predecir el comportamiento de los costos, concluyendo con
el orden de las funciones. Ademas, la estimacion se evidencia cuando se cambia el numero de
personas (figura 14) y el estudiante analiza los comportamientos de acuerdo con el cambio. Para
asi, decidir respecto al hospedaje mas conveniente y al nimero de noches que se hospedara.
Figura 14

Preguntas finales del disefio

12. ;Cual opcion de hospedaje le  13. Si20 personas deciden no viajar, ;cual opcién de
recomienda a la familia Espinosa? hospedaje le recomienda a la familia Espinosa?

En general, el disefio presenta como protagonista a Thomas que desea presupuestar el viaje que
realizara con su familia, para esto se analizan los gastos y el costo de estos. La manera en gque se
aborda esta situacion esta estructurada en 4 momentos, que permiten abordar el concepto de la
funcion lineal como variacion constante a traves del desarrollo de las Practicas Variacionales. Asi,

en la figura 15 se presenta una sintesis de la conjetura en los momentos 3 y 4 restantes.
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Figura 15
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Variacion constante desde las practicas variacionales desde el contexto financiero.

Estudio de la funcidn costo de
los hoteles en diferentes
representaciones.

I
Se espera

Reconocer el costo por noche a
través de la representacion
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Analizar y argumentar la opcion
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L 4

Predecir el costo de los hoteles para un
numero de noches determinado.

Estimar el comportamiento general a
partir de la pendiente.

Construir expresiones para la
funcidn costo de los tres hoteles

Prediccion aritmética, analitica y
apreciacion de una variable respecto a

}_.

olra

!

identificar el costo por noche y el
costo fijo en lla representacion
analitica, grafica y tabular

Con el propdsito de

Significar el costo por noche
como el pardmetra m y como la
inclinacion de las rectas.

!

Significar el costo fijo como el
parametro b y como el cone con
elejey

Articular la expresion gréfica al
decidir la mejor opcidn para un
numero de noches especifico

%

otra
Prediccion aritmética,
analitica y apreciacion de - Comparacitn en x=4 ]
una variable respecto a

seriacion respecto a la
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]

Estimar el comportamiento de
las funciones costo de los 3
hoteles

v

Crdenar de menor a mayor las
funciones costo

Con el propésito de

Aplicar el parametro m para
hacer predicciones y
estimaciones de los costos.,

!

Promover la toma de decisiones
financieras dentro de un
presupuesto

| Seriacidn y Estimacion
—'

En general, la secuencia de actividades disefiada en momentos, ademas de abordar el concepto de
variacion constante a través del desarrollo de las PV, articula las representaciones (numerica,
grafica y analitica) para establecer relaciones de variacion constante que modelan la situacion de
presupuesto de un viaje. En el momento 1 se desarrollan las PV de comparacion y seriacion al
hacer una introduccion a la situacion problematizadora, luego, en el momento 2, se realiza un
analisis del costo de los hoteles en su representacion grafica a través de las PV para que el
estudiante reconozca el caracter estable del cambio. En el momento 3, se articula la representacion

tabular para fortalecer la idea del cambio constante y se incluye la representacion analitica con el
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proposito de significar los pardmetros de la expresion y = mx + b segun las propiedades de la
funcion costo de los hoteles, todo esto desde el desarrollo de las cuatro PV. Finalmente, en el
momento 4 se presenta una nueva situacion problematizadora que se estudia desde sus
representaciones graficas y analiticas, potenciando las cuatro PV con el fin de aplicar el parametro
m para hacer predicciones y estimaciones de los costos y tomar decisiones financieras dentro del

presupuesto.

4.3. Fase 3: Redisefio de la secuencia didactica
A partir del disefio propuesto por Arciniegas et al. (2022), se realizd un primer analisis para
identificar y anticipar las PV que pueden emerger de cada una de las tareas y preguntas de la
secuencia, asegurando que estas se encaminen hacia el objetivo de promover la comprension de la
funcion lineal; a modo que surgieron modificaciones en algunas preguntas con el fin de orientar el
desarrollo de las PV y significacién de la variacion constante en el contexto.
Ahora bien, teniendo en cuenta el grupo de estudiantes y el contexto en el que se esperaba
implementarlo (Revisar Fase 4), se realizaron ajustes en el uso de los recursos y en la disposicion
metodologica.
Adicionalmente, se realiz6 un pilotaje con integrantes del Semillero de Educacién Econémica y
Financiera desde la Educacién Matematica, adscrito al Grupo de Investigacion en Educacion
Matematica (Edumat-UIS), y se ejecutaron otros ajustes relacionados con la claridad al formular
las preguntas, teniendo en cuenta los términos involucrados, como el dinero restante y disponible;
ademas, se reorganizo la estructura de la respuesta, separando procedimientos y justificacion; y,
finalmente, se mejord la visualizacion de los datos clave en la informacion dada.
Asi, se realizaron ajustes al disefio en relacion con el desarrollo de las PV, redaccion y gramatica

y recursos. En detalle, ver capitulo de resultados.
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4.4. Fase 4: Aplicacion y analisis intercalado de la secuencia

Esta fase corresponde a la puesta en escena de la secuencia en el contexto natural del aula con
estudiantes de noveno grado. Es preciso aclarar que la implementacion y el anélisis no fueron
sucesivos, sino simultaneos, es decir, mientras se desarrollaron las clases, se observo y reflexiono
en tiempo real sobre las interacciones, producciones y conclusiones de los estudiantes. Para ello,
se tomd registro videografico de la sesion. Asimismo, dada la naturaleza del aula, fue fundamental
realizar ajustes sobre la marcha, debido a situaciones propias del contexto escolar, como fueron la
motivacion, la diversidad de ritmos de aprendizaje o dificultades conceptuales. Asi, los
instrumentos de recoleccién de datos fueron: videograbacion de la implementacion y hojas de
trabajo de los estudiantes.

La implementacion del disefio se realiz6 en una institucion de caracter oficial de la ciudad de
Bucaramanga. Cabe resaltar que, en el marco de identidad institucional, se proyecta una formacion
académica enfocada en procesos de pensamiento dinamico, analitico y critico de los
conocimientos, a lo que responde el disefio desde su intencidn analitica y dinamica.

El grupo de estudio fue de 35 estudiantes de 9.° grado cuyas edades estan entre los 14 y 16 afios.
La implementacion se realizé durante dos sesiones, para un total de 5 horas; durante la primera
sesion se realizaron los momentos 1y 2y en la segunda sesion los momentos 3 y 4.

En cuanto a los instrumentos de recoleccién de datos, se manejaron las hojas de trabajo
correspondientes al disefio, asi como la videograbaciéon y la grabacion de audio sobre los
argumentos Yy respuestas de los estudiantes. Es importante resaltar la observacion y reflexién de
los investigadores durante las interacciones con los estudiantes. Es decir, la aplicacion del disefio
fue mucho mas que el desarrollo de una clase; incluyd la observacién participante donde fue

necesario acercarse al estudiante, cuestionar sus respuestas y promover la justificacién con el
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propdsito de evidenciar las practicas variacionales, no solo en su respuesta escrita, sino también,
en su lenguaje y forma de comunicacion. Pues, dicha comunicacion podia ser de caracter verbal,
gestual o escrito.
Ahorabien, el analisis de los resultados se realiz6 por categorias, donde cada categoria corresponde
a una practica variacional. Luego, se busco identificar la evidencia de las practicas variacionales a
lo largo de todas las actividades y discutir cdmo cada una de las practicas variacionales ayudo a la
significacion de la funcion lineal como variacion constante.

4.5. Fase 5: Analisis retrospectivos
Este analisis tiene el objetivo de enmarcar los eventos de la clase en un marco conceptual, para lo
cual se revisan evidencias a priori y a posteriori, con el fin de evaluar la conjetura propuesta y
desarrollar constructos tedricos o modelos de ensefianza (Camargo, 2021).
Este analisis consistio en tomar los episodios de las videograbaciones y de las hojas de trabajo para
identificar las respuestas y argumentos que dieran evidencia de las PV en sus diversas formas,
describir cdmo los estudiantes usaron y combinaron dichas précticas para estudiar la variacion
constante en el disefio. Cabe resaltar que para las evidencias se seleccionaron aquellas respuestas
que, por su riqueza, permitian evidenciar cada una de las PV, por lo cual el analisis de resultados
se presenta con base en estas: comparacion, seriacion, estimacion y prediccion. En consecuencia,
cada evidencia se presentara y describira explicitamente, luego, se articulara con el analisis de la
practica variacional implicada y, finalmente, se brindara la significacion de la funcion lineal desde
los elementos involucrados.
Ahora bien, como primer paso del analisis se realizd una preclasificacion de la informacién
recogida en laimplementacion. En un primer acercamiento a las hojas de trabajo de los estudiantes,

se evidenciaron casos en que no culminaron la totalidad del disefio, otros dejaron preguntas sin
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responder, en otros se evidencio el uso de la inteligencia artificial para dar respuesta, ya que eran
argumentos descontextualizados de la situacion que se manejaba en el disefio, y otra parte de los
estudiantes no ofrecian mayor justificacion en sus respuestas. Debido a esto, se seleccion6 una

muestra de 20 estudiantes para continuar con el analisis.

4.5.1. Uso de notebookLM en el analisis de la informacion

En el anélisis de datos se empled la inteligencia artificial NotebookLLM como herramienta de apoyo
para facilitar la depuracién de los datos. Dentro de su funcidn estuvo identificar las PV
evidenciadas en las respuestas de las hojas de trabajo y en tres de las videograbaciones
seleccionadas. Es decir, fue un medio para detectar sus argumentos variacionales. Este uso
estratégico se fundamenta en que, con instrucciones bien disefiadas la IA puede mejorar
significativamente el analisis cualitativo (Etesse, 2025).

Las videograbaciones fueron procesadas en NotebookLM para extraer sus transcripciones
textuales, las cuales fueron revisadas y corregidas por los investigadores, por ejemplo, se
agregaban manualmente partes incompletas y se ajustaban algunos errores de reconocimiento de
voces. Luego, se cred un cuaderno donde se subieron 4 documentos que la IA iba a usar como
fuentes de analisis, en un primer documento se definieron las PV segln los aspectos tedricos del
presente trabajo, en el segundo documento se presentaron los posibles argumentos variacionales
que podrian emerger por cada PV a lo largo del disefio, el tercer documento fue el disefio ajustado
por los investigadores y en el cuarto documento se plasmaron las transcripciones de audio y las
respuestas transcritas de la muestra de 20 estudiantes.

La 1A realizé el analisis por momentos, es decir, los 3 primeros documentos eran las fuentes de la

IA para todo el estudio, pero se le presentaban las respuestas y transcripciones para cada uno de
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los 4 momentos del disefio. En otras palabras, se le brindaban las transcripciones y respuestas del
momento 1y se le pedia hacer el analisis, luego con los datos del momento 2 y asi sucesivamente.
Asi pues, al momento de interactuar con NotebookLM fue necesaria la creacion de dos prompts,
un prompt inicial donde se le dio el contexto a la IA acerca de lo que debe hacer:

“Actua como asistente de investigacion en educacion matematica con experiencia en analisis
cualitativo. A lo largo de esta sesion debes analizar las transcripciones de audio y respuestas de las
hojas de trabajo de los estudiantes, organizadas por momentos (M1, M2, M3, M4). Te compartiré
los datos de un momento a la vez. Antes de iniciar, lee los documentos 1y 2 referentes a los
aspectos teoricos de la investigacion, identifica las cuatro practicas variacionales (PV), sus
definiciones y los argumentos que podrian evidenciar cada una de las PV que proponen los autores.
Ese serd tu unico criterio de analisis durante toda la sesion.”

Luego, se introdujo el prompt de analisis por cada momento; este prompt se repitié para M1, M2,
M3y M4:

“Ahora analiza los datos del momento [x]. Ten en cuenta los siguientes criterios: incluye solo
respuestas que evidencien claramente 0 moderadamente una PV; si una respuesta es ambigua,
incliyela marcada como “posible” e indica qué falta para confirmar la PV; omite respuestas que
no correspondan a ninguna PV. Finalmente, organiza el resultado en una tabla con las siguientes
columnas: 1. Estudiante (cddigo), 2. Fragmento literal (cita textual breve), 3. PV identificada
(segin documentos 1y 2), 4. Justificacion (1-2 lineas explicando como evidencia la PV), 5. Nivel
de evidencia (fuerte / posible)”. Asi, NotebookLM se usdé como asistente de organizacion y

codificacion cualitativa.
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5. Resultados
En el siguiente capitulo se busca dar respuesta a la pregunta de investigacion ¢Como estudiantes
de noveno grado significan la funcion lineal como un modelo de variacidn constante a través del
uso de practicas variacionales en situaciones del contexto econémico? Para esto, se presentan 3
secciones: Los ajustes hechos al disefio, el desarrollo de las PV en el estudio de la variacion

constante y algunas apreciaciones sobre la EEF.

5.1. Disefio para el estudio de la variacion constante en un contexto de presupuesto

En este apartado se presentan las modificaciones realizadas al disefio original. En primer lugar, se
describen los ajustes orientados a potenciar el desarrollo de las PV y la significacion del contexto
financiero; en segundo lugar, se abordan los ajustes relacionados a redaccion y gramatica, los
cuales se precisaron para garantizar que las preguntas comunicaran con claridad sin obstaculizar
el proceso de razonamiento del estudiante; y en tercer lugar, se muestran las adaptaciones y usos
que se le dio a los recursos, especificamente a los applets y representaciones, para aplicar el disefio
bajo las condiciones reales de un contexto escolar. Por ultimo, se describen los ajustes fruto de la
discusion y pilotaje con los integrantes del semillero, donde se obtuvieron observaciones,

recomendaciones y ajustes especificos al disefio a aplicar.

5.1.1. Ajustes por desarrollo de las PV y significacion del contexto

Al momento de estudiar las ofertas del Hotel Bella Vista y del Hotel Casa Grande a través de las
representaciones gréaficas, se evidencio que las preguntas no direccionaban al estudiante hacia una
conclusion clara desde el contexto, por lo tanto, se decidio afiadir la siguiente pregunta al finalizar
el momento 2: ¢Con cual hotel es recomendable quedarse y cuanto se gastara en el hospedaje?
Asimismo, se promueve la practica de comparacion entre los costos maximos de cada uno de los

hoteles y el nimero de noches que les corresponden. Con el propdésito de que el estudiante se
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adentre en el contexto financiero y convierta el estudio de la variacién constante en una
herramienta que le permite decidir el hospedaje mas conveniente teniendo en cuenta su
presupuesto.

Luego, al analizar y articular las representaciones graficas, tabular y analitica, y siguiendo la
conjetura planteada en la fase 2, se observa que en el momento 3 se espera que el estudiante
signifique el costo por noche como el pardmetro m que dicta el cambio en la expresion y como el
elemento que determina la inclinacion de la recta. Teniendo en cuenta lo anterior, y para poder
identificar el nivel de significacion que da el estudiante al costo por noche se decidio incluir la
siguiente pregunta (figura 16).

Figura 16

Pregunta 13 agregada en el redisefio.

13. ;Qué relacién del costo por noche encuentra en la expresion hallada y las graficas?

De igual manera, durante el momento 3 es importante darle significado al parametro b que surge
en la representacion analitica de los costos de los hoteles, por lo cual se incluyé la pregunta 11:
¢ Qué representa el valor fijo de cada expresién? Ya que las preguntas anteriores dirigian al
estudiante a proponer una expresion analitica de la forma y = mx + b y se considerd necesario
significar dicho objeto matematico de acuerdo con el contexto econdémico del costo de hospedajes.
En resumen, la pregunta 13 demanda que el estudiante, a través de la seriacion, identifique el
parametro m como el cambio que hay en el costo noche a noche al comparar costos de noches
consecutivas, asi como también comprenda que el costo por noche es el patron que determina la

inclinacion de la recta. Adicionalmente, para articular la expresion es necesaria la practica de
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prediccion de manera analitica. Por lo cual, estas preguntas también contribuyen al desarrollo de
las PV.

Luego, bajo la necesidad de abarcar el contexto financiero y dar una conclusién acerca del
hospedaje que Thomas deberia elegir con su familia, se agrega la pregunta presentada en la Figura
17.

Figura 17

Pregunta 14 agregada en el redisefio.

14. Teniendo en cuenta todo lo anterior y seglin el maximo precio que se puede gastar en el
hospedaje ;Con cuél opcidn de hotel te quedas? ;Cuantos dias y cual sera el gasto de esto?

\\\

f i

N 4

De esta manera, el objeto matematico toma sentido y se convierte en un conocimiento funcional,
como lo plantea el PyLV, que permite al estudiante, en el marco de una decision en un contexto
financiero, apropiarse del conocimiento y aplicarlo para su bienestar econémico.

Ahorabien, al introducir una nueva situacion problematizadora en el momento 4, el disefio original
presentaba 3 ofertas de hospedaje (figura 18) con diferentes razones de costo entre las cuales los
estudiantes debian identificar diferencias y similitudes. Teniendo en cuenta, que es el dltimo
momento del disefio y ya el estudiante ha comparado y estudiado diversas ofertas de hospedaje, se
incluyé como segunda pregunta la siguiente: ¢ Cual crees que es la opcion mas economica? Esta
pregunta condicionaba al estudiante a hacer una estimacion en cuanto al costo de los hoteles

aplicando el parametro m, ya entendido como el costo por noche.
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Figura 18

Pregunta 2 agregada en el redisefio.

Hotel Mor 2l |

Reserva ya por tan solo
$45.000 y paga $4.000

por persona, cada noche.

=

Cabasias
San Valentin

Hermosa cabafa con

. noche

$97.5h00 por

capacidad de 40 personas por
un costo de reserva de $45000
y $97.500 por noche.

Casa campestre
Fuente Magica
Disfruta de la sencillez y
comodidad en casa cam-
pestre de capacidad de 40
personas por un valor

de $120.000

1. ;Qué diferencias observas entre las razones de costo de cada una de las opciones?

Hotel Mar Azul

-

N

=y

/

2%

Cabanas San Valentin

/

W,

-5

/

Casa Campestre Fuente Magica

4 N

(Cual crees que es la opcién mas econdmica?
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Sin embargo, la estimacion no era la Unica PV promovida al agregar la pregunta, ya que, el

estudiante podia predecir los precios para un nimero de noches especifico y comparar dichos

costos y seleccionar el mas econdmico. Asimismo, podria realizar el mismo proceso para 2 'y 3

noches para, a través de la seriacion, identificar un patrén y concluir que existia un hotel mas

econdmico para cualquier nimero de noches.

Ahora, al detallar la grafica de la funcion costo de las ofertas de hospedaje, las razones de cambio

del disefio original llevaban a que Casa Campestre (recta verde) y Cabafias San Valentin (recta

roja), véase la figura 19, presentaran un costo igual para una noche, lo cual hacia que una primera

comparacion entre los costos no permitiera identificar un hotel mas econémico.
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Figura 19

Representacion grafica del momento 4: disefio original.

400000

Costo Hospé€daje
200000

e

0 1 , 2 3 4 “
/ Niamero de noches

Nota. Tomado de Anexo A. Disefio original

Luego, se queria que para un primer nimero de noches hubiese un orden de las funciones, con el
propdsito de que en preguntas posteriores se pudiera introducir un orden de las expresiones
manejando la nocién de intervalos y asi afiadir una variable mas al momento de tomar la decision
del hospedaje, es decir, que el estudiante pueda pensar “Para ... niimero de noches me conviene
mas ..., pero para ... nimero de noches es mejor...”. Entonces, se cambid el costo por noche de
Cabarias San Valentin de $75.000 a $97.500, como se observa en la figura 20. De esta manera, el
punto de interseccion entre las rectas es en x=2, lo cual genera un escenario de discusion con los

estudiantes sobre lo méas conveniente para Thomas.
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Figura 20

Representacion grafica del momento 4: disefio modificado.

400000

Costo Hosped
200000

21 0 1 | 2 3 4
Numero de noches

En general, durante el redisefio, las modificaciones apuntan a que los estudiantes signifiquen la

variacion constante dentro del contexto financiero del presupuesto y del costo, ademas de que se
promueve el desarrollo de las PV para la toma de decisiones financieras responsables en cuanto a
los hospedajes.

5.1.2. Ajuste de redaccién y gramatica

En cuanto a los ajustes de redaccion, teniendo en cuenta la pregunta planteada en el disefio original
(ver figura 21), se consideré modificarla con el propdsito de que el estudiante tuviese mas claridad
al momento de responder, esto debido a que el trasfondo de la pregunta apunta a qué tanto la
expresion algebraica como la grafica representan la misma situacion y existe una relacion entre
sus elementos. Teniendo en cuenta este significado de la pregunta, se modifico de la siguiente
manera (ver figura 22). Asi pues, la pregunta se enfocaria mas en la relacion que hay entre

representaciones y como se observan los elementos de la expresion en la grafica y viceversa.
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Figura 21
Disefio original ajuste de redaccion M4

¢Qué representa la expresién que se muestra en la vista algebraica y la
representacion que se muestra en la vista grdfica para el hotel Mar azul?

¢Sucede lo mismo para la opcion de cabafia y casa campestre?
Nota. Tomado de Anexo A. Disefio original
Figura 22

Disefio modificado ajuste de redaccion M4

7. iQué relacion identifica entre los elementos de cada expresion con su respectiva grafica?

5.1.3. Ajustes de recursos

En el disefio original (ver Anexo A), especificamente en el momento 2, pregunta 5, se introducia
al estudiante a realizar una exploracién directa con el aplicativo GeoGebra, para luego de su
interaccion responder determinadas preguntas. Sin embargo, debido a las condiciones de la
investigacion y de la implementacién, se modifico este acercamiento con el applet. Asi pues, en
una primera instancia, el estudiante debia responder las preguntas correspondientes al observar la

imagen (ver figura 23).
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Figura 23

Representacion gréafica ajuste recursos M2
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Luego, dentro del disefio original, pregunta g (ver figura 24), se brindaban a los estudiantes
instrucciones para ejecutar dentro del applet; sin embargo, debido a las condiciones del contexto,
se realizaria la proyeccion con las instrucciones ya ejecutadas por los investigadores, en tanto, el
proposito principal era que a través de la visualizacion del recurso pudiesen analizar y responder

las siguientes preguntas.
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Figura 24

Instrucciones disefio original ajuste recursos M2

Sea "a” el valor mdximo para invertir en el hospedaje. (Valor que
encontraste en la pregunta 2)

. Ubiquese en la barra de entrada y escriba (0, a) y presione la tecla

“Enter”

. Seleccione el botén — y elija la opcién  “perpendicular”

seguidamente, seleccione el eje "Y" y el punto realizado en la instruccidn
anterior. Aparecerd una recta perpendicular al eje "Y" que pasa por el

punto.

. . A . - - .
. Elija el botén e y seleccione la opcion “interseccion” luego, elija

la recta realizada en la instruccién 3) y la recta del Hotel

Casa Grande.

. Repita la instruccion anterior para la recta del Hotel Bella Vista.
. Después de las dos instrucciones anteriores aparecerdn dos puntos de

interseccion uno para cada recta.

Nota. Tomado de Anexo A. Disefio original
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Ahora bien, otra de las modificaciones que se realizaron dentro del disefio con respecto a los

elementos del applet fue suprimir la pregunta “;Qué representa el deslizador n?”’, pues ya se

estaba designando el eje X como el nimero de noches.

En el momento 3 se da paso a la representacion tabular; en el disefio original se usaba la

herramienta de hoja de calculo de GeoGebra. En ese caso, por las condiciones para la

implementacion,
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se decidio presentarlo a través de una tabla con los valores de los precios de los hoteles y el nimero
de noches de la siguiente manera (ver figura 25).
Figura 25

Representacion gréafica ajuste recursos M3

!""! > (Cdmo optimizar la distribucién de dinero en un viaje?
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5.1.4. Pilotaje y ajustes finales al disefio

El disefio se implement6 con doce integrantes del Semillero de Educacion Econémicay Financiera
desde la Educacion Matematica. En este participan estudiantes de licenciatura no graduados,
graduados y de maestria en Educacion Matematica. Especificamente, este pilotaje tuvo como
proposito refinar y consolidar la version definitiva del instrumento. Dicho suceso se realiz6 de
forma presencial y durante una sesién continua de 2 horas.

Los participantes desempefiaron una doble funcion: en primera instancia, actuaron como
estudiantes resolviendo el material propuesto; posteriormente, asumieron la perspectiva de
docentes, maestros en formacion o investigadores, para examinar el contenido desde sus
competencias matematicas, financieras, pedagogicas y didacticas, con lo cual, dentro de la
discusion, se aportaron observaciones, recomendaciones y ajustes especificos que se expondran a

continuacion:
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Tabla 1

Sugerencias y ajustes realizados al disefio en el pilotaje

Momento

Pregunta

Sugerencias

70

Ajustes

Se evidenciaron dificultades
para comprender cuantos y
quiénes eran los integrantes de
la familia

Se agreg6 una flecha con el nombre de
Thomas en la imagen para evitar
suposiciones y confirmar que esa era la
familia que se estaba considerando (ver
figura 26)

Se sugirié especificar cuanto
le sobra o le falta para evitar
obtener una respuesta de “si le
sobra o no le sobra”, pero sin
justificacién numérica

Se precisa el cuanto en la pregunta asi:
¢Le alcanza el dinero a Thomas?
¢Cuanto le sobra/falta? Escriba los
procedimientos y  justifiqgue  su
respuesta.

Se sugiere organizar mejor la
estructura de la respuesta, es
decir, primero,
procedimientos, luego,
justificacién

La casilla de los procedimientos quedo
al lado izquierdo y la justificacion al
lado derecho para esa y todas las
preguntas de ese tipo.

Se  presentaron  repetidas
dificultades para entender la
pregunta

Se mejora la redaccién evitando usar
dinero restante y disponible en el
mismo pérrafo, asi como también se
especifica que Quimbaya era el lugar
donde se estaban considerando los
gastos (ver figura 27)

Se evidencian dificultades
para comprender que el precio
que aparece por persona
corresponde a un Unico pago
sin importar la cantidad de
noches que se hospede la
familia

Se precisa que el pago por persona es
por Unica vez y se brinda una mayor
visualizacion de los precios (ver figura
28)

Se sugiere precisar la forma de
preguntar, pues esto puede
determinar si se realiza una
operacion o una descripcion.

Se reemplaza la pregunta “;Cual es la
diferencia entre cada valor, dia a dia con
respecto al hotel Bella Vista?” asi:

¢ De cuanto es la diferencia entre cada
valor, noche a noche, con respecto al
hotel Bella Vista?
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Figura 26

Representacion gréafica ajuste pilotaje M1

. Como optimizar la distribucion de dinero en un viaje?

O Momento 1 Thomas

Un viaje familiar A ™

Thomds desea obsequiar a su familia un pasadia a Panaca en las proximas
vacaciones. La familia reside en la ciudad de Medellin v el dinero con el que ”
cuenta Thomas para el viaje es de $2.650.000. l
i

La empresa Price-travel le facilita a Thomads la siguiente ficha de precios. .

Figura 27
Representacion grafica ajuste pilotaje M2 — P2

2. Ante la posibilidad anterior, un asesor de viajes le recomienda a Thomas que para que el dinero
restante le alcance para pagar los gastos en Quimbaya: hospedaje, alimentacion y plan turistico,
el costo del hospedaje no puede exceder el 15% de ese dinero. ;Cuanto dinero, a lo maximo,

puede utilizar para el hospedaje?
Figura 28

Representacion gréafica ajuste pilotaje M2 — P4

Habitacién Familiar

“LSSG.OOO pornoche

M& $6.0007 s
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5.2. Desarrollo de las préacticas variacionales en el estudio de la variacion constante

En este apartado se presenta el analisis sobre como los estudiantes de noveno grado desarrollaron
PV en el estudio de la variacion constante en un contexto financiero. Dado que las PV son la
herramienta principal para abordar la variacion y el cambio en la presente investigacion y, ademas,
son un instrumento que permite cuantificar y cualificar el cambio, se decidid realizar el analisis de
los resultados a través de las cuatro PV, con el propdsito de observar la comprension de la funcion
lineal como variacion constante mediante el desarrollo de las PV. Asimismo, resulta necesario
tener en cuenta la secuencia de la actividad matematica del estudiante segun los distintos
momentos que brinda el disefio.

5.2.1. Préctica variacional de comparacion

Sobre el desarrollo de la practica de comparacion, inicialmente se esperaba que los estudiantes
identificaran relaciones entre los gastos calculados para el pasadia de Thoméas y el dinero
disponible. Un ejemplo de esto es la pregunta 1, donde se cuestionaba si a Thomas le alcanzaba o
no el dinero; alli, algunos de los estudiantes realizaron procedimientos similares a los que se
muestran en la figura 29.

Figura 29

Respuesta del E1 — M1

1. ;Le alcanza el dinero a Thomds? ¢cuénto le sobra/falta? Escriba 18s procedimientos y justifique

su respuesta.

Pmcedimleptec—: ne— [ Justificacién : i
TR 9e H ﬁ e JuPes \’u\\ Si, le olemza ¢ ‘;“(
L4000 | T2 sos | el _ents & meat
rednon | I3° £50 000 700 i |2 Schn
A l‘-— 1 15‘%099 H X V}J’i’;( ?\',»? ‘
U >




PV EN EL ESTUDIO DE LA VARIACION CONSTANTE 73

En la figura es posible observar los célculos que el estudiante realizo para determinar los gastos
del Pasadia de toda la familia por un valor de $1.154.000. Teniendo en cuenta el precio de adultos
y nifios, se observa que el estudiante primero calcula los gastos uno a uno, segun la informacién
dada (ver el recuadro rojo), aunque no lo evidencia por escrito. Primero, determina el costo del
transporte (110.000(4) = 440.000), la alimentacion (65.000(2) + 42.000(2) = 214.000) y el plan
turistico (165.000(2) + 85.000(2) = 500.000); luego, realiza la resta con el dinero inicial
($2.650.000) y el costo total (ver recuadro azul), obteniendo $1.496.000; asi, finalmente, justifica
que le sobra dinero, como se observa en la respuesta de la derecha.

En este caso, se distingue la practica de comparacion en su forma cuantitativa, cuando el estudiante
identifica el presupuesto como un referente inicial y plantea una serie de operaciones para definir
un segundo estado (el costo total de los gastos), el cual usa para realizar la resta y determinar
cuénto sobra.

Asi pues, el estudiante identifica el estado inicial, en el contexto financiero, el presupuesto y el
estado posterior, los gastos, como aquellos que pueden variar segln sean las condiciones de la
situacién, para que mas adelante distinga entre valores fijos y valores variables, teniendo en cuenta
que, de hecho, el estudiante hace de forma implicita algunas relaciones cuantitativas que son
constantes. De igual manera, se observa una comparacion cualitativa en la expresion “ya que el
costo es menor al presupuesto”, como fruto de la lectura de los procedimientos, al establecer una
relacion de orden de un numero respecto al otro.

Ahora bien, en el caso del estudiante E2 (figura 30), este ofrece un argumento cualitativo diferente
al del estudiante E1, ya que afirma que el dinero sobrante de la resta es “mds de la mitad” del
dinero total, lo que da a entender la concepcion métrica que tiene el estudiante, pues realiza

estimaciones aproximadas (la mitad) de la cantidad como parte del todo (presupuesto).
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Figura 30

Respuesta de E2 — M1
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Por otro lado, la comparacién también se observa cuando el estudiante contrasta costos de hoteles
para un mismo numero de noches segun la representacion gréafica. En este sentido, se analizo la
pregunta del inciso c), la cual solicitaba informacion sobre los puntos “A” y “B”. Con esta pregunta
se estimula al estudiante a razonar sobre el valor de y (costo por noche) desde lo que este esta
significando para x (numero de noches). Sin embargo, con esta evidencia (ver figura 31), el
estudiante no solo extrajo los datos de la imagen, también establecié una relacion entre el costo de
dos hoteles diferentes para un mismo nimero de noches, logrando asi la préactica de comparacion.
Figura 31

Respuesta E4 — M2

¢) ¢Qué informacién aportan los puntos “APy B
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Maés adelante, en el inciso d) se esperaba que el estudiante eligiera uno de los hoteles tras tener en
cuenta la pregunta anterior, ya que con esta interpretaria informacién gréafica sobre el costo de cada

hotel para un mismo nimero de noches (7) tal como se aprecia en la siguiente imagen:
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Figura 32

Respuesta E14-M2

d) Segun la representacién mostrada en GeoGebra (Cual de las dos opciones de hotel clegiria?

¢Por qué? lo o¢Coun A G\ aue Son lae msasrwans
roches Aue el oMO (€10 &K mOS emnomn (D

En la figura 32, el estudiante comprende que los puntos A y B muestran el costo para el mismo
nimero de noches y plantea una relacion de orden en la que, segun él, la opcién A es mas
econdmica. De esta manera, se evidencia una comparacion cualitativa entre dos costos distintos
para el mismo numero de noches. Sin embargo, hay otro estudiante que presentd una respuesta
mas justificada en la siguiente figura, ver figura 33.

Figura 33

Respuesta E2 — M2

d) Segin la representacion mostrada en GeoGebra ;Cual de las dos opciones de hotel elegiria?
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Tras un analisis grafico, el estudiante E2 elige el Hotel Casa Grande (CG) luego de compararlo
con la otra opcion porque “saldria muchisimo mds barato” y valora un ahorro de casi “$700.000”
por los mismos dias. Por consiguiente, el estudiante realiz6 una comparacion de estados iguales
(noches) en dos fendmenos diferentes (hoteles); asi, se analiza que identificd y estimd la diferencia
entre el valor de los hoteles (505.000 — 416.000) para el mismo nimero de noches (7) y, desde alli,

justifico su decision financiera.
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Continuando con este tipo de argumento comparativo, hubo otros casos de estudiantes que
plantearon conjeturas segun el analisis del mismo estado (costo) entre dos fenémenos diferentes
(hoteles). Por ejemplo, en la figura 34, en una primera instancia se le pide al estudiante que observe
la pantalla del docente (recuadro rojo) e interprete lo que esta sucediendo para poder dar respuesta
al inciso f). En esta representacion en GeoGebra se puede apreciar una recta horizontal que
representa cuanto se debe invertir como maximo en el hospedaje y las dos rectas alusivas a cada
hotel, la naranja correspondiente al hotel Bella Vista (BV) y la verde al Hotel CG. Con esto en
mente, se le cuestiona al estudiante: ¢qué representa cada punto de interseccién con las rectas,
respectivamente? Para lo cual él definid la interseccion con las rectas (ver recuadro azul) como “el
punto en el que ambos hoteles cuestan exactamente lo mismo ' y los puntos de interseccion con el
eje “y” (ver recuadro negro) como “el costo fijo ”, siendo esta una evidencia de la significacion de
los puntos de corte en el eje y como una representacion grafica del costo fijo correspondiente al
valor por persona por unica vez dentro del costo del hospedaje.

Figura 34

Respuesta E3 — M2
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En un tercer momento se esperaba que los estudiantes pudieran identificar la variable dependiente
(costo de hospedaje) e independiente (nimero de noches) a través de la representacion tabular,
reconociendo en una primera instancia la relacion que hay entre las variables, y luego la diferencia
entre un estado posterior y uno anterior (precios noche a noche) respecto a un mismo fenémeno
(cada hotel) el cual, segun cada uno, se mantendria constante. En cuanto a la relacion que habia
entre el nimero de noches y el valor a pagar en cada hotel, al hacer una revision minuciosa de las
respuestas en las hojas de trabajo de cada estudiante, la mayoria concordaron en que el valor a
pagar aumentaba segun las noches que se hospedaban y que este valor dependia de la cantidad de
noches, asi como también compararon cuantitativamente la diferencia entre los estados (noche a
noche) en cada uno de los hoteles. Sin embargo, estas respuestas y procedimientos resultaron
limitados, pues resulta escasa la atribucién de un comportamiento constante al valor hallado
(diferencia) entre los estados, como se evidencia en la figura 35

Figura 35

Respuesta E9 — M3
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No obstante, se revela la préactica de comparacion, de forma cuantitativa, en cuanto el estudiante
plantea diferencias numéricas (recuadros negros) entre estados consecutivos del mismo fenémeno,
es decir, entre costos para 2 noches y 1 noche del mismo hotel, sin embargo, su justificacion se
reduce Unicamente a la comparacion entre dos estados. A pesar de esto, el estudiante establece la
diferencia que hay en el costo de los hoteles noche a noche; ademas de notar que dicha diferencia
era distinta para el hotel BV y el hotel CG; y asi, identifica que el precio cambia por cada noche
que pasa, lo que constituye un primer paso en la comprension del caracter estable del cambio.
Finalmente, en el momento 4, se esperaba que los estudiantes lograran comparar costos de los
hoteles para un mismo numero de noches. Ese es el caso del estudiante E4 (ver figura 36), el cual
identificd costos iguales en la segunda noche entre la Cabafia San Valentin y Casa Campestre,
debido a los siguientes calculos que son evidenciados mas a detalle en la respuesta de la pregunta
3: Primero, calcula el costo de dos noches para la Cabarfia (97.500 (2) = 195.000) y a este valor le
agrega su costo de reserva (45.000); luego, para Casa Campestre solo toma el precio por noche y
lo multiplica por dos (120.000 (2) = 240.000), pues esta opcion no contemplaba un costo de
reserva, solo un limitante de 40 personas. Asi pues, la comparacion que realiza es de tipo
cuantitativo al diferenciar dos hoteles distintos en un mismo estado (dos noches) y no encontrar
diferencias entre los datos numéricos finales.

Figura 36

Respuesta E4 — M4
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Segun el andlisis anterior, la practica de comparacion se presenta a lo largo del disefio, y le permite
al estudiante determinar si su dinero disponible es suficiente para los gastos del pasadia, le da la
oportunidad de relacionar los costos de dos hoteles y tomar decisiones financieras, le permite
diferenciar los costos de ambos hoteles para el mismo ndmero de noches o sobre el mismo hotel
para diferente numero de noches con el propdsito de conocer qué cambia y cuanto cambia.
Ademas, se presentan argumentos cuantitativos mediante restas entre el dinero disponible y los
costos, de forma analoga con costos de diferentes fendmenos para valores consecutivos. También
se presentan argumentos cualitativos con expresiones como: “cuestan lo mismo”, “es mds
barato”, “mds de la mitad”, “sobraria casi 100.000", “es menor que”, entre otras: lo que permite
valorar el uso de la practica de comparacion para significar las variables involucradas y el
comportamiento lineal de una variacion constante.

Cabe destacar que la modificacion del disefio con respecto a mostrar el comportamiento de la
funcidén en su representacion tabular conllevo a que hubiese mayor presencia de la préactica de
seriacion que de comparacion debido a la forma de implementacion del disefio, donde en una
primera jornada se trabajaron los momentos 1y 2, y luego en otra ocasion, los momentos 3y 4.
En ese sentido, para futuras investigaciones, seria beneficioso, en el momento 3, solicitar al
estudiante realizar la tabla segin el comportamiento que caracteriz6 en los momentos previos; es
posible que, de esta manera se logre identificar con mayor claridad los estudiantes que desarrollan
la practica de comparacion y seriacion en sus argumentos variacionales para caracterizar el

comportamiento lineal.
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5.2.2. Préctica variacional de seriacion

Acerca del desarrollo de la practica de seriacion se esperaba que el estudiante identificara el patrén
de cambio en el costo de los hoteles para noches consecutivas, lo cual se puede observar en la
pregunta 4 los numerales b y ¢ en donde el estudiante debia calcular el costo de hospedaje del hotel
Bella Vista para 2 noches y el costo del hotel Casa grande para 3 noches; Alli, las respuestas fueron
similares a la siguiente.

Figura 37

Respuesta E11 - M2
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En la figura 37 se observan los calculos realizados por el estudiante para determinar los costos de
las noches especificas de ambos hoteles para la familia de Thomas. Para la pregunta b se evidencia
que el estudiante primero calcula el costo fijo (recuadro rojo) correspondiente a la tarifa por
persona (9.000(4)) que se paga una Unica vez, y obtiene un resultado de $36.000. Luego el
estudiante, en el recuadro verde, halla el costo por las 2 noches haciendo una multiplicacion
(67.000 (2) = 134.000) y finalmente suma los dos resultados para hallar el costo total ($170.000)

del hotel Bella Vista para dos noches. De la misma manera en la pregunta c el estudiante denomina
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el costo por persona por unica vez como “pago unico” y escribe 24.000 que corresponden a (6.000
(4) =24.000) y determina el costo por 3 noches a través de la multiplicacion (56.000 (3) = 168.000)
notese el recuadro azul, para asi, realizar la suma y hallar el costo total por las 3 noches en el hotel
Casa Grande ($192.000).

En este caso, en la respuesta a la pregunta b se evidencia una seriacion cuantitativa, ya que, el
estudiante esta caracterizando el patrén de cambio en el costo por noche a través de una
multiplicacidn, es decir, para hallar el costo de 2 noches del hotel BV multiplica el costo por noche
por 2 (recuadro verde) y para hallar el costo de 3 noches para el hotel CG multiplica el costo por
noche por 3 (recuadro azul). Asi, el estudiante comparo el costo de 1 noche, 2 noches y 3 noches
y, como resultado, encontro una relacion o propiedad entre ellos que describa el comportamiento
variacional del costo de hospedaje de los hoteles BV y CG. Siendo esta relacion una variacion
constante, donde cada noche el costo aumenta en el mismo valor, por lo cual el estudiante realiza
la multiplicacién sefialada. Asi, segun la imagen, el estudiante interpreta los datos de cobro de cada
hotel, en tanto reconoce el cambio constante tanto por persona como por noche para determinar el
costo para 2 y 3 noches, respectivamente.

Ademas, se puede observar en el recuadro rojo que el estudiante comprende el comportamiento
variacional del costo por persona como una variacion constante que tiene un patrén de variacion
de $9.000 y por medio de la seriacion cuantitativa expresa cuanto cambia el costo por persona al
ser 4 personas en la familia de Thomas. Igualmente, se puede inferir que el estudiante realiz6 el
mismo razonamiento en el recuadro naranja al identificar el patron de variacién de $6.000.
Luego, se propuso abarcar las representaciones graficas del costo de ambos hoteles; para esto se
proyecto en el tablero un applet de GeoGebra y al mismo tiempo en el disefio hay una imagen del

aplicativo. El primer paso fue identificar y significar los elementos de dicha representacion, para
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finalmente, en la pregunta d elegir uno de los dos hoteles. A continuacion, se presenta la respuesta
de un estudiante a dicha pregunta
Figura 38

Respuesta E3 — M2
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Cabe resaltar que, para tomar una decision es necesario que el estudiante comprenda el
comportamiento de las rectas y pueda determinar cual representa la opcion méas econémica. En el
caso del E3 se afirma que “la pendiente de una recta es menor, €l precio por noche es mas
economico”. Luego, se puede evidenciar la seriacion cualitativa, ya que, el estudiante esta
caracterizando el comportamiento del costo a través de la pendiente o inclinacién de la recta y lo
significa para el costo. Es decir, el estudiante relaciona la inclinacion de la recta como consecuente
de la pendiente y por ello, el costo menor comparado con la otra recta evidenciando una buena
significacién del costo por noche como el parametro m que también representa la inclinacion de la
recta.

Siguiendo con la secuencia de actividades del disefio, los estudiantes debian recordar el precio
maximo que podian gastar en hospedaje y los investigadores afiadirian dicho valor al aplicativo en
forma de una recta horizontal (y = 224.400). Asi, el estudiante debia determinar el hotel que mas
le favorecia teniendo en cuenta dicho valor maximo destinado al hospedaje. En medio de la

discusion, surge el siguiente episodio junto a la E18:
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E18: Lo que quiero decir es que, si se inclina méas para arriba la recta, menos dias pasan.
Docente: Muy bien, entre més inclinada la recta, menos dias pasan.

E18: y entre mas [hace un movimiento sefialando hacia abajo con su mano] baja la recta,

pues més dias pasan
Docente: A ver, ¢y si es mas baja, como es el costo?
E18: Hmm, menor
Docente: ;Y si es mas alta?
E18: Mayor.

Episodio 1-M2

En este episodio la estudiante plantea relaciones entre las variables costo y nimero de noches
teniendo en cuenta el valor maximo, y se puede identificar la practica de seriacion cualitativa ya
que la estudiante generaliza el caracter estable del cambio del costo y lo relaciona con la
inclinacion de las rectas, determinando que una mayor inclinacion significa un costo mayor para
el numero de noches que pasan comparado con la otra recta donde la inclinacion es menor pues,
esta Ultima tendra menor costo para cada nimero de noche que se compare entre ambas rectas.
Ademas, la estudiante conjetura acerca de si “la recta se inclina mas para arriba” aplicando
cambios al patrén de seriacion que comprendié anteriormente y estimando las consecuencias de
dicha alteracion en el numero de noches que pueden hospedarse. En general, se ha revelado la
seriacion cuando la estudiante comprende que el aumento constante en el precio se muestra en una
recta con una inclinacién determinada y manipula mentalmente dicha inclinacion para sacar
conclusiones acerca del contexto del presupuesto y los costos de hospedaje.
Ademas, cuando la estudiante afirma que “Lo que quiero decir es que, si se inclina mas para
arriba la recta, menos dias pasan”, lo cual permite observar un manejo del parametro m
dictaminando la inclinacién de la recta para plantear conjeturas respecto al tiempo que pasa para
alcanzar un costo determinado. Es decir, la estudiante estima que, al comparar la recta de los costos

respecto a una recta horizontal que representa un precio maximo, el hotel con un costo por noche

mas bajo ofrece mas noches de estadia por el mismo precio. Esto muestra que algunos estudiantes
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interpretan el costo por noche para estimar comportamientos en relacién con la variable de nimero
de noches, logrando asi un mayor nivel de significacion de la variacién constante.

Ahora bien, durante el momento 3 se presentaba al estudiante la representacion tabular para los
costos de ambos hoteles, donde una columna corresponde al nimero de noches y la otra el costo
de hospedaje correspondiente. Luego, el estudiante debia realizar la diferencia entre valores
consecutivos e identificar que dicha diferencia es siempre la misma. A continuacion, una respuesta
que evidencia la practica de seriacion:

Figura 39

Respuesta E10 — M3

Cabe resaltar que, al iniciar el momento 3 se le presenta al estudiante la tabla con los costos para
los dos hoteles, dando asi una representacion numérica a un comportamiento que ya se observé en
el andlisis de la gréafica en el momento 2. Gracias a esto, el estudiante ya tiene conjeturas acerca
del comportamiento constante de la funcion para cada hotel. Por ende, el razonamiento se puede
entender de izquierda a derecha (figura 39), es decir, el estudiante menciona que el costo aumenta
lo mismo cada noche y que es constante (recuadros rojo y azul). Luego en los recuadros negros, el

estudiante toma pares de datos para noches consecutivas y hace las diferencias para asi justificar
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cuantitativamente su respuesta. Como resultado de dichas diferencias, hall6 los valores de $67.000
(pregunta 3) y $56.000 (pregunta 5). Teniendo en cuenta lo anterior, el estudiante evidencia la
practica de seriacion al caracterizar el patron de variacion del costo de ambos hoteles como un
cambio que “aumenta lo mismo cada noche”, siendo el patron de cambio de $67.000 para BV y
de $56.000 para CG. Esto deja ver la practica de seriacion cuantitativamente, ya que justifica el
comportamiento constante a traves de las diferencias numéricas con los datos de la tabla.

De la evidencia anterior se puede concluir que la practica de seriacion brindd informacion acerca
de como los estudiantes articulaban las relaciones encontradas entre los costos de noches
consecutivas para un hotel, lo que da cuenta de la seriacidbn como una practica que favorece el
planteamiento de conjeturas acerca del patron de cambio del costo

Durante el momento 2 se promovio la seriacion en relacidén con la inclinaciéon de las rectas,
mientras que en el momento 3 se hizo respecto al patron numérico que hay en la variacion noche
a noche, que es el costo por noche. Ahora, se busca que el estudiante relacione esas dos formas de
seriacion como se evidencia en la figura 40.

Figura 40

Respuesta E8 — M3
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Esta fue una respuesta a la pregunta 12 que buscaba plantear relaciones entre las diversas
representaciones del objeto matematico que han sido abordadas a lo largo del disefio. Notese que
en primer lugar el estudiante resalta el caracter estable del cambio al afirmar que ‘“se va

aumentando noche por noche un valor fijo” 10 cual deja ver una seriacion cualitativa que califica



PV EN EL ESTUDIO DE LA VARIACION CONSTANTE 86

el cambio como constante. Luego, el estudiante afirma que “en la grdfica la pendiente entre mas
inclinada esté mayor es el valor” esto nos permite inferir que el estudiante por medio de la
seriacion identificé el patron de cambio y lo relacioné con la pendiente de la recta, de esa manera
entre mas inclinada la recta mayor es el valor de la pendiente y viceversa. Finalmente, teniendo en
cuenta que el costo por noche del hotel BV es de $67.000 y el del hotel CG es de $56.000, el
estudiante afirma que debido a estos valores de la pendiente “la recta del hotel bella vista esta
mas inclinada que el hotel casa grande” 'y logra aplicar los conceptos matematicos en el contexto
de los costos de hospedaje.

Ahora bien, es posible afirmar que a través de la practica de seriacion se evalla la caracterizacion
que el estudiante le da a la variacién que hay en el costo del hospedaje, y se halla que los estudiantes
muestran el reconocimiento de un comportamiento donde “Aumenta lo mismo cada noche” (figura
39) o en palabras de otra estudiante “se va aumentando noche por noche un valor fijo” (figura
40).

Por otro lado, la seriacion permitié evidenciar que algunos estudiantes caracterizaban el
comportamiento como creciente, haciendo énfasis en que el precio aumentaba entre mas noches
pasaran. Por ejemplo, en la figura 41 se observa que el estudiante caracteriza la relacion como
creciente afirmando que “mds noches mds aumenta el costo” y luego halla la diferencia,
mostrando una seriacién limitada que no evidencia argumentos de variacion constante por parte

del estudiante.
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Figura 41

Respuesta E3 — M3

En el momento 4, la seriacion se evidencio cuando el estudiante debia articular la expresion gréfica
al decidir la mejor opcion para un nimero de noches especifico. (ver figura 42). En primer lugar,
se espera que el estudiante planteara una expresion para hallar el costo del hospedaje en cualquier
namero de noches, luego, dichas expresiones se presentaban en un aplicativo de GeoGebra y se
solicitaba identificar relaciones entre los elementos de la expresion con su respectiva grafica.
Figura 42

Respuesta E20 — M4
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A partir de la respuesta del estudiante, se revela la seriacion cualitativa en la que, al hacer
comparaciones sucesivas, el estudiante concluyd que tanto en la grafica como en la expresion
siempre aumentaba el precio conforme el nimero de noches era mayor, lo cual permite denotar el
comportamiento del costo como una variacion que siempre aumenta. Sin embargo, se observa la
misma situacion que en la figura 41; existe un argumento limitado a la comprensién del costo del

hospedaje como una relacion que aumenta y crece con el transcurso de las noches, sin resaltar el
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elemento del caracter estable del cambio. En tal sentido, para una futura implementacion de este
disefio resultaria conveniente incorporar una solicitud mas especifica, como “explique su
respuesta”, con el fin de que el estudiante no solo sefiale que existe un aumento, sino que aprecie
mas a detalle el valor que se debe pagar por noche y lo caracterice como constante.

Asi pues, la practica de seriacion se evidencio a lo largo del disefio como una herramienta para
que los estudiantes tengan la capacidad de caracterizar y generalizar comportamientos con base en
andlisis cuantitativos o cualitativos. Se identificaron analisis cuantitativos al realizar la resta de
costos consecutivos y al realizar la multiplicacién del costo por noche por la cantidad de noches.
También, se evidenciaron andlisis cualitativos con expresiones como ‘“aumenta el precio”,
“aumentan un valor fijo”, “la inclinacion es mayor”, “el precio es mds econémico”.
Finalmente, en los resultados de la PV de seriacion es clara la significacion de algunos estudiantes
de la funcién costo como un modelo de variacion constante en donde por cada noche aumenta el
mismo valor fijo de $67.000 y de $56.000, mientras que en otros se limita a la comprension del
costo de hospedaje como una relacién que aumenta y crece con el transcurso de las noches.

Ademas, se significaron dichos valores como elementos que determinan la inclinacién de una recta

5.2.3. Préctica variacional de prediccion

En cuanto a la practica de prediccidn, se esperaba encontrar evidencias a través de una formulacion
aritmética, una formulacion algebraica o analitica, o0 como apreciacion del valor de una variable
respecto a otra, segun lo planteado por Caballero (2018) y Arciniegas (2023). El analisis bajo estos
lentes permitio constituir globalmente la prediccién como la accion de anticipar un estado o valor

especifico de una variable, sea futuro o anterior a los datos que se tienen.
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A partir de los elementos previos, la prediccion como formulacion aritmética se atribuye al uso de
operaciones basicas (suma, resta, multiplicacién y division) para poder predecir nuevos estados.
Asi pues, en la figura 43 se observan los procedimientos realizados por el estudiante E1 para
calcular el costo total de 2 noches en el Hotel BV, quien primero identifica la constante (costo por
noche) que debe ser operada repetidamente segun la cantidad de noches a hospedarse (67.000(2)
= 134.000) y luego determina el costo fijo multiplicando la tarifa Unica por el nimero de personas
(9.000(4) = 36.000). Finalmente, realiza la suma de ambos resultados para obtener un total de

170.000, y este valor corresponde a un nuevo estado.
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Figura 43

Respuesta E1 — M2

En general, la mayoria de los estudiantes usaron estrategias aditivas y multiplicativas con los
valores conocidos para hallar nuevos estados. Estos valores conocidos los identificaron como
costos variables y costos fijos, con los cuales calcularon un nuevo estado. En adicion a lo anterior,
se observa como los estudiantes comienzan a asociar el valor del costo por noche con la variable
independiente del nimero de noches, al plantear multiplicaciones que permiten hallar el costo total
del hospedaje.

Otra manifestacion de lo anterior ocurrié dentro de una discusién con una estudiante en el
momento 4, en el cual se solicitaba construir una expresion para hallar el costo de hospedaje para
cualquier cantidad de dias segun cada opcion, tal como se evidencia en el siguiente episodio:

E18: Estoy viendo cudl de todas (las opciones de hospedaje) me sale mas econdmica para
que se quede... Pues aca mira (muestra la calculadora con las operaciones hechas) estaba
haciendo eso
Docente: Listo, ¢cudl te salid mas econdmico? ... Digamos aca (sefiala la hoja de trabajo
del estudiante), ¢ cémo sacaste las expresiones que construiste?
E18: A los $45.000 que vendrian a ser el valor de la reserva se le tienen que sumar los
4.000 por las 38 personas que daba 152.000, y esos 152.000 se multiplican por las noches
gue se iban a quedar.
Docente: Muy bien, y con la Gltima (Casa Campestre), ¢qué pasa con esa?
E18: pues como no cobran ninguna reserva, pues simplemente el precio de la cabafia por
noche (sefiala el valor de $120.000) se multiplica por las noches que se van a hospedar
(sefiala la incognita x)

Episodio 2 M4
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Con este episodio, la estudiante usa las operaciones basicas para establecer una regla que le permite
calcular el costo total. Explica que, para una opcion de hospedaje, al costo de la reserva se le
adiciona un valor, obtenido luego de multiplicar el precio de cada persona por la cantidad de
personas que se hospedaran. Esta accion, ademas de usar estructuras aritméticas, también usa
expresiones algebraicas para predecir un resultado para cualquier cantidad de noches, para lo cual
usa especificamente la variable “x”, en consecuencia, también se evidencia la prediccion como
formulacion algebraica o analitica (véase figura 44)

Figura 44

Respuesta E18 — M4

4. Construya una expresion que le permita hallar el costo del hospedaje para cualquier cantidad
de dias, para cada opcion.
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Del mismo modo, en un nuevo episodio con otro estudiante, este construy0 y verbalizo la expresion

(6 2

que le permitia representar el costo total para cada hotel. Establece que es la incégnita que le

permite representar cualquier cantidad de noches, con lo cual, se aleja del proceso anterior con el
que calculaba casos particulares. Asi como también identifica el valor que acompafia a la “x” como
el costo por noche y el valor de la reserva como un costo fijo que poseen dos opciones de
hospedaje. Con esto en mente y con la generalizacion que logro, el estudiante anticipa o predice el

costo total de cada hotel para cualquier estado futuro. Veamos Episodio 3 y figura 45:

E15: Bueno profe, aca (sefiala hoja de trabajo en el Hotel Mar Azul) puse 152.000x +
45.000, porque 152.000 es el valor de la noche, x es la incdgnita, o sea la cantidad de



PV EN EL ESTUDIO DE LA VARIACION CONSTANTE 92

noches, y 45.000 es el valor de la reserva. Aqui (sefiala hoja de trabajo en las Cabafias
San Valentin) 97.500x + 45.000, porque 97.500 es valor de la noche, x es la incognita, y
pues aca (sefiala hoja de trabajo en Casa Campestre) 120.000x, donde x vale la cantidad
de noches que se va a quedar

Episodio 3 M4

Figura 45

Respuesta E15- M4

Teniendo en cuenta que, durante el momento 4 el costo fijo de los hospedajes se caracterizaba
como “valor de reserva”, se puede observar, en la figura 44 y en los episodios 2 y 3 que los
estudiantes tenian en cuenta la reserva de $45.000 y lo sumaban al resto de la expresion analitica.
Asi pues, se puede concluir que algunos estudiantes lograron comprender el costo de reserva por
persona como ese elemento b que es fijo y debe ser sumado al costo por noche para determinar el
costo total.

En otro caso (ver figura 46) se evidencia un proceso en el que el estudiante primero desarrolla una
serie de calculos repetitivos para las primeras 5 noches del hotel CG (ver recuadro rojo), en el cual
multiplica el costo por noche (56.000) por el nimero de la noche correspondiente y le suma el
costo fijo identificado (24.000), logrando asi una prediccion de tipo aritmética. Con esta, mas
adelante en los puntos 8, 9 y 10 las generaliza en expresiones analiticas como las siguientes:

56.000(x) + 24.000 =y; 67.000 (x) + 36.000 =y, identificando a “y” como el “valor total” y a
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“x” como el “niimero de noches”, de esta forma, es posible observar nuevamente la prediccion
como formulacion algebraica.
Figura 46

Respuesta E8 — M3

Teniendo en cuenta que, el objetivo del momento 3 era que el estudiante significara el costo por
noche como el pardmetro m, en la figura 46, se puede observar coémo en las 5 expresiones (ver
recuadro rojo) el estudiante mantenia constante el costo por noche de $56.000 como un pardmetro
que operaba al nimero de noches para hallar asi el costo por la cantidad de noches y sumarle el
costo fijo. De esta manera, en las preguntas 8 y 9 se observa como el estudiante hace una

generalizacion y ubica el costo por noche, determinado previamente en el momento 3, como el
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parametro m que se opera junto al nUmero de noches para dar sentido al costo del hospedaje, y asi
lograr el objetivo planteado para el momento.

Ahora bien, otro objetivo importante era la significacion del parametro b como el costo fijo por
persona por unica vez. En la figura 46 se muestra como el estudiante identifica el valor fijo dentro
de la expresion analitica y lo comprende como “el valor por persona en la habitacion” y ademas
designa un comportamiento variacional a dicho valor fijo, es decir, el estudiante comprende que
el valor por persona por unica vez aumenta o disminuye segln sea el nimero de personas. Aunque
en el disefio se plante la situacién con 4 personas.

Ahora bien, la prediccién como apreciacion del valor de una variable respecto a otra se presenta
desde el momento en que se ha identificado previamente una regularidad desde la mirada de alguna
representacion y se han predicho comportamientos a partir del cambio especifico de una variable
respecto a otra (Arciniegas, 2023). La figura 47 que se muestra a continuacion presenta una
respuesta en la que el estudiante E11 describe la relacion entre la gréfica, la tabla y la expresion
indicando que “va aumentando por el numero de noches” €s decir, que las tres simbolizarian lo
que es una funcién creciente, y que en la expresion hallada “x es el niimero por noche mas el valor
fijo”. Asi pues, el estudiante identifica propiedades comunes entre las distintas representaciones y
realiza una descripcion cualitativa y general de estas.

Figura 47

Respuesta E11 — M4

12. (,Quer relacion encuentra entre la grafica, la tabla de datos y la expresién hallada en la pregunta
anterior (8 0 9) para cada uno de los hoteles?
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En cuanto a la siguiente evidencia (ver figura 48), el estudiante responde a la pregunta sobre el
valor que debe pagar la familia de Thomas por una noche en cada opcion de hotel. A partir de la
informacion que observa en cada folleto predice un comportamiento teniendo en cuenta las
relaciones numéricas que se presentan y las expresa de manera textual, identificando en un
principio que el valor por noche (el cual es sefialado con una flecha respectivamente) es el que “se
multiplica por las noches que se queden”; pues, a pesar de que no establece una relacion de
dependencia con una representacién variante para la pendiente, la comunicacion escrita revela que
el estudiante si reconoce la relacion de dependencia de la pendiente respecto al nimero de noches.
Figura 48

Respuesta E8 — M2

a) ;Qué valor debe pagar la familia de Thomés por una noche con cada opcién de hotel?

Hotel Bella Vista Hotel Casa Grande
; | 56000 + 21000
63000 & 3G6G0H00 S
oo l40p (70g
{\ Por log
Se molt P ""'_] nochos Q{,UG Se~xo
Soe S8 JgEs a_Fuedat

-€ Juedqp)

Vista?
+ w.__z_ 3nnan amadarca 2 noches en el hotol Holl

De esta manera, se evidencio el desarrollo de la practica de prediccion a lo largo del disefio en
donde los estudiantes anticipaban estados del costo de los hospedajes en sus 3 formas: expresion
aritmética, analitica y apreciacion de una variable respecto a otra. Ademas, la practica aporté al
significado de los pardmetros de la ecuacion y = mx + b en el contexto de los costos fijos y

variables de un servicio de hospedaje.

5.2.4. Practica variacional de estimacion
Con relacion a la préactica de estimacion, esta se concibe como una prediccion mas general, puesto

que anticipa comportamientos o tendencias en la variacion de un fendmeno en intervalos
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concretos, anteriores o posteriores (Caballero, 2018). Del mismo modo, se puede evidenciar tanto
de forma cuantitativa cuando generaliza un comportamiento a partir de estructuras aritméticas; o
de forma cualitativa cuando predice comportamientos futuros desde una cualidad teniendo en
cuenta los datos y conocimientos construidos previamente.

Con esto, en la evidencia (ver figura 49) se muestra una serie de sumas con las que el estudiante
intenta determinar el limite de dias que es recomendable para que la familia de Thomas se quede
en las opciones de hospedaje, teniendo en cuenta el dinero presupuestado para este fin. Para el
Hotel BV realiza la suma con los datos conocidos (103.000 + 67.000 = 170.000) y clarifica que
hace referencia a dos noches, del mismo modo realiza el céalculo para 3 noches sumandolo al
anterior (valor de 2 noches) 103.000 + 67.000 + 67.000 = 237.000, este valor lo califica como no
posible y para esto coloca una “X” y concluye que es recomendable quedarse en este hotel solo
dos noches o gastaria mas de su presupuesto. Asimismo, realiza los procesos y la justificacion para
el Hotel CG. De acuerdo con esto se evidencia una estimacion cuantitativa, ya que a partir de las
sumas realizadas y el presupuesto con el que contaba Thomas para el hospedaje (el cual se hallo
en un punto anterior y fue de $224.400) el estudiante anticipa el comportamiento que van a tener
los costos si siguen aumentando la cantidad de dias y detenerse frente a un tope en el presupuesto

para tomar una decision
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Figura 49

Respuesta E15 — M2

g) (Cudntos dias a lo maximo es recomendable que la familia de Thomds se quede en €l Quindio

segun el hotel Bella vista/ Casa grande? Justifique su respuesta.
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Ahora bien, en la siguiente imagen (ver figura 50) el estudiante organiza las opciones de hospedaje

en dos grupos: “Antes de 2” y “después de 2”, asi, la opcion mas econémica en un primer momento

resulta ser Casa Campestre y luego la mas econdmica, entre mas dias se quede la familia Espinosa

(consta de 38 integrantes), serian las Cabafias San Valentin. Esto lo realiza debido a que identifica

dentro de la representacién grafica un cambio en el comportamiento de las funciones antes de un

punto de interseccion, luego transcribe las expresiones analiticas halladas en la pregunta 4 de

acuerdo con el orden determinado previamente. Por lo tanto, el estudiante anticipa el

comportamiento de tres funciones lineales luego de analizar graficamente su comportamiento antes

de un punto de interseccion y concluye una tendencia basandose en intervalos y la posicion de

cada recta cada vez que aumentan los dias.
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Figura 50

Respuesta E19 — M4
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Luego, en la pregunta 8 se propone un nimero especifico de noches (4) que la familia se va a
hospedar y el estudiante debe determinar la mejor opcion de hospedaje, véase una de las respuestas
en la figura 51.

Figura 51

Respuesta E2— M4

Para comprender la respuesta del estudiante se debe tener en cuenta que la expresion para el hotel
MA (152.000x + 45.000) para el hotel CS (97.500x + 45.000) y para el hotel CC (120.000x).
Entonces, cuando el estudiante argumenta que es mejor la cabafia San Valentin porque “la noche
es més barata”, el estudiante estd estimando de manera cualitativa el comportamiento del costo y
comparandolo con la estimacion del costo de las deméas segun la pendiente (costo por noche) y el

cambio en la variable independiente (nimero de noches).
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En adicion a lo anterior, la estimacion cualitativa cobrd sentido en las respuestas de algunos
estudiantes luego de que se preguntd acerca de las condiciones que cambiarian los gastos
(momento 1). Afirmaron que “podria cambiar si hay mas integrantes de la familia, el total
aumentaria” o “si Thomas va solo, el valor podria cambiar disminuyendo el gasto” o que “podria
cambiar si él lleva méas familia al viaje o si se va solo, ahi habria una variacion”. Con lo cual se
aprecia que los estudiantes anticipan que una modificacion a las condiciones iniciales (mas o
menos personas) provocara a futuro un cambio en el comportamiento del gasto (aumento o
disminucion).

Otras evidencias relacionadas con la estimacion cualitativa salieron a relucir en el momento 2
cuando se pregunto sobre cuantos dias a lo maximo es recomendable que la familia de Thomas se
quede en el Quindio segun cada opcidon de hotel. Algunos de los estudiantes justificaron el nimero
de noches argumentando lo siguiente: “es la que se acopla a su presupuesto” 0 “porque todavia
estd en el rango del presupuesto” 0 “porque después el costo superaria lo de Thomas”. En
consecuencia, al utilizar estos términos “se acopla”, “superaria”y “todavia esta en el rango”
para justificar su recomendacion desde el presupuesto destinado para el hospedaje, es posible
percibir que el estudiante estd entendiendo y anticipando un comportamiento creciente que, de
sequir asi, saldra de los parametros permitidos.

Asi pues, la practica de estimacion se presenta como un mecanismo de razonamiento que se genera
a partir de sucesos anteriores o posteriores, en los que se usen algunas relaciones numéricas o
cualidades en las tendencias, con las cuales el estudiante logra determinar como sera el
comportamiento del fenémeno. Y, aporta a la significacion de la variacién constante, ya que
permite que el estudiante anticipe comportamientos del costo con base en el parametro m también

entendido como el costo por noche.
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Sintesis sobre la significacion de la variacion constante desde las PV.

Las PV se entienden como una herramienta para abordar el estudio de la variacion y el cambio,
por ende, al promover el desarrollo de las PV es posible describir el aprendizaje de los estudiantes
respecto a los objetos matematicos relacionados con el pensamiento variacional, en este caso, la
funcion lineal como variacion constante.

Desde la conjetura del experimento de ensefianza, se plantearon 3 etapas para abordar el concepto
de variacion constante a lo largo del disefio y en relaciéon con el desarrollo de las PV, con el
propdsito de que a través de las PV los estudiantes reconocieran el caracter estable del cambio en
la funcidn costo de los hoteles, significaran el costo por noche como el parametro my la inclinacion
de las rectas, significaran el costo fijo como el parametro b y el corte con el eje y, y para finalizar
con la aplicacion del parametro m para hacer predicciones y estimaciones de los costos.

Luego, se concluye que las practicas de comparacion y seriacion fueron el camino para que los
estudiantes comprendieran el caracter estable del cambio, ya que posibilitaron que los estudiantes
identificaran y comprendieran que el costo de un hotel es variable y cambia respecto al nimero de
noches. Asimismo, fue crucial para comprender como es dicha variacion e identificar el patron de
cambio constante y, con esto, generalizar y reconocer que el cambio noche a noche es el mismo
para el costo de los hoteles. Aunque, vale la pena resaltar que la seriacién en ocasiones no fue
asociada a un comportamiento constante, sino fue caracterizada como una relacion creciente y
directa.

Ahora, las précticas de prediccion y estimacion fueron fundamentales para la significacion de los
parametros propios de la funcion lineal. Ya que una vez se ha generalizado el costo por noche
como patrén de cambio, es necesario que este sea funcional para anticipar comportamientos

futuros. La prediccion permite que el costo por noche sea entendido como el parametro m en la
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representacion analitica de un modelo de variacion constante, en tanto, el costo por noche es
ubicado como aquel valor que se relaciona con la variable independiente para determinar los costos
variables. Por otro lado, el parametro b fue entendido como “valor de reserva” o “costo por persona
por tnica vez” que debe ser sumado a los costos variables para hallar el costo total, y en algunos
casos, fue significado como el punto de corte con el eje y. Por su parte, la estimacion de
comportamientos futuros dio cabida a que el estudiante aplicara el costo por noche, para anticipar
tendencias de los costos y tomar decisiones financieras convenientes.

En sintesis, el desarrollo de las PV junto a la secuencia de tareas que fue ajustada y redisefiada
permitio que a lo largo de la implementacion del disefio los estudiantes construyeran un concepto
de variacion constante desde el contexto de un presupuesto y la funcion costo de los hospedajes.
Sin embargo, también se identificaron algunas respuestas limitadas relacionadas con una variacion
creciente, donde aumentaban los precios al aumentar el nUmero de noches, pero no se lograba ese
concepto de cambio constante que caracteriza al objeto matematico de la investigacion.

5.2.5. Apreciaciones desde la Educacion Econdmica y Financiera

En este apartado se describen los alcances acerca del desarrollo de ideas y habilidades financieras
a lo largo de la implementacién del disefio; el cual se centraba en el &mbito conceptual del
presupuesto como una herramienta organizadora que permite identificar los recursos disponibles
y evaluar en qué actividades se usaran dichos recursos e incluia el concepto de costo dentro de
ofertas de hospedaje.

Desde el momento 1 los resultados revelaron cémo los estudiantes calcularon los gastos
correspondientes al pasadia en Panaca e identificaron que los gastos eran menores que el dinero
disponible, por lo que “si le alcanza para viajar y le queda de sobra”. ESto muestra que evidencio

la relacion entre los ingresos y gastos que conlleva a un bienestar financiero.
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Asimismo, al solicitar hacer recomendaciones a Thomas y su familia para que los gastos fueran
menores, se observd una tendencia a buscar lo mas econémico, al distinguir expresiones como:
“ahorrar y buscar un menu mds econéomico”, “no malgastar la plata”, aludiendo a alternativas
como traer comida de casa y revisar con otras agencias con mejores precios. Lo cual revela una
conciencia de ahorro y administracion de los recursos econémicos con sentido comun.

Ahora bien, un tema importante en la EEF, abordado durante los momentos 2 y 4 del disefio, es la
toma de decisiones financieras que sean beneficiosas para el individuo, y que sean decisiones
informadas en donde el estudiante pueda tener argumentos sélidos que justifiquen su decision. En
el caso del presente estudio, fue el objeto matematico de variacidn constante que permitio que el
estudiante pudiera estudiar los costos de los hospedajes, comprender el comportamiento
variacional y tomar la decision mas conveniente para la ocasion. Esto refuerza la idea de que la
educacion matematica complementa el campo de la EEF al aportar herramientas que potencian el
razonamiento financiero de los individuos.

Por otro lado, un avance importante logrado en los estudiantes fue la comprension de los conceptos
de costos variables y costos fijos. A lo largo de los momentos 2 y 3 se observo cémo los estudiantes
calcularon el costo por persona y lo categorizaron como costo fijo que se paga una Unica vez y
también identificaron el costo por noche como aquel precio que depende del nimero de noches y
que varia respecto a dicha variable. Incluso, en el momento 4, cuando se denomina “valor de
reserva”, también lo categorizaron como costo fijo que es dado por la compafiia de hospedaje.
Teniendo en cuenta lo anterior, es valido afirmar que el contexto de ofertas de hospedaje con
distintas razones de costo que llevan a identificar los costos variables y fijos aportd
significativamente a la construccion del concepto de variacion constante. Ya que ambos tipos de

costo tienen propiedades que les permiten ser representados con los parametros m y b de una
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expresion analitica de la funcion lineal. En otras palabras, la EEF propone un escenario en donde
el conocimiento matematico adquiere sentido y funcionalidad, lo cual hace que sea mas
significativo para el estudiante y pueda mejorar su proceso de aprendizaje de los objetos

matematicos.
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6. Conclusiones

Trayendo a colacion la pregunta y objetivo de investigacion planteados al inicio de este trabajo se
puede concluir que se fortalecio el concepto de funcion lineal como modelo de variacion constante
mediante el desarrollo de las PV en situaciones del contexto econdémico. En tanto que, se incentiva
abordar el estudio de la variacion constante desde el manejo de las Practicas Variacionales en
situaciones financieras, lo que responde a la conjetura del experimento de ensefianza.

Se destaca la funcionalidad de las PV para describir la actividad matematica del estudiante, pues
constituyen una herramienta fundamental para identificar cbmo el estudiante acciona y razona ante
situaciones de variacion y cambio. En detalle, las PV ayudan al estudiante a generar argumentos;
no se limitan a la respuesta escrita del individuo, sino al razonamiento detras de la misma, lo cual
permite que el estudiante tenga una mejor resignificacion del objeto matematico. En el caso del
presente estudio, se resalta como las PV facilitaron el estudio de la variacion constante, por
ejemplo, la comparacion y la seriacion eran intrinsecas para comprender el caracter estable del
cambio, mientras que a través de la prediccion el estudiante significo los parametros de la funcion
lineal, y finalmente desde la estimacion pudo aplicar dichos parametros para anticipar
comportamientos futuros. En definitiva, fue a través de las PV que el estudiante pudo identificar
una variacion constante y darle significado desde un contexto especifico.

El uso de un contexto financiero acerca de un presupuesto de un viaje ciertamente propicié un
escenario donde el contexto matematico resultd funcional para tomar decisiones financieras, lo
cual hacia que el concepto de variacién constante tomara sentido para el estudiante. Por esto, es
crucial seguir realizando investigaciones en educacion econdémica y financiera, en donde se
implementen distintas estrategias para fortalecer y evidenciar los procesos de ensefianza y

aprendizaje, involucrando situaciones o eventos de la vida diaria, en los cuales el nifio se vea
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inmerso y familiarizado, no solo para aprender un objeto matematico del curriculo, sino también
para que desarrolle habilidades financieras que le permitan tomar decisiones acertadas dentro y
fuera del aula.

Respecto al disefio implementado, se logré evidenciar que los ajustes realizados con el propdsito
de promover el desarrollo de las PV y la significacion del concepto fueron pertinentes y los
estudiantes lograron desarrollar la idea de variacion constante y darle un significado dentro del
contexto financiero de presupuesto y costo. Sin embargo, existen aspectos por analizar en cuanto
al desarrollo de las PV y el orden de preguntas en la secuencia de actividades.

Finalmente, se invita a continuar la linea de investigacion relacionada con el pensamiento
variacional y el contexto financiero y econdmico; asimismo, se insta a abarcar la funcion lineal
como variacion constante en contextos financieros diferentes al presupuesto. Ademas, se propone
implementar el disefio planteado en este trabajo de investigacion en distintas aulas con recursos
tecnoldgicos y ajustes personalizados para asi ahondar en diferentes aristas de aprendizaje de los

estudiantes.
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Apéndice

Apéndice A. Disefio original

¢Como optimizar 1a distribucion de dinero en un viaje?

iVamonos de viaje!

Materiol eloborado por: Edith Johanna Mendoxa Higuera - Goigechipd Arcniegas Rueda — Andrea Likona
Becerra
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LComo optimizar la distribucion de dinsro an un viaje?

Un viaje familiar f 2
Felipe desea obsequiar a su familia un pasadia a Panaca en las . i,
priximas vacaciones de mitad de afio. La familia reside en la ciudad -
de Bogotd y €l dinero con el que cuenta Felipe para el viaje es de "

$2 650.000.

La empresa Price-travel le facilita a Felipe la siguiente ficha de precios de cotizacidn.

— i . — - - 3 S—
| ;ITFE nsporte | Alimentacion Plan turisticoe Panaca
Ida y regreso | [
i Menil Adulto: $55.000 ; Adulto: $165.000
Adultos ¥ ninos: |
| 110.000 /U | mend infantil: 542000 | Nifios: 385.000
IR \ _ ] [ S — ]

Teniendo en cuenta la informacion.

1. ¢lLe alcanza el dinerao a Felipe? <le sobra/falta?

2. En gué  condiciones  podrion  cambior el wvalor de  los

gastos?

3. ¢Qué recomendacidn le harias a Felipe para que los gastos sean menores?

Moteriol elaborado por: Edith Johanna Mendoza Higuera — Hoided Lised Arciniegar Pueedo — Andrea Lilona
—
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LCamo optimizar la distribuciin de dinere en un viaja?

iUn cambio de planes!

Felipe le comenta o su esposa sobre la posibilidod de quedarse
algunos dias en Quimbaya, Quindio, pues su esposa desea conocer
el Parque de “Los arrieros” y disfrutar de un paseo en el Balsaje
"La Berraguera”.

Para ello, Felipe necesita verificar si el costo del pasadia en Panaca no excede el 45%
de su presupuesto.

1. ¢los recursos econdmicos de Felipe le permiten guedarse unos dios en
Quimbaya? Justifigue su respuesta.

2. Ante la posibilidad anterior, un asesor de viajes le recomienda a Felipe que
para que el dinero restante le alcance para pagar hospedaje. alimentacidn y
plan turistico, el costo del hospedaje no puede exceder el 15% del dinero
disponible. ¢Cudnto es el dinero disponible, a lo Indximo. para costear el
hospedaje?

3. ¢Cudnto dinero gqueda disponible para costear alimentacidn y plan turistice?

Moteriol eloborado por: Edith. Johanna Mendozao Higuero — Hoided Lised Arciniegar Peedo — Andrea Likona
Becera
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2Como optimizar ia distribucion de dinero en un viaje?

4. La empresa Price-travel le facilita a Felipe las siguientes opciones de
hospedaje

a. ¢Qué valor se debe pagar por familia con cada opcidn de hotel?

b. ¢Cudnto se debe pagar si la familia desea quedarse 2 noches en el hotel Bella
Vista?

¢. ¢Cudnto se debe pagar si la familia desea quedarse 3 noches en el hotel Casa
Grande?

5. Abra el archivo EB.AMCP .ggb y sigue las instrucciones.

Material elaborado por: Edith Johanna Mendoza Higuera — Hoided Lised Arciniegas Ruedo — Andrea Lilkona
Becemra
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£Camo optimizar la digtribuciin de dinere en un viaje?

0. €¢Qué representa el eje "y"?

b. <Qué representa el eje "X*?

c. <Gué representa el deslizador d?

d. <Cué representa el punto A?

e. ¢Qué representa el punto B?

Moteriol eloborado por: Edith Johanna Mendoza Higuera — Hoided Lised Arcini=gas Pueedo — Andrea Likano
i
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FCdmo optimizar 1a digtribuckin de dinere en un viaje?

f. Segln la representacion mostrada en GeoGebra ¢Cudl de los dos oprinnes
de hotel elegiria? cPor qué?

g. Recuerdas, <cudn mdximo se debe invertir en el hospedaje? Cologquemas fal

valor en el eje .

1. Sea "a" el valor mdximo para invertir en el hospedaje. (Valor gque
encontraste en lo pregunta 2)

2. Ubiguese en la barra de entrada y escriba (Q.a) y presione la fecla
“Ender” '

3. Seleccione el botén — vy elija  la opcidn  “perpendicular”
seguidamente, seleccione el eje "¥" y el punto realizado en la instruccidn
anterior. Aparecerd una recta perpendicular al eje "¥" que pasa por el
punto.

4. Elija el botdn 5 y seleccione la opeidn “interseccidn” luego. elija
la recta realizada en la instruccidn 3) y la recta del Hotel
Casa &rande.

5. Repita la instruccidn anterior para la recta del Hotel Bella Vista.

6. Después de las dos instrucciones antericres aparecerdn dos puntos de
interseccidn uno para cada recta.

h. <Qué represenfa coda punte de interseccion con los  rectos
respectivamente?

Moteriol elaborodo por: Edith Johanna Mendora Higuera - Hoided Lised Arciniegar Bueedo — Andrea Likana
Becerra
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LCame opiimizar la distribuciin de dinere en un viaje?

i. <Cudntos dias a lo mdximo es recomendable que la familia de Felipe se quede
en el Quindio seglin el hotel Bella vista/ Casa grande? Justifigue su
respuesta.

Un nueve presupuesto

1. Al continuar trabajande con el archive de la actividod anterior. Siga las
siguientes instrucciones:

a. Dirijose a lo pestafia "vista” y seleccione lo opeidn "Hoja de cdlculo™.

b. Ubigue el deslizador en d=0

c. Seleccione el punto A vy haga clic derecho sobre el mismo, luego, elija la
apcidn "registro en hoja de cdleula”.

d. Repita la instruccidn anterior para el punto B.

€. Ahora, mueva el deslizaodor d (una dnica vez de forma creciente).

2. <CQué representan los datos que aparecen en la hoja de datos?

3. <Cudl es la relacidn entre el ndmers de dias y el valor a pagar en cada hotel?

4. ¢£Cudl es la diferencia enfre cada valor, dia a dia con respecto al hotel Bella
Visto? ¢Qué caracteristicos tienen los datos hallodos?

Mioteriol eloborado por: Edith Johanna Mendaoza Higuara — Hoided Lised Arcini=gas Peedo — Andrea Lilana
B=cerra
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fCdamo optimizar la distribucion de dinero en un viaje?

tn

c¢Qwé representa el valor hallado en el punto anterior?

6. c5ucede lo misma con respecto al hotel Casa Grande? Justifigue su respuesta.

™

cQwé relacidn observa entre los valores hallados en los puntos anteriores y la
inclinacidn de cada recta?

=]

. Para las primeras 5 noches escriba la expresidn (una a una) que le permite
hallar el valor a pagar por el hospedaje en el hotel Casa Grande.

9. ¢Qué expresion le permitiria hallar el valer del hospedaje para el hotel Casa
&rande para cualquier cantidad de dias?

Moteriol eloborodio por: Edith Johanna Mendozo Higuero — Hoided Lised Arciniegos Pueedo — Andrea Likaono
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fCdmo optimizar la distribucidn de dinero an un viaje?

10. cQué expresion le permitiria hallar el valor del hospedaje para el hotel Bella
Vista para cualguier contidad de dias?

11. Sea "x" el ndmero de dios. Reescriba las expresiones construidas en las dos
preguntas anteriores.

N g ol
AL W O R
o il B o

[CEC LU

Hotel Casa grande: Vv, = h

Hotel Bella vista: v, =

12 <Qué relacidn encuentra entre la grdafica, la tabla de datos y lo expresidn
hallada en la pregunta anterior (9 o 10) para cada uno de los hoteles?

13. Felipe afirma que al Balsaje la Berraquera solo ird €l con su esposa pues, es una
aventura por el rio La Vieja y no es recomendable para los nifios. Por tanfo, el
asesor de viajes comparte las siguientes fichas de precios.

Mioteriol eloborodo por: Edith Johanna Mendora Higuerna — Hoided Lised Arciniegos Pesedo — Andrea Lilano
Becema
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£ Como optimizar ia distribucion de dinero en un viaje?

/'/'/?Wa?uar ex estd

pran aventaral/

¢Cudnto dinero se necesita para cubrir los gastos del plan turistico en el parque
"Los Arrieros" y el Balsaje “La Berraquera™?

14.cQué gasto le faltaria cubrir para el dia del plan del Balsaje "La Berraquera”?

15.¢Le alcanza el dinero a Felipe? cLe sobré dinero para cubrir los gastos
faltantes del dia del plan en el Balsaje "La Berragquera™

16. Con creatividad e imaginacion, elabore una ficha donde detalle el presupuesto
del vioje a Quimbaya, Quindio. Detalle el valor de los gastos y las
recomendaciones para optimizar el dinero.

Moteriol elaborodo por: Edith Johanna Mendeoza Higuera — Hoided Lised Arciniegas Ruedao - Andrea Likano

Secerra
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LComo optimizar ia distribucion de dinero en un viaje?

Presupuesto para un viaje familiar

La familia Espinoza
vive en Medellin y
estd organizando un
viaje en celebracidn
de los 60 afios de
casados del sefior y

sefiora Espinoza. La idea es viajar al cabo de la vela en la Guajira. En total son 23
menores de edad y 15 adultos.

Alicia propone analizar muy bien Jas ofertas de hospedaje para poder minimizar los
gastos, para ello, consultd tres opciones:

Hotel Maor szul

ResovG Dot 100 1000 $45.000 v
paga $4000 por pertona, coda
NOCNG.

Dirhuto de ko senchles y
COMOGHGON on Cana compedtra
O CODOCIGRT G0 40 panoncs
por un volor de §120.000 par
nochs.

a. ¢Qué diferencias observas entre las razones de costo de cada una de las
opciones?

b. Si la familia decide quedarse de 2 dias, ccudnto cuesta el hospedaje segin
cada opcidon?

Material elaborado por: Edith Johanna Mendoxa Higuera — Hoided Lised Arciniegas Ruedo — Andrea Likona
Becemra
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fCdmo optimizar la distribucidn de dinero en un viaje?

c. Construya una expresidn que le permita hallar el costo del hospedaje para
cualguier cantidad de dias, para cada opcidn.

d. ¢Qué similitudes encuentra entre las expresiones halladas?

e. Abra el archivo EB-AME .ggb v siga las siguientes instrucciones:

1. Dirijose a la barra de enfrada Entrada y escriba

la expresidn hallada para el hotel "Mar azul” y presione la tecla "enter”.

2. Repita la instruccidn para expresidn hallada con respecto a cabafias “San
Valentin" y Cosa campestre "Fuente mdgica™

3. Aparecerdn tres trazos sobre la representacidn grdafica y las expresiones
para cada una de ellas en la vista algebraica

f. ¢Qué representa el eje "x™?

g. <Qué representa el eje "y*?

Moteriol eloborodo por: Edith Johanna Mendorm Higuena — Hoided Lised Arcini=gas Pesedo — Andrea Lilono
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LCamo optimizar la distribuckon de dinere en un viaje?y

h. ¢Qué representa la expresidn que se muestra en la vista algebraica v la
representocion gue se muestra en lo vista grdfica para el hotel Mar azul?
£5Sucede lo mismo para la opcidn de cabafia v casa campestre?

i. Si la familia decide quedarse 4 dias <cudl es la mejor opsidn de hospedaje?
Justifigue su respuesta.

j. <Hay costos iguales en las opciones para algin dia? Justifigue su respuesta.

k. Teniendo en cuenta la respuesta del inciso d), ccdmo evidencia esas similitudes
en la grdfica?

|. Ordene las expresiones algebraicas de menor a mayor. Justifigue sus
procedimientos.

Moteriol eloborado por: Edith Johanna Mendoza Higuera — Hoided Lised Arciniegar Peedo — Andrea Likana
—
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FCome optimizar la digtribuciin de dinere an un viaje?

m. <Cudl opcidn de hospedaje le recomienda a la familia Espinoza?

n. 5i 20 personas deciden no viajar. ¢Cudl opcidn de hospedaje le recomienda a la
familia Espinoza?

Moteriol =loborodo por: Edith Johanna Mendoza Higuera — Hoided Lised Arcini=gar Peedo — Andrea Likono
f—
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Apéndice B. Disefio modificado

;Como optimizar la distribucion de dinero en un viaje?

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
Licenciatura en Matematicas
Ut “Is ~ Trabajo de zrado ;
oy INSTITUCION EDUCATIVA LAS AMERICAS
\ J Dane 168001001025 Nit 804.003.902-9

Nombre Fecha

iVamonos de viaje!

Maserial clabsrade por: Edult Johantu Mendoos Higuors — Haded Laad Arciniegus Ruads — Andecs Liluns Boceors
Adaptade por: Lixclh Juliana Fajesco Duris - Thomss Corro Giralde
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;Como optimizar la distribucién de dinerc en un viaje?

| _:'-'|

a > Thomas
Un viaje familiar ™
Thomas desea ohsequiar 2 su familia un pasadia a Panaca en las proximas [

vacaciones. La familia reside en la ciudad de Medellin v el dinero con el que A [ &
cuenta Thomas para el viaje es de $2.650.000. ' n M

La empresa Price-travel le facilita 2 Thomas la sizuiente ficha de precios.

Transporte Alimentacion [dia) . Plan turistico Panaca
lday regreso | |
| Menu Adulto: $65.000 ; Adulto: 5165.000
Adultos v nifios: .

110.000 ¢/u Menu infantil: 542000 | Nifios: 585.000

Teniendo en cuenta la informacion.
1. ;Le alcanza el dmero a Thomas? ; cuanto le sobra/falta? Escriba los procedimientos v justifique
S0 Tespuesta.
Procedimientos Justificacion

4 N

- S

2. ;En qué condiciones podrian cambiar el valor de los pastos? Justifique su respuesta.

3. ;Oué recomendacién le harias 2 Thoma: para gque los gastos sean menores?

Alaserial slaborade per: Edith Johanna Mendoes Higuen ded Lisad Arcinbegee Rueds - Andvea Liliona Bece
Adapindo por: Lizeth Juliana Fajasdo D weras Cocen Giimldo
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; Como optimizar la distribucién de dinerc en un viaje?

iUn cambio de planes!
Thomas le comenta a su esposa sobre la posibilidad de quedarze algunos

dias en Quimbaya, Qundic, puss su esposa desea conocer el Parque de
“Los ameros” v disfiutar de un paseo en el Balsaje “La Berraguera™.

Para ello, Thomas necesita verificar s el costo del pasadia en Panaca no

excede el 43%% de su presupuesto.

1. ;Los recursos economicos de Thomas le permiten quedarse wnos dias en Qumbaya? Justifique
SN TESPUeStA.
Procedimientos Justificacion

4 N

- /’

2. Ante la posibilidad anterior, un asesor de viajes le recomuenda a Thomas que para que el dinero
restante le alcance para pagar los gastos en Quimbaya: hospedaje, alimentacion y plan turistico,
el costo del hospedzje no puede exceder el 15% de ese dinero. ;Cusnto dinere, a lo maximo,
puede ufilizar para el hospedaje?

4 N

\- J/

3. ;Cudnto dinero del restante queda para costear alimentacion y plan furistico en Chumbaya?

Mlasrrial slaboradoe per: Edith Johanna Mendoza Higuen ded Lised Arcinieges Bueda - Andsea Liliona Beve
Adapindo por: Lizeth Juliona Fajasdo D oo s o Ciiraldo
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:Como optimizar la distribucion de dinero en un viaje?

4. Analiza y responde. La empresa Price-travel le facilita a Thomas las siguientes opciones de hospedaje

a) ;Qué valor debe pagar la familia de Thomas por una noche con cada opcion de hotel?
Hotel Bella Vista Hotel Casa Grande

4 N &

- AN o

b) ;Cuanto se debe pagar si la familia de Thomas desea quedarse 2 noches en el hotel Bella Vista?

¢) ;Cuanto se debe pagar si la familia de Thomas desea quedarse 3 noches en el hotel Casa Grande?

7 N

N /

5. A continuacion, observe la imagen

Afaterisl elaborndo por: £dith Johanna Mendaza Higuers - Haided Lised Asviniegas Rucda - Andvea Liliam Becerra
Adaptado per: Lizeth Julima Fajanlo Ducdn — Thamas Coczo Gimldo
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;Como optimizar la distribucion de dinero en un viaje?

1200000

Valor
1100000

1000000 | Hotel Bella Vista

800000 | -
800000 | et

700000 | 4=

800000 | 2 s

£00000 - A n=7
400000 -

300000 e

200000 #_,--”"*'

woon| " Hotel Casa Grande

F
:-?__,a-t'";:-131¢5|:.?e.5-:un|2|:.1¢15m1}
'.

a) ;Queé representa el eje “Y7

b) ;Qué representa el gje “XK™7

€) ;Oué mformacion aportan los pumtos “A” v “B™7

d) Segin la representzcion mostrada en GeoGebra ;Cual de las dos opciones de hotel elegiria?

;Por qué?

€) Pecuerdas, ;cudn maximo se debe mvertir en el hospedaje? Coloquemos tal valor en el eje v.
Observa la pantalla del docente v analiza.

Alaserial slaborado par: Edith Johanna Mendoes Higuers ded Lised Arcindeges Bueda — Andeea Liliona Beoer
Adapindo por: Lizeth Juliona Fajasdo D s Coczn Giimldo
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. Como optimizar la distribuciin de dinero en un viaje?

f) ;Que representa cada punto de mnterseccion con las rectas respectivamente?

g) ;Cuantos dias a lo maximo es recomendable que la familia de Thomas s quede en el Qundic
segin el hotel Bella vista’ Casa grande? Justifique su respuesta.
Hotel Bella Vista Hotel Casa Grande

a N p

\_ RN vy

h) ;Con cuil hotel es recomendable quedarse v cuanto se gastara en el hozpedaje?

Alaserial elaborado per: Bd
Adapindn por:
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r-"‘! ;Como optimizar la distribucion de dinero en un viaje?
[ [Hotel Casa Grande Hotel Bella Vista
- ull) ylA) yiB)

Un nuevo presupuesto 3 80000 1 103000

Observa el sigwente regiso en lahojade = # 136000 2 170000

) 3 192000 3 237000

calculo de los puntos A v B, luego de 4 248000 4 304000

mover el deslizador una tinica vez de ? ot S B

) & 5000 6 43000

forma creciente y responde: 7 M6000 7 505000

8 472000 B 572000

g 528000 8 639000

1. ;OQue representan los datos que aparecen en la hoja de calculo?

133

2. ;Cusl ez la relacidn entre el nimere de noches v el valor 2 pagar en cada hotel?

3. ;De cuanto es la diferencia entre cada valor, noche a noche, con respecto al hotel Bella Vista?

Qe caracteristicas tienen los datos hallados?

4. ;Oué representa el valor hallado en el punto anterier?

5  ;Sucede lo mismo con respecto al hotel Casa Grande? Justifique su respuesta.

6. ;Ouerelacion observa entre los valores hallados en los puntos anteriores v 1a inclinacion de cada

recta?

Mlaserial elaberade por: Edi 1 )
Adapiudo por: Lize
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. Como optimizar la distribuciin de dinerc en un viaje?

7. Para las primeras 5 noches escriba la expresion (una a una) que le permute hallar el valor 2 pagar
por el hospedaje en el hotel Casa Grande.

4 N

N /

8 ;Oué expresion le permitiria hallar el valor del hospedaje para el hotel Casa Grande para
cualquier canfidad de noches?

9. ;CQué expresion le permitiria hallar el valor del hospedaje para el hotel Bella Vista para cualquier
cantidad de noches?

10. Sea “x” el mimero de noches. Reescriba las expresiones construidas en las dos preguntas

anteriores.
"V mpnufica o valer total
Hotel Casa Grande: V= apaga por el hompadaje
en ewe horel o

Hotel Bella Vista: ¥, =

11. ;CQué representa el valor fijo de cada expresion?

Alaserial slaborado per: Edith Johanna Mendoea Higues ded Lised Ascinieges Bueda — Andsea Liliona Beces
Adapiude por: Lizeth Juliona Fajasdo D v, Coren Ciiraldao
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;Como optimizar la distribucion de dinero en un viaje?

2. ;Oue relacion encuentra enfre la grafica, la tabla de datos v la expresion hallada en la pregunta
antenior (8 o 9) para cada une de los hoteles?

13. ;Que relacion del costo por noche encuentra en la expresion hallada v las graficas?

14. Temendo en cuenta todo lo antenior v segun el maximo precio que se puede gastar en el
hospedaje ;Con cuél opeidn de hotel te quedas” ;Cudntos dias v cudl serd el gasto da esta?

4 N

Miagerial cdaborade per: Ed
Adaptude por:
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;Como optimizar la distribucion de dinero en un viaje?

15. Thomas afirma que al Balsaje la Berraquera solo ira €l con su esposa pues, es una aventura por
el rio “La Vieja™ y no es recomendable para los nifios. Por tanto. el asesor de viajes comparte
las siguientes fichas de precios.

///foon;oa}kz/ms en esta
grax aventura /4

;Cuanto dinero se necesita para cubrir los gastos del plan furistico en el parque “Los Arrieros™ y
el Balsaje “La Berraquera™?
Parque “Los Armrieros™ Balsaje “La Berraquera™

7 N N

\

\ . 5

> ;Qué gasto le faltara cubrir para el dia del plan del Balsaje “La Berraquera™

Con creatividad e imaginacion, elabore el presupuesto final del viaje a Quimbaya en el folleto
que le entregara el docente, en este detalle todos los gastos y 1as recomendaciones para optimizar
el dinero. teniendo en cuenta las actividades a realizar.

e ;Le alcanza el dinero a Thomas para todo el viaje? ;Cuanto le sobra o le falta para los
gastos extra del dia de plan en el Balsaje “La Berraquera™

Material elaborado por: Edith Johanna Mendoza Higuera - Haided Lised Arciniezas Rueda — Andrea Liliana Becama
Adaptado por: Lizeth Juliana Fajardo Duran — Thomas Corzo Giraldo
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;Como optimizar la distribucion de dinero en un viaje?

Momento 4

Presupuesto para un viaje familiar

La familia Espinosa vive
en Medellin y esta
organizando un viaje en
celebracion de los 60
afios de casados del
sefior y sefiora Espinosa.
La 1dea es viajar al cabo
de la vela en la Guajira. En total son 23 menores de edad y 15 adultos.

Alicia propone analizar muy bien las ofertas de hospedaje para poder minimizar los gastos, para
ello. consulto tres opciones:

- Hotel Mar szul Cabaitas Casa campestre
Fuente Magica
Reserva ya por tan solo
$45.000 y pega$4.000 || Disfruta de la sencliez y
pat persora. cadanoche. || CPackdad de 40 porsonas per | | comodidad encaza cam-
0N oSt ches reserve de SAS000 | | pestre de copacidad de 40
4 || permanas porun valar

$97.500

moche

|, $120:000.

1. ;Qué diferencias observas entre las razones de costo de cada una de las opciones?

Hotel Mar Azul Cabanas San Valentin Casa Campestre Fuente Magica

4 kT N )

N # R i’ B _/

2. ;Cual crees que es la opci6n mas econémica?

Material elaborado por: Edith Johanna Mendoza Higuera — Haided Lised Arciniegas Rueda — Andrea Liliana Becerra.
Adaptado por: Lizeth Juliana Fajardo Duran — Thomas Corzo Giraldo
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+Como optimizar la distribucion de dinero en un viaje?

51 la familia decide quedarse 2 noches, jcudnto cuesta el hospedaje segiin cada opeidn?
Hotel Mar Azul Cabanas San Valentin Casa Campestre Fuente Magica

N /7 N I

AN NS /

Construya una expresion que le permita hallar el costo del hospedaje para cualquier cantidad
de dias. para cada opcion.
Hotel Mar Azul Cabaias San Valentin Casa Campestre Fuente Magica

N N N

AN AN J

A

Qué similitudes encuentra entre las expresiones halladas?

Junto con el docente socialice en Geogebra las expresiones encontradas para cada una de las
opciones de hospedaje v responda:
# ;Qué informacion aportan los puntos “B”, “C” y “D™?

JQué relac1on 1dentifica entre los elementos de cada expresion con su respectiva grafica?

Mlaterial elaborado por: Edith Johsnna Mendoza Higuera — Haided Lised Arciniegas Bueds — Andrea Liliana Becerra
Adaptado por: Lizeth Fulians Fajardo Duran — Thomas Corzo Giralde
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o Como optimizar la distribucién de dineroe en un viaje?

8. 51 la familia decide quedarse 4 noches. jcudl es la mejor opcidn de hospedaje? Justifique su
respuesta.
Procedimientos Tustificacién

~

N J

9. ;Hay costos iguales en las opciones para alguna noche? Justifique su respuesta.

10. Temiendo en cuenta la respuesta del inciso 5. jcomo se evidencian esas similitudes en la
grafica?

11. Ordene las expresiones algebraicas de menor a mayor si es necesario por intervalos. Justifique

sus procediumientos.

S
12, ;Cual opcion de  hospedaje le 13, 5120 personas deciden no viajar, jcual opcion de

recomienda a la familia Espinosa? hospedaje le recomienda a la fanulia Espinosa?

Material elaborado por: Edith Johanns Mendozs Higuers — Haided Lised Arcimiegas: Bueds — Andrea Lilisna Becarra
Adaptado por: Lizath Talians Fajardo Duran — Thomas Corzo Giralde



