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RESUMEN

TITULO: VARIEDADES BANDERA ASOCIADAS A ALGEBRAS DE LIE DE TIPO
cr

AUTOR: ELIZABETH PEREZ MARTINEZ"

PALABRAS CLAVES : Algebra de Lie, Variedad Bandera, f—estructuras (1,2) — admisibles, Metricas

(1,2) — simplecticas

DESCRIPCION:

Sea una variedad bandera dotada de una métrica A y una f -estructura 7. Se dice que la f—estructura
F es (1,2)-admisible, si existe una métrica A tal que la f-variedad (F, F, A) sea (1,2)—simpléctica. Una
variedad bandera es un espacio homogéneo G/C(S), en el que G es un grupo de Lie complejo y
C(S) es el centralizador de un toro no necesariamente maximal. Cuando S es maximal se dice que la
variedad bandera IF es maximal. En el caso de la variedad bandera maximal clasica F(n) se especi-
fican los resultados hallados por Sofia Pinzén en los que se estudiaron las condiciones necesarias y
suficientes para que la variedad bandera maximal, dotada de una f—estructura y una métrica invari-
ante ds3, sea (1, 2)-simpléctica, teniendo en cuenta que estas variedades bandera corresponden a las
asociadas a éalgebras de Lie semisimples de rango menor 6 igual a tres. Estudiamos los teoremas y
definiciones que caracterizan una variedad bandera maximal, caracterizamos los sistemas de raices,
la base de weyl, las f-estructuras, la métrica invariante, la conexion riemanniana y la forma de Kahlér.
Analizamos el algebra de Lie semisimple finita de tipo C!, la representacién de una subélgebra de Car-
tan, y finalmente hallamos las f—estructuras y las métricas invariantes que es posible definir en las
variedades bandera maximales asociadas al algebra de Lie C3, de forma tal que una variedad (F, 7, A)
sea (1,2)—simpléctica.

*Dr. Dra. SOFIA PINZON DURAN, Director del Trabajo de Grado.
“Programa de Maestria en Matematicas, Escuela de Matematicas, Facultad de Ciencias, Universidad

Industrial de Santander.



ABSTRACT

TITLE: FLAGS MANYFOLDS ASOCIATED WITH ALGEBRAS LIE CI'

AUTHOR: ELIZABETH PEREZ MARTINEZ™

KEYWORDS: Lie algebra, Flag manifolds, f—structures (1,2)—admissibles, Metrics (1, 2) — symplectics

DESCRIPTION:

Let F a flag manifold endowed with a metric A and a f—structure F it is said that f—structure F is
(1,2)-admissible, if there is a metric A such that f—manifold (F, F, A) is (1,2)-symplectic. A flag manifold
is a homogeneous space G/C(S), where G is a complex Lie group and C(S) is the centralizer of a
torus not necessarily maximal. When S is maximal we say that the flag manifold F is maximal. In the
case of classical maximal flag manifold F(\) specifies the results found by Sofia Pinzon in which we
studied the necessary and sufficient conditions for the maximal flag manifold, endowed with an invariant
almost-complex structure J and an invariant metrics, is (1,2)-symplectic, taking into account that these
correspond to the flag manifolds associated with semisimple Lie algebras of rank less than or equal to
three. The theorems and definitions were studied characterizing a maximal flag manifold, we character-
ize the root systems, Weyl basis, the f-structures, the metric invariant, Riemannian connection and the
Kahler form. The finite semi-simple Lie algebra of type C! was analyzed, the representation of a Cartan
subalgebra, and finally we find the f-structures and invariant metrics that can be defined on maximal flag
manifolds associated with Lie algebra C3, so that (F, F, A) is an (1,2)-symplectic.

*Dra. SOFIA PINZON DURAN, Graduate Dissertation Director.
“Graduate Program of Master in Mathematics, Department of Mathematics, Faculty of Science, Uni-

versidad Industrial de Santander.



INTRODUCCION

En el siguiente trabajo se especifican los resultados hallados en la Tesis Doctoral de Sofia Pinzén,
en los cuales se estudian las condiciones necesarias y suficientes enunciadas por Cohen, Negreiros,
San Martin y Paredes, para que una variedad bandera maximal F(n) dotada de una estructura casi-
compleja invariante J y una métrica invariante ds%, sea (1,2)—simpléctica, teniendo en cuenta que
estas variedades bandera corresponden a las asociadas a algebras de Lie semisimples de rango menor
o igual a tres.

Una variedad bandera geométrica es un espacio homogeneo G/C(S), en el que G es un grupo de Lie
complejo semisimple y C(S) es el centralizador de un toro no necesariamente maximal. En el caso en
el que S es maximal, se dice que la variedad bandera F es maximal.

Por otro lado una f—estructura F, es un endomorfismo del espacio tangente en un punto de la variedad,
que a su vez, cumple la condicion F3 + F = 0. Una J estructura corresponde al caso particular en el
gue Unicamente se satisface la condicion J2 + 1 = 0.

Este trabajo busca en el sentido definido por Black estudiar las condiciones necesarias y suficientes
para que la variedad bandera maximal F asociada a las algebras de Lie A3 y Cs, sea una f-variedad
(1,2)—simpléctica. Esté distribuido en tres capitulos de la siguiente forma.

En el primer capitulo se presentan los conceptos preliminares que determinan el objeto de estudio,
es decir, las definiciones y teoremas que caracterizan una variedad bandera maximal y los referentes
a sistemas de raices, base de Weyl, f—estructuras, métrica invariante, la conexion riemanniana y la
forma de Kahler. Finalizando se muestra el teorema enunciado por Black, el cual permite relacionar las
aplicaciones f—holomorfas y las aplicaciones arménicas, mediante las f—estructuras y cuyo enunciado
se presenta a continuacion.

Teorema 1. Sea ¢ : (M, g, F) — (N, h, F) una aplicacién tal que:
1. ¢ es f—holomorfa, es decir, cumple la condicion d¢.J = F.d¢
2. M es co-simpléctica, es decir, d*(w) =0

3. (VFHED =0

10



Introduccion 11

Entonces ¢ es armonica.

En el segundo capitulo se presenta la relacion entre estructuras casi-complejas y los torneos asi como
el concepto de (1, 2)—admisible y las condiciones que lo determinan.

En el tercer capitulo se estudia el &lgebra de Lie semisimple finita de tipo C;, una representacion de
una subdlgebra de Cartan, el sistema simple de raices y finalmente a partir de lo enunciado en [3] se
muestran las f—estructuras y las métricas invariantes que es posible definir en las variedades bandera
maximales asociadas al algebra de Lie C5 de forma que (F, A, F) sea una variedad (1, 2)—simpléctica.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1. Grupo de Lie

Un grupo de Lie, G, es una variedad diferenciable dotada de una estructura de grupo que es compatible,
es decir, la operacion del grupo p : GxG — G, p(z,y) = zy y la aplicacién, » € G — x~! € G son aplica-
ciones diferenciables. Una variedad diferenciable es una variedad topolégica dotada de una estructura
diferenciable de clase C'*°. Como todo grupo de Lie es una variedad diferenciable es posible consider-
ar el espacio tangente a la identidad ¢, T.G. T.G tiene estructura de algebra de Lie y corresponde al
algebra de Lie g de G, esto es, T.G = g.

1.2. Algebra de Lie

Un algebra de Lie g es un espacio vectorial sobre un cierto cuerpo K dotado de una operacién binaria
[,-]: g x g — g, lamada corchete de Lie, que satisface las siguientes propiedades:

1. Bilinealidad, es decir, que paratodo X,Y,Z € gy a,b € K se cumple que
[aX + VY, Z) = a[X, Z] + b]Y, Z],
[Z,aX +bY]| =alZ,X]+b|Z,Y].

2. Antisimétrica: [X,Y] = —[Y, X] paratodo X,Y € g.
3. Identidad de Jacobi: [X,[Y, Z]] + [V, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0 paratodo X,Y, Z € g.

Los ejemplos mas importantes son grupos y algebras de Lie de matrices; todo grupo de Lie tiene un
representante en su clase de isomorfismo que es una algebra de Lie de matrices.

= Ejemplo 1. Al grupo general lineal real Gi(I,R); corresponde el algebra de matrices reales | x [
invertibles M (I, R).

12



Preliminares 13

= Ejemplo 2. Al grupo lineal complejo GI(I,C): corresponde el algebra de matrices complejas | x [
invertibles M (1, C).

= Ejemplo 3. Al grupo simpléctico real S,(2,R) de matrices le corresponde el algebra de matrices
sp(l,R) = {X € gl(2[,R) : XJ + JX' = 0} de matrices simplécticas reales, donde J es la matriz
por bloques, anti-simétrica estandar.

= Ejemplo 4. Al grupo simpléctico complejo S, (21, C) de matrices simplécticas complejas, corre-
sponde el &lgebra de matrices complejas, sp(/, C), que satisfacen AJ + JAT = 0 donde J es la
matriz por bloques, anti-simétrica estandar.

1.3. Subalgebra de Lie

Sea g una éalgebra de Lie g. Una subalgebra de Lie de g es un subespacio vectorial h de g que es
cerrado por el corchete; esto es [X,Y] € h, si X, Y € b.
Una subalgebra de Lie es una algebra de Lie con una estructura heredada por la estructura de g.

Definicién 1. Sea g un dlgebra de Lie, V un espacio vectorial y gl(V') el dlgebra de Lie de transforma-
ciones lineales de V. Una representacion de g en V' es un homomorfismo p : g — gl(V') que satisface
que p([X,Y]) = [pX, pY].

1.4. Representacion Adjunta

Para un elemento X en una algebra de Lie considere la transformacién lineal
ad(X):g—g
definida por ad(X)(Y) = [X, Y]. La aplicacion
ad: X € g — ad(X) € gl(g)

define una representacion de g en g, llamada representacion adjunta.

Existe la representacion adjunta de un grupo G en su respectiva algebra de Lie g y se representa
por Ad(h). Tal representacion se construye de la siguiente forma:

Un elemento g € G define el automorfismo interno C,(z) = gzg~!. Es claro que C,(1) = 1, por lo tanto
Ad(Cy); es una aplicacion lineal de g — g. Ahora sean g,h € G.

Cy o Ch(z) = g(heh™Y)g™! = Cyn(z)

lo que implica que d(Cy)1 0 d(Ch)1 = d(Ggrn(x)) Y puede concluirse que la aplicacion g — d(Cy). es una
representacion de G en g, la cual corresponde a la representacion adjunta Ad.
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1.56. Forma de Cartan Killing

Dada una representacion p de dimension finita del algebra de Lie g, definimos en g una forma bilineal
simétrica llamada la forma traza. La forma traza esta dada por

Bp(X,Y) = tr(p(X)p(Y)).
Cuando p es la representacion adjunta, recibe el nombre de forma de Cartan Killing y se denota por
<'7 > 6 por <'a '>E'
Definicién 2. Dada un dlgebra de Lie g se definen, por induccion, los sub-espacios

g'=g 0°=[g, . 0" =09

Entonces g*, g2, . . ., g*, . . . es la serie central descendente de g.

Definicién 3. Dada un dlgebra de Lie g, g es llamada nilpotente, si existe ko > 1, tal que g = {0}.

1.6. Subalgebras de Cartan

Sea g un &lgebra de Lie. Una subalgebra de Cartan de g es una subélgebra ) C g que satisface:
1. b es nilpotente y
2. si[X,h] C b, entonces X € bh.

Un tipo especial de subalgebra de Lie es el que corresponde a las algebras de Lie semi-simples, cuya
estructura se muestra mediante los sistemas de raices, a partir de los cuales tales algebras pueden
clasificarse.

Definicién 4. Un dlgebra de Lie g es semisimple si y solo si la forma de Cartan Killing de g es no

degenerada, es decir: (X,Y) =0 para todo Y € g, implica X = 0.

1.7. Sistema de Raices

Sea « un funcional lineal sobre el espacio vectorial complejo h (subalgebra de Cartan de g), la notacion
go corresponde al subespacio lineal de g dado por

0o ={X €g:[H,X]=a(H)X, para todo H € b}.

puede verse que para a = 0,g, = b. Si a # 0y go # {0}, €l funcional lineal « es llamado una raiz
(de g con respecto a h) y en tal caso g, es llamado un subespacio raiz. Denotamos por II el conjunto
de raices no nulas del par (g, b). El conjunto II de raices con respecto a una subalgebra de Cartan h
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genera el espacio dual h*, cuyos elementos H,, « € II, duales de las raices con relacion a la forma de
Cartan-Killing, generan . Como (-, -) es una forma bilinear, ella define una aplicaciéon h — h* dada por

Hv+— ag()=(H,).

Como la restriccion de la forma Cartan-Killing a h es no degenerada, esta aplicacion es un isomorfismo
entre hy h*. Para o € h*, su imagen por la inversa de este isomorfismo sera denotada por H,, esto es,
H,, es definido por la igualdad

(Hy,HY = «(H),VH € .

Las raices « € II definen un nimero finito de elementos especiales H,, en . Como el conjunto de
las raices genera h*, el conjunto {H,|« es raiz} genera a h. Consideremos la siguiente sucesion de
elementos de h* :

"ﬂ_2a7ﬂ_avﬂvﬂ+aaﬂ+2a"'

gue serd denominada una a—sucesion iniciada en 5. Se desea saber clantos de los elementos de
la sucesion son raices. La respuesta esta dada por la formula de Killing dada a continuacion. Los
elementos de la a—sucesion iniciada en 8 que son raices forman un intervalo que contiene a 3, es
decir, existen enteros p, ¢ > 0 tal que

ﬁ_paa"'B_2a7ﬁ_a1615+a7ﬁ+2a'"15+qa

Son las Unicas raices de la forma 8 + ka con k entero, ademas, es vélida la siguiente formula, llamada
férmula de Killing:

2(8, a)

(o, )

De lo anterior podemos recalcar que:

m En la férmula Cartan-Killing « y 8 no son simétricos, para la S—sucesion iniciada en a son
diferentes valores los de p y ¢ los que definen el intervalo de raices.

m El entero p — ¢ recibe el nombre de ndmero de Killing asociado a las raices a' y 3.

Se seleccionan ahora dentro del conjunto de las raices, bases especiales de h y h* (sistema simple de
raices), las cuales se escogen de tal manera que, los elementos de II seran escritos con coordenadas
enteras. Por esta razén, es conveniente trabajar sobre subespacios racionales de b y h*, generados por
las raices y sus duales, en vez de considerar todo §). Dado que tomamos un K de caracteristica cero,
este contiene el cuerpo Q de los racionales, recordemos que un campo es de caracteristica cero si no
existe un entero positivo n en K tal que n - 1 = 0. Por esto, h puede ser considerado como un espacio
vectorial sobre Q. En lo que sigue, el subespacio racional generado por H,, a € II, se denota por hq :

bQ = {alHal + QQHOLQ + e + akHOck : a/k e Q,O{k e H}?

donde 1 < k < n, con n = dimb. Para construir un sistema simple de raices se puede establecer un
orden lexicografico en los espacios vectoriales, recordemos aqui en qué consiste esto.

Sea V un espacio vectorial sobre Q y {vy,v9,...,u;} una base ordenada de V, sean v,w € V escritos
en coordenadas como
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v=a1v1 + -+ au

w=byvy +- -+ by

El orden lexicografico en V' con relaciéon a la base escogida es definido por v < w siv = w 0 Si
a; < b;, donde i es el primer indice en que las coordenada de v y w son diferentes. Esa relacion define
de hecho un orden que es compatible con una estructura de espacio vectorial. Cuando V posee un
producto interno, el orden lexicografico en V satisface el siguiente lema, que se utiliza para construir
sistemas simples de raices.

Lema 1. Tomando un orden lexicogrdfico dado por la base ordenada {vi,va, ..., v}, sea {wy,wa, ..., wn}

un subconjunto de V' que satisface
1. w; > 0 para todo i =1, ..., m,
2. (w;,w;) <0 para i #j.

Entonces, {w1,ws, ...,wm} es un conjunto linealmente independiente.

Definicién 5. Una raiz a € 11 es simple, con relacion al orden fijado, si:
1) a>0
11). No existe B,y € Il tal que B y v son positivas y o« = B+ 7.
Definicién 6. Un conjunto ¥ = {aq,...,q} que satisface:
1). ¥ es una base de by y

11). toda raiz § puede ser escrita como B = niai+,...,+njy, con ny,...,n; coeficientes enteros del

mismo Signo,
es denominado un sistema simple de raices.

Ademads, una raiz es positiva si al escribirse como una combinacién lineal, todos los coeficientes son
enteros mayores o iguales a cero. La altura de 3 es el entero positivo n; + ... + n;. El siguiente teorema
permite caracterizar en términos de un sistema de raices y la suélgebra de Cartan  una base para el
algebra de Lie g.

Teorema 2. Sea g un dlgebra de Lie semisimple compleja y b una subdlgebra de Cartan de g; se denota

por I1 al conjunto de raices del par (g,bh).

1. g admite una descomposicion en espacios de raices: g = P gao-
acll

2. Los espacios raiz go, o € 11, son de dimension compleja uno.

3. St a y B son dos raices cualesquiera incluyendo 0 y B # o, entonces go y gg son ortogonales con

relacion a la forma Cartan Killing.
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4. Si«a es una raiz no nule, 1N Z{a} = {a, —a}.
5. Para cada o € 11, existe un vector X, € g de forma tal que para todo o, B € 11 tenemos:

a) [Xa,X_o]=H,, [H, X,] = a(H)X,, para todo H € g.
b) [Xo, Xg]|=0sia+8#0da+ 0 ¢Il;
c) (Xa, Xpg)=1sia+B8=0y (X, Xg) =0, en los otros casos.

d) [Xo, Xgl =mapXars, sia+ B €Il conmapg €R, y
M—q,—p = —Ma,pg

M—a,a+ = Ma+,—f = M—p,—a-

Los elementos {X, : a € II} que satisfacen el numeral 5 del teorema anterior serdn llamados una base
de Weyl o Cartan-Weyl de g maodulo b.

1.8. Clasificacién de las Algebras de Lie

A continuacion se presenta la clasificacion de las algebras de Lie semi-simples de dimension finita.
Primero tomamos una subalgebra de Cartan, la cuél determina via representacion adjunta, un sistema
de raices II y un sistema simple de raices X. A partir de la formula de Killing se establecen los nimeros
de Killing que forman la matriz de Cartan del algebra g, con estos nimeros y ¥ se encuentra el diagrama
de Dynkin. Para garantizar que un diagrama es determinado a partir de un algebra semi-simple, es
necesario verificar que todos los sistemas simples en todas las subalgebras de Cartan de un algebra
dada tiene el mismo diagrama de Dynkin, el cual es un diagrama que contiene la misma informacion
gue la matriz de Cartan.

Dado un sistema simple de raices ¥ = {a1, ..., a; }, un diagrama de Dynkin es un digrafo que contiene [
vértices representando cada una de las raices. Dos vértices son ligados por una, dos o tres segmentos
de acuerdo al nimero de Killing asociado y segun el angulo que se forma entre las dos raices.

De acuerdo con los diagramas, las algebras de Lie se clasifican en clasicas y excepcionales.

1.9. Algebras de Lie clasicas

Las algebras de Lie clasicas son

1. A;,l > 1, corresponde a sl(l + 1). El diagrama de Dynkin que la representa es:

O o ... O—O

«q Q2 a3 Q)1 (6%}

2. By, 1> 2, corresponde al algebra de matrices antisimétricas de dimension impar
s0(2l+1)={Aesl(2l+1): A" + A = 0}. Su diagrama de Dynkin es:
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o Q(:X)

aq Q2 Q3 ap—1 (&%)

3. C,1 > 3, corresponde al algebra simpléctica sp(l) = {A € sl(2]) : AJ+ JA'} donde J es la matriz

2l x 2 dada por
g 0 =1
Lixi 0

y su correspondiente diagrama de Dynkin es:

O o@

aq Q2 a3 ap—1 (6%}

4. D; | > 4, corresponde al lgebra de matrices antisimétricas de dimensién par so(l) = {4 €
sl(20) : A+ At = 0}. El diagrama de Dynkin que la representa es:

o o@

aq Q2 Qs ap—1 (67}

1.10. Algebras de Lie excepcionales

Las algebras de Lie excepcionales son:

1. G,
a1 (6%}
2. Fy
Oo——COC——O——0O
aq Q2 as Qg
3. Es
QGT
O O
o Qg as Q4 s
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|

(651 (%) Qa3 Qg (6759 (675

|

a1 (%) Qa3 Qg (6751 (675 Qry

1.11. Variedades Bandera

Una variedad bandera es una sucesion creciente de subespacios; creciente en el sentido que cada
subespacio es un subespacio del siguiente. De esta forma una variedad bandera geométrica esta defini-
da por

F(n) ={(L,....,Ly) : L; es subespacio de C", dim¢L; =1, L, L L;}.

Por otra parte, una variedad bandera general F se puede ver como un espacio homogéneo reductivo
F = G/C(S), donde G es un grupo de Lie complejo semisimple y C(S) es el centralizador de un toro
(no necesariamente maximal). En un grupo de Lie G, un toro es un subgrupo de G isomorfo al producto
St x 81 x ... x St untoro T es un toro maximal en G si para cualquier toro Sen G, T C S C G,
entonces T' = S. Cuando S es un toro maximal decimos que la variedad bandera I es maximal.

Las variedades bandera poseen una descripcidon mas general en términos de los sistemas de raices de
algebras de Lie, de la siguiente forma:

Dados g un algebra de Lie semisimple compleja y h una subalgebra de Cartan de g, II es el conjunto de
raices del par (g, h). Tomamos una base de Weyl de g fija. Sea II™ C IT una escogencia de raices posi-
tivas. Se denota por >_ el sistema simple de raices correspon diente. Llamamos ©, a un subconjunto de
raices de >, sea < © > el conjunto de raices generado por © y Pg el normalizador de la subalgebra
parabdlica de g determinada por ©.

La variedad bandera general Fg asociada al par {g,©} corresponde al espacio homogéneo Fg, Fg =
G/ Pg, donde G es el grupo de Lie complejo cuya algebra de Lie es g.

Se denota por u la forma real compacta de g, es decir, la forma de Cartan-Killing restricta a u es definida
negativa. Sea U C G el subgrupo conexo asociado a u. Sea Ko = Po (U, el cual por construccién
es el centralizador de un toro. U actda transitivamente sobre Fg, asi es posible escribir Fg = U/Ko.
Si © = (), Fo = F corresponde a la variedad bandera maximal, y en el caso contrario corresponde a
una variedad bandera parcial. En este trabajo se hara referencia Unicamente a las variedades bandera
maximales.
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1.12. Meétricas Invariantes

Denotemos por by el origen de F = U/T, con F la variedad bandera maximal, vista como un espacio
homogéneo de U € G y U es una forma compacta de G. El espacio tangente de F en b, se identifica
naturalmente con el subespacio q = uSt C u, con t = un pg generado por A, Yy iS,, donde A, =
Xo — X0y Sa = Xo + X_, dado que a € II. Una métrica riemanniana U-invariante ds3 en F es
completamente determinada por sus valores en el origen, esto es, por un producto interno en g, que
es invariante bajo la accién adjunta de T, es decir, ¢ = Ty, (F), tal identificacion estd dada por X €
q — X, € Ty, (F), es decir, por evaluacion de X € g en by como un campo vectorial sobre T3, (IF), tal
producto interno en q tiene la forma (X,Y)a = —(AX,Y) con

A:gr—q

Y =5 A(Y)=AoY,

donde A es la matriz de representacion de la transformacién y o es el producto de Hadamard o producto
de matrices entrada por entrada. (X,Y), es definida positiva con relacion a la forma Cartan- Killing,
esto es —(AX,Y) > 0 paratodo X,Y € q. Se puede extender el producto interno (-,-)» a una forma
bilineal simétrica sobre la complejificacion qc de q asi (X +iY,Z + iW)py = (X, Z)a + (X, W) +
i(Y, Z)a — (Y, W)a. Usaremos la misma notacion (-, -), para esta forma bilineal simétrica, como para la
correspondiente aplicacion complejificada A que es dada por A(X +iY) = A(X) +iA(Y).

La invarianza de (X,Y)s equivale a afirmar que para X, elemento de una base de Weyl, A(X,) =
Ao X, Laexplicacion de esto se debe a que la invarianza de (X, Y) 5 es equivalente a que los elementos
de la base canodnica A,, iS,, a € II sean autovectores de A para un mismo autovalor )., pues en el
espacio complejo tenemos:

Aq + Sa

AXy)=A ( 5 ) = %()\QA(y + AaSa) = %/\a(2Xa) = AaXa-

1.13. f-Estructuras invariantes

Sea M una variedad riemanniana n-dimensional y 7'M el fibrado tangente. Un campo tensorial F en
TM de tipo (1,1) tal que F3 + F = 0, es llamado una f estructura sobre T'M.
Una f-estructura F es llamada U-invariante si para cada = € [F el endomorfismo,

Foi T, F = T,F

satisface du, o F, = F, o du,, paratodo v € U.

1.14. Estructura Casi Compleja Invariante

Una estructura casi compleja U-invariante sobre F esta completamente determinada por
Jy : Ty(F) — T,(F), con z € F tal que la aplicacién J, satisface J2 = —1y dg, o J, = Jy, o dg,, para
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todo g € U, donde 1 denota la aplicacién identidad. Cuando nos refiramos a este tipo de estructuras
lo abreviaremos mediante ecci. Una variedad diferenciable F equipada en cada espacio tangente T, F,
p € F con una estructura compleja J, que varia de forma diferenciable de punto a punto es llamada
una variedad casi-compleja. Esta estructura compleja convierte a cada espacio tangente en un espacio
vectorial complejo.

Proposicién 1.14.1. Una ecci estda completamente determinada por un endomorfismo J : q — q, definido
en el espacio tangente al origen el cual satisface la igualdad J? = —1 y conmuta con la accion adjunta
de T (toro) sobre g, esto es, [JX,JY] = —[X,Y], para todo X,Y € q.

Demostracion. Sean b, el origen de F y x € F. Como la accién adjunta de U sobre F es transitiva, existe

un g € U, tal que = = gbo, entonces definimos a J, de la siguiente forma:
Jy  T,F — T,F.
con J, = dgy, o J o (dgs,)~!. Se debe demostrar
1). La definicién de J, no depende de la escogencia de g € U.
m. J2=-1.
11). dgg o Jy = Jgg 0 dgs.
Demostracion:

1). Tomemos g, € U tal que gby = gbg = x, tenemos g~ gbg = by y h = g~1g € T, debido a la accién

transitiva de U sobre F. Ahora

dgp, 0 J o (dgp,) ™" = dgp, o J o (dgp,) Jodg; ' = (dgy,) *dgy, o J o (dgy,) "
Jodg, ' =dg;  dgy, o J o (dgy,)
Jodg; ! odgy, = (dgp,) *dgs, o J
Jod(g™ ), = d(g™ G)be 0 J

J o dhy, = dhy, o J

Jo Ad(h) = Ad(h) o J

r ¢

y esto implica i).
H)' Jg = (dgbo oJo (dgbo)il) © (dgbo oJo (dgbo)il) = dgbo oJ%o (dgbo)il =—1

11). Mostrar que dg, o J, = Jgs 0 dg, es equivalente a mostrar que dg, o dgy, o J o (dgp,) ™' = dgp, o J ©

(dgv, )~ ! 0 dgs, con g € U, donde gby = gx vy gbo = x. De i) se llega a que

gbo = ggbo
g = 99
1~ ~

g9 9 =9



Preliminares 22

basta entonces demostrar que dg, o d(g71G)p, © J o (d(g719)b,) ™ = dGv, © J © (dGp,) ! © dg., de
donde, dgm o dg;zl ° dabo oJo (dabo)71 © (dggiml)il = dabo oJo (d§b0)71 © dgm
Utilizando que dg,, o dgg_zl =d(gg™1) gz, se llega a

dgz o dg;ml o d/g\bo oJo (d/g\bo)il o (dggiwl)il = d/g\bo oJo (d/g\bo)il o d(ggiml)il

= d/g\bo oJo (d/g\bo)_l © d(g_l);1
= dgy, © J o (dgy,) " 0 dga.

Vamos también a denotar por J la complejificacion sobre qc. La invarianza de J garantiza que J(g,) =
g, Va € II. Los autovalores de J son +i, pues el polinomio caracteristico de J es z2 + 1. Consecuente-
mente, J(X,) = iea X4, CON e, = +1. Veamos que A, — i(iSy) = Xo — X—0a — i(i(Xo + X_0)) = 2X,,.
De ahi que X, = 1(4, —i(iS4)) ¥

JXo =3J(As—i(iSa)) = %(JAQ —iJ(iS))

1 1
= leai(Aq —i(iS.)) = 5iaaAa + §iaaSa
= J(icada + €aiSa).
Igualando las partes real e imaginaria tenemos que JA, = £,(iSa) ¥ J(iS4) = —€4id,. Como A, =

—A_,, entonces JA, = J(—A_,,) y por lo tanto, £,(iS,) = —JA_, = —e_4(iS_4). Ahora S, = S_,
y por lo tanto ¢, = —e_. Usualmente los autovectores asociados a +i son llamados de tipo (1,0) y los
vectores asociados a —i son llamados de tipo (0,1). Entonces para X, de tipo (1,0) tendremos ¢, = +1
y para Xg de tipo (0,1), g = —1. Una ecci sobre F es completamente determinada por un conjunto de
signos {e4 }aem, CON e, = —c_,. De ahora en adelante diremos que una ecci sobre T esta definida por
un J = {e,}.

1.15. Forma de Kahler

Una métrica invariante ds3 se dice hermitica si verifica la siguiente condicién de compatibilidad con la
estructura casi compleja J: ds% (JX,JY) = ds*(X,Y). Sea Q = Q4 la funcién de la correspondiente
forma Kahler Q(X,Y) = ds?(X,JY) = —(AX,JY), esta 2-forma se extiende naturalmente a una 2-
forma U-invariante en la complejificacion de ¢, la cual es denotada igualmente por Q. Esta 2-forma
evaluada en vectores de la base de Weyl resulta: Q(X,, Xg) = —(AXa, JXg) = —(AaXa,iepXp) =
—iXaep(Xa, X3) de donde Q(X,, Xg) =0 si a+8#0 0 QUXa, Xp) = UXo, X_a) = —iAaéa =
iAata SI a+ B = 0. La siguiente formula sirve para determinar propiedades de formas diferenciables.

Lema 2. Sea w una forma invariante k-diferenciable sobre un espacio homogéneo G/T. Entonces

dw(X1, ey Xi1) = (b + 1) (1) ([Xs, X1, X1, s Koy ooy X oo K1),

i<j

para Xi,...,Xk+1 en el dlgebra de lie g de G.
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Es preciso aclarar que X, significa que ésta coordenada no existe.

Aplicado el anterior lema para una 2-forma diferencial, entonces:

dw(X,Y, Z) = 3{X(w(Y, Z)) + Y (w(Z, X)) + Zw(X,Y)) - w([X, Y], Z) — w([Y; 2], X) — w([Z, X],Y)},
para X,Y, Z € q.

Como la derivada direccional de X (Q(Y, Z)) es dada por 4 (Ad(e'X)Y, Ad(e'*)Z),—o y esta derivada es
N[X,Y], Z) + QY,[X, Z]) entonces tenemos

dw(X,Y, Z) = 3{w([X,Y], 2) + w(Y, [X, Z]) + w([Y, Z], X) + w(Z,[Y, X]) + w([Z, X],Y)+
w(X,[2,Y]) —w(X,Y], 2) —w(Z,[Y, X]) —w([Z,X],Y)}
=3{w(V, [X, Z]) + w(Z, [V, X]) + w(X, [Z,Y])}
=3{—w([X, Z],Y) + w([X, Y], Z) + w([Y, Z], X)}.

Contextualizando lo anterior al caso de la forma de Kahler en una variedad bandera tenemos:

Proposicién 1.15.1. Sea o, 8,7 € Il y a+ 5+ # 0, entonces dUXqa, X5, Xy) = 0. En caso contrario,
dQ(Xa,XB,XV) = —3ima7[3(5a)\a + 8,3/\5 + E’Y/\V)'
Demostracion.

dQ(XavXﬁva) = 3{9([Xa7XB]7XV) - Q([Xou Xw]vXB) + Q([Xﬂva]v Xa)}
= 3{Qma,sXa+s, Xy) = QUMmayXaty, Xg) + Q2Ump 4 Xy, Xa)}
= 3{—ma75i)\a+56fy<Xa+ﬁ, X’Y> + mayfyi)\oH,fYE»Y <Xa+»y, X[j>—

mB,'yi/\B-i—an <X,@+7, Xa>}.

Como (X, Xg) = 0sin+6 # 0 se tiene que dQ2(Xo, X3, X,) =0sia+ 8+ # 0. Cuando a+ B+ =0

se cumple que Mmq, g = My o, también m_, _, = —mq  entonces

dQ(Xa,Xﬁ,X.Y) = 3{—ima_ﬂ/\,7€7<X,.y,X7> - imaﬁ)\,565<X,5,Xﬁ> - Z'mayg)\,az’:‘a<X,a, Xa)}
= _3’L.ma)6(5a)\a + EﬂAB + E’yA'y)-

Llegando a la igualdad deseada. |

Definicién 7. Sea J = {e,} una ecci. Una tripla de raices a, 8,7 tal que o+ 5+ v =0 es llamada
1. Una {0,3}-tripla sieq =cg =¢4 ¥y

2. Una {1,2}-tripla en los otros casos.
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1.16. Variedad Bandera (1,2)-Simpléctica

Una variedad bandera casi compleja (F, J, A, Q) es llamada (1, 2)-simpléctica o casi Kahler si,
dUX,Y,Z)=0, X,Y,Z € T,F, peF,

cuando uno de los tres vectores es del tipo (1,0) y los otros dos son del tipo (0,1) o viceversa. Un
vector es llamado de tipo (1, 0) (reciprocamente (0,1)) si el autovalor asociado a la estructura J es 1
(respectivamente —1). Cada vez que nos referiramos a (F,J, A) con J una estructura casi-compleja
invariante y A una métrica invariante utilizaremos, por abuso de notacion, el par invariante (J, A).

Proposicién 1.16.1. El par invariante (J = {ea}, A = {Aa}) es (1,2)-simpléctico si y solamente si
Eara +E8Ag + 4Ny =0,
para toda tripla {«, 8,7}

Demostracion. = Supongamos que el par invariante es (1, 2)-simpléctico. Dada una {1, 2}-tripla {«, 8,7},

utilizando la férmula para la derivada de la forma de Kéhler, por hipétesis tendriamos

0= dQ(Xa,XB,XV) = —3ima”@(8a)\a + 8,3/\5 + E’Y/\V)’
de donde

Eada +E8A3 + 4Ny = 0.

< Sabemos que si a + 3+ # 0 entonces dQ(X,, X5, X,) =0. Ahorasia+8+7=0y {«a,8,7} es en
particular una {1, 2}-tripla, es claro que utilizando la hipétesis tenemos que

AN Xa, Xp, Xy) = —3ima,g(eada + €808 +e4Ay) = 0.
Por lo tanto serd un par invariante (1, 2)-simpléctico. |

En T si una ecci es casi Kéhler entonces no pueden existir {0, 3}-triplas, esto es debido a que por ser
casi Kahler
AN Xa, Xp, X)) = =3ima,g(eara + €808 +e4Ay) =0,

de donde
Eala €8N + 4Ny =0,

y si {«a, 8,7} fuera una {0, 3}-tripla los signos de ¢,,¢3,¢, serian iguales, lo cual imposibilitaria que
€ala + €873 + €4y, fuera igual a cero.

Definicién 8. Se dice que una estructura J sobre F es integrable si la variedad (F,J) es una variedad

compleja, esto es, admite un sistema de coordenadas locales complejas.
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Una condicion equivalente a la anterior definicion es la famosa ecuacion de Newlander - Nirenberg
[JX,JY]=JX,JY]+JJX, Y]+ [X,Y],

para cualquier X, Y campos vectoriales sobre F.

Por lo anterior y considerando la variedad diferenciable (F, J, A, ), donde J es una estructura casi-
compleja y Q es la forma Kahler asociada a la métrica invariante A, F es casi Kahler si la forma de
K&hler €2 es cerrada, es decir d2 = 0. Si ademas J es integrable, se dice que F es una variedad K&hler.

Proposicién 1.16.2. Si un par invariante (J,A) es casi Kdahler entonces P = {a/ e, = +1} es una

escogencia de raices positivas con relacion a algin orden lexicogrdfico en by.

Demostracion. Se debe demostrar que si a, 5 € Py a+ 3 es una raiz entonces o + 5 € P. Supongamos
que o + [ es una rafz. Si €443 = —1 entonces como o + 5 — (o + ) = 0, dado que €, = €3 y
€_(a48) = —€atp = +1, tenemos que {a, 3, —(a + ()} es una {0, 3}-tripla lo que contradice la hipétesis
de ser casi Kéhler. Ademés II = P U (—P) donde —P = {a/e, = —1} lo cual hace que P sea una

escogencia de raices positivas. |
Proposicién 1.16.3. Si el par invariante (J, A) es casi Kdhler entonces J es integrable.

Demostracion. Sea P = {a/eo = +1} una escogencia de raices positivas. Ademds J = {eq4}aen donde

€q = 41, si @ > 0. Dados «, 8 € II tenemos que:

[JXQ,JXB] = [iEaXa,iEIQXB]
= _EQEB[X%X/J’]

= —CafpMa,pXatp-
Ademds, utilizando la proposicién de Newlander-Nirenberg

J[Xe, JXp] + T[T X0, X5 + [Xa, Xg] = J[Xa,iepX 5] + J[icaXa, Xg] + [Xa, Xs]
= iegJ [ Xa, Xp] + icaJ[Xa, Xg] + [Xa, X35]
=iegIma,gXa+s +i€adMa g Xats +Ma,sXa+s
=ie3JMq, BEat+8Xa+B8 — 1€adMa,gEa+BXa+s + Ma,sXa+s

= Ma,pXatp(—€pats — €afats + 1).
Debemos mostrar que
—€a€pMa,pXa+s = Ma,pXa+p(l — €€a+s — EaCatp)-
lo cual es lo mismo que demostrar que
—€a€g =1 —€geat+g — €aats-

De hecho si « + 8 es una raiz, como no existen {0, 3}-triplas para J pues el par (J,A) es casi Kéhler,

entonces las posibilidades de signos para (€q,8,6—(a+g)) SON:
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(+7+7_) (_3_7+) (+7_7+) (_7+7+) (+7_7_) (_7+7_)'
De los dos primeros casos encg =1y 1 — €geaqs — €a€ats = —1, de donde
—€a€p =1 —€geat+B — €aats-

De los otros casos eqeg = =1y 1 —€geats — €afatps = 1 ¥y la igualdad se verifica una vez més. Por lo

tanto J es integrable. |

Es conocido que en toda variedad ser casi Kahler no implica ser Kéhler, sin embargo esto si se cumple
en variedades bandera, como se puede ver en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.16.4. (J,A) es casi Kdahler si y solo si (J,A) es Kdhler.

Demostracion. = Si (J,A) es casi Kéhler entonces es integrable y por lo tanto (J,A) es Kéhler.
< Es directa de la definicién. [

Definicién 9. Se dice que A es (1,2)-simpléctica con respecto a J si el par invariante (J,A) es (1,2)-
simpléctico. También, J se dice (1,2)-admisible si existe A tal que el par invariante (J,A) es (1,2)-

stmpléctico.

A continuacion damos una mirada a las aplicaciones armdnicas y su relacién con las aplicaciones
holomorfas y las variedades (1, 2)—simplécticas.

1.17. Aplicaciones Armdnicas

Sean (M,g) y (N, h) variedades Riemannianas. Se dice que la aplicacion ¢ : (M,g) — (N,h) es
armonica si ella es un punto critico del funcional de energia,

E(¢) = 3 [y ldé(x)Pvg,

donde d(¢) : Tu M — Ty M, x € My lanorma de d¢(x) esta dada por:

()2 = 3 (d(@) (X3), () (X))

=1

donde X1, Xs, ..., X,, €s una base ortonormal de T, M. Es decir ¢ es una aplicacién arménica si y solo
si satisface la ecuacién de Euler-Lagrange.

SE(¢) = L|,_oE(¢:) para toda variacion ¢(t), t € (—e,¢) de ¢.
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1.18. Conexién Riemanniana (F,A)

Dado que F es un espacio homogéneo reductivo es posible definir una aplicacion bilineal simétrica
dada por: U : q x q — q como: 2A(U(X,Y),Z) = A(X,[Y,Z]y), para todo X,Y,Z € q; es decir,
2000 (U(X;Y),2)) = (Ao X,[Y, Z]q) + ([Z, X]q,A) oY) y dado que la aplicacion bilineal es invariante
se tiene que: ([Z, X],, Z) = (X, [Y, Z]4). De lo anterior deducimos que,

2000 (U(X,Y),Z) = —([Ao X,Y]q,Z) + ([X,A 0o Y]q, Z) de donde se puede concluir:
200 U(X,Y) = [X,A0Y]q —[Ao X,Y],.
Como la conexiéon Riemanniana V en (F, A) esta dada por
IVxY = [X,Y], +2U(X,Y)
se tiene entonces
2VxY =[X, Y], + A 1o ([X,AY], — [AX,Y],)

Donde X,Y € qy A~! es lainversa de A con respecto al producto de Hadamard y A=! = ((A\o) ™ ae,
es decir los autovalores de A~! corresponden a los inversos multiplicativos de los autovalores de A.

En concreto la conexién Riemanniana calculada en los elementos de la base de Weyl queda descrita
en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.18.1. Para (F,A) sean o, ,a+ B €11, y Xo, Xg, Xats € 4,

elementos de la base de Weyl. Entonces

AatsAs — Aa

VXQX,B = Mq,pB XaJrg .

2Ao¢+5

Demostracion.

2V x, X5 =[Xa, Xglqg + A7 o ([Xa, Ao Xglq — [Ao Xa, X5lg)

= Ma,sXatp + Ao (Ma,pAs Xars = MapraXass)

Aatsds =day

a)

2)\a+5
|

Recordamos que para una variedad Riemanniana (N, h, F) con un tensor de tipo (1,1), la derivada
covariante de una f-estructura 7 en X,Y € TN esta dada por:
(VAX,Y) = VxF(Y) = Vy F(X) = F([X,Y]).

Definicién 10. (1) Definimos (VF)LD(X,Y) como VF(X,Y) si X e TNt yY € TN~

(1) (N,h,F) se dice una fvariedad(1,2)-simpléctica si (VF)H =0 .
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Es de notar que cuando F es una ecci, la forma de Kéhler o(X,Y) = h(X, F(Y)) es antisimétrica. A
continuaciéon se enuncia el teorema que motiva el estudio de las aplicaciones armonicas en las var-
iedades bandera mediante el andlisi de las propiedades de las f—estructuras que admiten métricas
(1,2)— simplécticas.

Teorema 3. Sea ¢ : (M, g,F) — (N, h, F) una aplicacién tal que:
1. ¢ es f—holomorfa, es decir, cumple la condicion d¢.J = F.d¢
2. M es co-simpléctica, es decir, d*(c) =0
8. (VF®ED =0

Entonces ¢ es armonica.



CAPITULO 2

DIGRAFOS Y ESTRUCTURAS
INVARIANTES

Existe una relacion directa entre los digrafos con n vértices y las ecci sobre la variedad bandera F'(n)
como se vera a continuacion.

2.1. Torneos

Definicién 11. Un grafo G = (V, A) consta de un conjunto no vacio V' de elementos llamados vértices

y A una familia finita de pares no necesariamente ordenados de elementos de V' llamados aristas.

Definicién 12. Un digrafo es un grafo orientado finito, es decir, un digrafo es un par G = (V, A). Si

x,y € V, entonces x — y indica que xy € A, mientras que x <>y muestra que yr € A ¢ xy € A.

Definicién 13. Un torneo T es un grafo dirigido completo con n vértices o n jugadores tales que para

cada par de vértices x # y hay una unica flecha ya sea x — vy 6y — x. Si x — y, se dice que x le gana

ay.

Definicién 14. Sean 71 y To dos torneos con n y m jugadores respectivamente, un homomorfismo entre

Ti y Tz, es una funcion ¢ : {1,..,n} = {1,...,m} tal que

s Dot = o(s) 2 lt) 6 o(s) = 1)

Cuando ¢ es biyectiva, decimos que Ty y T2 son isomorfos.

Definiciéon 15. Un Torneo T es transitivo si para cualesquier tres vértices x,vy, z, tales que x — y y
y — z entonces se tiene x — z.

Se definen a continuacion dos subtorneos importantes para el andlisis posterior asi:

29
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T (w)y={2zeT:z— v}
es el subtorneo de T restricto a v=! donde v ={zx € T/z — v}y
Ttw)={zeT:v—uz}

es el subtorneo de T restricto a vt donde vl = {z € T /x + v}.
Se dice que T es localmente transitivo si, y solo si los subtorneos T~ (v) y T (v) son transitivos para

cada vértice v.

Definicién 16. Dada una familia de conjuntos S;, se define su grafo de interseccion como el grafo
obtenido al representar cada conjunto S; por un vértice de modo que dos vértices sean adyacentes si y
solo si los conjuntos que representan tienen interseccion no vacia, es decir, para una coleccion dada de
conjuntos S = {S1, 52, ..., Sn}, se define Gg con Gg = S1US2U...US,,, como el grafo que tiene por conjunto
de vértices a los elementos de S, luego dos vértices estan en relacion, si y solo si los correspondientes

conjuntos tienen interseccion no vacia, esto es, S; NS; # .

Definicién 17. Dado un torneo T, se afirma que contiene un 3—ciclo formado por los vértices i, j, k si

se cumple que 1 — j y j — k, entonces k — 1.

Definicién 18. Dado un torneo T, se dice que un 3—ciclo formado por los vértices i, j, k de T es conado
st existe otro vértice x tal que (x — i,x — j y © — k), es decir x es el vértice ganador 6 perdedor si

(i =z, > xyk— x). Se dice que el torneo T es libre de cono si, y solo si no contiene 3-ciclos conados.
Proposicion 2.1.1. Un torneo T es localmente transitivo si, y solo si es libre de cono.

Demostracion. Suponga que T no es libre de cono. Entonces contiene uno de los 4-subtorneos (37) o (39)
de la figura 2.6 S{ T contiene (37) entonces el vértice que gana a los otros tres es tal que 71 (v) no es
transitivo. De la misma forma si 7 contiene (39), entonces el vértice que pierde con respecto a los otros
tres vértices es tal que T~ (v) tampoco seria transitivo. Por lo tanto 7 no es localmente transitivo. Ahora,
suponga que no es localmente transitivo. Entonces existe un vértice x tales que 7 (x) no es transitivo
6 T (z) no es transitivo. Si 7~ (z) no es transitivo, es decir contiene un 3— cicloi — j - k =iy i — x,
j — xy k — z. Por lo tanto el torneo formado por los vértices i, j, k,x con z vértice perdedor, es el

mismo (39) de la figura 2.6, es decir T, no es libre de cono. [

Proposicién 2.1.2. Un torneo T es localmente transitivo si, y solo si todo 4—subtorneo de T es local-

mente transitivo.

Ahora veamos algunas definiciones y resultados ya obtenidos, que son basicos en la demostracién de
teoremas posteriores..

Proposicion 2.1.3. Sea T un torneo localmente transitivo y a,x vértices de T .
Sia € TH(z), entonces T (a) es la unidn de un intervalo que termina en T (x) y un intervalo que

inicia en T (x).
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Cada n—torneo 7 esté asociado a una matriz n x n, es decir m(7") = (a;;), lamada matriz de incidencia
y definida de la siguiente forma:

1 sii—j,
aij =40 sii=j,
—1 sij—i.

Definicién 19. Un n—torneo T se dice escalonado si existen enteros s,t

con 1 < s <t<mn, tal que satisface los siguientes axiomas:
1. El subtorneo de 7 formado por los vértices 1, ..., ¢ es un torneo transitivo maximal.
2. El subtorneo de 7 formado por los vértices s, ..., n €s un torneo transitivo maximal.
3. Siz—sxyz>ux,entoncesx <syt<z.
4. Siz' <zyz<z, entonces:z — xzyz>ximplicaquez —z'yz2 >z

Es decir, un torneo es escalonado si la matriz de incidencia tiene la forma:

0 1 1 - 1 —=1 =1 - —1
-1 0 1 - 1 -1 -1 .- -1
-1 -1 0 - 1 1 =1 - —1
-1 -1 -1 . 1 1 1 - -1
1 1 1 0

Teorema 4. Un torneo es libre de cono si, y solo si es isomorfo a un torneo escalonado.

Demostracion. Sea T un torneo localmente transitivo y sea v un vértice arbitrario de 7. Dado cualquier
otro vértice x de T, se dice que z tiene tipo 1 si v — z y tipo 2, si x — v. Se llama el peso de = a
w(x) y equivale al ntimero de vértices y tales que y — = siempre que y tenga el mismo tipo que z. Luego
reordenando los vértices en la siguiente forma: vértice v, vértices de tipo 1 en orden creciente segin el

peso y vértices de tipo 2 en orden creciente de peso. |

Este método produce la matriz de incidencia de 7 en forma escalonada, también llamada matriz maxi-
mal escalonada.

La relacion entre torneos y las ecci sobre la variedad bandera F'(n) es usada en el estudio de las
propiedades geométricas de F'(n), ya que a una ecci es posible hacerle corresponder un torneo 7(J)
asf:

Dada una ecci J, podemos hacerle corresponder un torneo 7 (.J) con n jugadores {1, ...,n} de tal forma

que si J(a;;) = a]

i;» entonces 7(J) es tal que parai < j
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(Z —)j = a’ij = \/—_laij) o) (’L (—] = CLéj = —\/—_laij).
La siguiente proposicién fue probada por Cohen y estudiada en [8].

Proposicién 2.1.4. (F(n),J,ds3) es (1,2)—simpléctica si, y solo si para todo 3—subtorneo transitivo

{1,4,k} de T(J) se tiene que: \ix, = \ij + Aji, donde i = j — k yi— k.

Teorema 5. Sea (F(n),J,dsy) una variedad bandera geométrica mazimal. La métrica dsy es (1,2)-

simpléctica si y solo si el torneo asociado T (J) es localmente transitivo.

Demostracion. La necesidad de la condicién para T (J) de ser localmente transitivo o libre de cono ya
fue probada en [2], ahora para probar la suficiencia se supone que 7 (J) es localmente transitivo. Dado
un vértice s en T (J), los subtorneos {7 (s) y {7 (s) son transitivos. Sean pues E;; la matriz de base
canénica y V;; = generadoc{E;;j} con V10 = @{Vi; : g;; = 1} y VO = &{V}; : &;; = —1}, para
determinar (d€2;1)"?) es necesario calcular dQ(X,Y,Z) con X,Y € V0 y Z € VO Si se supone que
X=FE;,Y=FEj;yZ=Ey coni<j<k.Se tienen dos casos:

1. El subtorneo determinado por i, 7, k estd contenido en 71 (s) o en 7 (s). En este caso se tiene
quet < j <k <s6b6s < i< j<ksepuede ver que existen A1, Mg, ..., A, tales que para i < j,
Aij = ch;ll Ak, si €55 = 1, utilizando la matriz de incidencia en la forma maximal escalonada,
ya que en este caso el 3—subtorneo determinado por i, j, k es transitivo por lo cual se eligen los

Ak = Apk—1), para k=1,...,n — 1.

2. El subtorneo determinado por i,j,k no estd contenido en 7 (s) o en T (s). En este caso se
tiene que ¢ < j < s < k y puede verse que existen A1, Ag,..., A, tales que para ¢ < j, A\j; =
An + Ef;ll Ak + EZ;; i utilizando induccién sobre el nimero ¢ de —1s en el extremo superior
derecho de la matriz de incidencia de T (J) y siguiendo en forma de zig zag, se cuentan los —1s,
empezando con el primer —1 superior derecho. Si la matriz de incidencia tiene un tinico —1 entonces
este esta en la posiciéon 1n y eligiendo A\, = A1, tenemos que A\, = q — Zzz; Ai. Por la forma
de la matriz de incidencia es posible suponer que la m—ésima entrada —1 esta en la posicién j,,
para algin s < j < n, esto es, €;, = —1, entonces €(;_1), = —1, lo cual implica que el 3-subtorneo
formado por los vértices j — 1, j y n es transitivo. Asi e;_1); = 1y A\jn = Aj—1)n +A(j—1);- Ahora,
aplicamos la hipé6tesis de induccion, es decir, suponemos que el teorema es cierto para todo ¢t < m.

Entonces

Ajn = AG—1)n +AG-1);

n=1
=q- Z A+ A1

k=j=1
=q— )\j—l — )\k — .. — )\n—l + )\j—l
:q_)\j_---_)\nfl

n—1
=q-) A

k=j
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2.2.  f— Estructuras (1,2)-Admisibles

Aqui se tratan las f-estructuras (1,2)-admisibles en la variedad bandera maximalF (n) asociada al lge-
bra de Lie sl(n,C), es decir la variedad bandera maximal asociada a algebras de tipo A,,, donde Ejy,
j#kyE;;— Ew, j <k es una base para sl(n,C) y b es la subalgebra de matrices diagonales, q
es generada por las matrices Aj, = Ej, — Ex; ¥ Sji = i(Eji + Ey;). Las f-estructuras invariantes F
sobre F(n), estan en correspondencia 1 : 1 con los digrafos (torneos no necesariamente completos) de
n-vértices mediante la matriz de incidencia del digrafo.

Para F(n) el sistema de raices IT = {(j,k) : 1 < j,k < n,j # k} donde las raices opuestas {«, —a}
corresponden a pares {(j, k), (k,7)}. Una f-estructura invariante estd determinada por sus valores en
II*, los cuales ordenados dan lugar a la matriz ¢ = (£;x)n xn, tal matriz puede identificarse con la matriz
de incidencia de algun digrafo G = (V, E) con V = {1,...,n} el conjunto de vértices y E el conjunto de
flechas de tal forma que: F(E;) = ic ;i Ej,, entonces G(F) es tal que para j < k

j—)k<:>€jk:1
jkeepp=-1
je k& e =0.

Puede entonces verse que existe una correspondencia biunivoca entre f-estructuras invariantes sobre
F(n) y los digrafos de n vértices.

Para métricas invariantes A = {)\;;} en (F(n), F) se identifica cada \;; con un peso po-sitivo definido
sobre la flecha jk, del digrafo G.

Ejemplo. Consideremos

En este caso,

0 a b
q="T(F(3)) ) = { — 0 ¢ :a,b,cé@}
b —¢ 0
Tomemos la siguiente f-estructura sobre F(3)
0 b 0 da b
—a 0 c¢|—|zw@ 0 0
b —¢ 0 —ib 0 0

Como el elemento (1,2) de la matriz fue multiplicado por /1, el digrafo correspondiente tiene una
flecha que va de 1 para 2; el digrafo tiene una flecha que va de 1 hacia 3 ya que el elemento (1, 3) fue
multiplicado por /—1. Como el elemento (2, 3) fue multiplicado por 0, entonces el digrafo no contiene
flecha ligando a 2 y 3. A continuacion se muestra el digrafo asociado a esta f—estructura.
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Figura 2.1: Digrafo del Ejemplo

Segun Black, las condiciones para que (F(n), A, F) sea (1,2)—simpléctica estan determinadas por las
condiciones:

Sik—j,k =1, kentonces Aji, = A, (2.1)
Sij— k0l —k,j lentonces Aji, = A, (2.2)
Sik —j,5 =1,k lentonces Aip = Aji + A\ji. (2.3)

Como se ilustra a continuacion. Es preciso caracterizar los digrafos G = (V, E) que admiten pesos

A = )\|k )\|k: )\lj +)\jk

Figura 2.2: Condiciones de la Métrica

positivos A = (\;;) los cuales satisfagan las condiciones de Black, para caracterizar las f-estructuras
invariantes en F(n) que admiten métricas (1, 2)—simplécticas, es decir, cuando f es (1,2)—admisible.

2.3. Los casos F(2), F(3), F(4)

A continuacion se muestran las clases de isomorfismos de f—estructuras invariantes en F(n). Para
n = 2,3 todas las clases son (1, 2)—admisibles.
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(1) )

(0,0) 0,1)

Figura 2.3: Clases de Isomorfismos para n = 2

En el caso de F(3) existen 7 clases de isomorfismos de f—estructuras invariantes (ver la Figura 2.4).
La métrica Cartan-Killing, A;; = 1 es (1, 2)—simpléctica para todas las f—estructuras de la Figura 2.4y
las primeras 6 de la Figura 2.5, la clase 7 corresponde a ecci integrables, es decir Kahler, y por lo tanto
es (1,2)—admisible. En F(4) existen 42 clases de isomorfismos de f—estructuras invariantes (ver las
Figuras 2.4, 2.5y 2.6), solo las 36 que aparecen en 2.5y 2.6 son (1, 2)—admisibles, donde las (1), (2),
(3), (6), (7), (15)y (25) son trivialmente (1, 2)—admisibles ya que se cumplen las condiciones de Black.
Las 29 clases (8)—(14), (16)—(24) y (26)—(36) junto con las métricas que admiten seran posteriormente
estudiadas.

Las clases de la figura(37)-(42) no son (1,2)—admisibles. Las dos primeras fueron ana-lizadas por
Cohen y Paredes. En la clase 39, se tiene que A1z = A2 + Aas, Aoz = Aog + Ass Y A1z = 34 de donde
A12 + A2g = 0y que de acuerdo con las condiciones de la métrica A es absurdo.

@ 2) ©) 4)
(0,0,0) . (0,0,1) “ (0,1,1) (0,1,1)
(5) (6) 7)
(0,0,2) (1,1,1) (0,1,2)

Figura 2.4: Clases de Isomorfismos para n = 3
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En la clase 40, Aa3 = A\13 + A12, A34 = A2z + Aag Y A\13 = A34 de donde Ai5 + Aoy = 0, absurdo de acuerdo
con las condiciones de A. En el caso 41, A\13 = A2 + A23, A34 = A3 = A23 de donde A2 = 0 lo cual es
absurdo. Para el caso 42 A2z = A3 + A2, A34 = A13 = Aoz de donde A\ = 0y es absurdo.
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D) @) (3)) D
(0,0,0,0) (0,0,0,1) (0,0,1,1) (0,0,0,2)
(5)) (6) Q\ ;(\
(0,0,1,1) (0,0,1,1) (0,1,1,1) (0,1,1,1)
Z\ ) % : x
(0,0,1,2) (0,0,1,2) (0,0,0,3) (0,1,1,1)
; (14) (15) (16)
(0,0,1,2) (0,1,1,1) (0,1,1,1) (0,0,1,2)
(0,0,2,2) (0,1,1,2) (0,1,1,2) (0,1,1,2)

Figura 2.5: Clases de Isomorfismos para n = 4
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(21)

)
A
)

(22)

(0,1,1,2)

0,1,1,2)

(23)

—
N
I
=

w

oo

(1,1,1,1)

(0,0,2,2)

(25)

>
-
-

(26)

(1,1,1,1)

0,1,1,2)

(27)

~
|
:§ (o]
~

0,1,1,2)

(1,11,2)

(29)

™
s
)
)~

(30)

(0,0,2,3)

(0,1,2,2)

(31)

(32)

(0,1,2,2)

(0,1,2,2)

=
)
>

(34)

(1,1,1,2)

(1,1,1,2)

(39)

—~
w
:i (*2)
~

(1,1,2,2)

(0,1,2,3)

Figura 2.6: Clases de Isomorfismos para n = 4
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(37) (39) (41)

(1,1,1,3) 0,2,2,2) (0,1,1,3)

(38) (40) (42)

0.1,2,2) (0,0,1,3) (0,1,1,2)

Figura 2.7: Clases de Isomorfismos para n = 4

2.4. f-Estructuras Localmente Transitivas

Definicién 20. Un digrafo G := (V, E) se dice:

1. trivial, st la cardinalidad del conjunto E es cero.

2

2. transitivo, si para todo i, j, k € V,tal que i — j yj — k=1 — k, es decir, la relacion ” — 7 es

transitiva,
3. relativamente conexo si para todo i,j,k € V ,tal que t = j implica t <>k 6 j < k

Definicién 21. Un digrafo G = (V, E)es localmente transitivo si para cualquier v € V' cada uno de los
conguntos G,(v) y Gy(v), (Gp(v) ={w € V :vw € E} y Gy(v) ={w € V : wv € V} es transitivo y

relativamente conexo.

Si se identifica la f-estructura F con su digrafo asociado G, se dice que F es localmente transitiva si su
digrafo asociado es localmente transitivo. De esta definicién se obtienen las siguientes conclusiones:

1. Transitividad local significa que el digrafo G,(v), G,(v) omite los 4-subdigrafos que tienen un 3-
ciclo conado.

2. En el caso no completo, la Definicion 21 permite que algunos de estos subdigrafos, por ejemplo
G,(v), pueda ser trivial y relativamente conexo.

3. Simax {|G,(v)],]G,(v)|} <2 Vv €V, entonces G es localmente transitivo.

En F(3), las siete clases de isomorfismos de f-estructuras invariantes son todas localmente transitivas
y sus digrafos asociados a ellas también lo son.
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Para F(4), de las 42 clases de isomorfismos de f- estructuras invariantes, solo las 36 de la Figura 2.5y
2.6 ya mencionadas son localmente transitivas. Un digrafo no localmente transitivo, tiene un ganador 6
un perdedor pero no ambos. Si se omite el ganador o perdedor, el subdigrafo corresponde a un 3—ciclo.

Lema 3. Un digrafo G es localmente transitivo, si y solo si, cada 4—subdigrafo de G es localmente

transitivo.

Demostracion. Ya se tiene que si G es localmente transitivo entonces cualquier subdigrafo de G es lo-
calmente transitivo, solo falta demostrar el teorema en la otra direcciéon. Supongamos que G no lo es,

entonces se tienen los dos casos:

1. Supongamos que existe v € V tal que uno de los dos conjuntos G,4(v), Gp(v) no es transitivo,
entonces existen j,k,l € V tal que jk, kl € V pero jl ¢ E y por lo tanto sea que lj pertenezca o
no a E, el 4-subdigrafo de G con vértices {v, j, k, [} corresponde a uno de los tres primeros digrafos

de la Figura 2.7 y por lo tanto no es localmente transitivo.

2. Ahora partamos de suponer la existencia de v € V tal que uno de los dos conjuntos Gp(v), G,(v) no
es relativamente conexo es decir cada uno de los conjuntos contienen 7,1,k € V tales que jk € E
mas jl, kl,1j,lk ¢ E. En este caso el 4—subdigrafo con vértices {v, j, k, 1} corresponde a uno de los

tres ultimos digrafos de la Figura 2.7. Por lo tanto no es localmente transitivo. |

Para digrafos completos, la f-estructura invariante asociada es una estructura casi compleja invariante.
De los seis 4-digrafos no localmente transitivos de la Figura 2.7 exactamente dos son completos, los
gue contienen un 3-ciclo y un ganador é perdedor, llamados conados. El lema anterior garantiza por
tanto que G es localmente transitivo si y solamente si es libre de cono.

2.5. Digrafos Completamente No Transitivos

A continuacion caracterizaremos la forma de las métricas (1, 2)—simplécticas sobre una clase especial
de grafos que en este caso se llamaran completamente no transitivos.

Definicién 22. (i) Un tridngulo transitivo es un digrafo completo transitivo G = (V4, E¢) con |V¢| = 3.
Dados V; = {u,v,w} y E = {uww,vw,uw} se llamard a cada uno de los uv,vw lados y a uw base del
digrafo G

(i) Un digrafo G' = (V, E’) se dice completamente no transitivo (CNT) si G' no contiene tridngulos

transitivos

De hecho un digrafo CNT es localmente transitivo y los conjuntos G/ (v), G, (v) son triviales en el sen-
tido de la Definicion 20 y el digrafo es libre de cono, ya que, cada 4-subdigrafo conado contiene un
triangulo transitivo. Por otra parte la métrica Cartan Killing A = 1 satisface las dos primeras condi-
ciones dadas por Black y dado que la tercera se cumple vaciamente debido a la ausencia de tridngu-
los transitivos, puede afirmarse que tal métrica es (1, 2)—simpléctica. Un digrafo CNT admite métricas
(1,2)—simplecticas no constantes ademas de la métrica de Cartan y en un digrafo G’ la métrica de
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Cartan Killing es (1,2)—simpléctica si y solo si el digrafo es CNT.

Para finalizar se vera a continuacion el lema de remocién de flechas el cual permite reducir un digrafo
G a un digrafo asociado G’ CNT.

Lema 4. Sea G = (V,E) un digrafo localmente transitivo que no es CNT, entonces E contiene por
lo menos una flecha e, la cual es una base mas no es un lado. Consecuentemente, cada 4—subdigrafo
G~ = (V,E\{e}) es localmente transitivo.

Demostracion. Sea G, = (Vi, E,) un subdigrafo de G completo maximal transitivo y |Vi| > 3. La hip6tesis
garantiza la existencia de por lo menos uno de esos digrafos. Entonces G, posee una unica base e € E,
que no es un lado. Se ve que G, es isomorfo al torneo canénico. El vector placar de G, es (0,1,2,...,r —1)
con Vi, = {1,2,...,r}. G, tiene una flecha que conecta ganador y perdedor, por ejemplo ey, que es la
Unica flecha que es base en cualquier tridangulo de G, en la que ella aparezca. Por tanto la flecha ey, es
una base en G. Se afirma que ej, no puede ser lado de algin tridngulo transitivo de G. Si se supone lo
contrario, es decir, que tal tridngulo G; = (V;, E}) existe, puede verse que V; ¢ V, ya que no es un lado de
G... Luego el subdigrafo G* de G soportado sobre V, U V? contiene estrictamente G,. Transitividad local
de G implica que G* es nuevamente completo y transitivo. De hecho en G;, V; = {1,r,t}, t > r. Para
cada v € V, se considera el 4-subdigrafo de G* soportado sobre los vértices 1,¢,r,v como G es localmente
transitivo, necesariamente debe existir la flecha vt, caso contrario seria un 4-subdigrafo de los seis de la
Figura 2.7. Luego el placar en cada vértice de V., aumenta en 1. Por lo anterior el vector placar de de
G* es (0,1,...,7) lo que implica que G* es completo y transitivo lo cual contradice la maximalidad de G..
Para demostrar que G es localmente transitivo utilizando el lema anterior es suficiente mostrar que cada
4-subdigrafo QN de QA es localmente transitivo. Si € no es un lado de 5 es evidente la demostracién dado
que G es subdigrafo de G. En el caso contrario, asumiendo que e = uw con u, w vértices de G. Al suponer
que G no es locamente transitivo y de acuerdo con la Figura 2.7, G contiene un ganador 6 un perdedor,
v. Dado que e no esta en §, u # v, w. En cualquiera de los dos casos, v sea ganador é perdedor, es un
lado del tridngulo no transitivo {v,u, w} lo cual es imposible por la primera parte del lema. Se concluye
a partir del lema anterior que cualquier f— estructura invariante sobre F(n) es localmente transitiva si y
solo si es (1,2)—admisible. |

Teorema 6. El digrafo G = (V, E) admite métricas (1,2)—simplécticas si y solamente si es localmente

transitivo.

Demostracion. De acuerdo con la definicién de estructuras localmente transitivas puede afirmarse que
paran < 4, G es siempre localmente transitivo. Para n = 4, se verifica teniendo en cuenta los digrafos de
las figuras y las f—estructuras (1, 2)-admisibles en A3. Supongamos que n > 4.

Si G admite métricas (1, 2)—simplécticas, entonces por restriccion, cada 4—subdigrafo de G es (1, 2)—admisible
y por lo tanto localmente transitivo. Asi por el lema anterior G es localmente transitivo. Ahora se supone
que G es localmente transitivo. Por induccién: Si G es CNT y segun la anterior seccion existen métri-
cas (1,2)—simplécticas, de lo contrario se siguen removiendo secuencialmente bases ey, k = 1,...,r de

G = (V,E) y asi se obtiene una secuencia de digrafos G, = (V, E) localmente transitivos. El proceso

termina cuando no quedan mas tridngulos transitivos, es decir, cuando §k = (V, E) es CNT, para algiun
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k. Por la hipétesisi de induccién, cada @c admite métricas (1, 2)—simplécticas. Ahora se extiende en forma
inversa la remocién de bases a la métrica sobre G_., definiendo A., = Az + )3, donde €'y 2 son los lados
correspondientes a la base ey. Esta es la tinica extensién para la cual A es (1,2)—simpléctica sobre el
tridngulo tratado, por lo tanto esta es la tnica extensién que debe ser (1,2)—simpléctica para todo G.

Ahora se muestra en dos pasos que de hecho es (1,2)—simpléctica.

= Paso 1. La extension estd bien definida, esto es, asuma que e = uw es simultdneamente base para

dos tridngulos transitivos,{uv, vw,uw} y {uz, zw,uw}, teniendo en cuenta que

{u,v,w,z} C V. Lo que se debe mostrar a priori es
)\uz + Azw - )\u'u + A'uu) (24)

Se consideran dos casos; si v <+ z, y se asume que v — z. En este caso por la tercera condicién de
Black, es decir (2.3), se tiene que Ay, = Ayz — Aup ¥ Avz = Ay — Ay implicando (2.4). En el caso

contrario por (2.1) y (2.2) se tiene que Ay, = Auz, Apw = Azy 10 cual implica nuevamente (2.4).

= Paso 2. Veamos ahora que la métrica extendida es (1,2)—simpléctica. Cada conflicto con ((2.1)
- (2.3)) podria relacionarse con una flecha removida e, ya que G~ por hipétesis satisface estas
restricciones. Por el lema 4, e no es un lado de G por lo tanto cualquier conflicto con (2.3) es del

tipo ya discutido en el paso 1.

Un conflicto con (2.1) implica que A, # A, donde se dice que e = uw y ¢ = tw. Esto puede ocurrir solo
si t «» u. De la relacién entre v y ¢t puede verse en forma independiente que G y G no pueden ser ambos
localmente transitivos dado que uno de los dos contiene uno de los digrafos no localmente transitivos
que aparecen en la Figura 2.7, lo cual contradice nuestras hipétesis. Un conflicto con (2.2) produce una

contradiccién semejante y de esta manera se completa la demostracién. |



CAPITULO 3

F—VARIEDAD BANDERA MAXIMAL
ASOCIADA A ALGEBRAS DE LIE DE
TIPO C;

En este capitulo se veréa la equivalencia entre (1, 2)—admisible y localmente transitiva para una variedad
bandera maximal asociada a &lgebras de Lie de rango 3 dotada de una f-estructura invariante y su
métrica. Se precisa en algebras de Lie de dimension finita del tipo C;.

3.1. Algebra del tipo C},] > 3

Un representante de este tipo es el algebra sp(l) que se construye de la siguiente forma. Sea J una
matriz antisimétrica de tamafio 2! x 2/ escrita en bloques de tamafio [ x [, con

g 0 -1
Iy 0

donde 1 representa la identidad de tamafio [ x [ y 0 la matriz nula. Esta matriz define una forma bilineal
antisimétrica no degenerada, es decir simpléctica, w € K?' dada por

w(z,y) =ytJr x,y € K2,
El &lgebra sp(l) es el algebra de matrices de tamafio 2/ x 2/ que son antisimétricas en relacion a w:
sp(l) = {A esl(2]): AJ + JA* =0}.

Esta algebra es semisimple. Escribiendo una matriz de tamafo 2/ x 2/ en bloques de tamafio [ x I,
A € sp(l) siy solo si A es de la forma:

43
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=0 L)
v —a

con By v matrices de tamafio [ x [ simétricas. La subalgebra b de las matrices diagonales en sp(l) es
de Cartan. Los elementos de la subélgebra de Cartan H € sp(l) son de la forma:

(1)

Es decir de acuerdo con la definicion del primer capitulo satisface la condicion [A, H] € §, vedmoslo:

A_(a ﬂ)(A o)_(m —ﬂA)
v —at 0 —A YA afA

AZ(A 0><a ﬁ>:<Aa Aﬁ)
0 —A v —at —Ay Aot

al — Aa —BA—Ap ch
YA+ Ay ofA— Aot

entonces,
[A,H] = AH — HA = <

A = diag{ay, ...,a;}, €s una matriz diagonal ! x [ arbitraria. Si « es una raiz a(H) es una diferencia de
autovalores de H y por lo tanto es de la forma +a; + a;. Ahora, £2a; es autovalor de ad(H) ya que oy
£ son matrices simétricas y por lo tanto pueden tener entradas no nulas a lo largo de sus diagonales.
De esta forma los espacios de raices estan dados asi:

1. X\i — Aj, i # j, el espacio de raices dado por las matrices «,5,y tal que 8 = v =0y «a es una
matriz [ x [ cuya Unica entrada no nula esta en i,j.

2. X\ + ), el espacio de raices dado por a = = 0y  con entradas no nulas en (3, j) y (4, 1).
3. —(M\i + ;) el espacio de raices dado por o« = 5 = 0y y con entradas no nulas en i,j y j,i.
Un sistema simple de raices esta dado por
=4 = Ao, o1 — AL 20 )
cuyo nimero de elementos es la dimensién de b y
L= XN=N— )+ +XNo1—A)sii<jy
2. NiFA =N =) F200 — o) 20 sii < g

Las raices positivas son \; — \;, i < jy A; + A;, @ # j. La forma de Cartan-Killing esta dada por
l
(H,H) =3 (a; —a;)* + > (a; +a;)* +8 3 af,
i#] i#] i=1

es decir
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(H,H) =23 (a} 4 a3) +8Za2

i#]
(H,H) =43 (a} 4 a3) +8Za2
1<j
Y dado que
(e} +al)=(1-1)a
i<j | i
entonces,

(HH)=4(1-1) Y o

i=1

Por polarizacion,
l
(H,H') =4(1-1) }_ aia;.
=1
Los espacios H,, de las raices estan dados por A, con

AM—A;‘ ———diag{o0, .. .,—1]-,...,0}

(l+1)

——diag {0, .. L, 0 i # g

1
Axieas = 4(1+1)

= (diag{o0, ..., 1;,...,0}

Esas expresiones muestran que el diagrama de Dynkin de ¥ es C! (y por tanto conexo y el algebra es
simple) con 2, la raiz del complemento mayor, pues

4 1
2(0+1)2 (1+1)

(20, 20) = 4(1 + 1)

2 1
42(1+1)2  2(+1)

</\z — )\1‘+1, N — /\i+1> = 4(l + 1)

Paral < 2, sp(l) es isomorfa a so(2]+ 1) ya que los diagramas coinciden como podemos apreciar y sp(l)
es una representante de las algebras CI.

O o@

aq Q2 Q3 ap—1 (&%)
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3.2. Transitividad Local General

Vamos a generalizar las propiedades libre de cono y transitividad local en las variedades bandera gen-
erales dotadas con una f-estructura invariante, conservando la expresion "localmente transitivo”, en
una definicion de esta propiedad:

Definicién 23. Sea F = {e4 }aen una f-estructura invariante. Sea la cuadrupla
Q :={«a,8,7,0} CII, con a, B,7v,6 =0 un conjunto sin pares de raices opuestas o iguales.

(i) Decimos que una tripla de raices {(u +v),wi,w2} es extraida de Q por u,v si

{U,U,W1,W2} = {a7ﬁ7’71 6}

(i1) Decimos que F es localmente transitiva si el conjunto formado por las {0, 3,0} —triplas y {1, 2,0} —triplas

y {2,1,0}—triplas extraidas de Q tienen cardinalidad distinta de 1.

Esta definicidn coincide con la definicién libre de cono dada en [3] para una variedad bandera maximal y
se tiene en cuenta igualmente la condicion que las cuadruplas no contengan raices opuestas 6 iguales.
De esta manera , si

(i) B = —a. Entonces § = —v, y las triplas extraidas de @ son, {a + v — o, —}, {a — v, —a,7},
{—a+v,a,—7}, {—a — v,a,v}. Se supone por ejemplo que {« + v, —«a, —7} es una {0, 3,0}—tripla
6 {1,2,0}—tripla 6 {2,1,0}—tripla entonces {—a — =, a,~} seria una {0,3,0}—tripla 6 {2,1,0}—tripla 6
{1, 2,0} —tripla respectivamente. Es facil ver que en este caso, este tipo de triplas aparece en pares.

(i) Si @« = B, como 2a y § + v = —2« no pueden ser raices, las posibles triplas extraidas de @ son
{a,a+0,7} {a, 0, v+ 7} {a,a+ 6,7}y {a,d,a+~} y una vez més se satisface la condicion localmente
transitivo.

La definicién general de localmente transitivo se basa en lo que sucede para el caso A4,, veamoOs como
refuerza este hecho la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.1. En la variedad bandera mazimal asociada a A,_1 = sl(n,C), una f—estructura
invariante es localmente transitiva en el sentido de la definicion 23 si, y solamente si, cada 4-subdigrafo

del digrafo asociado no es uno de los seis digrafos de la figura 2,7.

Demostracion. Sean F una f—estructura invariante y G(F) su digrafo correspondiente, suponga que F
es localmente transitiva en el sentido de la definicién 23.

Sea {3, j, k, 1}, un 4—subdigrafo de G(F) y considere el conjunto de las raices

p = {auj, ajk, ap, o} C 11 con oy + oy + apr + gy = 0. Si F |, es una estructura casicompleja
invariante y sabiendo que {i,7,k,l} no es un cono entonces {i,7j,k,l} no es uno de los seis digrafos
de la figura 2,7. Caso contrario de que ¢ = {;, ajk, arr, i} extraimos cuatro triplas {ok, o, us },
{aji, aui, iz}, {akis aig, e by {ouj, ok, ar . Cada una de estas triplas corresponde a un 3—subdigrafo,
esto es, {aik, ok, ag;} el asociado a {i, k,l}. Dado que el nimero de triplas del tipo {1,2,0} y {2,1,0}
extraidas de ¢ debe ser diferente de 1, {4, j, k, 1} es distinto de los ultimos cuatro digrafos en 2,7.

Para demostrar el reciproco, un conjunto de cuatro raices @ = {«,3,7,0} con a+ 8+~ +J = 0 que

no contiene pares de raices opuestas o iguales, tiene la forma {a;;, ajk, ag, i} para 1 < i,5,k,1<ny
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como el subdigrafo asociado es diferente de los seis 4—digrafos de la figura 2,7 entonces la cardinalidad
del conjunto de triplas extraidas de p del tipo {0, 3,0}, {1,2,0} v {2,1,0} es diferente de 1. Repitiendo

el argumento anterior tenemos generalizada la condicién localmente transitivo. |

Teorema 7. Una condicion necesaria para (Fo, F©,A®) sea (1,2)—simpléctica es que F© sea localmente

transitiva en el sentido de la definicion 23.

Demostracion. Recordemos que d? = 0 y haciendo los respectivos célculos en d?Q®(X,, Xz, X5, Xs)
tenemos las tnicas cuadruplas {a, 8,7,0} C II\(©) a tener en cuenta son las que satisfacen la condicién
a+B8+v+6=0,con {a,fB,7,06} ¢ q%. Asi como en el caso de las estructuras casicomplejas, tenemos

los siguientes 6 términos:

L +ima,pgmy 5(e0, sAey 5 +€9AT +9A7),

2. —z'mgﬂm(;,a(ag)\g + ESJJF,Y)\?JF,Y + 6?)\5@),
3. +imey sma, QNS + E?+5/\?+5 + ES/\?),
4. —img,sma (SN + 6?+5/\?+5 +e929),

5. —iMamps(EGAG + 91 A0, +E5AF),

6. —ima,smp(EGAG + €8 sAe1 s +9A9),

Sea @ ={a,B8,7,0} € g% una cuadrupla de raices tal que a+B+7+3d = 0. De los anteriores seis términos,
los que corresponden a {1,2}—triplas, es decir, los términos correspondientes a las {0,1,2}—triplas y
{1,1, 1}—triplas extraidas de @, son cero si (Fg, F®,A®) es (1,2)—simpléctica. De la misma forma para
que d?Q® sea cero no existe una métrica A® tal que al extraer exactamente una tripla ya sea, {1,2,0}
6 {2,1,0} 6 {0, 3,0}, los términos definidos arriba son cero. Si R es el conjunto de las raices que aparecen
en las triplas extraidas de @ y F |g es una estructura casi compleja invariante, de acuerdo con lo estudiado

en [3] es imposible extraer exactamente una {0, 3,0} —tripla. |

3.3. El caso de la f—variedad bandera maximal (F, F A)
asociada al algebra de Lie C}

El sistema positivo de raices de C5 es IIT = LU S, donde L = {+2¢;,1 <i < 3}y
S={eitej:1<i<j<3}cone;1<i<3, elementos de la base canonica de R? son los conjuntos
de raices largas y cortas respectivamente. El conjunto S es isomorfo al sistema de raices de A3 de la
siguiente forma:

Sean ¥4, = {e1 — ea,e3 — e3,e3 — e4} €l sistema simple de raices para A3 con e;, 1 < i < 4 elementos
en la base canodnica de R*, y Xg = {e1 — ea,e2 — €3,e2 + €3} €l sistema simple de raices del generado
por S, aqui los e; con 1 < i < j < 3 son elementos en la base candnica de R3.

Establecemos el isomorfismo entre las raices positivas de Az y el conjunto S asi: a2 — ex — e3;

Q13 — €] —e3; Qa3 —> €1 — €2; (\14 — €1 + €3, Qiag — €1 + €3, 34 — ez +e3, CoN ¢y ; en Hfgg Yy ei:I:ej ensS.
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Tal isomorfismo se demuestra verificando la igualdad de las matrices de Cartan para A3 y el generado
por las raices cortas en Cj3, digamos Cs..

<)‘iv /\j>
Sabemos que C;; =2
! <)‘j7)‘j>
(12, 003) = (€2 —e3,€1 —ea) = —1

(12, 034) = (€2 —€3,€2 +e3) =0
—1

(a3, au34) = (€1 — €2, €2 + €3)

2 -1 0
Como consecuencia la matriz de Cartan Cy, = -1 2 —1|=Cc,,

0o -1 2
Y de esta manera se verifica el isomorfismo.
Se concluye que Cj3 tiene inmerso un Az y por tanto para encontrar las f-estructuras localmente transi-
tivas en las variedades bandera asociadas a C3, solo falta establecer cuando esta propiedad se cumple
para las cuadruplas que incluyan raices largas, es decir de la forma +2e;.

Proposicion 3.3.1. Sea F una variedad bandera mazimal asociada a Cs con una f—estructura invariante

F. Entonces F es (1,2)-admisible si y solo si F es localmente transitiva.

Demostracion. Podemos asumir que la restriccién a las raices cortas F° de una f—estructura invariante
F localmente transitiva corresponde a uno de los digrafos de las figuras 2,5 y 2,6. Faltaria hallar para
qué valores de las raices largas F es localmente transitiva. Veamos ahora las cuadruplas que aparecen

en C3 que no son cuadruplas de raices cortas. A menos de cambio de signo son las siguientes 18 cuadruplas.

Q1= {—2e1,e1 —ea,e1 +e3,e2 —e3} Q2 = {e2 —e3,e1 —e3, —(e1 + e2),2e3}

Q3 = {—2e2,e2 —e3,e1 +ez,e3 —e1} Q4 = {ea —e3,—(e1 +e3),e1 — e2,2e3}

Qs = {e1 —e2,e2 +e3,e1 —e3, —2e1} Qo = {—(e2 +e3),e1 —e3,—(e1 — e2), 2e3}
Q7 ={ea tes,e1 +e3,—(e1 +e2), —2e3} Qs = {e2+e3,e1 +e2,—(e1+e3), —2e1}

Qo = {e1 —e3,e1 +ea,e3 — €2, —2e1} Q10 = {e1 +e3,—(e2 +e3),e1 +ea, —2e1}
Q11 = {—(e1 —e2),e1 +e3,e2 —e3,—2e2} Q12 = {e1 — ez, —(e2 +e3), —(e1 — e3), —2e2}
Q13 = {e2 — e3,e2 — €3, —2e2, 2e3} Q11 = {e1 — ez,e1 — €2, —2e1, —2e2}

Q15 = {e2 + e3,e2 + €3, —2e2, —2e3} Q16 = {e1 — e3,e1 — e3,—2e1,2ea}

Q17 = {e1 + e3,e1 + e3, —2e1, —2e3} Q18 = {e1 +e2,e1 + €2, —2e2, —2¢1 }

Al analizar las triplas extraidas de cada cuadrupla notamos que las cuadruplas Q13, @14, Q15, @16,

@17, Q15 son excluidas por la definicién 23. Las triplas extraidas de las cuadruplas restantes son:
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Qs

BY
I

Q7

Qo

Qu =

Retomando el concepto de grafo intersecciéon y teniendo en cuenta que dado un sistema de raices, se
define el grafo interseccién asociado como G = G(S) donde S es el conjunto de todas las triplas de
raices de suma cero, y tenemos en cuenta que cada tripla corresponde a un vértice del cubo, ya que cada
cuadrupla contiene exactamente cuatro triplas, entonces cada cuadrupla representa una cara del cubo.

Para el caso de Cs la representacion de las cuadruplas que no corresponden a raices cortas se lustra en

{e1 —e3,e1 + e3,—2e1}
{e1 + ea,e1 — €2, —2¢1}
{—(e1 +e2),e2 —e3,e1 +e3}
{—(e1 —e3),e2 —e3,e1 —ea}

{e1 + e2),—(e1 —e2), —2e2}

{—(e2+e3),e1 +e2,—(e1—e3)}

{ea + e3,e2 — e3,—2es}
{e1 — ez e —e3,—(e1 —€3)}
{e1 +e3,e1 —e3,—2e1}
{—(e1+e2),e2 +e3,e1 —e3}
{e1+ e2,e1 — ez, —2e1}
{—(e1 +e3),e1 —ea,e2 +e3}
{—(e1 —e3),e1 + e3, —2es}
{ea —e3,e1 +e3,—(e1 +e2)}
{—(e2 —e3),e2 + €3, —2e3}
{e1 —e3),ea +e3,—(e1 +e2)}
{e1 —ea),e1 + €2, —2e1}

{—(e1+es),e1 +e2,—(e2 —e3)}

{e1+e3,e1 —e3, —2e;}

{e1 —es3, —(ea —e3), —(e1 —e2)}

{e1 + e2),—(e1 —e3), —2e3}

{—(e2 +e3),—(e1 —e2),e1 +e3}

{ea+e3,e2 — €3, —2€2}

{e2 —e3),e1 +e3,—(e1 +e2)}

las figuras 3.1 y 3.2:

Q2 =

Q1=

Qs =

Qo =

Q2 =

{e1 +e3,e0 —e3,—(e1 +e2)}
{e1 —e3,—(e1 +e2),e2 +e3}

{ea+e3,—(e1 +e3),e1 —ea}

{

{

{

{

{—(61 + 63), €1 — €3, 263}
{—(62 + 63), €2 — €3, 263}

{e1 —e3,—(e1 +e3),2e3}

{—(e2+e3),e2 —e3,2e3}

—(e1—e3),e1 —e2,e2 — ez}
{—(e1 + e3),e1 —e3,2e3}

—(ea —e3),e1 —e3,—(e1 —ea)}
{ea — ez, —(e2 + €3),2e3}

—(e2+e3),e1 +e3,—(e1 —ea)}
{—(e1 —e2),e1 + €2, —2es}

—( ez, —(e1 +e3)}
{ea —e3,ea + e3,—2es}

{e1 —ea,e2 +e3,—(e1 +e3)}

{e1 —e2,e1 + €2, —2e1}

ez +e3), e —

{—(e1—e3),e1 +e2,—(ea+e3)}

{e1 +e3,e1 —e3,—2e1}

{—(e1 —e2),e1 +e3,—(ea +e3)}

{—(e2 —e3),—(e2+e3),—(e1 —e3)}
{e1+ea,—(ea+e3),—(e1 —e3)}

{—(61 + 62), €1 — €2, 262}

{e1 —e2,e0 —e3,—(e1 —e3)}
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1-2
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1+3
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2-1
2 +1
-1-3

2-3
1-2 2
3-2
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-1-3 -3-2
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Figura 3.1: Grafos Interseccién en Cj

2-3
+3 2
-1-3
B2 43 3+2 31
3-2
1 -3
1+3

Figura 3.2: Grafos Interseccion en Cj
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A menos de signos las tripla que aparecen en C3 son:

{e2 —e3),e1+e3,—(e1 +e2)}  {ea—es,e1 — ez, —(e1 —e3)}
{e1 —ea,ea+e3,—(e1 +€3)} {e1 —e3),ea+e3,—(e1 +e2)}

{ea —e3,e2 + €3, —2es} {e1€2),e1 + €2, —2e1}
{e1 —e3,e1 +e3,—2e1} {e1 +eq,e1 — €2, —2e1}
{61 —83,—(81 —|—€3),283} {—(82+83),€2 —63,283}

Al hacer los célculos observamos que cualquier f-estructura que no es localmente transitiva tampoco
es (1,2)—admisible. [

3.4. f-estructuras (1,2)—admisibles en F asociada a Cj

A continuacién veremos como lemas las f—estructuras invariantes localmente transitivas definidas en
la variedad bandera maximal asociada a Cs cuyas demostraciones se desa-rrollan para las cuadruplas
donde no se cumple la condicién localmente transitiva, ya que para los demas basta con verficar que
todas las cuadruplas la cumplen. En el caso C5 el valor de la f-estructura invariante F en las raices
largas es independientes de las demds. Se verifican los valores admitidos por 2., viendo que se cumpla
la condicion (i7) de la definicion 23 en las cuddruplas Q1, @5, Q9 Y Q10; para ea.,, €n las cuadruplas Qs,
Qs, Q11 Y Q12; asi mismo para ez, en las cuadruplas Q», Q4, Qs, Y Q7. Decimos que F€ corresponde
a la restriccién de F a las raices cortas de Cs.

Lema 5. Si FC corresponde a (1) - (7), (15), (23) y (25) en la Figura 2.5 y 2.6 F es localmente transitiva

para cualquier valor de 2e1,2es,2e3.

Lema 6. Si F¢ corresponde a (8) en la Figura 2.5, F no es localmente transitiva en los casos donde

E2e3 = —1.
Demostracion. Si e9., = —1, en @2, no se cumple la condicién (i¢) de la definicién 23. [

Lema 7. Si F€ corresponde a (9) en la Figura 2.5, F no es localmente transitiva en los casos donde

€2e; = —1 y €9e, = —1.
Demostracion. Si 2., = 1 en @3, no se cumple la condicién (i7) de la definicién 23 y si £9., = —1 en
Q12 no se cumple la condicién (ii) de la definicién 23. [

Lema 8. Si FC corresponde a (10) en la Figura 2.5, F no acepta ninguna f—estructura invariante

localmente transitiva.
Demostracion. Si eg., = 0,41 en Q4, no se cumple la condicién (i4) de la definicién 23. |

Lema 9. Si F¢ corresponde a (11) en la Figura 2.5, F, no es localmente transitiva en los casos donde

£9¢, = 1, cuando €3e, = —1 y cuando egc, = 1.

Demostracion. Si eg., = 1, en @1, no se cumple la condicién (i7) de la definicién 23, de la misma forma

para €., = —1 en Q3 y si €2, = 1 en @4, no se cumple la condicién (i7) de la definicién 23. [ |
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Lema 10. Si F¢ corresponde a (12) en la Figura 2.5 F€, no es localmente transitiva en los casos donde

8261 = 5262 = 5263 = 1

Demostracion. Si ez, =1 en Q1 no se cumple la condicién (i7) de la definicién 23, si e3., = 1 en @3 no
se cumple la condicién (i7) de la definicién 23 y si £9.,, = 1 en @7 no se cumple la condicién (i) de la
definicién 23. |

Lema 11. Si FC corresponde a (13) en la Figura 2.5, F€, no es localmente transitiva en los casos donde

E2ey — —1.
Demostracion. Si ez, = —1 en Q3 no se cumple la condicién (i7) de la definicién 23. [

Lema 12. Si FC corresponde a (14) en la Figura 2.5, F¢, no es localmente transitiva en los casos donde

E2ey = 1.
Demostracion. Si ez., =1 en Q3 no se cumple la condicién (i7) de la definicién 23. [

Lema 13. Si FC corresponde a (16) en la Figura 2.5, F€ no es localmente transitiva en los casos donde

€2¢1 — 1 Y E2e3 = 1.

Demostracion. Si 9., = 1 en @1, no se cumple la condicién (i7) de la definicién 23 y si e2., = 1 en @2,

tampoco se cumple tal condicién. |

Lema 14. Si F¢ corresponde a (17) en la Figura 2.5, F no acepta ninguna f—estructura invariante

localmente transitiva.
Demostracion. Si eg., = 0,41 en Q7, no se cumple la condicién (i7) de la definicién 23. |

Lema 15. Si FC corresponde a (18) en la Figura 2.5, F no acepta ninguna f—estructura invariante

localmente transitiva.
Demostracion. Si ez, = 0,+1 en Q2, no se cumple la condicién (i7) de la definicién 23. [

Lema 16. Si FC corresponde a (19) en la Figura 2.5, F©, no es localmente transitiva en los casos donde

€2¢; = 1 y €9¢, = 1.

Demostracion. Si ez, =1 en @1, no se cumple la condicién (i7) de la definicién 23, si e3., = £1 en Q7,

no se cumple la condicién (i¢) de la definicién 23. [

Lema 17. Si FC corresponde a (20) en la Figura 2.5, F©, no es localmente transitiva en los casos donde

€2¢, = 17 Y E2e¢3 = 1.

Demostracion. Si ez, =1 en Q1, no se cumple la condicién (i¢) de la definicién 23, y si e3., = 1 en Qa,

tampoco se cumple tal condicion. |

Lema 18. Si F¢ corresponde a (21) en la Figura 2.6 F€, no es localmente transitiva en los casos donde

€2¢; = 1, €2¢, =1 y €3¢, = 1.



Algebras de Lie de Rango 3 y del Tipo (| 53

Demostracion. Siege, =1 en Q1, no se cumple la condicién (i4) de la definicién 23, si e2., = 1 en Q3, no

se cumple la condicién (i¢) de la definicién 23 y si e3., = 1 en @2, tampoco se cumple tal condicién. W

Lema 19. Si FY corresponde a (22) en la Figura 2.6, F€ no es localmente transitiva en los casos donde

E2¢1 — :|:1, E2ey = -1 Y E2e3 = 1.

Demostracion. Siege, = £1 en @1, no se cumple la condicién (ii) de la definicién 23, si €., = —1 en @3,

no se cumple la condicién (i7) de la definicién 23 y si €9., = 1 en Q2, tampoco se cumple tal condicién. B

Lema 20. Si FC corresponde a (23) en la Figura 2.6, F no es localmente transitiva en los casos donde

€2e; = -1,y €2e3 = 1.
Demostracion. Siege, = —1 en @5, no se cumple la condicién (i7) de la definicién 23 y si g2, = 1 en Qa,
tampoco se cumple tal condicién. |

Lema 21. Si F¢ corresponde a (24) en la Figura 2.6, F no acepta ninguna f—estructura invariante

localmente transitiva.
Demostracion. Si eg., = 0,41 en @1, no se cumple la condicién (i¢) de la definicién 23. |

Lema 22. Si F¢ corresponde a (26) en la Figura 2.6, F no acepta ninguna f—estructura invariante

localmente transitiva.
Demostracion. Si e9., = 0,%1 en @11, no se cumple la condicién (ii) de la definicién 23. [ |

Lema 23. Si FC corresponde a (27) en la Figura 2.6, F no acepta ninguna f—estructura invariante

localmente transitiva.
Demostracion. Si eg., = 0,41 en @7, no se cumple la condicién (i¢) de la definicién 23. |

Lema 24. Si F¢ corresponde a (28) en la Figura 2.6, F no acepta ninguna f—estructura invariante

localmente transitiva.
Demostracion. Si eg., = 0,41 en @1, no se cumple la condicién (i¢) de la definicién 23. |

Lema 25. Si FC corresponde a (29) en la Figura 2.6, F€ no es localmente transitiva en los casos donde

€2e, = —1 Y €ge, =1 .
Demostracion. Si 3., = —1 en @3, no se cumple la condicién (i) de la definicién 23 y Si e9., = 1 en
4, no se cumple tal condicion. |

Lema 26. Si FC corresponde a (30) en la Figura 2.6, F no acepta ninguna f—estructura invariante

localmente transitiva.
Demostracion. Si eg., = 0,41 en @1, no se cumple la condicién (i¢) de la definicién 23. |

Lema 27. Si F¢ corresponde a (31) en la Figura 2.6, F no acepta ninguna f—estructura invariante

localmente transitiva.
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Demostracion. Si ez, = 0,%+1 en @5, no se cumple la condicién (i7) de la definicién 23. [

Lema 28. Si F¢ corresponde a (32) en la Figura 2.6, F no acepta ninguna f—estructura invariante

localmente transitiva.
Demostracion. Si ez, = 0,%+1 en Q1, no se cumple la condicién (ii) de la definicién 23. [

Lema 29. Si FC corresponde a (33) en la Figura 2.6, F€ no es localmente transitiva en los casos donde

€2e; = 17 E2ey = -1 Y E2e3 = 1.

Demostracion. Siege, = 1 en @1, no se cumple la condicién (i) de la definicién 23, Si 9., = —1 en @3,
no se cumple la condicién (i) de la definicidén 23, y si e9., = 1 en @4, tampoco se cumple tal condicidn.
[ |

3.5. Meétricas (1, 2)-simplécticas en I asociada a Cj

A partir de las f—estructuras invariantes (1,2)—admisibles en la variedad bandera ma-asociada a Cs
se presentan las métricas asociadas de la siguiente forma:

1. F¢ = (1), (2), (4) y (5) en la Figura 2.5 la métrica puede tomar cualquier valor excepto cuando
los autovalores e, , £2¢,, €2, NO son nulos. En este caso el valor de la métrica en esas raices
debe ser el mismo.

2. F¢ =(3) enlaFigura 2.5

E2¢1 — 0

a) e2., = €2¢, = 0,1, N0 hay restriccion para la métrica.

b) e2e, =1, €3¢, = —1, tenemos A, ., = A2, las demas no tienen restriccion.
C) €2¢, = —1, €2¢, = 1, tENEMOS A¢y_c, = A2, las demas no tienen restriccion.
€2¢1 — 1

a) €2¢, = €26, = 0, tENEMOS A¢) —ey = A2e,
b) e2e, =0, €26, = 1, t€NEMOS Ay ey = A2es Y Aey—es = A2e, las demds no tienen restriccion.

C) €2¢, =1, €3¢, = 1, tENEMOS A(, —c, = A2e,, las demas no tienen restriccion.

d) e2e, = 1, £9¢, = —1,tENEMOS M) ey = Aaes = Aa2e; Y Aey—es = A2e, , 12S demas no tienen
restriccion.
E2¢y — -1

a) e2., = €2¢, = 0, N0 hay restriccion para la métrica
D) €26, =0, €20, = 1, teNEMOS Ay —e; = A2es-

C) e2., = 1, €3¢, = %1, no hay restriccion para la métrica.
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d) e2e, = —1, €2, = —1,tENEMOS A¢)y (s = A2e; = A2e,, 1@S demas no tienen restriccion.
3. FY = (6) enla Figura 2.5

a) €2, =0
1) 2., = €2, = 0, NO hay restriccién para la métrica.
2) €9¢, =0, 89¢; = 1, Aej—ey, = A2, = 0, las demas no tienen restriccion.
3) €2e, =1, €265 = 1, Aey—en = A2e, = A2e, 0, las demas no tienen restriccion.
b) €2¢, = -1
1) 2., = €2, = 0, NO hay restriccién para la métrica.
2) €9¢, =0,89¢5 = 1, Aej—en = Aey—es = A2e, = 0, las demas no tienen restriccion.

3) €2ey = 11 €2e3 = 11 )\81782 - /\elfeg - )\261 - )\263 = )\262'
4. F° = (7)enlaFigura 2.5
a) Siege, =0,%1, €20, = €2¢, =0, SE tiENE QUE Aey—cy = Aeptes-
b) Siege, =0,£1, 9., =0, £2¢, = 1, SE tiENE QUE A2ey = Aey—es + Aegtes-
C) Siege, =0,%1,69., =0, g2, = —1, S€ tiene que A¢; ey, = Aoes-

d) Siege, =0,%1, 620, =1, £2¢, =0, Se tiene que Aae, = Aeytes — Aes—es-

€) Sieg, =0,%x1,e9., =0, 2., = —1, Se tiene que Age, + A2es = 2Aestes-
f) Sieoe, =0,£1,62¢, =1, €90, = —1, S€ti€Ne qUE Aoy = Aci—es Y €2e5 = Aentes — Aeg—es-
g) Siege, =0,%£1,e9., = —1, €3¢, =0, Se tienNe qUEe e2¢, = Aeytes — Aeg—es-

h) Siege, =0,%1,82., = —1, €2¢, = 1, SE tiENE qUE A2y + A2es = 2Acptes-
i) Siege, =0,%1,69., = —1, €9¢, = —1, SE tiENE QUE £2¢, = Ay -
J) Sicge, = 1,626, = €26, = 0, S€tiENE QUE A2e; = Ay —es Y Aeates = Aes—es-
K) Sicge, =1,62¢, =0, €20, = 1, Setiene que Aae, = Ae,—e5 Y €265 = Aegtes + Aea—es-
[) Sicge, =1, €2¢, =0, €2, = —1, Se tiene que Mg, = Aoe,
M) Siege, = 1,626, = 1, €20, = 0, tENEMOS A2e;, = Aey—es Y €265 = Aegtes + Aeg—es-

N) Sicge, =1, €2¢, =1, €2, = 1, tENEMOS Age, + A2es = 2Aeytes

) Sicoe, =1, €2¢, =1, £2¢, = —1,tENEMOS Aoe, = Aaey Y A2ey = Aeates — Aea—es
0) Sicgge, =1, 9¢, = —1, €26, = 0,1€NEMOS Aae; = Aey—es Y A2es = Aeg—es — Aegtes
P) Sieoe, =1, 2¢, = —1, €20, = 1, t€NEMOS Aoe; = Aey—es Y A2es + A2ey = 2y —es
Q) Sicge, =1, €20, = —1, €9, = —1, tENEMOS Aae;, = Aae, Y Aaey, = Aoey

5. F¢ = (8) enlaFigura2.5 ey, =1
1

A) E2e, = E2¢; = 1, 1ENEMOS Ae; ey = Aej—en = Aeg—es = A2g,
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D) e2e, =1, €2¢, = —1,1€NEMOS A¢) ey = Aey—en = A2e; = A2eg
6. F¢ = (9) enla Figura 2.5

a) Siege, = €2e, = E2e; =0, SEtIENE QUE Ay ey = Aegtes = Aey—es-

D) Sicge, =1, €20, =0, €2¢, = 0,1, Setiene que Ao, = Aey—es + Aeptes = Aep—es
C) Siege, = 0,62, =1, €2¢, = 1, Se tiene que Aae, = Acytes — Aea—es-

d) Siege, =0, €9, =1, €2¢, = 1, Se tiene que Aae, = Aeytes + Aeg—es-

€) Sica, =0, €2¢, = —1, €2, = 0, SE tiIENE QUE A3y = Aeyes — Aegtes = Aey—en Y A2e5 =
/\€2+€3 + )‘62—63'

f) Siege, =0, £2¢, = —1, €2¢, = 1, SE tiENE QUE A2, = A2y
g) Sicae, =1, €2, =0, 2., =0, Se tiene que Aze;, = Aejte,-
h) Siege, =1, €20, =0, €2, = 1, SEtIENE QUE A2e, = Aej e Y A2es = Aegtes T Aeg—es-
i) Sicoe, = 1,626, =1, €2¢, =0, S€tiENe QUE Aae; = ey —ey Y A2ey = Aestes — Aen—es-
j) Sicoe, = 1,626, =1, 2., = 1, S tiEN€ QUE Ao, = Aej—ey Y €265 + Aeates = 2Aeptes-
K) Sicge, =1, €26, = —1, 2., = 0, Se tiene que Ay, = Age,.

[) Sicge, = 1,62, = —1, €2¢, = 0, tENEMOS A3, = A2e, = E2¢;-
7. F¢ = (11) en la Figura 2.5 En cualquier caso se tiene que \e, ¢, = Ae;tes = Aoy —es
8. F¢ = (12) en la Figura 2.5 En cualquier caso se tiene que A, 1e; = Aeytes = Aestes
9. F¢ = (13) en la Figura 2.5

a) Siege, = €2¢, = €2¢; = 0, NO hay restriccion para la métrica.

b) Siege, =0, 69, =0,1, 9, =1, SE tIENE QUE €90, = Aey—es = Aey—es

C) Siege, =0,62., = 0,1, €9, = —1, Se tiene que Aae, = Aejtes-

d) Siege, =0, €2, =1, e2¢, = 0, N0 hay restriccion para la métrica.

€) Sicoe, =1, €2, =0, €2, =0, Setiene que Aoe, = Aej—ey ¥ A2es = Aestes T Aes—es-
f) Siege, = £1, 9., = 0,1, £2., = £1, Se tiene que Aae, = Aae,-

g) Sicge, =1, €20, =0, €2, = —1, S€ tiENE QUE 20y = Aejtes Y A2ey = Aeq—es-

h) Siege, =1, €20, =1, €2, = 0, SE tiENE QUE A2e, = Aej ey -

i) Sicoe, =1, €2¢, =1, £2¢, = 1, SEtIENE QUE A2y = Aey—ey Y A2ey = A2es-

j) Sicae, =1, €2¢, =1, €2, = —1, S€tiENE QUE A2, = Aoy —er Y €265 = Aeytes-
K) Sicge, = —1, 9., =0, €20, = 1, SE tiENE QUE A3y, = Aey—es Y A2e; = Aejtes-
[) Sicge, = —1,62¢, =1, €2¢, = 0,1, t€NEMOS A2, = A¢; fes-

M) Siege, = —1,69¢, = 1, €2, = —1, tENEMOS Age;, = Ao,
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10. F¢ = (14) en la Figura 2.5
Para todos los casos se tiene que Ae,—e; = Aeq—e,

a) Siege, =0, 2,
b) Siege, =0, €2,
C) Siege, =0, 2,
d) Siege, =1, €2,
e) Sieg, =1, €,
f) Siege, =1, €2,
9) Sicae, =1, e2e,
h) Siege, = 1,2,

I) Si €2e; = 1, €2ey

=0,—1, e2., = 0,1, no hay restriccion para la métrica.

=0, €2¢, = 1, se tiene que Ao, = e, 4es-

=0, €3¢, = —1, se tiene que Age, = e, —es-

=0, g2., = 0, Se tiene que Age, = Aejtes-

=0, e9¢, = 1, Se tiene que Aze, = Ao, .

=0, €20, = —1, setiene que Aae, = Aejtes Y A2es = Aeg—es-

= —1, 9., =0, setiene que Aoe;, = Aej—es Y A2es = Aeates — Aeg—es-
=1, g9, = 1, se tiene que Age, = Aejtes-

= —1, g9¢, = 1, Se tiene que Age, = Age,-

j) Siege, = —1,e2¢, =0, —1, €2¢, = 0, tENEMOS A2, = Aey ey -
K) Sicge, = —1, 9., =0,—1, €3¢, = 1,1€NEMOS A3, = Aej—ey ¥ A2es = Aeytes-
[) Sicge, = —1,62¢, =0, €26, = —1,tENEMOS A2e;, = Aeytes Y A2es = Aey—es-

11. F¢ = (15) en la Figura 2.5

a) Sicge, =€2¢, =
b) Siege, =0, 2,
C) Siege, = 0,69,
d) Siege, =0, 2,
e) Siege, =0, 2,
f) Siege, =0, 2,
g) Sieg, =0, 2,
h) Siege, =0, 2,
i) Siege, =1, €,
) Sieae, =1, e2e,
K) Sieoe, =1, €,
[) Siege, =1,¢€0,
M) Siege, = 1,62,
n) Siege, =1, 2,
) Sicoe, =1, €,

0) Si €2e; = 1, €2¢ey

£2¢; = 0, NO hay restriccion para la métrica.

=0, £9¢, = 1, SE tiENE QUE £2¢, = Aey—es

=1, €3¢, = —1, se tiene que Aae, = A¢; 4es-

=1, €9¢, = 0, Se tiene que Aze, = Ay tey-

=1, e9¢, = 1, Se tiene que Age, = Aes—es Y A2es = Aeqtes-
=1, e9¢, = —1, SE tieNe que Aoe, = Aeytes Y A2en = Ay tes-
= —1, g9, = 1, Se tiene que Ag., = Age, -

= —1, 9., = —1,5€tiIENE QUE A2y = Aey—es Y A2es = Aeytes-
=0, €2¢, = 0, Se tiene que Az, = Aejtes Y A2es = Aeqtes-
=0, £9¢, = 1, SE tiENE QUE A2e;, = Ay ten Y E2e5 = Aeg—es-
=0, €3¢, = —1, se tiene que Age, = Aeytes Y A2e; = Aeqtes-
=1, €2¢, =0, tenemos Ay, = Age,.

=1, €2¢, = 1, tENEMOS A3, = Ao,

=1, €9¢, = —1, sSe tiene que Aoe, = Aae, Y A2es = Aoy tes-
= —1, €9¢, =0, se tiene que Age, = Aes—ez Y A2e; = Aeytesn-

= —1, g9, = 1, SE tiENE QUE X206, = Ay ten Y A2ep = Aoy
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P) Sicoe, =1, 69., = —1, 2., = —1,5€tiene qUe Aae, = Aejtenr A2es = Aes—es Y €25 = ey tes-
g) Siege, = —1, €2, =0, €20, = 0, Se tiene que Aae;, = Aejtes-

r) Siege, = —1,69¢, =0, 9, = 1, 1€NEMOS Ao, = Aejtes ¥ A2es = Aey—es-

S) Siege, = —1,€2., =0, €3¢, = —1, tENEMOS A3e;, = A2,

t) Sicoe, = —1,69¢, =1, €26, = 0,1€NEMOS Aae; = Aejqes Y A2en = Aejtes-

U) Sicge, = —1,€2, =1, €2., = 1, Setiene que Aae, = Ac,tesr A2es = Aejtes Y A2es = Aep—eq-
V) Siege, = —1, €20, =1, €9¢, = —1, SE tIENE QUE A2e;, = A2y Y A2y = Ay ten-
W) Sicgge, = —1, €9, = —1, 2., = 0, Setiene que Aae, = Aeites Y Aaey = Aey—es-

X) Siege, = —1, €20, = —1, €20, = 1, S tIENE qUE A2e;, = Acites Y A2y = A2es-

y) Siege, = =1, 9¢, = —1, €3¢, = —1, S€ tiEne que Ao, = Aaey Y A2y = Aep—es-

12. F¢ = (16) en la Figura 2.5
Para todos los casos se cumple A¢, 1, = Ae, —e;- Sin embargo
a) Siege, =0,—1, 2., =0, £2., = 0, —1, no hay ninguna otra restriccion para la métrica.
b) Siege, =0,—1, €2¢, =1, £9¢, = 0, —1, tENEMOS A2e, = ety
C) Siege, =0, €20, = —1, €9¢, = 0,—1, tENEMOS A2e, = Aey—ey-

d) Siege, = —1, €2, = —1, €3¢, = 0, t€ENEMOS A2, = Aey—es-
13. F¢ = (19) en la Figura 2.5

a) Siege, =0, €2, =0, €20, =0, t€NEMOS Acfey = Aey—ey = Aej—es-

b) Sieae, =0, €2¢, =1, €265, = 0, tENEMOS A2e, = Aeytes = Aeqtes = Aeq—es-

C) Siege, =0, ¢, = —1, €20, = 0, tENEMOS A2e, = Aeg—es Y Aeytes = Aey—es-

d) Siege, = —1, €20, =0, €2, = 0, tENEMOS Aoe; = Aeytes — Aey—es-

€) Siege, = —1, 2., =1, €3¢, = 0, t€NEMOS A2, + A2ey = Aeytes-

f) Siege, = —1, €20, = —1, €2, = 0, t€NEMOS Aoe; = Aey—es Y A2e; = Aejtes — Aeq—es-

14. F¢ = (20) en la Figura 2.5
Para todos los casos se cumple A., fe; = Aey—es + Aes +eq, AhOra bien

a) Siege, =0, €2, =0, €20, = 0,1, t€NEMOS A¢ytep = Aeq—ecs-

b) Siege, = —1, €2, =0, €26, = 0, —1, teNEMOS A¢, _¢, — Ac,te,-

15. F¢ = (21) en la Figura 2.6
Para todos los casos se cumple A., fe; = Aey—es + Aey +eq, AhOra bien

a) Siege, =€2¢, = €2e; =0, 1ENEMOS A¢y s = Aeytes-

b) Sieoe, =0 =cac,, €2, = —1, tENEMOS Aoy = Acppes — Aeg—es-
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C) Sieae, =0, 69, = —1, €2¢, =0, t€NEMOS Aey—cy = Aeydes Y A2es = 2Aep—es = 2Aeptes-
d) Siege, = —1, 2., =0, 2., = 0, N0 hay restriccion para la métrica.

16. F¢ = (22) en la Figura 2.6
Para todos los casos se cumple A., ., = A, —c,, Ahora bien
a) Siege, = €2¢, = €2¢, = 0, NO hay ninguna otra restricciéon para la métrica.
D) Sicze, =0 =€9¢,, €2¢, = —1, tENEMOS A3, = Ae tes-
C) Sieae, =0, €2, =1, €26, = 0, tENEMOS A2e, = Aejtes — Aey—en-
d) Siege, =0, €2, =1, €2¢; = —1, tENEMOS A2e; = Aeptes
17. F¢ = (23) en la Figura 2.6
Para todos los casos se cumple A, 1, = Ae, —e,, Ahora bien
a) Sicge, = €2¢, = €2e; = 0, 1€NEMOS A¢) 4o = Aey—eq = Aeytey
D) Sicze, =0 =€9¢,, €2e, = —1, tENEMOS Agey, = Aeytes = Aey—ey-
C) Sieae, =1, €2, =0, €26, = 0, tENEMOS A2e, = Aejtes — Aey—en-
d) Si €2¢; = 1, E2ey = 0, E2e5 = —1, tenemos )\263 + AQel = )\81+62
18. F¢ = (25) en la Figura 2.6
Para todos los casos se cumple A, —c, = Ae,+e,, Ahora bien
a) Si €2¢; = €2¢y = €2¢3 = 0, tenemos )\81763 = /\e2+e3 = /\e1+63 = /\62783
b) Siege, =0, €2¢, =0, €20, = £1, tENEMOS €90, = 25 4es
C) Siege, =0,62., =1, €2, = 0, tENEMOS A2e, = Aegtes — Aeg—es-

d) Sieae, =0, €9, =1, €2¢, = 1, tENEMOS A2, + A2ey = 2Aentes-

€) Sicge, =0, 2, =1, €2¢; = 1, 1NEMOS Aoe, = Aeptes — Aea—es Y A2es = Aeqtes + Aeq—es-

f) Sieze, =0, €2¢, = —1, €26, =0, tENBMOS Ao, = Aciyes + Aei—es ¥ A2es = Aes—es — Aeotes
g) Sicge, =0, €20, = —1, €2¢;, = 1, tENEMOS Aoey + A2ey, = 2Acy—cy-

h) Siege, =0, €2¢, = —1, €26, = —1,t€NEMOS Aoe, = Aey—es — Aegtes ¥ A2e5 = 2Ae; —es-

i) Siege, =1, €2¢, =0, €2¢; = 0, tENEMOS Aoy = 2Ac, —e5 = 2Ae,—e5-

j) Sicae, =1, €2¢, =0, £2¢, = 1, tENEMOS Aae, = Aeite, Y E2e5 = Aeg—es-

K) Sicge, =1, €2¢, =0, €2¢, = —1, t€NEMS Age;, + Aoy = 2Ac; 4ey-

[) Sicoe, =1,62¢, =1, €2¢, = 0, tENEMOS A2e, + A2ey = Aey—es — Aeg—es-
M) Siege, = 1,620, =1, €2¢, = 1, tENEMOS Aoe, + A2e; = 2Aeste5 = 2Ae; —es-

N) Siege, = 1,62, =1, €2, = —1,1€NEMOS Aae, + Aaey = 2Ac, —e5 = 2Aentes Y A2en = Aegtes =

Aeyes-
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N) Sicoe, =1, €2¢, = —1, £2¢, = 0, tENEMOS Aae, = Acides — Aer—es Y A2es = Aea—es — Aestes-

0) Si €2¢; = 1, €2ey = -1, €2e3 = 1, tenemos )\261 = )\61+€3 - /\617631 A262 = )\82763 - )\82+83 Yy
A282 + )\263 - 2)\82783'

P) Siege, =1, €2¢, = —1, €26, = —1, t€NEMOS Ao, + A2e; = 2Xe, tes-

q) Siege, = —1, €2, =0, €20, =0, tENEMOS A2e;, = Mgy —e5 — Aeytes-

r) Siege, = —1,69¢, =0, 9, = 1, 1€NEMOS Ao, = Aejtes ¥ A2es = Aey—es-

S) Siege, = —1,62, =0, €26, = —1, tENEMOS Age;, + A2ey = 2A¢; 45+

t) Sicoe, = —1,62¢, =1, €26, = 0, tENEMOS A2e;, = Aey—es — Aertes Y A2en = Aegtes — Aes—es-
Uu) Siege, = —1, €2, =1, €20, = 1, teNEMOS A2, + A2es = 2Aentes-

V) Sigge, = =1, 2¢, =1, €26, = —1, t€NEMOS Ao, + A2e; = 2Xe; tes-
W) Siege, = —1, €2, = —1, €2., = 0, N0 hay restriccion para la métrica.

X) Siege, = —1, €2¢, = —1, £2¢, = 1, tNEMOS Aoe, = Aei—es — Aeydes Y A2ep + A2es = 2y -
y) Siegge, = —1, €2¢, = —1, €26, = —1, tENEMOS A2e;, + A2y = 2Ae; —es-

19. F¢ = (29) en la Figura 2.6
Para todos los casos se cumple ., —c, — Ae; —es Ay —e,, AhOra bien
a) Sicge, = €2e, = €2¢5 = 0, tENEMOS Ay ey = Aoy —e5 Y Aeyten = Aey—en
b) Siege, =0 =¢2¢,, €265 = —1, tENEMOS Aoy = Aejdes — Aer—es Y Aeytes = Aej—esn-
C) Sieae, =0, €9, =1, €26, = 0, tENEMOS A2e, = Aej—en — Aeyten Y Aertes = Aeq—es-
d) Sicae, =0, 62¢, =1, £2¢, = —1,1€NEMOS Ao, = Aoy ey — Aeyter Y A2ey = Aeytes — Aoy —es
20. F¢ = (33) en la Figura 2.6
Para todos los casos se cumple ., —c, = Aey—es + Ae, —es, AhOra bien
@) Sicge, = 2¢, = E2¢5 = 0, 1ENEMOS Ae, g = Aeyten Y Aey—er = Aey tes
b) Sieoe, =0 =ca9c,, €2, = —1, tENEMOS Aoy = Aciqes — Aey—es-
C) Siege, =0, €20, =1, €2, = 0, tENEMOS Ay = Aeytes — Aey—ey-

d) Siceze, = 0, €2, = 1, €3¢, = —1, tENEMOS A2, = 2Ac;hesy A2es = Aeytes — Aej—es Y
/\2e3 = /\61+es + )‘61—63

€) Siege, = —1,€2¢, =0, €2, =0, tENEMOS A2e, = Acyqes + Aeq—es
f) Siege, = —1, €9¢, =0, €2¢, = —1tENEMOS Aoe;, + A2y = 2Ae, tey-
g) Sicge, = —1, €26, = 1, €2¢, = 0, 1ENEMOS Ao, = Aejte5 — Aer—es Y A2es = Aeites + Aeg—ey-

h) Si €2¢; = —1, €2¢, = 1, €2¢, = —1 tenemos )\262 = )\51_53 + )\51_53 Yy )\261 + /\2e3 = 2/\61_63.



CONCLUSIONES

Entre los resultados que obtuvimos en este trabajo, destacamos los siguientes:

1. Probamos que la variedad bandera maximal F asociada al algebra de Lie de tipo C5 es una
f—variedad (1,2)—admisible, es decir, admite métricas (1,2)—simplécticas a partir del estudio
de las condiciones necesarias y suficientes analizadas.

2. Hallamos las F estructuras para C5 y encontramos para cada caso las métricas (1, 2)—simplécticas.

Se espera que este trabajo contribuya al estudio de las variedades bandera asociadas a algebras de
Lie de rango menor o igual a tres y sirva como base de futuros estudios referentes al tema.
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