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RESUMEN

TITULO: HOMOTOPIA COMO HERRAMIENTA PARA EL CONTROL DE CIRCUITOS
ELECTRICOS’

AUTORES: HEBERTH MANUEL RANGEL ARIAS™

PALABRAS CLAVES: Circuito eléctrico RLC; Control realimentado; Homotopia matematica;
Perturbaciones de carga; Regulacion de corriente.

DESCRIPCION

El presente proyecto de grado aborda la aplicacién de la teoria de homotopia para hacer control en
circuitos eléctricos. Inicialmente, se presentan las ideas generales que permiten definir el contexto
gue enmarca el desarrollo del método numérico de continuacion por homotopia el cual puede ser
usado para solucionar sistemas de polinomios y luego se realizan ejemplos de aplicacion empleando
el método de homotopia para determinar el valor desconocido de un parametro de interés en un
circuito eléctrico el cual se puede representar como un sistema de ecuaciones no-lineales
diferenciales e integrales. Hacemos uso de una ecuacion conocida como la Funcién Lineal General
de Homotopia que transforma o varia continuamente una funcién f(x) hacia g(x). Posteriormente,
esta capacidad de prediccion paramétrica es empleada para modificar en tiempo de ejecucion un
parametro de simulacién que hace las veces de variable de control en un esquema realimentado.
Todo lo anterior permite visualizar numéricamente la regulacién de la corriente de un inductor en un
circuito RLC, a pesar de la accién de perturbaciones en la carga. Se busca entonces una solucion
empleando un algoritmo de homotopia sugerido por medio de las ecuaciones planteadas y se
comparan algunos resultados para destacar la convergencia del método hacia el valor deseado en
la medida que el pardmetro de homotopia, A, se acerca a la unidad (A — 1). Los calculos analiticos
presentados son desarrollados por medio de simulaciones numéricas en MATLAB®.

" Proyecto de Grado
™ Universidad Industrial de Santander. Facultad de Ingenierias Fisico-Mecanicas. Escuela de
Ingenieria Eléctrica, Electrénica y de Telecomunicaciones. Director: Ricardo Alzate Castafio, PhD.
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ABSTRACT

TITLE: HOMOTOPY AS A TOOL FOR ELECTRICAL CIRCUITS CONTROL"

AUTHORS: HEBERTH MANUEL RANGEL ARIAS™

KEY WORDS: Homotopy; Electric current regulator; Feedback control; Load perturbation; RLC
electric circuit.

DESCRIPTION:

This project addresses the application of the homotopy theory for control in electrical circuits. Initially,
we present the general ideas that allow us to define the context that frames the development of the
numerical homotopy continuation method which can be used to solve systems of polynomials and
then application examples are performed using the homotopy method to determine the unknown
value of a parameter of interest in an electrical circuit which can be represented as a system of
nonlinear differential and integral equations. We use an equation known as the linear homotopy
general function which continuously transform or deform a function f (x) into another g (x) function.
Subsequently, this parametric prediction capability is used to modify at runtime a parameter
simulation that serves as a control variable in a feedback control system. All this allows to numerically
display the regulation of the current through an inductor in a RLC circuit, despite the action of load
disturbances. Then we find a solution using a homotopy algorithm suggested by the formulated
equations and some results are compared to highlight the convergence of the method towards the
desired value to the extent that the homotopy parameter, A, moves from 0to 1 (A — 1). The presented
analytical calculations are developed by numerical simulations in MATLAB®.

* Degree Final Project.
** Industrial University of Santander. Faculty of Physico-Mechanical Engineering. School of Electrical
Engineering, Electronics and Telecommunications. Project Advisor: Ricardo Alzate Castafio, PhD.
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INTRODUCCION

La topologia es el estudio matematico de objetos cuyas propiedades se mantienen
aun cuando sufren alguna deformacion, contorsiébn o estiramiento. Asi que la
topologia algebraica se encarga del estudio de los aspectos cualitativos intrinsecos
de los objetos espaciales (superficies, esferas, toroides, circulos, nodos, enlaces,
etc.). Una de las principales ideas de la topologia algebraica es que dos espacios

se consideran equivalentes si tienen la ‘misma forma’, [10].

La Teoria de Homotopia es la rama de la topologia algebraica que se encarga de
estudiar los objetos topologicos segun su equivalencia y grupos homotopicos. La
homotopia (de las raices griegas, homos=igual, similar y topos=Ilugar) es una
trasformacion continua de una funcibn a otra. Dos objetos (0o funciones)
matematicos son homotoépicos si uno de ellos puede ser deformado continuamente
hacia el otro. Henri Poincaré publico su trabajo Analysis Situs (cinco estudios entre
1895 y 1904) a partir de lo cual introdujo los conceptos de homotopia y homologia,
los cuales son considerados elementos importantes de la topologia algebraica. Una
homotopia entre dos funciones f y g desde el espacio X al espacio Y, es un
mapa continuo H: X x [0, 1] — Y, donde x denota el producto cartesiano (par
ordenado), de manera que si a pertenece a X, entonces H(a,0) = f(a) y H(a,1) =
g(a). Es decir, una homotopia es una trayectoria en el espacio de mapeo desde f
hasta g, [23].

Los métodos de continuacion también son conocidos como métodos de homotopia.
Cuando se habla de métodos numéricos de continuacion se hace referencia a una
familia de métodos con una terminologia similar como: métodos de homotopia,

métodos de variacion de pardmetros, métodos embebidos o métodos
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incrementales, por ejemplo, donde estos representan una manera de encontrar la
solucion a un problema al construir uno mas sencillo que el original e ir gradualmente
deformando (continuando) esta funcion mas sencilla hacia la funcién original

tratando de seguir la serie de soluciones.

De esta manera, se han desarrollado métodos de homotopia que pueden ser
usados para solucionar sistemas de polinomios; dichos métodos agrupan los
polinomios en una familia de sistemas que definen la deformacién de un problema
original en un problema mas simple cuyas soluciones son conocidas. Basicamente,
se comienza con una version del modelo simple de resolver para luego modificar

lentamente algunos parametros hasta llegar a la solucion deseada [14].

13



1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. ANTECEDENTES Y JUSTIFICACION

La solucion de sistemas no-lineales, como los sistemas algebraicos de polinomios,
constituye un problema fundamental con grandes demandas en diferentes areas de
las matemaéticas, fisica, ciencias en general e ingenierias como ocurre en procesos
qguimicos, finanzas, robética, procesamiento de sefiales, simulacion de circuitos
eléctricos, dinamica de fluidos, sistema climético, etc. Gran cantidad de estos
problemas en ciencia e ingenieria comprenden ecuaciones no-lineales diferenciales
e integrales, relaciones trascendentales, ecuaciones con coeficientes variables y/o
condiciones iniciales complejas las cuales no tienen soluciones exactas; de igual
manera, dada la dificultad al solucionar ecuaciones no-lineales diferenciales
ordinarias y diferenciales-parciales, se hace necesario el uso de métodos
numéricos. Tradicionalmente, las técnicas de perturbacion y asintGticas se han
aplicado ampliamente para obtener aproximaciones analiticas de problemas no-
lineales, pero desafortunadamente estas técnicas dependen fuertemente de
parametros fisicos en general, por lo cual son validos solo para ciertos problemas.
Por esto es necesario desarrollar métodos numeéricos de aproximacion
independientes de estos parametros fisicos. Los métodos de continuacion por
homotopia (deformacion homotépica o de continuacion de caminos) constituyen una
categoria de especial interés en los métodos numeéricos para la solucion de sistemas
de ecuaciones de polinomios. En patrticular, el método de analisis por homotopia
(HAM, Homotopy Analysis Method) propuesto por Liao [15] es un método vélido
para problemas no-lineales con fuertes caracteristicas de no-linealidad y ademas
provee una manera conveniente de controlar la convergencia de las
aproximaciones, lo cual constituye ventajas muy importantes con respecto a otros
métodos. A partir de una revisiéon de la literatura, se sugieren multiples casos en los
cuales dichos métodos permiten obtener soluciones a problemas de aplicacion en

areas como los circuitos eléctricos y procesamiento de imagenes [6, 9, 24];

14



matematicas aplicadas [1, 15]; quimica y biologia (estructura de proteinas, modelos
poblacionales y epidémicos, electro-hidrodinamica, ecuacién dindmica de gas) [4,
5, 11, 12, 13, 16, 21]; fisica aplicada (ecuaciones de Kepler y determinacion de
orbita) [8, 18].

En ingenieria electronica se tienen modelos mateméaticos descritos por sistemas de
polinomios no-lineales y resulta de interés, por ejemplo, encontrar las soluciones
aproximadas de la ecuacion diferencial no-lineal que describe un circuito RC de
corriente alterna, el desarrollo y mejoramiento de herramientas numéricas aplicadas
a la simulacion y disefio de circuitos eléctricos, el analisis de circuitos con respuesta
transitoria donde resultan ecuaciones diferenciales altamente no-lineales o
encontrar los puntos de operacion de circuitos DC en donde las técnicas basadas

en el método de Newton no convergen facilmente [6, 7, 9].

Considérese por ejemplo el caso analizado en [7], en donde se requiere la expresion
analitica para la corriente de un circuito serie RC. Por tanto, asumiendo una tensién
de entrada de la forma V = V,, sin(wt), la ecuacion diferencial que describe el circuito
puede obtenerse mediante la ley de voltajes de Kirchooff, posterior a una

diferenciaciéon que elimine los términos integrales, a partir de:

di 1,
Rd—i + El(t) =V, wcos(wt). (1)

15



Figura 1. Circuito RC basico

—

i)

V(t) = Vo.Sen(wt) .

Analiticamente, es posible resolver la ecuacion diferencial lineal (1), asumiendo
i(0)=0,R=2,C=1,V, =1y w =1, para obtener:

t

i(t) = i(cos(t) + 2sen(t)) — %e_E. (2)

Sin embargo, tras considerar un valor variante para la resistencia R que sea a su
vez funcidn de la corriente del circuito a traves de la expresion:
R(t) = Ro + ki(D), 3)

la ecuacion que describe el comportamiento del circuito se modifica en la forma

siguiente:

di o di 1,
Ry d—i + 2ki(t) d—i + El(t) =V, wcos(wt), 4)

y por tanto no sera trivial resolver una expresion para i(t) por tratarse ahora de una
ecuacion diferencial no lineal. Para ello entonces se propone una solucion basada
en homotopia a partir de la cual, si una ecuacién es descrita en forma general como:

A — (D) =0, (5)

16



siendo f(t) una funcién de la variable independiente t y A(i) una funcién diferencial
de la variable solucion i, a su vez compuesta por una componente lineal L(i) y una
componente no lineal N(i); es decir:

LG) + N@) —f(t) =0, (6)

Es posible proponer una funcién de homotopia de la forma:
H(m,p) = (1 — p)(L(m) — L(i)) + p(A(m) — {()) = 0, (7)

Siendo p € [0,1] y m(t) una solucién aproximada para i(t) que puede expresarse
como una aproximaciéon polinomica en p, es decir:

m(t) = mep + m;p? + myp® + -

Ahora bien, realizando las equivalencias correspondientes para nuestro caso,

asumiendo ademas R, = 2y k = 0.5, se obtiene:

1 di 1_dm | 1 1
H(mp)_(l—p)(dt —m—ﬂ——10)+p(dt+§ d_T+Em_ECOS(t))=O' (8)

2 dt
Puede mostrarse (ver [18]) que una aproximacion de primer orden para i(t)
mediante el presente método es:

(1) = 2 sen() — 2 cos(t) + o2 + e — e — e (9
. Sen cos 277 = 275 1151e 354e - 9

El desarrollo del presente proyecto busca comprender en forma detallada resultados
como el anterior y por tanto no se realizard mayor profundizacion al respecto en este

apartado.
Tomando en consideracién las anteriores ideas que resumen métodos numericos

para resolver sistemas dindmicos no-lineales con dependencia paramétrica,

mediante técnicas de homotopia o continuacién, surgen posibles aplicaciones para
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analisis de estabilidad y control, hacia lo cual se tratar4d de enfocar el presente

proyecto.

En términos de investigacion respecto al tema de los métodos de homotopia y
continuacién matemética, se destaca el trabajo del Dr. Phanikrishna Thota de la
Universidad de Bristol en Inglaterra (http://seis.bris.ac.uk/~enzpt/), [19, 20].
También se destaca en la Universidad Industrial de Santander el trabajo liderado
por el profesor Carlos Rodrigo Correa, del grupo CEMOS-E3T orientado a métodos

numéricos para solucion de sistemas de ecuaciones no-lineales, [2, 17].

1.2. PLANTEAMIENTO Y DEFINICION DEL PROBLEMA

Los métodos numéricos presentan una gran ventaja al momento de aproximar
soluciones numeéricas en problemas que analiticamente representarian soluciones
muy complejas o incluso inexistentes. Desde el punto de vista dinamico, la evolucion
temporal de un sistema puede estudiarse simplemente a partir de la solucion de su
ecuacion diferencial en un problema de valor inicial. Lo anterior es valido sin
importar que el sistema sea lineal o no, variante o invariante en el tiempo, de una o
multiples entradas o de una o multiples salidas. Nuevamente sera un apropiado
método numeérico quién permitira aproximar la solucion (trayectoria) del problema

considerado.

Otro aspecto interesante en el andlisis de la dinamica de los sistemas corresponde
con su dependencia paramétrica. En particular puede estudiarse el comportamiento
del punto de equilibrio (o valor en estado estable) al variar un parametro de interés.
Este proceso se conoce en general con el nombre de analisis de bifurcaciones y
permite estudiar principalmente dinamicas complejas y transiciones al caos en

sistemas no-lineales.
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Las bifurcaciones pueden estudiarse de manera analitca o mediante
aproximaciones numéricas a través de simulaciones y diagramas estroboscoépicos,
también obtenidos mediante algoritmos de continuacion numérica. En este contexto,
la homotopia matematica puede emplearse para realizar el analisis de bifurcaciones
en espacios topoldgicos y por tanto, para proponer a partir de ella algoritmos de
continuacién numérica. Por tanto, la homotopia matematica nos brinda informacién

acerca de la tendencia de la estabilidad de un sistema.

Tomando en consideracion que muchos algoritmos de continuacion se basan en la
estructura predictor-corrector, ¢Es viable emplear la homotopia matematica para
predecir el comportamiento de estabilidad del sistema? ¢ Es posible proponer control
basado en homotopia matematica? ¢Puedo aplicar homotopia al analisis de un
circuito eléctrico? ¢Puedo hacer control basado en homotopia a un circuito

eléctrico?

El presente proyecto de grado busca realizar aportes y obtener resultados
direccionados a la resolucion de estas inquietudes, constituyendo una base para
posteriores desarrollos afines que permitan abordar de manera profunda esta

tematica al interior del grupo de investigacion CEMOS.

19



1.3. OBJETIVOS

1.3.1. Objetivo General
« Utilizar la homotopia para proponer una accion de control en un circuito

eléctrico.

1.3.2. Objetivos Especificos
o Describir el concepto matematico de la homotopia.
o Definir su aplicacion al problema de analisis de estabilidad y control de
sistemas dinamicos.

e Proponer un control basado en homotopia sobre un circuito eléctrico.

20



2. METODO DE CONTINUACION POR HOMOTOPIA

El presente capitulo presenta las ideas generales que permiten definir el contexto
tematico sobre el cual se enmarca el desarrollo del método numérico de

continuacién por homotopia.

2.1. TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA

Los métodos de continuacién se basan en una propiedad matematica que permite
mapear las trayectorias solucion de una ecuacion diferencial, sometida a
deformacion de sus espacios topoldgicos como funcion de algun parametro. Dicha
propiedad se define en términos del denominado teorema de la funcion implicita TFI
[22].

De manera mas precisa, en una formulacion matematica multivariable siempre es
posible expresar una variable como funcién de las demas en la medida que se
cumplan las condiciones del TFI [22]. Por tanto, empleando estos resultados es
posible expresar la dependencia paramétrica de los equilibrios de un sistema
dinamico, o equivalentemente de su estabilidad.

Lo anterior se puede definir considerando el campo vectorial:

x = f(x, 1), (1)

donde x € R™ representa el vector de estados del sistema de orden ny u € R
relaciona un parametro escalar. Los equilibrios de dicho sistema corresponden a
todos los puntos del espacio (n + 1)-dimensional (x, ) para los cuales f(x,u) = 0.
La funcion f(.) se define sdlo para un subconjunto de este espacio (n+ 1)-
dimensional.

En general, la ecuacion 0 = f(x, u) define implicitamente una o mas curvas en su

dominio. La pregunta es entonces ¢Cuando una ecuacion 0= f(x,u)

21



implicitamente define una funcién x = F(u), de manera tal que se satisfaga la
expresion 0 = f(F(u), u)? Larespuesta a este interrogante viene dada en términos

del siguiente teorema [22]:

Teorema. Teorema de la funcién implicita TFIl: Dada f: R™ — R", se asume que,
1) f(x*,u*) = 0;
2) f(.) es continuamente diferenciable en su dominio, y

or
x|l (x

*)es no-singular;
u

Entonces, existe un intervalo u; < u* < u, alrededor de u*, en el cual una funcién
vectorial x = F(u) es definida para 0 = f(x,u), cumpliendo con las siguientes
propiedades para todo u en el intervalo y; < u < uy,:

a) f(F(uw),u) =0,

b) F(u) es Unica con x* = F(u"),

C) F(u) es continuamente diferenciable y

af dx | of _
)6xdu 6u_0'

Luego, considerando a u como el parametro de interés, los resultados de este
teorema permiten trazar una rama de equilibrios para el sistema dinamico (1), dentro
delintervalo pu; < u < ,.

En particular, a partir de la ultima expresion del TFI se obtiene:
af dx af

—f(x(u) W ===+,

ox du ou
= f(x(p),w) =0,

= = f GG, W) = 0

6fdx+ of
oxdu  ou
_9f
ax _  op
= i /a_f . (2)
0x
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Por tanto, integrar (2) con respecto a p permite obtener los equilibrios de f(.),
constituyendo el algoritmo basico de continuacion numérica. Como se observa, la
solucién de (2) depende fuertemente de evitar nulidades en el denominador de la
expresion, representado por el Jacobiano del sistema.

2.2. METODO DE CONTINUACION POR HOMOTOPIA
Para comenzar establecemos el problema a solucionar, el cual es la ecuacion

algebraica:

fw =0, 3)

donde: f:€ R®™ - R", u denota las variables del problema (parametros) y n el

numero total de estas variables.

Para resolver la ecuacién (3) se propone una funcion de homotopia [2]:

H(f(wW,) = Hw2) =0, (4)

donde: H:€ R**1 - R"y A € [0,1] es el parametro de homotopia.
Para resolver la ecuacion algebraica (3) por medio del método de continuacion por

homotopia, se construye la siguiente funcién general:

Hwr) = Q- g + Af(w (5)

Donde g(w) es una funcién para la cual su cero (solucion) es conocido o facilmente
calculado. Esta ecuacion es conocida como la Funcion Lineal General de
Homotopia que transforma (deforma, varia) continuamente la funcion g(u) en f(uw).
A diferencia del método de Newton, el de homotopia es un método numérico de
convergencia global. El método de Newton necesita un valor inicial cercano a la raiz,

es decir tiene una caracteristica de convergencia local [23].

23



De esta manera entonces, tras asignar valores al parémetro A tenemos:

H(u,0) = g(u) =0, Funcion con solucién conocida (simple).

6
H(u, 1) ©

f(uw) =0, Funcién con solucion desconocida (dificil).

Se pueden desarrollar diferentes funciones de homotopia de acuerdo a la funcion
g(u) que se escoja, para este fin mencionaremos dos funciones ampliamente

usadas:

e Funcion de Homotopia de Newton:

Huwd) = A -V [fw - fd] + AfW (7)

donde g(u) = f(w) — f(uy), siendo p, un valor inicial cualquiera.

e Funcion de Homotopia de Punto Fijo:
HpD) = A -=2) (u—p) + Af(w) (8)

donde g(u) = (u — uy), siendo u, un valor inicial cualquiera.

Asimismo, se define:

B={WwnD | Hu2) =0} (9)
representando el conjunto de puntos (u,A) que satisfacen (4) y que por tanto
implicitamente definen la relaciéon paramétrica de las raices (ceros) en dicha

ecuacion.

Luego, si H(uy,0) y H(uy, 1) tienen ceros, entonces nuestro objetivo puede

resumirse en efectuar el seguimiento de la trayectoria continua parametrizada £ que
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conecta los ceros de la funcién conocida g(u) con los ceros de la funcion
desconocida f(u), para lo cual es necesario que la funcién H(u, A) sea diferenciable

respecto de A en el intervalo [0,1].

Ahora bien, a partir de los resultados del TFI (en particular de la ecuacién (2)) es
posible asumir que la derivada de la funcién de homotopia H(u,A) con respecto a A

sea de valor 0, i.e.
dH 0H 0H dx

- tTaxa Y (10)
y por tanto:

de _ _ (a_H)‘la_H

ax ou EIN (11)

Para garantizar la existencia de una solucion para (11), H(u, A) debe ser regular (no

singular) para todo (i, A) en la matriz Jacobiana Z—Z. En otras palabras, resolver para

L L . . o\~ 1 )
4 en términos de la variacién de A implica (a) + 0, para asegurar convergencia

numérica de los algoritmos.

Por tanto, en favor de resolver estas situaciones, se incluye un nuevo parametro

global s, que se relaciona con el par ordenado (u,A) a partir de la siguiente relacion:

(@) + (@) =1 12)

Conocida como longitud de arco. De esta manera, la variacion de la funcién de
homotopia H(u,A) = H(u(s),A(s)) respecto a sus parametros, queda definida

mediante:

25



OH du  OH d\
— — —— T 1
ouds 9\ds 0, (13)

y a partir de ello:
() _ an_ )
(& G

(14)

Luego para evitar la singularidad de (14) se analizan las proporciones de manera
separada; es decir:

du _6_H

ds oA’ (15)
da O0H

o o’ (16)

y con base en ello, si se cumplen (15) y (16) ocurre lo propio con (14). Notese que

oH

o 0, representa una afectacion sélo en la direccion de A, y por tanto es posible

analizar para otros valores de (u, A) en términos de variaciones del parametro global

S.

Finalmente, es posible definir a través de diferencias finitas de Newton, las

siguientes ecuaciones:

OH
= U — As— ; (17)
Ug+1 = Uk M ()
Ak-}-l = Ak + As (;_H ) (18)
MY (i)

para el calculo iterativo de los parametros (u,A) que satisfacen g en (11), donde As

representa el paso de variacion para s.
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3. ANALISIS DE HOMOTOPIA EN UN CIRCUITO ELECTRICO

Con base en los resultados del capitulo anterior, el presente apartado realiza el
empleo del método de homotopia para determinar el valor de un parametro de
interés en un circuito eléctrico. Inicialmente se abordara el problema de disefio que
requiere determinar un valor de resistencia. Posteriormente se calculara el valor del
voltaje de entrada que permite satisfacer ciertas condiciones de corriente en una
bobina. Los calculos analiticos presentados seran complementados por

simulaciones numéricas en MATLAB®.

3.1. EL PROBLEMA DE LA RESISTENCIA

Considere el circuito de la Figura 1.

Figura 2. Circuito serie RLC
5H

Sw1

(]

C_—F) Vs(t) foo uF _50

@

Posterior al instante de conmutacion del interruptor, se obtiene la siguiente

expresion:

d?q dq 1 .
Lﬁ + RE + ECI(t) = 0, (29)
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para la tension en la malla, aplicando Ley de Voltajes de Kirchhoff (LVK) en términos
de la carga del circuito q(t).

Dicha expresion, representa una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de segundo

orden, con la solucion dada por [3]:

LC 2L

q(t) = qoe R/ cos [ = (R )2 t]. (20)

Por tanto, asumiendo que todos los valores son conocidos a excepcion del valor de

la resistencia R, es posible formular una funcion f(R) mediante:

2
f(R) = e Rt/CL)cos [ i — (ZR;L) t] — ;—0, (21)

cuyos ceros (es decir las soluciones de f(R) = 0) correspondan con los valores de
resistencia desconocidos. En particular, considérese el caso para el cual se
proponen los valores circuitales incluidos en la Tabla 1. Se buscara entonces una
solucion empleando el algoritmo de homotopia sugerido mediante las ecuaciones
(17) y (18) del capitulo 2.
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Tabla 1. Parametros circuitales para calculo de valores de resistencia

PARAMETRO | SIMBOLO | VALOR
Capacitor C 104 [F]
Inductor L 5 [H]
Carga final q 0.001 [C]
Carga inicial do 0.1[C]
tiempo t 0.05 [s]

Para ello, la funcién f(R) toma la forma:

f(R) = e 0%%5Rco5[v2000 — 0.01RZ(0.05)] — 0.01, (22)

y, asimismo se propone una funcién de homotopia de punto fijo H(R, ) expresada
mediante:

HR,A) = (1-2)R + Af(R), (23)
siendo u = R el parametro de interés, g(R) = (R—Ry) Y R, = 0.

Con base en esto y segun las ecuaciones (17) y (18):

OH
R =R, — As— : 24
k+1 K x| roa) (24)
OH
A = A, + As— , 25
k+1 k oR | (R 1) (25)
donde:
OH
e f(R) —R;
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0H
£=(1—7\) + )\

df(R).
dR '’

O _ g [ 8 o () - cos )

con.
= 0.005:
u—ZL— . ;
-1 2000
V=1c T ’

~(A) =00
w = >r) = 00L
t = 0.05;

z=0.01.

Luego, empleando MATLAB® y un tamafo de paso As = 0.001 junto con valores de
condicion inicial (Ry, 2y) = (0,0), se generaron los resultados contenidos en la Tabla
2. De los mismos se observa como el valor de resistencia tiende hacia R = 328.15

[Q] en la medida que el parametro de homotopia A se acerca a la unidad.

A manera de comparacion, la Tabla 3 muestra la cantidad de iteraciones y el valor
final obtenido para el mismo caso empleando otros métodos numéricos. Como dato
importante se observa que el método propuesto no es precisamente el mas veloz.
Sin embargo se recuerda que la utilizacion del método no seré principalmente para
hallar los ceros de la funcién sino en cambio para aprovechar la deformacion del
polinomio desde una respuesta conocida hasta una desconocida. En este orden de
ideas los resultados de la Tabla 3 resaltan la convergencia del método hacia el valor

deseado en la medida que A — 1.
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Tabla 2. Resultados numéricos para calculo de R empleando método de homotopia

ITERACIONES R A
0 6.2730x10-4 | 0.001
1 0.0013 0.0020
2 0.0019 0.0030
3 0.0025 0.0040
10 0.0069 0.0109
100 0.0666 0.0961
1000 1.0768 0.6335
2000 3.9915 0.8668
6189 299.9277 | 0.9999
6190 300.2277 | 0.9999
6279 328.1598 1

Tabla 3. Resultado comparativo entre métodos para el calculo de R.

METODO ITERACIONES R
Biseccion 20 328.1515
Secante 5 328.1514
Newton-Raphson 4 328.1514
Homotopia 6279 328.1598
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3.2. EL PROBLEMA DEL VOLTAJE DE ENTRADA

Posterior a la ilustracion general del método de homotopia presentada en la seccion
anterior, se realizara a continuacion un nuevo ejemplo de aplicacion para resolucion
de parametros en un circuito eléctrico, esta vez con la configuracion mostrada en la

Figura 3.

Figura 3. Circuito RLC modificado para célculo de voltaje de entrada

L

100 mH (out]

L C R
[ 100 pF 100 Q

En este caso nos interesa determinar el voltaje de entrada que permite satisfacer
un cierto valor de corriente en la bobina del circuito. Para ello se define inicialmente
la impedancia total vista desde la entrada mediante:

1 LCRs?+Ls+R
Zr =21+ (Z://Zy) = Ls + CS% Iy — (26)

Por tanto, la corriente que pasa por el inductor puede expresarse en el dominio de

Laplace a partir de la siguiente expresion:

Vin
I,(s) = —ZT((:)), 27)
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donde V;,(s) representa la transformada de Laplace del voltaje aplicado como
entrada. Luego, asumiendo que dicha tensién corresponde con un valor constante

V a partirde t = t, > 0, reemplazando (26) en (27) se obtiene:

1
Y _ 1 ®esty  _vi o (stro)
Vln(s) - s : IL(S) - VS (LCRSZ+LS+R) - Ls (SZ+RLCS+$)’ (28)

A partir de lo cual:

+L . a _ a
L = LI ()} = Lot {1 (s+2¢) }: { (Snn00p | AUe0n @) (o)

2.1 L)
S(s +rcStic €C

Siendo:
A=—; B=—; (==, e=+vBZ—4c;

RC RC LC

1

Q_E’

_ 1.

~ 2tB’

p=—BA+2C

Con estos resultados se procede a aplicar el método de homotopia, considerando

u =V como el parametro de interés, empleando ademas las siguientes definiciones:

. .V sinh(8)e®p = A(1—cosh(6)e%) R
fO) = iy(0) =i = 7 (R )

HWV,2) =1 -V +Af(V);
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OH

—=f)-V;

on

0H
Z-@-n + 1

af(v).
dav '’

af) _ l(sinh(e)e“p n A(l—cosh(e)e“))’
av L eC Cc

Con i,4 = 0.05[A] representando la corriente deseada en el inductor, siendo
ademas:
R=100[Q]; L=100[mH]; C=100[uF]; t=0.1][s].

Luego, empleando MATLAB® y un tamafio de paso As = 0.0005 junto con valores
de condicién inicial (Vy,2,) = (0, 0), se generaron los resultados visualizados en las
Figuras 3 y 4. A partir de estos se verifica como la tension de entrada deseada se
posiciona en el valor V =5[V], en la medida que A —» 1. Este valor en estado

estacionario permite satisfacer las condiciones requeridas sobre i;;; es decir:
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Figura 4. Predicciones en valor de parametro mediante método de homotopia

Evolucion de Parametros Algoritmo de Homotopia
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Figura 5. Contraste de parametros mediante algoritmo de homotopia
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4. CONTROL BASADO EN HOMOTOPIA

Habiéndose definido ya la teoria del método de continuacion por homotopia y luego
de haberse demostrado su utilidad para hallar la dependencia paramétrica del
comportamiento de un sistema eléctrico, se presentara en este capitulo la utilizacion

del método para realizar acciones de control.

4.1. DESCRIPCION GENERAL DEL ALGORITMO DE CONTROL

Tomando en consideracion el problema descrito en la Seccion 3.2, se abordara de
nuevo el objetivo de mantener regulado (es decir constante en un valor deseado) el
nivel de corriente en la bobina, a pesar de efectuar variacion en el valor de
resistencia, tras simular el efecto de perturbaciones en la carga del sistema.

Como variable manipulada por el controlador se considerara el parametro de voltaje
de entrada V obtenido mediante el método de homotopia, segun se ha explicado

previamente en este informe.

La Figura 5, ilustra el diagrama de flujo del algoritmo de control basado en
homotopia implementado en MATLAB® para mantener regulada la corriente del
inductor i,(t) en el circuito. Inicialmente, se inicializan las variables
correspondientes a los valores de parametro nominal como R,C y L. Asimismo se
asigna el valor deseado para la corriente del inductor i, ;. Posteriormente se hace el
llamado a la funcion que resuelve las ecuaciones diferenciales del circuito
(integrador numérico) mediante un problema de valor inicial. A su vez, este
integrador numérico hace el llamado a una subrutina para calcular el parametro de
interés V (voltaje de entrada al circuito), cuando cierta condicion de activacién se
cumple. Dicha condicion de activacion corresponde con la superacién de un margen

de error entre la corriente deseada y el valor generado para el circuito durante la
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integracion numeérica. Cuando dicho umbral se supera, se recalcula un nuevo valor

para el parAmetro que tendra incidencia a partir de ese momento en los valores

subsiguientes de voltajes y corrientes en el circuito. EI cambio paramétrico en la

resistencia es estimado al interior de la funciébn de homotopia a partir de

consideraciones en estado estacionario, empleando la razén entre el voltaje

aplicado actual respecto a la corriente de bobina actual.

Figura 6. Diagrama de flujo para algoritmo de control basado en homotopia
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4.2. RESULTADOS DE SIMULACION DEL ALGORITMO DE CONTROL
PROPUESTO

La Figura 6 ilustra el comportamiento temporal, sin accién de control, para los
estados del sistema (corriente en el inductor y voltaje en el capacitor) cuando se
aplican las siguientes perturbaciones en la carga: R =80 [Q] paral >t > 05[s]y
R =120[Q] para 1.5 >t > 1 [s]. Como se observa de este resultado, la tension en
el capacitor luego del estado transitorio inicial se establece en el valor nominal de
tensién de entrada V =5 [V]. Este comportamiento es reiterativo a pesar de los
cambios (perturbaciones) en el valor de la resistencia de carga; es decir, la tensién
del capacitor permanece inalterada ante la presencia de perturbaciones. Lo anterior
se debe a que la tension del inductor se hace cero en estado estacionario y por

tanto, la tension del capacitor coincide con la tensién aplicada en la entrada.

Situacion diferente se observa en el comportamiento de la corriente del inductor, la
cual se modifica en cada instante de perturbacion, a partir de su valor nominal (para
t <0.5(s]) i,(t) = 0.05 [A]. Lo anterior, justifica la necesidad de incorporar una
accion de control para mantener regulada la corriente del inductor ante los cambios

presenciados en el valor de la carga.
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Figura 7. Respuesta en el tiempo de las variables del circuito perturbadas sin control

Evolucion temporal de las variables del circuito
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0 05 1 155
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De otro lado, tras incorporar los efectos de la funcién de homotopia se realiza una
evaluacion para el valor de entrada VV cada vez que el error detectado asi lo amerite.
Esta situacion es visualizada en la Figura 7, donde se observa una evidente
respuesta por parte del sistema de control para corregir rapidamente las
desviaciones en el valor de corriente i, (t), obteniendo a partir de una modificacién
en los valores de tension en la entrada (equivalente en estado estacionario a la
tension en el capacitor) mantener en i;; = 0.05 [A] la corriente deseada en el

inductor.
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Figura 8. Respuesta en el tiempo de las variables del circuito
homotopia
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5. CONCLUSIONES

Como conclusiones del presente proyecto de grado, se pueden enunciar las

siguientes:

e Se abordaron los conceptos matematicos de la homotopia. Partiendo de las
definiciones dadas por el Teorema de la Funcion Implicita, se pudo mostrar cémo
era posible expresar la dependencia paramétrica de una funcion, y a través de ello,

de sus soluciones (o ceros).

e Se realizo la aplicacion del método basado en homotopia para determinar el valor
de un parametro desconocido en un circuito eléctrico. Este mismo principio fue
empleado en un segundo ejemplo donde se ajusté el algoritmo para determinar el

voltaje de entrada en un sistema perturbado en su salida.

e Empleando la informacion dada por el método de homotopia se acopld la
simulacibn numérica de las ecuaciones del circuito para alterar en tiempo de
ejecucion el valor de voltaje aplicado en su entrada, como una manera de
compensar los cambios evidenciados en el valor nominal de su carga. Lo anterior

demuestra una potencial aplicabilidad de la técnica a manera de accion de control.
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5.1. RECOMENDACIONES Y TRABAJO FUTURO

Se resalta la necesidad de obtener expresiones analiticas para determinar las
condiciones a priori con base en las cuales se propone la dependencia paramétrica
del sistema. Sin embargo, las expresiones matematicas obtenidas son bastante
complejas y dificiles de evaluar por incorporar funciones trigonométricas que
divergen de manera exponencial. Como recomendacion, se debe tener cuidado con
los valores evaluados de dichas funciones, para evitar inconsistencias en el

algoritmo de céalculo basado en homotopia.

Como trabajo futuro se propone el estudio de modificaciones dinamicas para las
funciones paramétricas y maneras alternativas para inicializar las variables del
algoritmo de homotopia buscando asegurar quizas una mejor convergencia hacia
las soluciones. Asimismo, se deberan analizar los resultados propuestos sobre

sistemas descritos a través de dinamicas mas complejas y no lineales.
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