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Resumen

Titulo: Adéles sobre el cuerpo de los niimeros p-adicos
Autor: Manuel Fernando Pedraza **
Palabras Clave: Anillo finito de Adéles, Cuerpo de los Numeros p-ddicos, Producto Directo Restringido.

Descripcion: El el presente trabajo se mostrard la construccion del anillo de los adéles finitos, la cual se basa en la
construccién del cuerpo de los niimeros p-ddicos Q,. El anillo finito de adéles A se define como el producto directo
del cuerpo Q,, (Katok, 2007) sobre todos los niimeros primos (finitos) con respecto al anillo de enteros p-ddicos Z,,. La
construccién de este anillo se fundamenta en pegar todas las completaciones p-ddicas de los ndimeros racionales. Es
decir: Sea Zj, el anillo de los enteros p-ddicos y Q, el cuerpo de los niimeros p-ddicos. Un adéle finito de Q, denotado

por Ag rin = Ay es el producto directo restringido de Q, con respecto a Z, (Aguilar-Arteaga et al., 2020). Esto es:

Aq.fin=Ay = { (ap)pep € [ [ Qp : ap € Z,, para casi todos los primos p € P 3,
peP

donde P denota el conjunto de los niimeros primos.

Trabajo de grado

ek

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Directora: Adriana Alexandra Albarracin Mantilla, Doctorado en
Matematicas.
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Abstract

Title: Adéles on the field of p-adic numbers *
Author: Manuel Fernando Pedraza ™
Keywords: Finite Ring of Adéles, Field of the p-adic numbers, Restricted Direct Product.

Description: In the present paper it be will shown the construction of the finite ring of Adéles, wich is based of the
construction of the field of p-adic numbers Q,,. The finite ring of Adéles A is defined as the direct product of the field
Q, (Katok, 2007) over all prime(finite) numbers with respect to the ring of the p-adic integers Z,. The construction
of this ring is based on gluing together all the p-adic completions of the rational numbers Q, i.e: Let be Z, the ring
of p-adic integers and Q,, the field of p-adic numbers. An finite adéle of QQ denoted by Ag ri, = Ay is the restricted

direct product of Q, with respect to Z, (Aguilar-Arteaga et al., 2020). This is:

Aq fin=Ar = ¢ (ap)pep € H Qp :ap € Z,, for almost all primes p € P 5 ,
peP

where P denotes the set of prime numbers.

Bachelor Thesis
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Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Directora: Adriana Alexandra Albarracin Mantilla, Doctorado en
Matematicas.
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Introduccion
La teoria de los numeros p-ddicos hace historia en las matemdticas modernas al expresar las
congruencias de nimeros enteros a través del valor absoluto no arquimediano, con respecto al cual
se completa Q para construir el cuerpo de los niimeros p-ddicos denotados por Q,, (Burgos Gue-

rrero et al., 2019; Galletti, 2018; Katok, 2007; Quintero Campo, 2020; Vladimirov et al., 1994).

Existe actualmente un gran nimero de aportes y explicaciones en diferentes dreas de las
ciencias como Andlisis Complejo, Topologia algebraica, Algebra Moderna, Fisica, Biologfa, Ge-
nética, entre otras. En el presente trabajo monogréafico se hace un estudio detallado de la estructura
del anillo A definido como el producto directo del cuerpo QQ, sobre todos los niimeros primos
(finitos) con respecto al anillo de enteros p-ddicos Z,. La construccion de Ay se fundamenta en

pegar todas las completaciones p-ddicas de los nimeros racionales.

El documento consta de tres secciones, la primera, de preliminares en donde se da a conocer
algunas nociones de la teoria de nimeros p-ddicos con ejemplos y resultados importantes (Carri-
llo Blanquicett, 2014; Deitmar and Echterhoff, 2014; Halmos, 1950; Herrero, 2010; Neira Uribe,
2011; Pérez, 2015; Becerra, 2004). En la segunda, se inicia definiendo las funciones de Chebyshev
y de von Mangoldt, posteriormente se define el subgrupo aditivo V7, y cuya coleccion de es-
tos subgrupos es una base de vecindad de cero numerable, para una topologia segundo numerable

invariante aditiva sobre Q, la cual se denomina la topologia finita adélica sobre Q. Sobre esta topo-
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logia, se definen las sucesiones de Cauchy, con las cuales se construird un elemento x € @ donde
Q = %(Q)/%(Q) se denomina el anillo finito de los nimeros adélicos, y los conjuntos %' (Q)
y %0(Q) se introducen en 3.2.3 y 3.2.5 respectivamente. Dicho elemento x es llamado una serie
4dica, la cual es una representacion de los elementos de Q. Ademds, se mostraran propiedades al-
gebraicas y topoldgicas del anillo finito de los nimeros adélicos, las cuales seran base fundamental
para definir una medida de Haar sobre Q (ver (76) y el Teorema 3.6.1). En la tercera seccion, se
introduce el concepto del anillo Ay, el cual es definido como el producto restringido de Q,, con
respecto a Zj, (ver Definicion 4.1.2); asi mismo, se dard a conocer algunas de sus propiedades alge-
braicas y topoldgicas como en (Aguilar-Arteaga et al., 2020; Burgos Guerrero et al., 2019; Deitmar
and Echterhoff, 2014; Galletti, 2018; Goldstein, 1971; Quintero Campo, 2020). De igual manera,
la medida de Haar descrita en (76) y el Teorema 3.6.1 serd sumamente importante, ya que esta
jugard un papel trascendental al definir la integral en A ; ademds, se mostrardn algunos ejemplos
de integraci6n en este anillo, los cuales son andlogos como en el caso de Q,, (ver subsecciones 2.5
y 4.3). Al final de esta seccion, se define la transformada de Fourier sobre A 7, teniendo en cuenta

las funciones localmente constantes con soporte compacto (subseccion 4.4).

Se espera que este trabajo de grado juege un papel fundamental para aquellos lectores que

estén interesados en el estudio y profundizacién sobre el tema del anillo de los Adéles A .
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1. Objetivos
Objetivo general

Estudiar el anillo finito de Adéles A ¢ y sus respectivas propiedades algebraicas y topoldgicas.

Objetivos especificos
Determinar explicitamente el grupo de caracteres de los adéles y de los cuerpos K, asociado

al cuerpo de numeros algebraicos K.

Definir una medida de Haar sobre Ag, a partir de las medidas de Haar definidas sobre K.
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2. Fundamentacion tedrica
2.1. Normas sobre ()
Si se piensa en el concepto de norma, se puede afirmar que es un operador matemético que mide
longitudes o distancias, por ejemplo, en R" se define la norma usual entre vectores. Dado que Q
es cuerpo, podemos definir una norma (o distancia) sobre los racionales. Intuitivamente se podria
pensar en la distancia usual (o el valor absoluto en R). ;Se puede definir otras normas sobre Q?
Ahora bien, los nimeros reales, se obtienen a partir de la completacion de QQ con respecto al valor

absoluto (norma) usual. En esta seccion se mostrara otra norma sobre Q.

Definicion 2.1.1. Sea p € Z un niimero primo fijo. La valuacion p-ddica sobre 7 es la funcion
vp 1 Q = ZU{0}, definida como sigue: Para cada n € Z,n # 0, sea v,(n) el iinico entero no

negativo que satisface

n=p»"n', donde pin. (1)

Observacion 2.1.1. De la Definicion 2.1.1:

a

b

n Six=—-€Q—{0}, entonces

vp(x) =vp(a) — v, (D), donde v, (0) = +oo. (2)
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» La valuacion p-ddica es la mdxima potencia que divide a n, es decir,

vp(n) = max{k: p* | n}. 3)

» FEl teorema fundamental de la aritmética garantiza la existencia y unicidad de la funcion

vp(n) en la definicion anterior, esto se tiene para todo n € Z.

» La valuacion p-ddica de cualquier x € Q — {0} estd determinada por la férmula

x=p"""2: donde a.b € L, y pfab @

Teorema 2.1.1. Si m,n € Z, entonces v,(mn) = v,(m) +vp,(n).

Demostracién. Sean m,n € Z, entonces m = p*»"™p, donde ptm’ y n = p"»"n’, cuando p { n'.

Luego:
mn = pr(M)m/pr(i’l)n/ — pvﬁ(m)+vp(n)m/n/’ y p ,i' m/n/‘

Por lo tanto, v, (mn) = v,(m) +v,(n). O
Teorema 2.1.2. La valuacion p-ddica cumple las siguientes propiedades:

(i) Para cualquier x € Q, el valor de v,(x) no depende de su representacion como cociente de

dos enteros.
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(ii) vp(xy) =vp(x) +v,(y) para todo x,y € Q.

(iii) vp(x+y) > min{v,(x),v,(y)}. para todo x,y € Q, con la convencién de que x < -+ para
todo x € R y x+ o0 = H-o0,

Demostracion. (i) Seax € Q tal que x = g = E, donde a,b,c,d € Z'y b,d # 0. De esta manera,

S W

ad = bc => v, (ad) = v,(bc),
= vp(a)+v,(d) =v,(b)+vp(c), (Por Teorema2.1.1.)
= vp(a) = vp(b) = vp(c) —vp(d),
a

— v, (E) —v, <§> (Por (2) de la Observacién 2.1.1)

Por lo tanto, v, (x) no depende de su representacion como cociente de dos enteros.

(ii) La condicién se cumple parax =00y =0. Ahora, si x,y # 0, se define x = ;—)l yy= 2 donde

a,b,c,d € Z'y b,d # 0. Luego,

wpa) 100 =i () 400 (5).

= (vp(a) —vp(b)) + (vp(c) —=vp(d)), (Por(2)dela Obs.2.1.1)
= (vp(a) +vp(c)) = (vp(b) +vy(d)), (Por propiedad asociativa)
=v,(ac) —v,(bd), (Por Teorema 2.1.1 )

=Vp (%) = vp(xy), (Por (2) de la Obs. 2.1.1)
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(iii) Razonando de manera andloga, si x =0 oy = 0, la afirmacién es verdadera. Sean x,y # 0 tal

que x = % yy= 2 Por (4) de la Observacién 2.1.1, se tiene que

v (x)a/ vp(y) c to—t v (x)a/ t—t vp(y) c t v (x)—tal vp(y)—t c
SRR ARV A L S v & i e B Vi T

donde r = min {vp(x),v,(y) }. Lo anterior implica que v, (x+y) > min {v,(x),v,(y) }.

]

Definicion 2.1.2. Para cualquier x € Q, p-primo, se define el valor absoluto p-ddico de x como

sigue:

pr six#£0,
x|, = 5)

0, six=0.

Teorema 2.1.3. La funcidn ||, definida en (S) es un valor absoluto no arquimediano sobre Q.

Demostracion. Para ver que |-| ,» €s un valor absoluto no arquimediano, se deben verificar las si-

guientes condiciones:

= x|, =0siysolosi,x=0.

= |xy[, = |x[,[y],; Vx,y € Q, y ademds, ||, satisface la desigualdad triangular fuerte; es decir:

e+ ], < max{|x],, [y[,}-
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Note que:
(i) |x|, =0siysolosix=0.
(if) Seanx,y € Q:

° Slx:OOy:O, ’x)’|p:|x‘p’y|p:0'

* Six,y# 0, entonces
|xy|p — p_vp(x)’) — p_(v17(x)+vp(y)) — p_vﬂ(x)_vﬂ(y) — p_vp(x)p_vp(y) — |x|p|y|p
(iii) Sean x,y € Q. Six =00y =0, se obtiene |x+y|, = méx{\x|p, |y|p}. Ahora, para x,y #

0, sea k = max { —vp(x), —vp(y) }, entonces k = —min {v,(x),v,(y)}. usando el Teorema

2.1.2:

vp(x+y) > k<<= k>—-v,(x+y) <:>pk > p_VP(erY).

Por lo tanto, méx{|x|p, |y\p} > |x+yl,, es decir, [x+y|, < méx{]x|p, \y\p} Asf, |-, esun

valor absoluto no arquimediano.

]

A continuacion, se dardn algunos ejemplos numéricos de las funciones valuacion p-adica y el valor

absoluto p-adico (o norma p-adica).
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Ejemplo 2.1.1. Calculemos las valuaciones indicadas:
= 13(18).
= 1,(1728).

49
V5 30 .

Solucion: Para resolver estas valuaciones p-ddicas, se debe tener en cuenta la siguiente obser-
vacion: Si med(p,n) = 1, entonces v,(n) = 0. Asi, usando la definicion y las propiedades de la

valuacion, se tiene:
= 13(18) = 3(2-9) = v3 (2-32> — v3(2) + 73 (32) —042=2.

. 12(1728) = v, (26-33> — (26) T (33) —6+0=6.

" Vs (%) =v5(49) —v5(50) =0—vs <2.52> —0— (v5(2)+v5 (52>) —0-(04+2) =0~
2=-2

Ejemplo 2.1.2. Determinemos el valor los siguientes valores absolutos:

- |9

3

" |24

2

15
28

;
Solucion: Usando la definicion de valor absoluto p-ddico y propiedades de la valuacion p-ddica,

se obtiene:
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1 1 1 1
| = 7‘}3(9) = = —_
|9|3 3 3\/3(9) 31/3 (32) 32 9

1 1 1 1 1 1

) T n(23) T n(@)tn@E) 2310 23 g

15

_777(8) Z 7-(509)-1108) _ q000928) — 2(727) _ 74 (22) _ 140 _
7

15
28

Hasta este momento, se establecieron condiciones necesarias y suficientes para definir una nor-
ma sobre QQ la cual es llamada la norma p-ddica (o el valor absoluto p-ddico). Ahora bien, ;qué

condiciones se satisfacen para que dos normas definidas sobre Q no sean equivalentes!?

Teorema 2.1.4. En el cuerpo de los niimeros racionales Q, si p,q son niimeros primos distintos,

entonces ||, y ||, no son equivalentes.

n
Demostracion. Sean p # gy considere la sucesién x, = (£> . Luego:
q

il () ()

o ldly (pfvm))" )

Asi,

' Dos normas ||-||; y ||||, son equivalentes (||-||; ~ ||-||,), si ellas inducen métricas equivalentes. Ver (Katok, 2007)
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Razonando de manera andloga, se sigue que

De esta manera

lim |x,| = lim ¢" = +co.
n—eo P pseo

Por lo tanto, |x,|, — 0, pero |x,|, — +oo cuando n — +oo. Asf |-|, y [, no son equivalentes. []

Teorema 2.1.5. Sea |-| un valor absoluto definido sobre Q. Si se conoce |n| para todo n € N,

entonces se puede determinar |x| para todo x € Q.

Demostracion. = Sin =0, entonces |n| = 0.
= Paratodon € Z~, entonces —n € Z". AsA: |n| = |—n|.
oo a
» Paratodon € Z—{0}: || = ﬂ = ﬂ Asi, tomando x = 5 €Q,donde a,b € Zy b +#0:
n nl |n
= 5] = a5 = lal}y =l s = 2
Xl=|-1=1d —\|=\dl—=14dl— = —.
b b bl bl |b|
Por lo tanto, se puede determinar |x|, para todo x € Q. U

Teorema 2.1.6 (Ostrowski). Cada valor absoluto no trivial sobre Q es equivalente a uno de los
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denota el valor absoluto usual

valores absolutos |- ||

» donde p es un niimero primo o p = oo. (

enR).
Demostracion. Sea |-| un valor absoluto no trivial sobre Q. Considere los siguientes casos:

(i) |-| es arquimediano: Sea n( el menor entero positivo para el cual |ng| > 1. Usando la pro-
piedad arquimediana, existe tal entero, ya que en caso contrario |-| no serfa arquimediano.
Defina o = log, (|ng|). Luego |ng| = nf. Se probara que |x| = |x|% para todo x € Q; para
ello, basta con verificar que |n| = |n|% para todo n € N, y usando el Teorema 2.1.5, se obtiene

la conclusién. Sea n € N, escribiendo n en base ng, se sigue que

n :a0+a1n0+a2n3+-~+akn]5,

donde g; € Z tal que 0 < a; <ng— 1 paratodoi=1,2,--- ,kya; #0. Luego

Y

In| = a0+a1n0—|—a2n(2)—|—-~~—|—akn’5‘ <lao| + |aino| + ‘azng‘ +- ‘aknlé
= [ao| +Ja1|no| + ] || + -+ | = lao| + |aa | + ezl + - + g ™.

Dado que ng es el entero mds pequefio cuyo valor absoluto es mayor que 1, se tiene que

la;| <1 paratodoi=1,2,--- k. Asi, usando este hecho y la serie geométrica, se obtiene

n] < b e = (LG @ g2 g ).

k Z k k ng
_ ko —ka __ _ka
—no no —7’10 .

04
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[04

n
Sea C = a 0 T luego C > 0. De esta manera
n J—

0

In| < Cnk* < Cn®,

Esta tltima desigualdad es valida para todo n € N, puesto que n se tom6 de manera arbitraria.

Ahora, para N € N :
‘nN‘ < CnV% = |n| < VCn®.

Haciendo N — oo, se obtiene

lim V/C = 1.
N—roo
Por lo tanto,
lim |n| < lim VCn* = |n| < n%. (6)
N—roo N—roo

La desigualdad (6) es vdlida para todo n € N. Por otro lado, puesto que n’é <n< n’(‘)ﬂ,

usando el hecho de que |ng| = n{ y la desigualdad triangular:

(k+Da | kr1|
gy =" | =

n—i—né“—n’ < ]n|—|—‘ng+1 —n|.
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De lo anterior, usando nuevamente |ng| = ng:
k+1)o k+1)a o
n(()+ ) —‘ng+1—n‘§|n|:>n(()+ ) —(né“—n) <n|.

Puesto que n > né, se sigue que

o 1\¢
|n| > nék+1)a _ <n16+1 _n/6> _ nék+l)a (1 _ (1 _ _) > _ C/n(()k—i—l)a > C/na’
no

‘1 a
donde C' =1— (1——) > 0. Ahora, para N € N
no

‘nN) >C'nV = |n| > V/C'n®.
Haciendo N — oo,

lim VC' = 1.

N—o0

lim |n| > lim VC'n®* = |n| > n* (7)
N—o0 N—o0
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Por lo tanto, usando (6) y (7), se obtiene |n| = n®*. Asi

|nl|, =|n%., = In|=1|n|Z, VneN.

Por lo tanto, usando el Teorema 2.1.5, |x| = |x|Z, para todo x € Q.

(if) || no es arquimediano: Bajo esta condicion, se sigue que |n| < 1 para todo n € Z. Puesto
que |-| es distinto del valor absoluto trivial, para algin m € Z, |m| < 1. Sea ngy el menor
nimero natural para el que |ng| < 1. Se afirma que ng es primo: En efecto, ya que si ng no es
primo, existen enteros a 'y b tales que 1 < a, b < ngy no = ab. Por la eleccion de ny, se tiene
que |a| = |b| = 1, luego |ng| = |a||b| = 1, lo cual contradice que |ng| < 1. Considere ny = p,
y observe que |x| = |x|g para todo x € Q. Para ello, se usara el Teorema 2.1.5 verificando la

hipdtesis, es decir: |n| = |n|l‘f para todo n € N. Sea n € Ny considere o = log (| p]):
P

* Si p1n, entonces n = pg+ r donde 0 < r < p. Luego, por la eleccién de p, se sigue
que |r| = 1. Ademds, |pg| < 1, yaque |p| < 1y |g| < 1. Lo anterior implica que |n| =
méax{|pql,|r[} = 1.

* Si p | n, entonces n = p’n’ donde p tn'. Asi,

n| = |p|"|n'| = |p|" (Porque n'| = 1) :

1\ 1
= (1—)> = |n|g <P0rque o= log%(|p|) — |p| = (;) y Def. norma pédica)
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Por lo tanto, || es equivalente a |- ,.
0

Teorema 2.1.7. Sea K un cuerpo con norma no-arquimediana®. Si x,a € K, satisfacen la desigual-

dad ||x —a|| < |la

, entonces ||x|| = ||a]|.

Demostracion. Por hipétesis, ||x —a|| < ||al|, y usando la desigualdad triangular fuerte, se tiene:

Xl = llx—a+al| < max{[lx—al, ||a]} = lla]| = [x]| < [|al| (8)

Por otra parte:

lall = lla —x +x|| < max{||a — x|, [|x[|} = max{[}x —al|, [|x]|}. )

Ahora, si ||x—al| > ||x||, esto implica que ||a|| < max{|x—al|,||x||} = ||x— al|. Por consiguiente,

l|la|| < ||x —al|, 1o cual contradice la hipétesis. Por lo tanto se tiene que:

lx —all < [lxl| == lla|| < max{|}x—al, x|} =[x (10)

Asi, de (8) y (10), se concluye que ||x|| = ||al|. O

2 Una norma es llamada no-arquimediana, si satisface la desigualdad triangular fuerte. Es decir [jx+y| <

max{||x|,||y||}. Ver (Katok, 2007)
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Una interpretacion geométrica de lo anterior es la siguiente: En un cuerpo K con norma
no-arquimediana, todo tridngulo es isosceles, y la longitud de su base no excede las longitudes de

los otros dos lados.

2.2. El cuerpo Q,
= Sea K un cuerpo y |-| un valor absoluto sobre K. Una sucesion (x,) de elementos en K, es
llamada una sucesion de Cauchy, si para cada € > 0, existe M € N tal que |x, — x| < €

siempre que n,m > M.

= Un cuerpo K es llamado completo con respecto a |-| si cada sucesion de Cauchy de elementos

de K tiene un limite en K.

Teorema 2.2.1. Una sucesion (x,) de niimeros racionales es una sucesion de Cauchy con respecto

a un valor absoluto no arquimediano |-| si, y solo si se tiene:

1im [ 1 — x| = 0. (11)

Demostracion. (=) Dado que (x,) es una sucesién de Cauchy, se sigue que para todo € > 0,
existe N € N tal que si n,m > N, entonces |x, —x,| < €. Tomando m = n+ 1, se tiene que si

n,m > N, entonces

X1 — Xn| = [xm — Xn| = X0 — x| < €.
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Puesto que € > 0 es arbitrario, se concluye que

nh;n‘}o |Xp+1— x| = 0.

(«<=) Suponga que 1im |x, 1| — x,| = 0, entonces para todo € > 0, existe N € N tal que si n > N,
n—oo
implica que |x,1] —X,| < €. Ahora, sean m,n > N, y sin pérdida de generalidad, suponga que

m > n; tomando m = n+r, se sigue que si m,n > N, entonces:

xm_xn| = ’antr_xn‘;

= ’xn+r —Xppr—1 FXntr—1 = Xnpr—2 T Xntr—2 — = X1 +Xnp1 — Xnl,

= ‘(xn—l—r _Xn+r71> + (xn+r71 _xn+r72) + 4+ (xn+1 _Xn)

Y
< max { |xn+r —Xn+r—1 |7 |xn+r71 _xn+r72|a B |xn+1 _xn|} )

< méx{e, e, -, €} =¢€.
Lo anterior se obtuvo del hecho que || es no-arquimediano y usando la desigualdad triangular
fuerte. Por lo tanto, |x,, — x,| < €. Asi, (x,) es una sucesién de Cauchy. O

Teorema 2.2.2. El cuerpo de los niimeros racionales (Q no es completo con respecto a cualquiera

de los valores absolutos no triviales.
Demostracion. Se usara el Teorema 2.1.6 (Ostrowski):

= QQ no es completo con respecto a |-| ,, donde ||, denota el valor absoluto usual en R.

= Considere a Q con el valor absoluto |-|,, donde p es un nimero primo fijo. Sea (x;) una
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sucesion definida por:

Se afirma que (x,) es una sucesién de Cauchy. En efecto:

lim |x,.1 — x|, = lim
n—>°<>‘ nr n‘p n—so0

1 n+1 1
ntt| oy — (p))i’l+ _ 1 ( 71> _ _
P, = tim (7 dim (P Jim \ vt ) =0

Lo anterior se obtiene de la definiciéon de valor absoluto p-ddico, y de las hipétesis del Teorema
2.2.1. Asf, (x,,) es una sucesién de Cauchy; ademds, (x,) converge al nimero 1+ p+p? +p3 +-- -+

P4 . Tomandos =1+ p+p>+p3+---+p*+--- €Q, se obtiene
S:1+p+p2+p3+---+p”+---:1+p<1+p+p2+p3+~--+p"+~--) =1+ ps.

Esto implica que s es igual a un niimero mayor que el mismo, lo cual es absurdo. Asi, 1 + p+ p>+

PP+ 4 p"+--- ¢ Q. Por lo tanto, Q con el valor absoluto ||, no es completo. O

Definicion 2.2.1. Sea || = ||, un valor absoluto no-arquimediano sobre Q. Se denota por € o

€»(Q) el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy de elementos en Q con respecto a |- p €sto

es.’

¢ =%,(Q) = {(xn) : (xn) es una sucesion de Cauchy de Q con respecto a |-|p} (12)
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Teorema 2.2.3. Definiendo

se tiene que € es un anillo conmutativo con unidad.

Teorema 2.2.4. La funcion f: Q — € dada por f(x) = (x) es una inclusion de Q en €, donde (x)

es un elemento del conjunto €,(Q).
Demostracion. Se probard que f estd bien definida, es inyectiva y es un morfismo de anillos:
(i) f estd bien definida y es inyectiva por definicién de f.

(ii) f es un morfismo de anillos: Sean x,y € Q tales que f(x) = (x) y f(y) = (v), asi

a) f(x+y) = (x+y)=(x)+ ) = f(x) + ),

]

Teorema 2.2.5. Si (x,) es una sucesion de Cauchy tal que x, - 0, entonces existen c >0y N € N

tal que |x,|, > ¢, paran > N.
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Demostracion. Dado que x, - 0, se sigue que existe € > 0 tal que para todo M € N, |x,| » > €
Puesto que (x,) es una sucesién de Cauchy, por definicion, se tiene que dado € > 0 (en particular,
el que se defini6 anteriormente), existe N’ € N tal que si n,m > N’, entonces |x, — x| p < €. Sea

N € N tal que |xN|p>8yN2N’. Para todo n > N:

o — x|, < €= ‘\xn|p— |xN|p‘R < Prn =], < €= —€ < sl — Jiw], < € = lanl, — € < [,

Tomando ¢ = |xy|, — €, se obtiene |x,|, > c para todon > N. N

Definicion 2.2.2. Se define N C € como el conjunto

J/:{(xn):xn—>0}:{(xn):r}glgo|xn|p:0}, (13)

es decir, el conjunto de todas las sucesiones que convergen a cero con respecto al valor absoluto
B - De hecho, A" es un ideal maximal de €. En efecto, sea .9 un ideal de ¢ tal que N C I
y N # I, se debe verificar que .Y = €. Dado que N # ¥, se puede garantizar que existe
(xn) € N tal que x,, + 0. Puesto que N C .7, se sigue que (x,) € .&. Ademds, usando el hecho
de que (xy) es de Cauchy, Por el Teorema 2.2.5, existen ¢ > 0y N € N tal que si n > N, entonces

|xa|, > c. Se define la sucesion (yn) como sigue:
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Luego:

1 1

Xn+1 Xn

’xn _xn+l|p ’xn_anrl‘p

B |xn+1|p|xn|p C2

,paran > N.

Yntr1 = al, =

Como (x,) es de Cauchy, por el Teorema 2.2.1, se sigue que 1im |x,| —xn|p =0. Asi:
n—oo

|xn+1 _-xl’l’p

lim — < lim =0.
frres) ’yn+1 yi’l|p = e C2

Lo anterior, implica que 1im |y, 1 — yy| »= 0; y usando el Teorema 2.2.1, se concluye que (y,) es
n—oo

de Cauchy. Asi, (x,) (yn) € &, ya que & es un ideal de €. Por otra parte, se define la sucesion:

0, sin<N,
(Xnyn) =

I, sin>N.

Entonces 1 — (x,yn) € A, ya que para todo n > N: h’_r)n [xnyn — 1], = 0. Ahora, sea (z,) = 1—
n—roo
(xn) (Vn)s luego 1 = (z,) + (xpyn) € Z, dado que (zn) € N C Iy (xpyn) = (x) (yn) € F. Porlo

tanto, ¥ = €. Asi, N es ideal maximal.
Definicion 2.2.3. Se define el cuerpo de los niimeros p-ddicos como: Q, =€ /N .

Para extender el valor absoluto al cuerpo @Q,, se mostrard un resultado que involucra las

sucesiones de Cauchy.

Teorema 2.2.6. Sea (x,) € €, (x,) ¢ AN . La sucesion de niimeros reales es eventualmente esta-
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cionaria, es decir, existe un entero N tal que |xu|, = |Xm|, sin, m > N.

Demostracion. Puesto que (x,) € €, se sigue que (x,) es de Cauchy. Ademas, dado que (x,,) ¢ A,
se tiene que x, - 0, y asi, existen ¢ > 0 y Ny € N tal que si n > Nj, entonces \xn\p > ¢ > 0. Por
otra parte, (x,) es una sucesioén de Cauchy, luego Ve > 0, 3N, € N tal que si n, m > N, entonces
| —xm|p < €. Tomando € = ¢ > 0, se tiene: |x, —xm|p < c. Sea N = max{N;, N, }; luego, si n,

m > N, entonces:
|xn_xm|p <c< ‘xn|p» y |xn_xm|p <c< |xm|p'

Sin, m > N, entonces |x, — x|, < max{|x,|,, [xm|,}. Dado que |-, es no-arquimediano, se tiene

que todos los tridngulos son isdsceles, y por tanto, |x,| p= 1% | » sin,m>N. O

Definicién 2.2.4. Si A € Q, y (x,) es cualquier sucesion de Cauchy representante de A, se define:

4]

p = lim |xa] . (14)

Abusando de la notacion, suele usarse el mismo simbolo (|-|,) para representar el valor

absoluto p-ddico sobre Q y Q,, ya que posteriormente se trabajard sobre Q,,.

Teorema 2.2.7. La funcién ||, : Qp — R definida por || = lgn |
n—oo

pesun valor absoluto no

arquimediano.

2.3. Propiedades de Q,
En la seccidn anterior, se abordaron elementos conceptuales importantes, dentro de los cua-

les Q, es completo con respecto a la norma (o valor absoluto) p-ddica |-| - Asimismo, el conjunto
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de valores de Q y Q) bajo ||, es igual, es decir:
{xeR+ tx =], A EQ} = {XGR+ tx =], A EQP}.

De lo anterior, se tiene que para cada x € Q, x # 0, existe un entero v, (x) tal que |x| »= p ),
Esto implica que la valuacién p-ddica se extiende a Q,. Como consecuencia de la desigualdad

triangular fuerte [x+y|, < mdx{|x]|,,[y|,} se obtiene la siguiente definici6n.

Definicion 2.3.1. El anillo de enteros p-ddicos es el conjunto
Zp={xeQy:ll, <1}. (15)

Definicion 2.3.2. El anillo 7, de enteros p-ddicos, es un anillo local cuyo ideal maximal es el

ideal principal

1
pr:{erp:Mpgl—)}. (16)

Por tanto, cada elemento del complemento Z, — pZ, es invertible en Z,,, siendo los tnicos
elementos invertibles en Z,. En efecto, con base en la definicion anterior:
(i) Zp es un subanillo de Q,,, es decir,
a) Six,y € Z,, implica que (x —y) € Zj.

b) Six,y € Z,, entonces xy € Z,.
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¢) 1 € Zp, puesto que |1|p =1 < 1. Por lo tanto, de a), b) y c), se sigue que Z, es un

subanillo de Q,,.
(ii) pZ, esideal de Z,,.
(iii) pZ, es ideal maximal de Z,, y ademas es tnico.

(iv) Cada elemento de Z, — pZ, es invertible en Z,, siendo los tnicos elementos invertibles en

Zp.

Definicion 2.3.3. El grupo de unidades de 7, es el conjunto
Z;;:{xez,,:yxyp:l}. 17)
Definicion 2.3.4. Se define la bola con centro en a 'y radio p" como el conjunto
B(a,pr):{xe(@p:]x—a\pgpr,rEZ}. (18)

Observacion 2.3.1. Es irrelevante hacer distincion entre una bola abierta y una bola cerrada,

puesto que
B(a,p") = {xEQp:]x—a|p<pr, re’ } = {xEQp: ]x—a\pgp’_17 re’z } = B(a,p’).

Definicion 2.3.5. La esfera con centro en a y radio p” es el conjunto

S(a,pr):{xe(@p:|x—a|p:pr,rEZ}. (19)
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Teorema 2.3.1. Se tienen las siguientes propiedades de las esferas y las bolas en Q,:
i) B(a,p") es un conjunto abierto y cerrado.
ii) Sib e B(a,p"), entonces B(a,p") = B(b,p").

iti) Sia,b € Q,, entonces B(a,p") NB(b,p*) # &, siy solo si, B(a,p”) C B(b,p°) o B(b,p°®) C

B(a,p").

Teorema 2.3.2. Sean a € Q, y n € Z. Los conjuntos de la forma a+ p"Z, son bolas en Q,; mds

especificamente, a+ p"Z, = B(a,p™").

Demostracion. Seaa+ p"Z,={a+ p"y:y€ Zp}. Luego:

x€a+p'Z, <= x=a+py, (Definicién de a+ pZ,, y € Zp),
= x—a=py, (Sumando (—a) a ambos lados) ,
= [x—al, =1p"y], = [P"], ¥l (|xy|,, = |x|p|y|,,) ,
> [x—al,=p "y, <p . (v €Zp, y por def. de valuacién p-ddica)
<= x€Ba,p™"), <Deﬁnici(’)n de B(a,p‘")) .
Por lo tanto, a + p"Z, = B(a,p™"). O

Teorema 2.3.3. Sean a € Q) y n € Z. Los conjuntos de la forma a+ p"Z,, son esferas en Q,; mds

especificamente, a+ p"Z, =S (a,p™™).

Teorema 2.3.4. Q, es un espacio de Hausdorff totalmente disconexo.
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Definicién 2.3.6. Sean a,b € Q,. Se dice que a'y b son congruentes modulo p", y se escribe:
a=b(modp") < la—b|,<p™". (20)

Teorema 2.3.5. La inclusion Z — Z, con la topologia de subespacio tiene una imagen densa. En
particular, dado x € Z, yn > 1, existe « € Z con 0 < o0 < p" — 1, tal que |x — (X|p < p~". El entero
o con estas propiedades es tinico. Para cualquier x € Z,, existe una sucesion de Cauchy o, que

converge a x con las siguientes caracteristicas:
i) &, € Zparatodony0 <oy, <p"—1.
ii) Para cada n, se tiene que 0y, = 04,1 (mod p"~1).
La sucesion (o) con estas propiedades es tinica.
Teorema 2.3.6. Sea n € N. Se tiene que Z,/p"Z, = 7/ p"Z.

Demostracion. Sea x € Z,. Por el Teorema 2.3.5, se sigue que existe un unico @y € Z tal que

|X—06x|p <p"y0<ay<p"—1.Seaf:Z,/p"Z,— Z/p"Z dadapor f(x+ p"Z,) = 0+ p"Z.

i) f estd bien definida: Considere los conjuntos

x+p'Ly={x+p'z:2€Ly}.
y+p'Z, = {y+p”w:wEZp}.

P'Zy={xeQyil, <p}.
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Si x+ p*Z, = y+ p"Z,, entonces sea a € x+ p"Z,, luego a = x+ p"z = y+ p"*w, donde
p p p g

z,w € Z,. De esta manera, x —y = (w—z)p" =mp",conm=w—z € Z,. Asi, x—y € p"Z,,

y por definicién, |x —y| » < p~". Entonces

o —ay|, = o —xtx—y+y—op], =[(0n—2) + (x=y) + (y— )],
< méx { (o =], [(x= )] .| 0= )], b = p7".

Lo anterior implica que o, = o, (mod p"), esto es & + p"Z = o, + p"Z. Por lo tanto, f(x+

P"Z,) = f(y+p"Zp). Asi, f estd bien definida.
ii) f esbiyeccion.

* f es inyectiva: Puesto que si f(x+ p"Z,) = f(y+ p"Z,), entonces o+ p"Z = o, +

P"Z, lo cual implica que o, = o,(mod p"). Luego,

|x—y]p: ‘X_(Xx+ax_ay+(xy_y|p7

n

< mx { ] (v = o) (0 = ), | (04 =), } < p 7",

y por definicién, se sigue que x —y € p"Z,. Ast, x+ p"Z, = y+ p"Z,. Por tanto, f es
inyectiva.
* fessobreyectiva: Dado que para cadak+p"Z € Z/p"Z, existe unx+p"Z, € Z,/ p"7Z,

tal que f(x+ p"Z,) = k+ p"Z.

iii) f es homomorfismo.
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* Se tiene que f(1+4p"Z,) =1+ p"Z.

* Se verificard que f((x+ p"Zp)+ (y+p"Z,)) = f(x+p"Z,)+ f(y+ p"Z,). Puesto que

six,y € Zp, entonces x+y € Z,. Ademds, usando el Teorema 2.3.5, se sigue que existe

tGinicos @, o, Oty € Z tales que |x — ch|p <p ™ |ly— Ocy‘p <p™ |x+y— ax—b—y‘p <

p"idonde 0 <o <p"—1,0< 0, <p"—1y0< oyy < p'"—1. Asi

‘aX+ay_aX+y’p = ’OCX—X+OCy—y+x+y—ax+y|p,

< méx{|ax—x|p,

ay_)"pa |x+y_ax+y|p}a

:méx{|x—ax| "

P y—0y p7|x+y_ax+y|p} <p

Lo anterior, implica que 0, + @y = Ox1,(mod p"); de esta manera, Oty + p"Z = 0t +

o, + p"Z. Por lo tanto

f((x+p"Zp)+(y+p"Zy) = flx+y+p"Zy) = Oy + P"L = 0+ 0ty + p"Z,

= (o +p"2) + (o) + p"2) = f(x+p"Zp) + f (y+ P"Lp).

* Ahora, se probara que f((x+ p"Z,)(y+p"Zp)) = f(x+p"Z,) f(y+ p"Z,). Dado que
X,y € Zp, se tiene que xy € Zyp; usando el Teorema 2.3.5, se sigue que existen Unicos

Q. Oy, Oy € Z tales que [x — o[, < p™",

y— (xy‘p <p™, |xy— (xxy}p < p~"; donde
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0<o <p'—1,0<a, <p"—1y0<ay <p"—1.Luego

‘Ony—OCxOCylp = |Ony—xy+xy—yocx+yocx—oaxocy}l),
< méx{’axy_xy‘pa‘xy_yax‘w |yax_axay‘p}a

—n

:mE’lX{‘xy—axy‘pa‘y‘p’x_ax‘l?’|ax|l"y_ay‘l’} Sp

De esta manera, 0,0, = Ox,(modp"), lo cual implica que oty + p"Z = a0, + p"Z.

Asi

f(x+p"Zy)y+p"Zp)) = f(xy+p"Zp) = Oy + p"Z = a0ty + p"Z,

= (0 + p"Z) (0t + p"Z) = f(x+ P"Lp) f(y+ P"Zp).

Luego, f es homomorfismo y biyectiva. Por lo tanto, Z,/p"Z, = Z/p"Z.

Teorema 2.3.7. Las esferas son conjuntos abiertos y cerrados.

Demostracion. Dado que Z), = Z, — pZp, por el Teorema 2.3.6, se sigue que si n € N, entonces
Zp/P"Z, = 7/ p"Z. Esto implica que los nimeros 0,1,2,---,p" — 1 son representantes de las

clases de Z,,/p"7Z,, es decir

pi—1 p—1

Ly = U (i+p"Zp) Usz :>Z;:U i+pZp) Usz
i=0 i=1
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En consecuencia,

S(a,p")=a+p"ZLy=a+p " [ |J(i+pZy) | = J@+ip "+ pp"Zp),
p—1 p—1

p—1
=Ula+ip™"+p7'2,) = Ula+ip™" +p " V2,) = ([ Blat+ip™",p ")
i=1 i=1 i=1

Asf, S(a, p™) es un conjunto abierto y cerrado para cada a € Q, y n € Z, pues las bolas son con-

juntos abiertos y cerrados. [

Hasta este momento, se han abordado algunas propiedades algebraicas y topoldgicas de Q,,.
Los siguientes resultados permiten establecer la compacidad de Z,, Q, y de sus esferas y bolas.
Asimismo, dichos resultados serdn de gran utilidad para introducir posteriormente un proceso de

integracién en Q.
Teorema 2.3.8. Z, es compacto.

Demostracion. Dado que Z, = {x €Qp:lxl, < 1} = B(0,1) es un conjunto cerrado, y ademads
Z, C Q, donde Q, es completo, se tiene que Z, es completo. Usando el Teorema 2.3.6, se sigue
que si n € N, entonces Z,/p"7Z, = 7./ p"7Z. Entonces los nimeros 0, 1,2,---, p" — 1 son represen-

tantes de las clases de Z,/p"Z,, es decir

i

pi—1 pi—1
Zp= U (i+p"Zy)= | Bi.p™")
i=0 i=0
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Luego, para todo € > 0, existe n € N tal que p~" < &, de esta manera se obtiene
~1 ~1
Zy,=J BGi,p™") c | B(i,e).
i=0 i=0
Asi, Z,, es totalmente acotado. Usando el Teorema de Heine-Borel?, se sigue que Z p €8 compacto.
]
Teorema 2.3.9. Las esferas y las bolas son conjuntos compactos.

Teorema 2.3.10. Q, es localmente compacto

Demostracion. Sea a € Q, y se define B(a,1) = {x €Qp:lx—al, < 1} C Q. Usando el Teo-
rema 2.3.9, se sigue que B(a, 1) es compacto. Dado que Q,, es un espacio de Hausdorff,* se tiene

que Q, es localmente compacto. 0
Teorema 2.3.11. Qj, es localmente compacto.

Teorema 2.3.12. Z;, es compacto.

Teorema de Heine-Borel: Sea K C R” con la topologia usual. Entonces K es compacto si, y solo si, K es cerrado
y acotado. (Herrero, 2010)

Sea X un espacio de Hausdorff. Entonces X es localmente compacto si y solo si, cada x € X tiene una vecindad
relativamente compacta. (Pérez, 2015)
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2.4. Representacion en Q,

Teorema 2.4.1. Cada x € 7, puede escribirse de la forma
x=bo+bip+bop® +b3p’ - +bup 4o,

donde 0 < b; < p— 1. Ademds, esta representacion es unica.

Teorema 2.4.2. Cada x € Q,, puede escribirse de la forma

X=b_yp " +b_y1p T ot Do+ bip+bopt + A byp =Y bap”,

n>—ng
donde 0 < b, < p—1yb_p, #0. Esta representacion es vinica. Ademds v,(x) = —ny.

Ejemplo 2.4.1. Se tiene que —1 = (p— 1)+ (p—1)p+(p—1)p?+---. En efecto, tomando sumas

parciales, se obtiene

Sp=(p—1)+(p—Dp+(p-Dp*+-+(p—1)p",

=(p-1D)(A+p+p°++p)=(p-1) Y p"
i=0

n
Puesto que Z p' representa una serie geométrica, se sigue que
i=0

1

<y PnH_l n+1
Sa=(p-1)Y.p'=(p-1) — | =L
i pP—
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Ahora: lim
n—soo

p

”“‘ = lim p"~! = 0. Esto implica que 11’_r>n Pt =0. Asi,
n—oo

p n—roo

lim S, = lim (p" ™' — 1),

n—oo n—oo

= lim p"*!' = lim 1,
n—o0 n—oo

—0—1=-1.

De lo anterior, se ti —1=(p—1 i Asi, .
e Lo anterior, Se tiene que (p )Zp St ;P 1—p

1 1 1 -1&
Ejemplo 2.4.2. Probar que la expansion p-ddica de — es: — = ptl + P—_ Z p.

p p p P 0
1 —1 —1 —
Demostracion. Considere la serie Pt +p p—i—p p*+---+5——p"+---. Entonces,
p p
+1 —1 —1 +1 —1
P P g o S P (L p g2 ),
p p p p p
_ptl - p+1 p—1 ( 1 )
+— p ;
p Z p I—p
ptl__ptl-p l
p p p

p+1
p

1 -1 & . 1
Por lo tanto, la expansién p-ddica de — esta dada por + L )4 Z pl=—.
p P = p

2.5. Integracion en Q,
En Q, existe una medida que es una generalizacién de la medida de Lebesgue en R”". Se

presentardn a continuacién algunos resultados sin demostracién. Ver (Halmos, 1950).
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Definicion 2.5.1. Sea (G,*) un conjunto con una operacion binaria y 7 una familia de subcon-

Juntos de G. Un grupo topoldgico es una terna (G, .7 ,x) que satisface las siguientes propiedades:
i) (G,T) es un espacio topoldgico,
ii) (G,x) es un grupo, y,
iii) las funciones f : Gx G — Gy h: G — G definidas por f(x,y) = xy y h(x) = x~! son conti-
nuas.

Definicion 2.5.2. Sean X y Y dos espacios topologicos. Una funcion f : X — Y es un homeomor-
fismo si f es continua, biyectiva, y si ademds f~' también es una funcion continua. Si existe un

homeomorfismo f : X — Y se dice que los espacios X y Y son homeomorfos.

Teorema 2.5.1. Sea (G, x) un grupo topolégico localmente compacto. Entonces existe una medida

regular de Borel tinica, salvo multiplicacion por constantes positivas tal que

i) / dx > 0 para cada conjunto abierto de Borel U distinto de vacio, y,
U

ii) / dx = / dx para cada conjunto de Borel.
xxE E
Para obtener los detalles de la prueba del Teorema 2.5.1, consultar en (Halmos, 1950).
Definicion 2.5.3. La medida descrita en el Teorema 2.5.1, es una medida de Haar sobre G.
Observacion 2.5.1. De lo anterior:

» (Qp,+) es un grupo topoldgico localmente compacto. Entonces, de la definicion anterior,
se sigue que existe una medida de Haar dx sobre (Q,,+), que es invariante respecto a los

desplazamientos, es decir, d(x+a) = dx para cada a € Q -
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= Puesto que 7, es compacto, y dx es una medida regular, se tiene:

/Z dx < oo, 1)

Asti, se puede normalizar la medida por la condicion:

/Z dx=1, (22)

entonces dx es unica.
= Los abiertos compactos de Q,,, es decir, a+ p"Z,, generan la 6-dlgebra de Borel.

» La medida dx asigna a cada subconjunto abierto compacto U, un niimero real no negativo

/ dx, que ademds satisface
U

[

dx = dx, (23)
fu®=E

n=1 Uy

para todos los subconjuntos abiertos compactos U, en Q,, que son disjuntos dos a dos tales

)

que U U, es compacto. Ademds, se cumple que

n=1

/xﬁde:/de. (24)

Teorema 2.5.2. Sea d(ax) definida por d(ax)(U) = dx(aU), entonces d(ax) es una medida de
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Haar, y
d(ax) = |a| ,dx, donde a € Q,,, (25)

es decir

/ade: |a|p/de. (26)

Demostracion. Sea T, : Q, — Q,, definida por T,(x) = ax.

i) T, esta bien definida y es inyectiva: En efecto, si x = y, entonces:
x=y <= ax = ay <= T,(x) = T,(y).

it) T, es sobreyectiva: Seay € QQ,, entonces y = ax, luego x = X. Ast:
a

Por lo tanto, T, es una biyeccion. Ahora, T, es la restriccion de la operacién producto al

conjunto {a} x Qp, lo cual implica que 7, es continua.

Dado que la operacién de tomar inversos multiplicativos es continua, se sigue que 7, ! es
continua, y usando la Definicién 2.5.2, T, es un homeomorfismo de Q, en Q,; asi, d(ax) es

una medida de Borel regular sobre Q. Por la Observacion 2.5.1, la invarianza de traslacion
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de dx, implica la invarianza de traslacion de d(ax), esto es para cada y € Q,,, se tiene
d(ax)(y+U) =dx(a(y+U)) =dx(ay+aU) = dx(aU) = d(ax)(U).

Por tanto, d(ax) es una medida de Haar sobre Q. Luego, existe una constante positiva C(a)
tal que / dx = C(a) / dx. Sin pérdida de generalidad, para calcular C(a) se escogerd un
al U

subconjunto abierto compacto U = Z,,. Sea a € Z,, entonces |a| p= p_k, donde k € N. Luego,
p-1

Lp= U (i+ p*Z,). Asi, usando (23),
i=0

pr—
1= / dx = / dx =
7, U i+p42,) ,Zg)

Puesto que |4 = p~k, entonces a = p*u, donde u € Z,,. Usando Z;, = uZ, se obtiene

/ dx:/ dx = dx = |al,.
aly pkuZ, P*Z,

Por lo tanto,

/ dx:C(a)/ dx = C(a) = |al,,.
aly Zy
Para a ¢ 7, 1a prueba es andloga. Asi

d(ax) = |a| ,dx, donde a € Q,,
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O

Corolario 2.5.1. Sea f : U — C, donde U es un conjunto de Borel (los conjuntos borelianos son

abiertos y compactos). Entonces

| r@dx=la, [ flay+b)d. @)
U a 'U+a b

para cualesquiera a € Qp, y b € Q).

Ejemplo 2.5.1. Calcular / dx, donde r € 7.
B(0,p")

Solucion: Dado que 0+ p~"Z, = p~"7Z, = B(0,p"), y escribiendo x = p~"y, se sigue que dx =

d(p~"y) = p"y. Ademads,

/ dx = / dx = ‘ p
B(0,p") Py

Por lo tanto, / dx=1p".
B(0,p")

p*"p = p’, usando (22) y (26) del Teorema 2.5.2, se obtiene:

/dx:p’/ dx=p'(1)=p".
rJz, Z,

Ejemplo 2.5.2. Calcular / dx, donde r € Z.
5(0.p")

Solucién: Puesto que S(a,p”) = B(a,p") —B(a,p’™"), usando el Ejemplo 2.5.1, se sigue que

/ dx:/ dx:/ dx—/ dx=p —p ' =p(1—p7 ).
S(O,pr) B(()?pr)_B(O’prfl) B(()?Pr) B(0>Pr71)

Por lo tanto, / dx=p'(1—p~h.
S(0,p")
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Ejemplo 2.5.3. Estimar Z(f,s) = / |x|,dx, donde s € C y Re(s) > —1. Ademds, Re(s) denota la
ZI’

parte real del niimero s.

Solucion: Tomando {0,1,2,....,p—1} C Z C Z, como un sistema de representantes de F, =

Zp/pZLp, se tiene que

p—1

Zp=J (k+pZp).
k=0

Asi, usando (23), se obtiene

Z(f,s :/ xsdx:/ x|*dx,
)= wax= [,

k=0

p—1 p—1
= xsdx:/ x|®dx+ / x|® dx.
,;/sz,,' b pz,,| b k; k+pZ L

P

Ahora, six € k+Z,, donde k =1,2,...,p — 1, entonces x = k+ pw con w € Z,. Por consiguiente,
x|, = lk+pw|, < méx{|k|p, ]pw\p} = méx{l,p‘1|w|p}. Lo anterior implica que |x|,, = 1. Por

tanto, usando (22), (23), (24) y (26) del Teorema 2.5.2,

p—1
Z(f,s):/ Ix|>dx = / |x|sdx+/ x| dx,
Zp P k;] k+pr p pr p
p—1 p—1
= dx—i—/ |x|° dx = / dx+/ x|> dx,
I;I /k+PZP Ly b l;l pLp PZp b
:(p—l)/ dx+/ |xy;dx:(p—1)\pyp/ dx+/ |3 dx,
pZy PZy Zy pZy
P

—1
—(p-0p " [ dx+ [ aldr=(p-1p ' (O [ ldr=Pm s [ g
Zp PZp PLp p PLp
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p—1 p—1
Dado que 7., = U (k+ pZp), entonces pZ, = U (pk—i—pZZp). Sea x € (pk+ p*Z,), entonces
k=0 k=0

x=pk+p*t, dondek=1,2,...p—1yte Zyp. Razonando de igual manera que en el paso anterior,

se sigue que |x|, = p~ L. Asi

—1 —1
Z(f,s) = pT +/ x| dx = P— 4 x|, dx,
p

Z, P /U’”(pk+p22,,)

—1 Pz
:p——I—Z/ X[ dx——+2/ x| dx+/ |x| dx,
P k=0 Pk+p*Z) pk+p*Z,
ety /
Z pk—i—pZZ
_p=l Zp—s/ dx+/ x|’ dx,
p =1 pk+p*Zy, P*Zy p

i / dx+/ \x\ dx,
p

dx+/ [x[,dx,
p

p—1 p_ —s / s P
= 1)+ xS dx =E—
[,

—1\s s
dx+/ x|7 dx,
ya [ 1ol

p_l —S S
T /p e

Por lo tanto, continuando con este proceso de manera similar, y usando el hecho de que la serie

que se obtiene es geométrica, se sigue que

-1 p—-1 . p—1 _
s) = xsdx:p —+ ps+ p25+...’
) /Zp| e =2 P >

-1 —1 1
P <1 4 pl g sy (s, ) _r , donde Re(s) > —1.
P p \1-p=!

—1 1
De esta manera, se concluye que Z(f,s) = p <1 — ), para Re(s) > —1.
p -p
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Ejemplo 2.5.4. Sea U = Z, — {0}, y considere la sucesion (p~"). Luego, lim p™" = 0, ademds
n—yoo

cualquier subsucesion (p~") de (p™") converge a 0 ¢ U. De esta manera, U no es secuencial-

mente compacto y por tanto, U no es compacto.

Por otra parte,

[} o)

Puesto que cada p"Z, es un conjunto de Borel, pZ, D pzZp D p3Zp Dey / dx = p_l,
pZLp

entonces

lim / dx=1imp™"=0= dx.
P'Zp

n—co n—co {0}

Por lo tanto, usando (22) se obtiene

/ a’x:/ dx—/ dx=1-0=1.
Z,—{0} Zp {0}

Asi, / dx=1.
Zp—{0}

Dado que ( s -) es un grupo topolégico localmente compacto, entonces existe una medida

de Haar du* que se puede normalizar por la condicién

du* = 1. (28)
z
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Teorema 2.5.3. Se tiene la siguiente relacion de medidas:

1 dx

W=,

Demostracion. Se define la medida en Q7, como sigue:

1 dx

Ao [ —— =2
A 1_p7 |x|p

Para b € ,, tomando x = bz y usando (26) del Teorema 2.5.2, se obtiene:

/ 1 dx_/ 1 d(bz)_/ 1 |bl,dz
bA l_pil |x|p A 1_p71 |bz|p A l_pil |b|p|z|p

2.6. Caracteres sobre Q,

50

(29)

Para definir un caracter sobre Q,, se dard la definicién de un caracter sobre R. Se mostrardn

algunos resultados que serdn importantes para el desarrollo de la seccidn; algunos tendrén sus

respectivas demostraciones, y en otros solo la referencia. Se denotard por G al conjunto de todos

los caracteres de G, donde G es un grupo localmente compacto.

Teorema 2.6.1. (Teorema de la funcion abierta). Sean G y G, grupos localmente compactos

tal que Gy es union contable de subconjuntos compactos. Si ¢ : Gy — Gy es un homomorfismo

sobreyectivo, entonces es abierto. En particular, si ¢ es un homomorfismo biyectivo entonces es
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un isomorfismo.
Demostracion. Ver (Deitmar and Echterhoff, 2014), Teorema 4.2.10. L]

Lema 2.6.1. Sea G un grupo topoldgico tal que existe una familia % de subgrupos de G,de manera
que cualquier entorno de 1 contiene a un elemento de % . Sea ) un cuasi-caracter en G. Entonces,
el niicleo de y contiene un elemento de .%. Si ademds, G es compacto y los elementos de ¥ son

entornos, se tiene que X es un caracter de orden finito.
Demostracion. Ver (Galletti, 2018), Lema 2.3.5. L]
Definicion 2.6.1. Si a € A, se define Wy, como el caracter de (A,+) dado por y,(x) = y(ax) [6].

Teorema 2.6.2. La aplicacién ¥ : A — A dada por Y(a) = y, es un homomorfismo de grupos

topolégicos. Ademds, si A es un cuerpo y Y es no trivial, entonces ¥ es inyectiva.
Demostracion. Ver (Galletti, 2018), Proposicién 2.3.4. L]

Ejemplo 2.6.1. La aplicacion e.. : R — S definida por e.(x) = ™ es un caracter de R. Pa-
ra cada a € R, los caracteres en R son de la forma (ew), € R, donde R denota el conjunto de

caracteres en R, y S', el subgrupo de niimeros complejos C de norma 1.
Ahora, en el siguiente teorema se mostrard la forma de todos los caracteres en R.

Teorema 2.6.3. Sea ) un caracter de R. Entonces, existe un tinico nimero real a, tal que y =

(€c)a-
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Demostracion. Note que la unicidad se obtiene por el Teorema 2.6.2, ya que R es cuerpo y e.. €s
un caracter no trivial. Ahora, se probar la existencia de a. Puesto que x(0) = 1y x es continuo,
h
entonces existe 7 > 0 tal que ¢ = / x(t)dt # 0. Asi, usando el Teorema 2.6.2, se sigue que x es
0

un homomorfismo. Luego, si x € R,
h h x+h
xe= [ a0x0dr = [ xl+nan= [ x(war,
y por tanto
x+h
x@W=c" [ xr
Dado que x es diferenciable, usando el Teorema Fundamental del Calculo
20 = (2t h) — 2() = (@) — 2() = (x() —1) 2(x) = kx ().

donde k = ¢! (x(h) — 1). De lo anterior, se tiene que x’(x) = kx(x). Resolviendo esta ecuacién

diferencial de variables separables, se obtiene

X
%(x)dx—/kd,

= In(x(x)) = kx4 Cy == AW = S +C1

= k() e )
X (0) = k() = 2 ke |

— x(x) =CeM,
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donde C;,C € R. Ahora, usando la condicién inicial x(0) = 1, se obtiene que C = 1. De esta
manera, X (x) = e para toda x € R. Puesto que ] x(x)‘ = 1 para toda x, se escoge a € R tal que

k = 2mia. Por lo tanto, ¥ (x) = e*™“, y asi, se concluye que ¥ = (€w)q. O
Teorema 2.6.4. La funcién We. : R — R dada por We(a) = (€w)q es un isomorfismo.

Demostracion. Dado que R es cuerpo y e €s un caracter no trivial, por el Teorema 2.6.2, se sigue
que Y. es un homomorfismo inyectivo. Usando el Teorema 2.6.3, se tiene la unicidad de a € R, y
por lo tanto, para cada (e..) € R, existe un elemento a € R tal que Yo (a) = (€)q. Por tanto, W,

es sobreyectiva. Asi, usando el Teorema 2.6.1, se sigue que W es un isomorfismo. [

Definicién 2.6.2. Se define {x}, como la parte fraccionaria de x € Q de la siguiente manera:

pm (XO+X1P+"'+x|m|—lp|m‘7l>7 m<07
{x}p = (30)

0, m>00x=0.

Note que a partir de la Definicién 2.6.2, se sigue que {x+y}, = {x}, +{y}, — N, donde

N=0,1.

Definicion 2.6.3. Se llama un caracter de grupo aditivo Q, a una funcion continua (de valor

complejo) x(x) definida en Q,, tal que satisface las siguientes condiciones:
D) |x(x)|=1,

i) x(x+y)=x(x)x(); x,y € Qp.
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Definicién 2.6.4. La funcion y : Q, — S' dada por y,(Ex) = PRI define un caracter aditivo

de el cuerpo Q, y B(a,p").

El caracter aditivo sobre @, definido anteriormente satisface las siguientes propiedades:

i) 2(0)=1.

iit) x(nx) ={x(x)}", paracadan € Z.

Teorema 2.6.5. El grupo de los caracteres aditivos sobre Q,, es isomorfo al grupo aditivo Q. La

aplicacion & — x,(Ex) define este isomorfismo. Denotando

Xoo(X) = €27, (31)

para cada x € R, entonces, la siguiente formula es vdlida para todo x € Q:

IT & =1, (32)

2<p<eo

1,,— 002

Demostracion. Seax € QQ arbitrario, tal que x = N pl_a p, 2 py % donde aj € Z7, pj son nime-

ros primos y N € Z* tal que med(N, p;) = 1,con j=1,2,3,---,n. Usando teoria de congruencias’,

5 Ver (Vladimirov et al., 1994; Vinogradov, 2003)
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se sigue que x se puede expresar de la siguiente manera:

NN N,
X—W—Fﬁ‘f‘”“f‘ﬁ—f—M, (33)

paraalgin N; € ZT,1 < N; < p?j — 1y M € Z. Ahora, de la Definicién 2.6.2, se tiene que la parte

fraccionaria de x, estd dada por:

N; .
{x}pj:p_o{jv {x}pzo’p#p]y.]:sz 1. (34)
J

Por lo tanto:

[T %w=T1 2= [] &= [] S™0PD = tsimn = 2mivy,

2< p<oo 1<j<n 1<j<n 1<j<n

]

Definicion 2.6.5. Un caracter multiplicativo de Q), es una aplicacion continua @ : Q;, — C* que
satisface m(xy) = n(x)7n(y), con x,y € Qj,. Todo caracter multiplicativo de Q, se puede escribir

como
7 (x) = e[ 7o (|| ), (35)

donde my es un caracter del grupo S(0,1),

no(x’)|p =1,x€50,1)yseC.

En efecto, sea 7 un caracter multiplicativo de Q). Entonces, cualquier elemento x € Q7 se
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representa de la forma

x= \x|;1x',

donde X’ € §(0,1). Por tanto

7(x) = 7|l 'x') = 2, (') = 2(p") (') = [2(p)[V M0 (x') = p

donde se denota |x|17 =pNyn(p)=p

56

(36)
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3. Adéles A
En esta seccion se introduciréd al concepto del anillo de los Adéles definido sobre un cuerpo de
nimeros algebraicos K (en particular y para el desarrollo del presente trabajo, el cuerpo de los
numeros racionales).
3.1. Preliminares
Definicion 3.1.1. Sean N = {1,2,...} el conjunto de los niimeros naturales y P C N el conjunto de
los niimeros primos. La funcién y(n) denota la segunda funcion de Chebyshev, y se define por la

relacion:

e =mem(1,2,...,n), neN; 37

donde mcm(a,b) denota el minimo comiin miiltiplo entre a 'y b.

Por ejemplo, para n = 7 el valor de la segunda funcién de Chebyshev esta dado por,

¢¥") = mem(1,2,3,4,5,6,7) = 420.

Definicion 3.1.2. Se define la funcion de von Mangoldt denotada por A(n) como

log(p), sin=pk paraalginp cP, ke Nyk>1,
A(n) = (38)

0, en otro caso.
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Para n = 2 = 2! el valor de la funcién de von Mangoldt estd dado por A(2) = Log(2). En

la siguiente tabla se dardn algunos valores para la funcién A(n)

A(n) | 0 | Log(2) | Log(3) | Log(2) | Log(5) | 0 | Log(7) | Log(2) | Log(3)

Note que (37) y (38) estdn relacionadas por las ecuaciones equivalentes,

n

y(n) = Z Ak), y e¥™ =T V. (39)
k=1 k=1

n
En efecto, si y(n) = Z A(k), entonces
k=1

Definicion 3.1.3. (Segunda Funcion de Chebyshev) Para cualquier n € 7, se define la segunda

Juncion de Chebyshev por

yin) =4 (40)
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Definicion 3.1.4. La funcion simétrica de von Mangoldt estd dada por la relacion

et = ; (41)

esto es

A(n), sin>0,
Aln) = 42)

A(ln—1]) =A(n| +1), sin<O0.

Definicion 3.1.5. Dos sucesiones de Cauchy (ay,) y (b,) de niimeros racionales son equivalentes

si (an — by) converge a la sucesion nula. Es decir, para todo | € 7.

(an—by) € e?! )Z, para n suficientememte grande. (43)

Observacion 3.1.1. De lo anterior, se tiene:

eV(ntl)
e'l/(”)

eV(n+tl)
ellf(")

Alnt1) . Por

i) Si eV < ¥t entonces es un nimero primo dado por e

ejemplo, si n="1, el valor de la funcion e

a7y ¥ mem(1,2,3,4,56,7) 420

= = = =17.
eV(6) mem(1,2,3,4,5,6) 60

e

i) Si eV = ¥ t1) entonces e = 1. Un caso en particular se da cuando n = 10, dado que

eV(10) = ¥ = 2520 y
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e¥19  mem(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) 2520
eA10) — = = = 1.
eV mem(1,2,3,4,5,6,7,8,9) 2520

» Los valores para el caso i), forman el conjunto:
%:{—p’:ZEN,peP}u{p’—l:leN,peP}. (44)

» Sea p : 7 — € la vnica funcién biyectiva para la cual, la funcion e¥P (1) es estrictamente
creciente, con e¥P©) = 1. Para efectos prdcticos, se escribird eV y M) en lugar de
eVPm) y oAPM) respectivamente.

eV(ntl)

" ) esun nimero primo positivo M) Ademds, para cualquier niimero n > m, las
e

funciones y(n) y A(n) satisfacen

y) —y(m)= Y, AW, y —ov= ] &0 (45)

En efecto, usando (39):

v — wim) Y AK) — Y AGK),
k=1 k=1
= (AD)+--+Am)+---+An) — (A(L)+AQ2)+ - +A(m)),

= (Alm+ 1)+ Am+2)++An),
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Andlogamente:

V)T AR A AR L A A1) L A)

e‘l’(m) o H?:l eA(k) eA(l)eA(z) e eA(m) ’

_ eA(m—H)eA(m—i-Z) L

= T 4.

k=m+1

oo 1 e
» De (37), las sucesiones (e"’(”)) o y < e ) son equivalentes paran € 7~ . En efecto,
n= € n=0

sin <0, usando (40):

V() — o= av(=n) _ ,—v(=n) _

ev(-=n)’

Por lo tanto, las sucesiones son equivalentes para n < Q.

» Utilizando un procedimiento similar para escribir cualquier niimero racional con respecto
a una base entera dada, cualquier niimero racional positivo q, admite una tinica represen-

tacion como una suma finita:
N
g=Y ae¥®, (qeQt yez), (46)
k=y

donde ay #0y a; € {07 1,2,..., Mk 1}.

La observacién anterior es de gran importancia para el andlisis no-arquimediano del anillo

finito de adéles A, el cual se abordara en las secciones posteriores de este trabajo.
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3.2. El anillo finito de los niimeros adélicos
Definicién 3.2.1. A cada niimero entero n, le corresponde un subgrupo aditivo ¢¥"Z de los

niimeros racionales Q.

Sin € 77", entonces Y7, es un ideal de 7.

Sin € Z~, entonces VM7, es un ideal fraccionario de Q.

La familia de todos estos subgrupos estd totalmente ordenada bajo la relacion de inclusion.

La filtracion
{0yc--ce¥Wzc...cZc--.ce¥™zc...cQ, (m<0<n), 47

posee las siguientes propiedades:

Ne"™Wz={0},y |Je"™z=0Q. 48)

neZ nez
La coleccién de todos los subgrupos aditivos {e"’(”)Z}nGZ es una base de vecindad de cero
numerable, para una topologia segundo numerable invariante aditiva sobre Q. Puesto que Q es
numerable, la topologia sobre (Q es generada por una coleccién numerable de conjuntos abiertos.
Dicha topologia sobre (Q se denomina la topologia finita adélica sobre Q. Ahora, dado que la
interseccion numerable de la base de vecindad sobre cero, consta Unicamente del punto cero se

sigue que la topologia adélica finita sobre (Q es Hausdorff.
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Definicion 3.2.2. Una sucesion (a,) de niimeros racionales es de Cauchy en la topologia finita
adélica sobre Q, si para todo k € 7, existe N > 0 tal que si n,m > N, entonces (a, — ap) € eY X Z;

es decir, %) divide a (an — am), esto es, existe ¢ € 7 tal que ce®) =q, —a,.

Toda sucesion constante de nimeros racionales es de Cauchy, (en particular, la sucesion

nula).

Ejemplo 3.2.1. Sea S, las sumas parciales de la sucesion x = Z ake"’(k) dada por
k=y

Sp=Y ae¥®. (49)
k=

Entonces, S, es una sucesion de Cauchy sobre la topologia finita adélica sobre Q. En efecto, si

n>m,

S, — Sy = (aye"’(y) F oot ame? 4 g ) — (aye"’m F ot aye? M),

n
k=m+1

Por lo tanto, ¢¥®) divide a Sn — Sm- Asi, S, es una sucesion de Cauchy.

Definicion 3.2.3. Se define el conjunto € (Q) de todas las sucesiones de Cauchy sobre la topologia

finita adélica como sigue:

¢ (Q) = {(an) : (ay) es una sucesion de Cauchy} . (50)
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De la definicion anterior, se tiene que 4 (Q) es un anillo conmutativo con unidad. En efecto:

= (4(Q),+) es un grupo abeliano.

» (4(Q),-) es conmutativa.

Existe 1 = (1) € ¥(Q) tal que para toda (a,) € €(Q): (1) (an) = (1-an) = (ay).

- ((an) + (bn)) ) (Cn) = (an) (Cn) + (bn) (Cn), para cada (an)a (bn>7 (Cn) € %(Q)

Definicion 3.2.4. Una sucesion de Cauchy se llama trivial, si ésta converge a cero. es decir, a, — 0

cuando n — oo,

Definicion 3.2.5. Se define el conjunto 6y(Q) de todas las sucesiones de Cauchy triviales sobre la

topologia finita adélica como sigue:

40(Q) = {(an) : (an) es una sucesion de Cauchy y a, — 0, cuando n — oo} . (51)

Definicion 3.2.6. La terminacién Q de Q es el conjunto Q = € (Q) /%6o(Q) con la topologia dada

por las sucesiones de Cauchy definidas anteriormente.

De lo anterior, se infiere que (Q es un espacio topolégico completo en el que la inclusién

natural de Q con la topologia finita adélica en Q es densa.

3.3. Series Adicas
Las series adicas son una representacion de los elementos de (Q, y esta representacion es una

generalizacion de las series en QQ,,. La construccién de un elemento x € QQ visto como una serie, se
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mostrara en esta seccion.

Sea (a,) una sucesién de Cauchy de nimeros racionales. Si (a,) no es la sucesién nula en
Q, entonces existe un elemento maximo ¥ tal que existe una subsucesién (b,) con b, ¢ e¥VZ.
Puesto que (b,) es una sucesién de Cauchy, existe una subsucesién (c,) tal que ¢, ¢ e¥VZ y
cn— cn_1 € e¥Z. Por lo tanto, existe un tnico entero ly1 € {1,2, s eM) - 1} tal que ¢, —
ly,le"’(y_l) € e¥(M7Z para todo n.

Razonando de manera andloga, si ¢, — ly_le"’(y_l) es una sucesion de Cauchy, entonces

existe una subsucesion d, de ¢, tal que
dy—dy_1 € ¥V TVZ. (52)
Por lo tanto, existe un tinico entero [y tal que Iy € {O, 1,2, Mt — 1}, y
d, — ly,le"’(y_]) — lye"’m € Y V7. para todo n. (53)
Inductivamente, las sumas parciales de la forma

Y heV® , (54)

neN

constituyen una sucesion representante de (a,) € Q. Por tanto, todo elemento x distinto de cero

en Q tiene un representante, denotado también por x, que puede escribirse univocamente como la
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serie convergente

x=Y eV, yez, (55)
k=y
donde [}, € {O, 1,2,--- ,eA(V“) —1 } ly # 0. Dada la representacién de x mencionada anteriormen-

te, el anillo @ se denomina el anillo finito de los nameros adélicos.

3.4. Operaciones aritméticas en Q

Definicion 3.4.1. Sean x,y € Q con representacion en series

X =
k

[e] )

are’™, vy =Y bre?®, (56)
Y k=y

y sean Si(x) y Sk(y) las sumas parciales

k k
Sex) =Y ae¥®, y, Su(y) = Y eV (57)
=y =y

Los coeficientes (c,);._; de la representacion en serie de la suma

z=xt+y=) cre¥W, (38)
k=y
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estdn dados de la siguiente manera: Puesto que e¥VeM¥t1) = oV(+1) oxiste un sinico cy €

{0, 1,2, ,AHD 1} tal que

Cyellf(Y) = aye"’m + byellf(Y) (mode¥"1)). (59)
Inductivamente, existe cj € {O, 1,2,--- ,eAWH) — 1}, con k > vy tal que

Z creV® x) 4 S(y) (mod e¥*+ 1)y, (60)
Ademds, los coeficientes (cy);._, de la representacion de la serie producto

r=xy= Z cre? . (61)
k=y

pueden encontrase de forma inductiva considerando
k
che"’ (4)S(y) (mod ¥ *+1)), (62)

donde cj, € {O, 1,2,- eV k1) _ } Ademds, Q con las operaciones de suma y producto constitu-
ye un anillo topolégico, puesto que las operaciones de suma y producto en este espacio topologico

son continuas.

Teorema 3.4.1. Sean x,y € Q dos adéles finitos como representaciones en serie
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X =
k

- k - k
ae?® y y = Z breV ™).
=y k:'y
Los coeficientes (cy);._, de la representacion de la serie sumaz =x+y = Z Cke"’(k) , estdn dados
k=y
por

¢k = ay + by + re_1 (mod A+, (63)

donde ¢ € {0,1,2,--- ,MNHD 1} ry—1 =0 (parak="1y,--- ),y ryesuno o cero, si (ax+ by +

k+1)

re—1) es mayor que M 0 no.

Demostracion. Ver (Aguilar-Arteaga et al., 2020).

]
3.5. Topologia adélica
Definicion 3.5.1. Se define la funcion ord: Q — ZU {0} como
Y(x) = ord(x) = min{k : a; # 0}, donde x = Z ae¥®). (64)

k=y
La funcion ord(x) satisface las siguientes propiedades:
i) ord(x) € ZU{eo}.
ii) ord(x)=oosiy solosix=0.

i) ord(x+y) > min{ord(x),ord(y)}, para cualquier x,y € Q.



ADELES SOBRE EL CUERPO DE LOS NUMEROS P-ADICOS 69

Definicion 3.5.2. Una métrica no arquimediana sobre Q estd dada por
d@(x,y) = e_"’(ord(x_y)), para todo x,y € Q. (65)
Del item iii) de la Definicién 3.5.1, implica que

a’@(x, z) < max {d@(x,y),d@(y, z)} , para todo x,y € Q. (66)

La ultramétrica dg; toma valores en el conjunto {e"’(”)} ’ u{0}.
ne
Definicion 3.5.3. Las bolas centradas en cero y radio distinto de cero son las completaciones de

la filtracion original

B(0,e¥"W)={xecQ:x= Zake"’(k), conn<v,nerl,. (67)
=y

Definicién 3.5.4. La coleccion de niimeros enteros finitos adélicos 7. es la bola unitaria de Q

z:{xe@:x:iake"’(k)}. (68)
k=0

Observacion 3.5.1. Note que:
» De la definicion de adicion y multiplicacion, se sigue que 7 es compacto y abierto de Q.

» 7 contiene el conjunto de los niimeros enteros como un subconjunto denso.
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= De la construccion de Q, y usando el hecho de que VY7 es un ideal de Z, se tiene que Z es
la terminacion profinita del anillo de los enteros 7. (esto es: 7 es el limite inverso de 7. /n’Z

paran=1,23..).

= Geométricamente, la propiedad no-arquimediana muestra que cualquier punto de una bola
es su propio centro (de manera similar a Qp); ademds, una bola estd contenida en otra o

las dos son disjuntas.

» La propiedad no-arquimediana puede definirse algebraicamente de la siguiente manera:

Para cada n € Z, se define

o)

a, = e V7 — ! xe Q: e Vy = Z an p . (69)
n=0
» La coleccion {ay, }nez es una base de vecindad de cero para la topologia finita adélica sobre

Q. Cada subgrupo a,, provee una particion disjunta

Q= |J (x+an), (70)
x€Q/ay

donde la union se toma sobre un conjunto completo (numerable) de representantes del co-
ciente Q/a,. Sea B,(x) una bola con centro en x y radio ¢¥\") para cada n € 7.y x € 7.
Usando la propiedad no-arquimediana, se tiene que cualquier bola es compacta y abierta.

Ademds, cada bola de la forma B, (x) coincide con el conjunto x+ ay, es decir B,(x) = x+ay,.
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Por lo tanto, la union descrita en (70) puede resscribirse como

Q= |J Bulv), (71)
x€Q/a,

donde la union se toma de un conjunto completo de representantes del cociente @/ ay.

» Un conjunto completo de representantes del cociente a,/a,_| determina

an = U (x +ap—1 )7 (72)
XEay/a, 1
la cual induce la particion
Q= U OG+x+a). (73)
ye@/an
XEap /a1

» Una forma equivalente de describir a Q es la funcion,

Y(q) =min{l : g € e*V7}, (74)

que es un orden sobre Q, ya que satisface las propiedades de la Definicion 3.5.1, y la funcion

dg(p,q) = e~ Vordr=a)), (75)

para p,q € Q define una ultramétrica sobre Q. Ahora, como una consecuencia de escribir
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cualquier elemento de Q, se mostrard un resultado que caracteriza todos los subconjuntos

compactos de Q.

Teorema 3.5.1. El anillo topolégico Q satisface la propiedad de Heine-Borel; es decir, un sub-
conjunto K C Q es compacto si y solo si, K es cerrado y acotado. Por lo tanto, Q es un anillo

topologico localmente compacto.

Demostracion. Dado que en Q se define una métrica no arquimediana (es decir se satisface la
ultramétrica o desigualdad triangular fuerte (ver (66)), es suficiente probar que cualquier conjunto
cerrado y acotado K C Q es secuencialmente compacto (es decir, toda sucesién en (x;) C K, posee
una subsucesion convergente (x;) tal que Jh_r>r°1° xi; € K). Sea (x;)r>1 una sucesién acotada en Qy

se escribe

Xk = Z ak(l)elV(l)a ((1k(l> € {07 L2, aeA(H_l) - 1})
I=y(xe)

Puesto que (x;)x>1 es acotada, el conjunto {y(x;)} es acotado inferiormente, se denota esta
cota inferior por . Si el conjunto {y(xx)} no es acotado superiormente, entonces (x)y>] posee
una subsucesion que converge a cero. Ahora, si el conjunto {y(x;)} es acotado superiormente,
entonces este solo tiene un nimero finito de valores. Por lo tanto, para algin y € Z, existe una

subsucesion de (xx)x>; con elementos de la forma
aOeW(Y) +a1€W(Y+1) +a2eW(y+2) 4. , (al c {O’ 1,27 “e ,eA(7+l) _ 1}, ag 7& 0)

Ademds, dado que ap puede tomar solo un nimero finito de valores, ag € {1,--- ,eA(Y) —
1}. Puesto que cada a; puede tomar solo un nimero finito de valores, inductivamente, se puede

encontrar una sucesion que converge a un punto limite distinto de cero
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x=Y qe??, (g € {0,1,2,--- LMD 1}, ap # 0).
I=y

[

Observacion 3.5.2. Para cada p,q € Q, donde p,q # 0, se tiene que pZ - qZ = pqZ. Por lo tanto,

para cualquier niimero racional | # 0, la preimagen de 7 bajo la aplicacion producto Q x Q — Q,

es la union de todo pZ x g7 C Q? tal que pg =1, esto es ! (1Z) = U pZ x qZ.. Puesto que
p9€Q, pg=I

la union descrita anteriormente es un conjunto abierto, la terminacion de los niimeros racionales

de la filtracion anterior, produce un anillo topologico.

De la observacion anterior, puesto que Q es un anillo topoldgico, entonces para cada g € Q
(g # 0), el conjunto qz es un subgrupo abierto y compacto de Q. Por lo tanto, cualquier subgrupo

abierto y compacto de Q es de la forma qz para todo g € Q (¢ # 0).

3.6. Medida de Haar sobre los nameros adélicos finitos

Considere la funcién aditiva dx sobre las bolas adélicas dada por:

[a,:7Z); sin>0,
dx(By(x)) = dx(a,) = ¥ = (76)

[Z:an]; sin <0,

donde B, (x) = x+ a, es una bola con centro en x y radio e¥(") para cadan € Z y x € Q. Asimismo,

~

[a,, : Z] representa el indice de a,, en Z.El conjunto de todas las bolas de radio positivo y el conjunto

vacio forman un semianillo, y la funcién aditiva dx es una premedida o-finita. Asi, existe una
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tinica medida de Borel sobre Q también denotada por dx. Puesto que cada bola B,,(x) es compacta
y abierta, por la construccién de dx, esta medida es invariante bajo traslaciones, es decir, para cada

a € Q, d(x+a) = dx. Por lo tanto, es una medida de Haar sobre Q.

Teorema 3.6.1. Para cada q € Q, la medida de Haar de qz esq .

Demostracion. Es suficiente calcular el indice de los subgrupos 1Z para todo natural /. Note que
1Z.Ne¥"MZ = med(l,e¥")Z = IZ para n suficientemente grande. La terminacién de [Z es 17,

ademas:

[Z:17]) = Z:17) =1.

Observacion 3.6.1. Como resumen de esta seccion, se puede afirmar:
» La inclusion Q — Q es densa y Q es un espacio topologico separable.

» Q tiene una métrica no-arquimediana d@ tal que, (Q, d@) es un espacio ultramétrico com-

pleto, y por lo tanto, es un espacio topologico totalmente disconexo.

» Laultramétrica d@ es la tinica ultramétrica aditiva invariante sobre Q cuyas bolas centradas
en cero es precisamente, la coleccion {a, }ncz, y tal que la medida de Haar de cualquier bola

es igual a su radio. En particular, 7 tiene didmetro uno.

» Para cada n € 7, si x € By(y), entonces B, (x) = B,(y). Geométricamente, esto implica que

todo punto de la bola es su propio centro.
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4. El anillo A
4.1. Definiciones y resultados importantes
Definicion 4.1.1. Sea B un conjunto de indices. Para cada o € B, sea Gy un grupo localmente
compacto, tal que para o € *B excepto en algiin subconjunto finito Sy, existe un subgrupo com-
pacto y abierto Hy de Gg. Se define un grupo localmente compacto llamado el producto directo
restringido de la familia de grupos {Gy}qess con respecto a la familia de subgrupos {Hy }qess,

denotado por H (Go : Hy) como sigue:

acB
H (Gg 1 Hy) = {(aa) € H Gy : aq € Hy, para casi todo o, € %} ) (77)
ocB ocB

Definicion 4.1.2. Sea Z, el anillo de los enteros p-ddicos y Q, el cuerpo de los niimeros p-ddicos.
Un adéle finito de Q, denotado por Ag rin = Ay es el producto restringido de Q, con respecto a

Lp. Esto es,

Aq.fin=~Ar =1 (ap)pep € H Qp :ap € Zy, para casi todos los primos p € P 5, (78)
peP

donde P denota el conjunto de los niimeros primos.
Observacion 4.1.1. Note que:

= La topologia del producto directo restringido es la topologia invariante aditiva tinica gene-
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rada por la base de vecindad de cero

N =Cq[lZp: a€Q q#0, (79)

peP

la cual consiste de todos los subgrupos compactos y abiertos de Ay, por el teorema de

Tychonoff (dado que 7, es compacto y abierto).

» La inclusion diagonal de Q en Ay es densa, por lo cual Q tiene una tinica topologia cuya
terminacion Q es isomorfa como anillo topolégico a Ay. En el siguiente teorema, se dardn

mds detalles sobre la relacion existente entre Q y A 1

Teorema 4.1.1. Existe un isomorfismo de anillos topologicos

Q=Ay, (80)

el cual preserva la inclusion de Q en ambos anillos.
Demostracion. Ver (Aguilar-Arteaga et al., 2020), pag 16. [
Observacion 4.1.2. Del Teorema 4.1.1 se obtiene:

» La representacion en serie de cualquier adéle finito x es vdlida en Ay. Es decir, la suma

parcial

N
s(,N) =Y xe?), (81)
I=y
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es convergente en Ay, con la topologia del producto directo restringido. Ahora, usando la

ultramétrica dy, todo adéle finito x € A se puede escribir como la serie

X= lee"’(l), (x; #0,1 € Z), (82)
I=y
conx; € {0,1,2,--- ,eA(H'l) — 1}. Esta serie es convergente con la ultramétrica de Ay. Los

niimeros x; de la representacion son tinicos, y ord(x) =y € Z.

= Como parte de la notacion de la ultramétrica en Ay, se escribe dy(x,y) = dg(x,y) para

x,y € Ay. Asi,

|y =dg(0,).

Definicién 4.1.3. El anillo de adéles de Q, denotado por Ag = A, es definido como el producto
de los adéles finitos con el producto de las completaciones con respecto a los primos infinitos del

cuerpo de niimeros algebraicos Q. Es decir,

A=Arx T]Q), (83)

p<eo

donde S« denota el conjunto de los primos infinitos.

Definicion 4.1.4. La topologia definida sobre A es llamada la topologia restringida, donde los

abiertos son de la forma

U=11Upx[]%p (84)

pEeS pé¢S
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donde S es un subconjunto finito de primos el cual siempre contiene a los primos infinitos y ademds,

U, C Q, es abierto bajo la topologia inducida por la valuacion asociada al primo p.

Definicion 4.1.5. Sea S C P un subconjunto finito de niimeros primos, el cual contiene a los primos

infinitos. Entonces se define el conjunto de S-adéles de Q como

AY=T1Q, x 1%, (85)

pES pES

Observacion 4.1.3. Note que:

Aé es un subanillo de A.
] Aé es abierto y cerrado, ya que 7., siempre es abierto 'y compacto para cada primo finito p.

» Para cada subconjunto finito de primos S C P, se tiene que A = UAS , donde la union es
S

tomada sobre cada subconjunto finito S C P.

. Aé es un subanillo de A ; localmente compacto con la topologia producto debido al Teorema

de Tychonoff (Carrillo Blanquicett, 2014), y ademds, contiene a H L, como anillo maximal.
pES

. H Ly es un subanillo localmente compacto.
p¢s

A continuacién, se demostrardn algunas propiedades topoldgicas de A, que involucran ele-
mentos de continuidad sobre una vecindad del elemento cero en A. Asi mismo, se mostrard otra
forma de escritura del anilo de adéles A, teniendo en cuenta que Q es un cuerpo de nimeros

algebraicos y definiendo a S.. como el conjunto de primos infinitos.
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Teorema 4.1.2. A es un grupo topoldgico aditivo.

Demostracion. Basta con demostrar la continuidad alrededor del elemento cero de la funcidn de

adicién. Sea

U=[1Up>x[]%»=14 &p)pep € [[Zp:xp €Up, paracadapes p, (86)
PES pES peP

un abierto del cero en A como se defini6 en (85). Entonces existe un abierto V), para cada p € S tal

que sz C Up. Ahora, se define

V=TIVox[12Zp=19 Gp)per € [[Zp:yp €Vp, paracadape S 5, (87)
peS péES peP

como un conjunto abierto. Entonces se sigue que V x V es un abierto de A x A, tal que su imagen

estd contenida en U, es decir, f(V xV) C U. O
Teorema 4.1.3. A es localmente compacto.

Demostracion. Note que para cada S C P finito de nimeros primos, entonces la topologia inducida
en AfQ por la topologia en A coincide con la topologia producto considerada en Aé.

Por el Teorema de Tychonoff (Carrillo Blanquicett, 2014), Aé es localmente compacto con la
topologia producto, lo cual implica que A% es localmente compacto con la topologia inducida.
Por lo tanto, A es localmente compacto alrededor del elemento cero, ya que Agé es abierto, el cual
contiene a tal elemento. Luego, cada (x,) € A pertenece al conjunto abierto (x,) + AfQ. Asi, A es

localmente compacto. O
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Teorema 4.1.4. Teorema de aproximacion: Sea € > 0 dado. Sean py,p>,--- , pr en Ok, (K-cuerpo)
Y X1,%2,+++ , X € K. Entonces existe x € K tal que |x—x;|, < &y vp(x) >0 para p # p;, (donde

1 <i<r, yOk es el anillo O definido sobre el cuerpo K).

Para ver los detalles de este Teorema con su respectiva demostracion, puede consultar en
(Galletti, 2018) y en (Goldstein, 1971). Ahora, se usara el Teorema de aproximacion para probar

el siguiente resultado:
Teorema 4.1.5. Sea S el conjunto de primos infinitos, entonces A = Q + A%’".

Demostracion. Note que Q + Aé“’ C A.
Sea a = (a,) € Ay se define el conjunto T = {p : ap, ¢ Z, }. Usando el Teorema de apro-

ximacién, existe y € Q tal que v,(y—ap,) >O0parap e T,y v,(y) > 0para p ¢ T US.
= SipeT,entoncesy—a, € Z, por como se escogio y.
» Sip¢ T USw, entonces y —a, € Zp, ya que vp(y —a,) > min{v,(y),vy(a,)} > 0.

Se Aot Seo
Por lo tanto, y — (ap) € Agy". Asi,a € Q+ Ay

4.2. Caracteres sobre A,
En esta seccion se introducira el grupo de caracteres aditivos del grupo abeliano (A f,+). De
igual manera, se definird la parte fraccionaria de cualquier x € Ay, teniendo como referencia la

serie definida en (82).
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Definicion 4.2.1. Un caracter aditivo sobre el anillo Ay es un homomorfismo de grupos continuo
X Ar— S!, donde S' denota el grupo multiplicativo de los niimeros complejos C con norma

igual a l.

Definicién 4.2.2. Se define Char(A ) como el grupo topoldgico que consiste de todos los homo-

morfismos continuos de Ay en S! dotado de la topologia compacta abierta. Esto es,
Char(Ay) = {x : Ay —S': x es un homomorfismo com‘inuo} . (88)

Este grupo es llamado el dual de Pontryagin de A, o el grupo de caracteres de A ¢. Note
que si Ay es un grupo abeliano localmente compacto, entonces Char(As) es también un grupo
abeliano localmente compacto.

De la Observacion 4.1.2 se sigue que cada adéle finito x € A y admite una representacion de

serie inica como en (82):

x= Y are? ),
k=y(x)

donde @y # 0y ax € {0,1,2,--- "D — 1}, Ahora, si y(x) < 0, entonces x puede descompo-

nerse asi:

—1
x= 3
k=v(

are’™ + Y areV®, (89)
x) k=0

lo cual conlleva a la siguiente definicion:
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Definicion 4.2.3. La parte fraccionaria de x € Ay se define como:

-1
) are? | siy(x) <0,
k=(x) (90)

0, siy(x) >0.

\

De la definicion anterior, se tiene que x € Zsi y solo si {x} = 0. Ademds, paracadax € A

con Y(x) < 0, la parte fraccionaria satisface la desigualdad

M < {x} <1-e¥YD, (y=o0rd(x)). 91)

De lo anterior, se tiene que {x+y} = {x} + {y} —N, donde N =0, 1.

Definicion 4.2.4. La funcion  : Ay — S! dada por

X (x) =exp(2mi{x}), (x € Ay), (92)

es un caracter aditivo candnico sobre A £

La funcién definida en (92), es un homomorfismo de grupos bien definido sobre el circulo

unitario. Ahora:

= Six € Z, se tiene que {x} = 0. Por lo tanto, ¥ (x) = 1.
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» Sixe Af/z, entonces ¥ = Y(x) < 0. Ast:

x(x) = exp(27i{x}),

—1
= exp ZniZake"’(k) ,
k=

donde I = ay+ ay1e¥ "NV .. 4 g1 e¥(=D=¥) es un nimero entero menor que

eilll(’Y) .

= Dado que la multiplicacién es continua sobre A, se tiene que para cada & € A, la funcién

XetAp— S! definida por
xe (x) = 2(6x) = exp(2mi{Sx}), (93)

es un caracter aditivo sobre A f

= Note que si x € Char(A) es cualquier caracter aditivo no-trivial, entonces existe n € Z tal

que  es trivial sobre a,,, pero no es trivial sobre a1, donde

o)

a,=e VY7 = {x cQ:e VWy= Z an} )

n=0
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En efecto: sea V C S! una vecindad abierta de la identidad 1 € S! tal que ningtin subgrupo
no-trivial de S! est4 contenido en V. Puesto que y € Char(A 1), usando la continuidad de %,
se sigue que y~!(V) es una vecindad abierta de 0 € A £, y por tanto, existe n € Z tal que
a, C x ' (V). Dado que ¥ es un homomorfismo, esto implica que ¥ (a,) C V es un subgrupo
de S!, y por tanto debe ser trivial. Como ¥ es no-trivial, existe un minimo n € Z tal que ¥ es

trivial sobre a,, pero no es trivial sobre a,. 1. El nimero n es llamado el rango del caracter

e

4.3. Integracion en A ¢
Por el Teorema 3.6.1, se sigue que si g € , con g # 0, de esta manera el siguiente cambio

de variable es valido:
d(gx) = q 'dx. %94)
Entonces, para cada b € Ay,

/ F)dx =g~ / Flqr+b)dx, 95)
C

q'C—q7'b

donde C C Ay es cualquier subconjunto compacto. Puesto que 7 es abierto y compacto de Q

(donde Q = A 1), ¥, dx es una medida de Haar sobre Q, se sigue que

/de < oo, (96)
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Por lo tanto, esta medida se puede normalizar por la condicién

/zdx: 1. 97)

Para cada n € Z, la bola B(0,e¥() centrada en cero y de radio e¥") es precisamente el subgrupo

an.

Ejemplo 4.3.1. Sea ga,, = qe“’”(”)z. Entonces, usando (95) y (97),

/ dxz/ a’xzq_le‘V(")/dx:q_le"’(”)(l) zq_le"’(”).
qan ge V7 VA

Ejemplo 4.3.2. Se define la esfera centrada en cero y radio eV como s, = a, /a,—1. Dado que
eV (n)

M) — , entonces, se tiene
elll(”_l)
/dx: / dx:/dx—/ dx,
Sp Qn ap—1
an/anfl
= / dx— / dx,
e*‘f/(")i e*‘l/(nfl)i
y(n)
_ () wn=1) _ w(n) €T w(n) (1 _ ,—An)
e e e A e (1 e )

Ejemplo 4.3.3. Para una funcion radial, se sigue que

/A f (Il ) ex = i f <e‘4’<")> V) (1 - e—A<">> . 98)

Nn—-—oo
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Teorema 4.3.1. (Criterio de la Integral) Si f : R>9 — R>oU {0} es una funcion continua no

creciente, entonces

/. Frl < | s, (99)

Demostracion. Ver (Aguilar-Arteaga et al., 2020), pag 22. [

Ejemplo 4.3.4. Se probard que para cada n € Z,

e‘l’(n)7 si |§ ‘f < e~ V()
/ 2 (—Ex)dx = (100)
an
0, si | € ‘f > e V)

Demostracion. Considere los siguientes casos:

= Si |§ ‘ ¥ < 1, entonces J es un caracter trivial sobre a,, lo cual implica que x(—&x) = 1. Asi:

Jo x(=Ex)dx= [ x(=Eéx)dx= [ dx=e¥" [dx=e¥("),
e*‘l/(”)z e~ Y7 Z
= Si|& |f > 1, entonces Y (—&x) es no trivial sobre a,; luego, existe b € a, tal que y(—&x) # 1

para todo x € a,. Por lo tanto, usando la invarianza de la medida de Haar, y el hecho de que

X es un homomorfismo, se obtiene:

/anx(—éx)dx:/anx(—ﬁ(erb))dx:/ 2((—Ex) + (—Eb))dx,

Qan

= [ 2(=E0x((=gb)dr = 2((=Eb) [ 2((~Ex)a.

n
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Lo anterior implica que
| n=gxdr=2((=£b)) [ 2(=E0)dx=(1=2((=£b)) [ 2(~Exdx=0,

Dado que y(—&x) # 1, se sigue que / x(—Ex)dx=0.
an

4.4. La transformada de Fourier sobre A
Definicion 4.4.1. Una funcion ¢ : Ay — C se llama localmente constante, si para cada x € Ay,

existe un abierto U C Ay tal que ¢(x+y) = @(x), para cada y € U.
De la Definicién 4.4.1, se obtiene que ¢ es invariante bajo traslaciones para caday € U.

Ejemplo 4.4.1. Cualquier funcién localmente constante @ : Ay — C se puede expresar como una

combinacion lineal de funciones caracteristicas de la forma

o(x) =Y cula,(x), (101)
n=1
donde c, € C, y

0, sixé¢ap
Iq, (x) = (102)

1; six€a,

es la funcion caracteristica definida sobre a,. Ademds, cada a, C Ay son abiertos y compactos
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disjuntos dos a dos, y que cubren a Ay.

Ejemplo 4.4.2. Sea ¢ : A; — C una funcion localmente constante, y sea U localmente compacto.

Dado que cada abierto se puede cubrir con un niimero finito de bolas disjuntas, entonces U =
n
U a;, donde a;Na; =0 para i # j, con a; abierto'y compacto. Lo anterior implica que

i=1
Q| (x) =Y cilg(x), (103)
1

donde c; € C. Por lo tanto, se obtiene

/(p(x)dx:cl/ dx+cz/ dx+--~ck/ dx. (104)
U ap a Ak

Definicion 4.4.2. Se denominan funciones de Bruhat-Schwartz a las funciones localmente cons-
tantes con soporte compacto. Estas funciones forman un espacio vectorial sobre C el cual se

denotard por 7 (A ) = 9. Dicho espacio vectorial se llama el espacio de Bruhat-Schwartz.

De otra forma: El espacio de Bruhat-Schwartz es el espacio de las funciones localmente
constantes de A con soporte compacto. Note que si ¢ € Z(Ay) es diferente de la funcién nula,

entonces existe un miximo ¢ = ¢(¢) € Z tal que para cadax € Ay,
O(x+y) = @(x), para todo y € ay. (105)

El nimero ¢ es llamado el pardmetro de constancia de ¢.
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Definicion 4.4.3. Sean (,k € Z, con { < k. Se define la coleccion de funciones localmente cons-
tantes con soporte compacto dentro de la bola compacta oy y pardmetro de constancia ¢ como el

conjunto Zf(Ay).
Teorema 4.4.1. El conjunto Z{(Ay) forma un espacio vectorial sobre C de dimension eV(K) /e¥(0),

Demostracion. De la propiedad no-arquimediana de A, se sigue que toda funcion @ € .@f(A 7)

puede escribirse como

ex)= Y o¢(a)lg(x—a),

aca/ag

donde la suma es tomada sobre un conjunto de representantes de a;/a,. Ahora, note que }ak / ag| =

e¥®) /e¥(") De ahi, se tiene que dim(Z{ (Ay)) = e¥®) /e¥(0), O
De lo anterior, se sigue que si k' < ky ¢/ </, entonces .@,f,/ (Af) C _@]f(Af),

Teorema 4.4.2. Sean 7(Q) C Z(Ay) el subespacio de las funciones localmente constantes con
soporte compacto definidas sobre un subconjunto compacto Q C Ay, y C(Q) el espacio de fun-
ciones continuas de valor complejo sobre Q. Entonces el espacio 2(Q) es denso en C(Q), por lo

tanto, 7(Ay) es denso en LP (Ay) con 1 < p < oo. Ademds, LP (Ay) es separable para 1 < p < o
Demostracion. Ver (Aguilar-Arteaga et al., 2020), pag 27. U

Definicién 4.4.4. La transformada de Fourier de ¢ € 9 (Ay) estd dada por:

#(6)=Z10(6)= | o(x(Eax (106)
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La transformada de Fourier de la funcidn caracteristica de la bola unitaria Z coincide con-

sigo misma. Ademads, para cualquier ¢ € Z:

F o, (0)](&) =1, (&) (107)

Teorema 4.4.3. La transformada de Fourier es una aplicacion lineal de .@e(A ra” ( 7)-

Demostracion. Sea ¢ € P{(Ay), entonces

Z(p lo,(x—a),

aGClk/Cl//

donde la suma es tomada sobre un conjunto de representantes de a;/ay. Es suficiente aplicar la
transformada de Fourier y usando (107) sobre las funciones caracteristicas de la forma 14,(x —a)

para a € ai/ay fijo:

Flq,(x—a)] :/ (Ex)1g,(x— a)dx—/Afx(é(x—l—a))lw(x)dx,
= [, xeeraain= [ x(E9xEata

=2(6a) || x(EDa (dx=x(E)M Mo (6),

Por lo tanto, .#[1,,(x — a)] tiene soporte sobre a_y. Puesto que a € ay, el caracter x(§a) es lo-
calmente constante sobre las bolas de radio e"’(_k), es decir, tiene rango —k. Asi, .7 : .@,f (A f) —

@:,f (Ar) es una aplicacion lineal. O
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Teorema 4.4.4. La transformada de Fourier es un isomorfismo lineal continuo del espacio 9 (Ay)

en si mismo. Ademads, la formula de inversion se cumple:

ox) = /A ER-E)E. (pEhy). (108)

Adicionalmente, se cumple la igualdad de Parseval - Steklov:

wwwmwzlgwaw@wa (109)

Ay

Demostracion. Dado que .# es una transformacion lineal de Z(A 7) en si misma, se probard que la
formula de inversion se satisface. Usando el Teorema 4.4.3, se sigue que si @ € @,f (Ay), entonces

peD- (A 7). Asf, usando el Teorema de Fubini:

f, xE0(-8xt = | 280 [ otmuEndnit = [ ot [ xEonEnazay

= [0t [ xtexrendcar= [ o= [ xEtagar

4

=/ o(—y)e V1 (x+y)dy= Y q!)(a)/+ e VO, (x+y)dy,
ay a-ray

aeak/a/g
= Y o / VOl (x+y)dy= Y ¢la /_ U)Ae_"’“)lag(xﬂ)dy,
acay/ay aeak/ap vz
— Z ¢(a)eW(€)e_W(€)/Zlag(x+y Z ¢(a)ly, (x—a) = @(x).

aga;/ay aca/ag
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