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DESCRIPCION

Durante los tltimos anos, la teoria de las ecuaciones diferenciales difusas (EDD) y con ellos, los
problemas de valor inicial asociados a las EDD, han tenido un sorprendente desarrollo debido en
gran parte a su importancia en el modelado de sistemas dindmicos con datos que poseen cierto grado
de imprecisién o incertidumbre, resolviendo de esta manera, varios inconvenientes que se presentan
en el modelado matematico a través de la teoria clasica de ecuaciones diferenciales ordinarias. Su
desarrollo ha tomado diferentes direcciones tedricas, y un gran nimero de aplicaciones en diferentes
problemas reales ha sido considerado (ver por ejemplo [3, 5, 7, 12, 16, 23, 27, 30, 31, 32]).

El presente trabajo lo hemos organizado de la siguiente manera. En el primer capitulo, presentamos
los preliminares bésicos sobre algunos de los diferentes tipos de derivadas difusas que han surgido y
sobre algunos conceptos y propiedades de los espacios F" y C(J, F").

En el segundo capitulo, presentamos algunos de los resultados recientes de punto fijo de funciones
débilmente contractivas monétonas y generalizaciones, definidas sobre conjuntos parcialmente orde-
nados, y con ellos, probamos algunos resultados de punto fijo, los cuales constituirdn una herramienta
importante para el estudio de PVID.

En el tercer capitulo, primero recopilamos algunos de los resultados mas destacados sobre la existen-
cia y unicidad de soluciones a PVID usando H-derivada y G H-derivada y luego probamos algunos
resultados sobre existencia y unicidad de soluciéon a un PVID usando gH-derivada y teoremas de
punto fijo dados en el Capitulo 2.

Finalmente, en el cuarto capitulo, mostramos algunos resultados que obtuvimos sobre existencia y
unicidad de solucién a un EDD con retardo finito, y también, estudiamos los PVID de una ecuacién
integro-diferencial con control. Estos resultados constituyen el aporte novedoso de este trabajo.
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TITLE: FUZZY DIFFERENTIAL EQUATIONS AND APPLICATIONS IN CONTROL THEORY'
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KEY WORDS: Fuzzy sets; Fuzzy functions; Weakly contractive functions; Fuzzy differentiability;
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DESCRIPTION In recent years, the theory of fuzzy differential equations (EDD) and with them,
the initial value problems associated to the EDD, have had a surprising development due in large
part to its importance in the modeling of dynamic systems with data that have certain degree of
imprecision or uncertainty, thus solving several drawbacks that arise in the mathematical modeling
through the classical theory of ordinary differential equations. Its development has taken different
theoretical directions, and a large number of applications in different real problems has been consi-
dered (see for example [3, 5, 7, 12, 16, 23, 27, 30, 31, 32]).

The present paper have been organized as follows. In the first chapter, we present the basic preli-
minaries about some of the different types of fuzzy derivatives that have emerged and about some
concepts and properties of the spaces F" and C(J, F").

In the second chapter, we present some recent results from fixed point of weakly contractive mono-
tone functions and generalizations, defined on partially ordered sets. Moreover, we prove some fixed
point results, which constitute an important tool for the study of PVID .

In the third chapter, first we collect some of the most important results on the existence and
uniqueness of solutions for PVID using H-derivative and GH-derived and then tried some results
on existence and uniqueness of solution for PVID using gH-derivative and fixed point theorems
given in Chapter 2.

Finally, in the fourth chapter, we show some results that we obtained on existence and uniqueness of
solution for EDD with a finite delay, and also, we study the PVID of a integro-differential equation
with control. These results constitute the novelty contribution of this work.

1Degree Project
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Introduccion

Durante los tultimos anos, la teoria de las ecuaciones diferenciales difusas (EDD) y con ellos, los
problemas de valor inicial asociados a las EDD, han tenido un sorprendente desarrollo debido en
gran parte a su importancia en el modelado de sistemas dindmicos con datos que poseen cierto grado
de imprecisién o incertidumbre, resolviendo de esta manera, varios inconvenientes que se presentan
en el modelado matematico a través de la teoria clasica de ecuaciones diferenciales ordinarias. Su
desarrollo ha tomado diferentes direcciones tedricas, y un gran numero de aplicaciones en diferentes
problemas reales ha sido considerado (ver por ejemplo [3, 5, 7, 12, 16, 23, 27, 30, 31, 32]). En
términos generales, un problema de valor inicial (PVID) asociado a una EDD ordinaria de primer
orden, consiste en encontrar una funcién difusa z definida en un intervalo J de nimeros reales, con

valores en una clase de conjuntos difusos definidos sobre R", tal que

a'(t) = f(t, (1)),

LL‘(tQ) = 2o,

(1)

donde zg € X, X es una clase de conjuntos difusos, tg € Jy f: J x X — X es una funcién difusa.
Asi, al plantear el PVID (1), observamos como primera medida, la necesidad de conocer el sentido de
la derivada ’(t) de la funcién incégnita difusa x(t), lo cual ha sido el factor semilla en la bisqueda
de abordajes tedricos para analizar la existencia de solucién. Naturalmente, conocer el sentido de la
derivada de x’ no solo implica el desarrollo de la teoria de la diferenciabilidad de funciones difusas

y sus propiedades, sino también, el desarrollo de la teoria de integrabilidad de funciones difusas.

El primer y mds comiin abordaje de la derivada de 2’ ha sido a través de la denominada diferencia-
bilidad de Hukuhara para las funciones con valores difusos [16, 23, 27, 31]. Bajo este enfoque, varios
resultados de existencia y unicidad de soluciones de problemas de valor inicial difuso (PVID) han
sido obtenidos. Sin embargo, en los tltimos afios se ha conocido que en muchos casos, este enfoque
relativo a la derivada de Hukuhara sufre ciertas desventajas debido a que la soluciéon se vuelve “mas

difusa” a medida que aumenta el tiempo, y consecuentemente, la soluciéon difusa se comporta bas-
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tante diferente de la solucién en el contexto de PVI’s asociados a ecuaciones diferenciales ordinarias.
Se considera que este problema se debe a la “fusificaciéon” particular de la derivada usada en la for-
mulacion de la EDD. Adicionalmente, se conoce que la clase de funciones Hukuhara diferenciables,
es bastante restrictiva. Como consecuencia de esto, en los tltimos anos han sido propuestas algunas
definiciones de diferenciabilidad difusa, méas generales que la derivada de Hukuhara, aumentando
asi la clase de funciones difusas diferenciables y mejorando el comportamiento difuso de la solucién.
La més reciente nocién de derivada para funciones difusas es la llamada gH-derivada, introducida
en [30], la cual es basada en el concepto de la g H-diferencia introducida en [33]. Este nuevo concepto
de diferenciabilidad difusa amplia la clase de funciones difusas Hukuhara diferenciables y preserva

buenas propiedades relacionadas con la integral de funciones difusas [5, 7].

Con base en lo anterior, el objetivo principal de este trabajo consiste en estudiar el problema de valor
inicial difuso (1) asociado a una EDD ordinaria de primer orden, usando la derivada generalizada
de Hukuhara (gH-derivada). Por su parte, en la bisqueda de teoremas de existencia y unicidad,
en lugar de usar el teorema clasico de punto fijo de contracciones, usamos algunos teoremas de
punto fijo establecidos en [14] sobre funciones débilmente contractivas, y generalizaciones, definidas
sobre conjuntos parcialmente ordenados. Como una primera aplicacién de los resultados tedricos
conseguidos, obtenemos un resultado sobre existencia de solucién de un PVID con retardo (delay)
finito, el cual expresa el hecho de que la funcién incégnita en un sistema dindmico no sélo depende
del estado del sistema en un instante dado, sino que también depende de la historia de la trayectoria
hasta ese instante (ver [21]). Adem4s, usando las ideas de los resultados de existencia de solucién para
el PVID (1), exploramos su aplicacién en el tratamiento de problemas de control difuso asociados a
ecuaciones integro-diferenciales difusas con perturbaciones, los cuales poseen diversas aplicaciones
en el modelado matematico de muchas situaciones de las ciencias e ingenierias, principalmente en
el andlisis de los circuitos eléctricos. Esta tltima aplicacion que damos ha sido estudiada por varios
autores, sin embargo siempre ha sido abordada usando la nocién de la H-diferenciabilidad y controles

difusos basados en las ideas dadas en [1, 25].

El presente trabajo lo hemos organizado de la siguiente manera. En el primer capitulo, presentamos
los conceptos de H-diferencia y gH-diferencia sobre los subconjuntos compactos y convexos de R” y
propiedades; también revisamos la definicién de conjunto difuso y presentamos el concepto de a-nivel
de un conjunto difuso junto con algunas de sus propiedades més destacadas, para posteriormente,
mostrar la extension de los conceptos de H-diferencia y gH-diferencia a la clase de los conjuntos
difusos normales y con a-niveles compactos y convexos no vacios de R”. También, presentamos
el concepto de funcién difusa y algunos ordenes parciales definidos sobre F* y C(J, F"), donde

C(J,F™) denota el espacio de las funciones difusas continuas con valores en F", los cuales serdn
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necesarios, principalmente, para obtener resultados generales de teoria de puntos fijos de aplicaciones
difusas. Posteriormente, mostraremos los conceptos de H-diferenciabilidad, G H-diferenciabilidad y
gH-diferenciabilidad aplicados a funciones difusas a partir de los conceptos de H-diferencia y gH-
diferencia dados previamente, junto con algunos resultados y propiedades relacionadas con esos
conceptos. Finalmente, destacamos el concepto de la integrabilidad de funciones difusas y algunos
resultados relacionados con los conceptos de diferenciabilidad difusa, destacando una versién del

Teorema Fundamental del Célculo con la gH-derivada.

En el segundo capitulo, presentamos algunos de los resultados recientes de punto fijo de funciones
débilmente contractivas mondtonas y algunas generalizaciones de funciones débilmente contractivas,
definidas sobre conjuntos parcialmente ordenados. Ademads, siguiendo las ideas de [14] y de [23],
probamos algunos resultados de punto fijo de funciones débilmente contractivas para los elementos
que estdn relacionados definidas sobre los espacios F™ y C(J, F™), respectivamente. Destacamos
que el desarrollo de todos estos resultados de punto fijo seran fundamentales en el estudio de la

existencia y unicidad de soluciones a problemas de valor inicial en el contexto difuso.

En el tercer capitulo, primero recopilamos algunos de los resultados méas destacados sobre la existen-
cia y unicidad de soluciones a PVID usando H-derivada y G H-derivada y luego probamos algunos
resultados sobre existencia y unicidad de soluciéon a un PVID usando gH-derivada y teoremas de

punto fijo dados en el Capitulo 2.

Finalmente, en el cuarto capitulo, mostramos algunos resultados que obtuvimos sobre existencia y
unicidad de solucién a un EDD con retardo finito, y también, estudiamos los PVID de una ecuacién

integro-diferencial con control. Estos resultados constituyen el aporte novedoso de este trabajo.
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Capitulo 1

Diferenciabilidad e integrabilidad

difusa

En este capitulo haremos una revisién de algunos conceptos y resultados relevantes relativos a la
diferenciabilidad e integrabilidad en el contexto difuso. La relevancia del estudio de la diferenciabili-
dad e integrabilidad difusa se debe principalmente a la necesidad de introducir y analizar ecuaciones
diferenciales en el contexto difuso como una forma natural para modelar la incertidumbre de siste-
mas dindmicos (ver [2, 3, 7, 12, 16, 22, 26, 30, 31]). Nos centraremos en la derivada de Hukuhara y
la derivada generalizada de Hukuhara y su conexiéon con la integrabilidad de funciones difusas via

generalizaciones del Teorema Fundamental del Célculo en el contexto difuso.

1.1. Diferencia de Hukuhara sobre subconjuntos compactos
y convexos de R"

Para poder definir un concepto de diferenciabilidad de una aplicacién con valores en la clase de los
conjuntos difusos, se hace necesario introducir el concepto de diferencia entre conjuntos difusos que
cumple ciertas propiedades algebraicas minimas como por ejemplo, la propiedad modulativa. Esto
lleva a plantear de manera natural el sentido adecuado de la diferencia entre conjuntos compactos y
convexos no vacios. En ese sentido, en esta seccién iniciamos recordando la diferencia de Hukuhara,
introducida en [15], sobre el espacio K% de todos los subconjuntos no vacios, compactos y convexos

del espacio euclidiano n-dimensional R™. Si A, B € K y || - || denota la norma euclidiana en R", la
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métrica de Hausdorff d sobre K7 se define por
d(A, B) = ma inf||la — b inf|la —b|| ¢ .
(4.8) = i sup infla ol sup in a0
Para A, B € KI' y A € R, las siguientes operaciones son conocidas como operaciones de Minkowski:
A+B={a+blac A, be B} y M={Xa|ac A}. (1.1)

Proposicién 1.1.1 ([26]). (KZ,d) es un espacio métrico completo.
Algunas propiedades que verifica la métrica d son resumidas en la siguiente proposicién.
Proposicién 1.1.2 ([26]). Sean A,B,C,D € K y A € R, entonces
(1) d(MA,AB) = |A|d (A, B),
(it) d(A+B,C+ D) <d(A,C)+d(B,D),
(iti) d(A+C,B+C)=d(A,B).

Es bien conocido que K, con las operaciones (1.1), es un semigrupo conmutativo, es decir, la adiccién
es cerrada, asociativa, conmutativa y modulativa con elemento neutro {0}. Adicionalmente, en K
se cumple la ley de cancelacién, esto es, A+C = B+C < A = B. Ademés,si A,y € Ry A, B € K,
entonces A (A + B) = MA+AB, A (yA) = (My) A, 1A = A,y si Ay > 0, entonces (A +v) A = AA+~A
(ver [28]). Sin embargo, en general A 4+ (—A) # {0}, donde —4 = (-1)A = {—a|a € A}. En
consecuencia, K no es un espacio lineal. Ademds, en general, aunque la ley de cancelacién aditiva

es verdadera, esto no implica que (A + B) — B = A. En general, (A+ B) — B # A.

Ejemplo 1.1.3. Sean A=[0,1] y B =[-1,0], entonces A,B€ K", —A=B y

(A+ B)—B=([0,1]+[-1,0]) = [-1,0] = [-1,2] # A.
A+ (—A)=[-1,1] # {0}.

Dado que con las operaciones de Minkowski las leyes cancelativa y modulativa no se cumplen,
algunas alternativas para superar esta dificultad han sido propuestas. De hecho, en [15], inicialmente
fue introducida la diferencia de Hukuhara (o H-diferencia). Si A, B € K, la H-diferencia entre A

vy B, denotado por A &y B, es definida como

AeyB=C+«>A=B+C. (1.2)

15



Con esta definicion, A 6y A = {0} para todo A € KI' y (A+ B) ©g B = A, para todo

A, B € K. Ademds, si existe C' € K tal que A6y B = C, entonces C' es Unico. Sin embargo,
la H-diferencia no siempre existe. De hecho, una condicién necesaria para la existencia de A ©y B
es que A D {c} + B, siendo {c¢} + B una traslacién de B, donde ¢ es un punto en R™. Adems4s, es

claro que si diam(B) > diam(A), entonces A ©y B no existe. En general, A — B # Aoy B.

Ejemplo 1.1.4. Sean A = [0,1] y B = [2,3], entonces A,B € K, Aog B = {-2} y
A—B=A+(-B) =1[-3,-1], y por lo tanto, A— B # Acpy B.

1.2. Diferencia generalizada de Hukuhara sobre subconjun-
tos compactos y convexos de R"

Debido a la naturaleza restrictiva de la H-diferencia mostrada en la Seccién 1.1, Stefanini en [32, 33],
propuso una generalizacién que llamaremos la diferencia generalizada de Hukuhara de Ay B (o gH-
diferencia), denotada por A ©4 B y definida como sigue: para A, B € K7, la gH-diferencia A ©, B

es el elemento C € K7 tal que

(i) A=B+C, ¢
AoyB=C = (1.3)
(i1) B=A+(-1)C.

Claramente, la gH-diferencia A ©4 B es una generalizaciéon de la H-diferencia. La gH-diferencia

satisface, entre otras, las siguientes propiedades bésicas.
Proposicién 1.2.1 ([32]). Sean A, B,C € K. Entonces
(i) Si C =A6, B existe, es unico.
(it) Si Aoy B existe, Ao, B= A0y B.
(iii) Aoy A= {0}.
(iv) (a) (A+B)oy,B=A; (b)) Ac,(A—B)=DB; (¢c) Ao, (A+ B) = —B.
(v) ASyB eziste siy solo si BOgA y (—B)S4(—A) existe y AoyB = (—=B)oy(—A) = — (B, A).

(vi) En general, AS, B = B&y A no implica que A= B; pero A6, B=B6o,A=C siy sdlo si
C =—C vy, en particular, C = {0} si y sdlo si A = B.

(vii) Si Bog A eziste entonces A+ (B6y A) =B ¢ B—(Bo, A) = A y ambas desigualdades se

cumplen st y solo si B ©4 A es un conjunto unitario.
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(viii) Si B oy, A = C existe, entonces para todo D € K7 se tiene (B+D)e, A =C+ D 6
Boy(A+D)=C-D.

Al contrario de la H-diferencia, en el espacio K la gH-diferencia A ©, B siempre existe. De hecho,

sean A = [a",a*] y B=[b",b"] dos elementos de K}, entonces la gH-diferencia esta dada por

la =0+,
(1)

at =bt + ¢,

[a”,at]e, b, bt =[c,ct] = 6

(i)

Asi,

¢ =min{a” —b",a" =0T} y " =miéx{a” —b,at —bt}. (1.4)

Por lo tanto,

[a”,at] 6, b b7 = [ml’n{a_ —b,at —b+} ,mzix{a_ —b7,a" — b+H )

1.3. Conjuntos difusos

En esta seccion iniciamos recordando algunos preliminares sobre la teoria de los conjuntos difu-
sos definidos sobre R™. Comenzamos diciendo que un conjunto difuso sobre R™ es una funcion
u: R™ — [0, 1], donde el valor u(z) denota el grado de pertenencia del elemento z al conjunto difuso

u. Para 0 < a <1, el a-nivel de u es definido por el conjunto
[u] ={z e R" | u(z) > a}.

Para o = 0, el soporte de u es definido como el conjunto

[u]° = supp(u) = {z € R" | u(z) > 0}.

Recordemos que si u, v son dos conjuntos difusos, entonces u = v si y sélo si [u]® = [v]*, para todo
a € [0,1]. De aqui en adelante, usaremos el simbolo F™ con el fin de denotar la coleccién de los

conjuntos difusos u sobre R™ satisfaciendo:

(1) u es normal, esto es, existe zg € R™ tal que u(xg) = 1.

17



(%) w es convexo, esto es, u(Ax+ (1 —A)y) > min{u(x),u(y)} para cualquier z,y e R" y 0 < A < 1.
(44) w is semicontinua superior, esto es, [u]* es cerrado para todo « € [0,1].
(iv) [u]® es compacto.

Las condiciones (%)-(iv) que deben verificar los conjuntos difusos u que pertenecen al espacio F",

hacen que todos los a-niveles de esos conjuntos difusos u sean elementos del espacio K7, es decir,

c

dado un conjunto difuso u € F™ se sigue que [u]* es un subconjunto de R™ acotado, cerrado, convexo

y distinto de vacio.

Por otro lado, de acuerdo al Principio de Extensién de Zadeh [34], las operaciones de adicién y

multiplicacion escalar sobre F™ estan definidas como:

u(%), A#£0,
(u+v)(@) = sup minfu(y),v(z)}, vy  (u)(z)= %)
y+z=z X{oy(z), A=0,

donde x¢oy es la funcién caracteristica de {0}. Ademads, se cumplen las siguientes relaciones:
[u+v]* = [u]* + [v]%, y Au]® = Au]®, Vu,v e F", Va € [0,1]. (1.5)

En [27], se mostré que la adicién sobre F™ satisface la ley de cancelacién, es decir, si u,v,w € F™
vy u+w = v+ w, se sigue que u = v. Ademas, la métrica de Hausdorff d en K puede ser extendida

a F" definiendo la distancia

doo(u,v) = sup d([u]*, [v]¥), Vu,veF", (1.6)
a€l0,1]

y consecuentemente el espacio (F", ds) es un espacio métrico completo [26].

El siguiente resultado es conocido como el Teorema de Representacién de Negoita-Ralescu, el cual

permite relacionar un conjunto difuso con una familia de subconjuntos de KZ.
Teorema 1.3.1 ([22]). Siu € F", entonces

(i) [u]* € K para todo o € [0,1],

(ii) [u)® C [u]® C [u]® para todo 0 < a < B <1,

(iti) Si{an} C [0,1] es una sucesidn no-decreciente convergente a a > 0, entonces [u]* = ) [u]*.

1

i3

Inversamente, si {N, | a € [0,1]} es una familia de subconjuntos de K satisfaciendo (i) — (iii),

entonces existe u € F™ tal que [u]* = N, para todo o € (0,1], y [u]° = |J N C N°.
0<a<i
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El siguiente resultado determina completamente los conjuntos difusos en F* a partir de las funciones

extremo que se obtienen de los a-niveles.

Teorema 1.3.2 ([11]). Un elemento u € F' estd completamente determinado por cualquier pareja
u=(u",u") de funciones u=,ut : [0,1] = R, definiendo los puntos finales de los a-niveles, verifi-

cando las siguientes condiciones:

(i) u= :a—u, €R esuna funcidn acotada, no-decreciente y continua a la izquierda en (0,1] y

esta es continua a la derecha en 0.

(ii) ut : o = ul € R es una funcion acotada, no-creciente y continua a la izquierda en (0,1] y

esta es continua a la derecha en 0.

(iii) uy, < wul para todo o € [0,1].

1.4. Diferencia de Hukuhara en F"

La diferencia de Hukuhara definida sobre K7 en la Seccién 1.2, fue extendida a F™ en [27]. En
esta seccion, presentamos la definicién de la diferencia de Hukuhara sobre el espacio F", junto con

algunas propiedades y observaciones que usaremos en los Capitulos 3 y 4.

Definicién 1.4.1. Sean u,v,w € F". El elemento w es llamado la diferencia de Hukuhara (H -
diferencia) de u y v, si este verifica la ecuacion v = v + w. Si la H-diferencia existe, ésta serd de-

notada por u Sg v.

Con esta diferencia obtenemos que uSgu = {0}, y también, si u& v existe, ésta es tinica. Ademas, si
u,v € F", la existencia de uS yv implica la existencia de [u© g v]*, y ademds, [uSgv]® = [u]*©n[v]*
para todo « € [0, 1], pero en general, el reciproco no se cumple. Por ejemplo, sea a > 1 un ntmero

real y considere u,v : R — [0, 1] los conjuntos difusos definidos por:

t+a si te[—a,—a+1],

1 si te|—a,al, 1 si te(—a+1l,a—-1),

u(t) = [~a,a] o(t) = ( )
0 en caso contrario. —t+a si te€a—1,aq],
0 en caso contrario.

En este caso, la diferencia de Hukuhara entre los a-niveles de u y v existe, es decir,

[u]* ep v]* = [—a,a] Oy [—a+ a,a — a] = [—a, al.
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Figura 1.1 — Grafica de los conjuntos difusos u y v.

A A

—a —1 1 a —a —a+1

Sin embargo, la diferencia de Hukuhara w ©g v no existe. Para ver esto, note que la familia
{[-a,0a] : @ €]0,1]}, con « € [0, 1], satisface que si f < a, entonces [—5, 8] C [—«, a]. En conse-
cuencia, la familia {[—-a,a] : a € [0,1]} no verifica la condicién (ii) del Teorema 1.3.1, y por lo

tanto, no define un conjunto difuso.

1.5. Diferencia generalizada de Hukuhara en F"

n
c)

Al igual que en el caso de K7, en el contexto difuso la diferencia de Hukuhara puede ser generali-
zada de manera tal que se amplia la clase de conjuntos difusos de F"™ para los cuales la diferencia
existe. En esta seccion presentamos la definicién y algunas de las propiedades bésicas de la diferen-
cia generalizada de Hukuhara introducida en [33], para introducir una nocién de derivada, y asi,

poder definir problemas de valor inicial difuso en un contexto més general. También, mostramos un

resultado que garantiza la existencia de la diferencia generalizada de Hukuhara sobre F*.

Definicién 1.5.1 ([32]). Para u,v € F", la diferencia generalizada de Hukuhara de u y v (o
gH -diferencia), denotada por u Sy v, es definida como el elemento z € F™ tal que
) u=v+z, 0
UOGV =2 <= (0 (1)
(i1) v=u+(—1)z.
Note que si u©4v y uO© v existen, uS,v = uOgv; si (4) y (44) en (1.7) se satisfacen simultdneamente,
entonces z es un nimero “crisp”!; también, uS,u = uSyu = {0}, y si uS, v existe, la gH-diferencia

es tinica. Ademas, si u,v € F!, donde v = {c}, ¢ € R, entonces
UOV=U—V § VO U=V —U. (1.8)

Para el caso unidimensional F', en [32] Stefanini mostré que u ©4 v no siempre existe, pero se tiene

un resultado que garantiza la existencia de u ©4 v, el cual es dado por la siguiente proposicién.

1En el contexto difuso un niimero “crisp” es un elemento de R™.
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Proposicién 1.5.2 ([32]). Sea u,v € F! dos nimeros difusos con a-niveles dados por [u]” y [v]*,
respectivamente. La gH-diferencia u ©, v € F' existe, si y sdlo si una de las dos condiciones se
satisfacen:

(a) len ([u]®) > len ([v]*) para todo o € [0,1], u, — v, es creciente con respecto a o, y utf — v}

s

es decreciente con respecto a o (aqui len(A) denota la longitud del intervalo A € K1), 6

() len ([u]”) <len ([v]") para todo o € [0,1], ul — vl es creciente con respecto a o, y u;, — v,

es decreciente con respecto a .

Ejemplo 1.5.3. Considere los conjuntos difusos u y v definidos por:

0 st t<0 y t>4, 0 st t<1 y t>3
u(t) = it si 0<t<2, o(t) = t—1 s 1<t<2,
—3t+2 si 2<t<A4 —t+3 s 2<t<3.

Figura 1.2 — Diferencia generalizada de Hukuhara de dos conjuntos difusos u y v.

Observe que [u]® = [2a,4 —2a] y [v]* = [a+ 1,3 — o], y asi,
len ([u]*) =4 —4a > 2 — 2a = len ([v]?).
Ademds, uf —v} = 1—a es decreciente con respecto a o y uy, —v, = a—1 es creciente con respecto

a o. Por lo tanto, la gH -diferencia u ©4 v existe.

A continuacion, presentamos un ejemplo donde los conjuntos difusos v y v no verifican ninguna de

las dos condiciones (a) y (b) de la Proposicién 1.5.2.

Ejemplo 1.5.4. Considere los conjuntos difusos

0 st t<0 y t>3,
0 st t<0 y t>2

u(t) = t s 0<t<1, o(t) =
2t s 1<t<2.

t si 0<t<l,
3 5 . 4
_§t+— S 1<t§§,

—3t+ 3 si 3<t<3.
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Figura 1.3 — Grafica de los conjuntos difusos u y v.

Note que [u]® = [u,,ul] y [v]* = [v,,vL], donde

10 1
3—§a St O§a<§,

U, =V, = Q, 11&':2—0[7 v;‘: 5 5 1
§_§a St §§a<1.

Entonces, u; —v, = 0 y ul — v} es decreciente con respecto a «, y por otro lado, se tiene que

len([ul*) =2—a, len([v]*) =3—-2a si a€0,3) y len(v]*) =3 —-32a si ac[i,1]. De

ahi se tiene que

len([u]®) < len([u)®), si ae[()é),

len([u]®) > len([u)®), si ae[g,l}.

Por lo tanto, por la Proposicion 1.5.2, no existe u©v € F1.

1.6. Funciones difusas y orden parcial en F"

En esta seccién introducimos la clase C(J, F™) de funciones difusas continuas definidas sobre un
intervalo J y con valores en F", y también, consideramos ordenes parciales sobre los espacios F™
y C(J,F™). Ademds, presentamos algunas propiedades que estos espacios verifican y que seran de

utilidad en los siguientes capitulos. Inicialmente, consideramos sobre F” el siguiente orden parcial?
u,v € Friu<v <= [u]* C[v]* paratodo o€ [0,1]. (1.9)

Ademss del orden parcial (1.9), en F! se puede definir otro orden parcial; en efecto, si u,v € F*

con [u]® = [u;,ut] y [v]* = [v;,vF], podemos definir el orden parcial < como

usv & u, <v, yul <uvl. (1.10)

2Recordemos que un orden parcial sobre un conjunto es una relacién binaria que es reflexiva, antisimétrica y
transitiva.
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Figura 1.4 — Ejemplo de dos conjuntos difusos u y v donde v < u.

v

Figura 1.5 — Ejemplo de dos conjuntos difusos u y v donde v < w.

Denotamos el complemento del orden parcial < (respectivamente <) por = (respectivamente ).

~

Algunas consecuencias interesantes con respecto a los ordenes parciales < y < son

uw<v= u+w S v+w, parau,v,w € F,

u=v=u+w=Xv+w, para u,v,w € F".

Observacién 1.6.1. Decimos que (ug)reny C F", con n > 1, es una sucesién no-decreciente, si
up S ugs1 para cada k € N. Por otro lado, (ug)gen C F", conn > 1, es una sucesion no-creciente,

st upt1 S ug para cada k € N.
Lema 1.6.2 ([23]). Sobre F", con n > 1, las siguientes propiedades se cumplen:

(i) Si (ug)ken C F es una sucesion no-decreciente tal que up — u en F', entonces up < u para

cada k € N.

(ii) Si (ug)ken C F' es una sucesion no-creciente tal que uy — u en F', entonces uy = u para

cada k € N.

(iii) Si (ug)gen C F™ es una sucesion no-decreciente tal que ur — u en F", entonces ux = u para

cada k € N.

(iv) Si (ug)reny C F™ es una sucesion no-creciente tal que ug — u en F™, entonces up = u para

cada k € N.
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Demostracién. Primero suponga que (ug)reny C F! es una sucesiéon no-decreciente tal que uy — u

en F!. Entonces uj < upy1 para todo k € N, y asi, se tiene que
(ur)a < (urt1)a v (u)y < (uks1)g, Yo €[0,1], Yn € N.
Dado que

doo (up, u) = sel[lopll d ([ug]®, [u]®)

sup max {|(ur),; — (W) |, |[(un)d — ()]} =20,
a€l0,1]

+

se sigue que (ux), — (u); v (ug)f — (u)f cuando n — oo, para cada a € [0, 1]. Ademas, ((ux), )ken

v ((ur)!)ken son sucesiones decrecientes en R, lo cual implica que (ug);, < (u); v (ur)f < (u)f
para cada k € Ny «a € [0,1]. Por lo tanto, u; < u, para todo k € N. De manera similar se prueba
(i1).

Ahora suponga que (ug)reny C F™ es una sucesiéon no-decreciente, con el orden <, tal que up — u

en F". Entonces up < ug+1 para todo k € N, es decir,
[uk]a - [uk+1]a, Vo € [0, 1] y Vk € N.

Asi, para cada a € [0, 1], la sucesién ([ug]®)ren es no-decreciente, la cual converge a | J; c[ur]®. Por

otro lado, [ug]® — [u]* para cada « € [0,1], y por lo tanto,

[ug]® C [u]® = U [ug]®, VYael0,1] y VkeNl.
keN
Entonces uy, < u para cada k € N. Con esto probamos (#ii).
Para probar (iv), suponga que (ug)reny C F™ es una sucesién no-creciente, con el orden =, tal que

ur — u en F". Entonces, uiy1 = ui para todo k € N, es decir,

[uk+1]® C [ug]® = ﬂ [uk]®, VYae[0,1] y VEkeN.
keN
Por lo tanto, para cada a € [0, 1], la sucesién ([ux]®)kren es no-creciente, la cual converge a [, o [ur]®
Luego

[e]® € [u]* = () [w]*, Ya€[0,1] y VkeN.
keN

Entonces u < u para cada k € N. O
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Definicién 1.6.3. Decimos que una funcion difusa es una aplicacion f: [a,b] — F™, donde
f(t) € F™ para cada t € [a,b]. Para cada « € [0,1], se define la multifuncion fq: [a,b] — KI' por
fa(t) = [f(H)]*. En particular, si f es una funcién difusa que va del intervalo [a,b] en F', se tiene

que fo(t) = [f5(t), fF(t)], donde f, y fI son funciones reales sobre [a,b].

Consideramos los siguientes ordenes parciales sobre C(J, F'):

fngC(ij:l)v SS9 = ft)Sg(t), Vte (1'11)

fLgeC,FY), f=g < f(t)=<g(t), Vte . (1.12)

Lema 1.6.4 ([23]). Sobre F™ con n > 1, las siguientes propiedades se cumplen:

(i) Si (fr)ken C C(J,F') es una sucesion no-decreciente, con el orden < (o =), tal que fr, — f

en C(J,F1), entonces fr < f (o fx = f) para cada k € N.

(ii) Si (fr)ken C C(J, F') es una sucesion no-creciente, con el orden < (o <), tal que fr, — f en

C(J,FY), entonces fr 2 f (o frx = f) para cada k € N.

(iti) Si (fr)ken C C(J,F™) es una sucesion no-decreciente, con el orden =<, tal que fr, — f en

C(J, F™), entonces fr 3 f para cada k € N.

(iv) Si (f)ken C C(J,F™) es una sucesion no-creciente, con el orden =<, tal que fi — f en

C(J, F™), entonces fi = [ para cada k € N.

Demostracion. Primero suponga que (fx)ren C C(J,F!) es una sucesién no-decreciente, con el

orden <, tal que fr, — f en C(J, F'), entonces

D(fr, f) = supdos (fi(t), (1))

teJ
=sup sup d([fu(®)]*, [f()]*) 2T 0.
teJ ael0,1]

Luego para cada t € J, (fx(t))kren es una sucesién no decreciente en F! y convergente a f(t) € F'.
Asi, por el Lema 1.6.2 tenemos que f;(t) < f(t) para cada k € Ny ¢ € J. Por lo tanto, fr < f para

todo k € N. Con esto probamos (i). Los otros casos se siguen de manera similar. (]

Sobre los espacios (F!, <), (F*, =), (C(J,F'),<) vy (C(J,F*),=), n > 1, cualquier pareja de
elementos siempre tiene una cota superior (ver [23]). Por otro lado, sobre C(J,F™),conn > 1y J

un intervalo, podemos considerar la métrica D definida por

D(f,g) = ig?doo(f(t)vg(t))v figeC(J,F"). (1.13)

25



Entonces se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1.6.5 ([9]). (C(J,F"), D) es un espacio métrico completo.

1.7. Derivada de Hukuhara de funciones difusas

En esta seccién mostramos la definiciéon y propiedades de la derivada de Hukuhara aplicada a

funciones difusas. Iniciamos estableciendo la definicion de continuidad de funciones difusas.

Definicién 1.7.1. Una funcion difusa f: [a,b] — F™ es continua en un punto ty € [a,b], si dado

e >0, existe 6 > 0 tal que doo (f(t), f(to)) < &, para cada t € [a,b] con |t —to| < 4.

A continuacién presentamos la definicién de la derivada de Hukuhara dada por [27] para

f:(a,b) = F™

Definicién 1.7.2 ([27]). Una funcién difusa f: (a,b) — F" es Hukuhara diferenciable (6 H-
diferenciable) en to € (a,b), si existen f' (to) € F", f(to+h)Sm f(to) y f (to) ©u f (to — h) para
h suficientemente pequeno, tal que los limites

1 f(to+h)on f(to) lim f(to) ©m f(to—h)
h—0+ h h—0+ h

existen y son iguales a f'(to). Aqud, el limite es tomado en el espacio (F™,dw) .

Dada una funcién difusa H-diferenciable que va del intervalo (a,b) en F', las funciones reales f; y

f.F definidas por los a-niveles resultan ser diferenciables como se observa en el siguiente Teorema.

Teorema 1.7.3 ([16]). Sea f: (a,b) — F' wuna funcion difusa H-diferenciable. Si
fa(t) = [f5 (), f1(t)] para todo a € [0,1], entonces las funciones reales f5 y fi son diferencia-

bles y
[P0 = [(fa)' @), (f3) (0)].

Para funciones reales, la diferenciabilidad de un funcién real implica su continuidad. El siguiente

Teorema rescata esa propiedad en el contexto difuso.

Teorema 1.7.4 ([16]). Si f: (a,b) — F™ es una funcion difusa H-diferenciable, entonces es-

ta es continua. Ademds, si g: (a,b) — F" es otra funcién H-diferenciable y A € R, entonces

(f+9)(t) =) +9'({t) y Nf)(t) = Af'(2).

Ejemplo 1.7.5. Sea f: R — F? la funcién difusa definida por f(t) = xr, donde R es cualquier
rectangulo compacto de R%. Entonces f es H-diferenciable en todo R, y ademds, f'(t) = X{o0}-
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Observamos sin embargo que la Definiciéon 1.7.2 es muy restrictiva puesto que muchas funciones

difusas no resultan ser diferenciables, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.7.6. Considere la funcién difusa f: R — F' definida por f(t) = (1 — t*)x(_1,1)-
Aunque esta funcidn difusa es bastante “buena”, no es diferenciable en el intervalo (0,1). Para ver
esto, sea tg € (0,1) y observe que la funcion real g: R — R definida por g(t) = 1 — 2 wverifica
que ¢'(to) = —2tp < 0. Por lo tanto, las H-diferencias f (to + h) ©m f (to) v [ (to) ©u f (to — h) no
existen, puesto que len ([f (to + h)]¥) < len ([f (t0)]*) y len ([f (to)]*) <len([f (to — h)]*) para un
h > 0 suficientemente pequenio. Por consiguiente, f no es H-diferenciable sobre el intervalo (0,1),

y por tanto f no es H-diferenciable.

1.8. Derivada fuertemente generalizada de Hukuhara de fun-
ciones difusas

Dado que la clase de funciones H-diferenciables es bastante restrictiva, en [3] fue introducida una
primera generalizacién del concepto de H-diferenciabilidad difusa, el cual es dado por la siguiente

definicién.

Definicién 1.8.1. Sean f: (a,b) — F™ y to € (a,b). Se dice que f es fuertemente diferenciable
(6 GH—diferenciable) en to, si existe un elemento f'(tg) € F" tal que, para todo h > 0 suficiente-

mente pequeno, se tiene que:
(i) exzisten las diferencias f(to + h) ©u f(to), f(to) Sm f(to—h) y

lm flto+h) Su fto) _ lm f(to) ©m flto—h) _ F(to), (1.14)

h—0t h h—0t h

(=N

(ii) existen las diferencias f(to) ©m f(to+ h), f(to —h) ©m f(to) y

f(to) ©u f(to+h) f(to—h)©n f(to)

hlgl& (—h) B hlgl& (—h) = (ko). (1.15)
(iii) existen las diferencias f(to + h) ©m f(to), f(to —h) ©m f(to) v
. flto+h)ou flto) .. flto—h)Su flto)
hlg%)Er h N hlgj([)h (—=h) = ['to), (1.16)
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(=N

(iv) existen las diferencias f(to) Sm f(to+h), f(to) ©m f(to —h), ¥

h—0+ (—h) h—0+t h

Aqut, los limites son tomados en el espacio (F", dso).

Note que la condicién (i) de la Definicién 1.8.1 corresponde al concepto de H-diferenciabilidad (ver
[27]), relacionando de esta manera, los conceptos de H-diferenciabilidad y G H-diferenciabilidad.
Ademas, con la Definicién 1.8.1, funciones que no eran diferenciales en el sentido de Hukuhara son

G H-diferenciables, asi como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.8.2. Recordemos que la funcion difusa dada en el Ejemplo 1.7.6 no es H-diferenciable,
puesto que las H-diferencias f (to +h) Su f(to) y f(to) ©m f (to — h) no existen en el intervalo
(0,1). Sin embargo, con la Definicion 1.8.1, f es GH-diferenciable en el sentido (ii), puesto que las
H-diferencias f(to) ©m f(to+h) y f(to — h) ©u f(to) existen, y en ese caso,

h—0+ (—h) B h—0t (—h)

= —2tX[-1,1]-

Note que si para f y tg dados se cumplen simultdaneamente al menos dos de las cuatro posibilidades
en la Definicién 1.8.1, no se obtiene ninguna contradiccion. Por ejemplo, supongamos que se cumplen
las posibilidades (7) y (i77). Entonces, existen las H-diferencias f(to+h) Sy f(to), f(to)©m f(to—h)
y f(to—h)©m f(to), y asi, existen u,v,w € F! tales que f(to+h) = f(to) +u, f(to) = f(to—h)+v
y f(to) = f(to — h) + w. Entonces f(tg) = f(to) + (v + w), lo cual implica que v + w = 0, y asf se
tienen dos casos, el primero cuando v = w = 0, obteniendo f’(¢y9) = 0; y el segundo, cuando v = —w,

obteniendo f(to) = Xy}, ¢ € R.

Teorema 1.8.3. Sea f: (a,b) — F' una funcion difusa G H-diferenciable en cada punto t € (a,b)
y en el sentido (iii) o (iv) de la Definicion 1.8.1. Entonces f'(t) = x{c}, para algin c € R y para
todo t € (a,b).

Observe que si ¢ € F!, g: (a,b) — RT es una funcién diferenciable en tg € (a,b) y ¢'(to) > 0,
entonces la funcién difusa f: (a,b) — F! definida por f(t) = c- g(t) para todo t € (a,b), es
H-diferenciable en g, y ademds, f'(to) = c¢- ¢'(to). Por otro lado, cuando ¢'(t¢) < 0, f no es H-
diferenciable ya que no es posible garantizar la existencia de las H-diferencias f(to + k) S f(to),
f(to) ©m f(to — h), y de la derivada f’(¢y). Sin embargo, de acuerdo a la Definicién 1.8.1, tenemos

que f es GH-diferenciable en ty. Asi, tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 1.8.4. [3] Si g: (a,b) — R es una funcion real diferenciable sobre (a,b) y ¢ € F1,
entonces f(t) = c- g(t) es GH-diferenciable sobre (a,b) y f'(t) = c- g'(t) para todo t € (a,b).

1.9. Derivada generalizada de Hukuhara de funciones difusas

Basado en la g H-diferencia dada en [30] fue introducida la siguiente definicién de diferenciabilidad de
funciones difusas, la cual generaliza la H-diferenciabilidad y la GH-diferenciabilidad. Las ventajas
de esta definicién consisten en que por un lado se amplia la clase de funciones difusas diferenciables,
manteniendo sus propiedades fundamentales, y por otro presenta un buen comportamiento respecto

a la integrabilidad difusa.

Definicién 1.9.1 ([5]). Una funcién f: (a,b) — F' se dice gH-diferenciable en to, si existe
fi(to) € F* tal que
1
fa(to) = lim — [f(to + h) ©4 f(to)]. (1.18)
h—0 h

El elemento f;(to) indica la gH-derivada en to. Aqui, el limite es tomado en el espacio (F",dx).

A través del siguiente ejemplo podemos observar que la nocién de gH-diferenciabilidad es maés

general que la nociéon de G H-diferenciabilidad.

Ejemplo 1.9.2. Sea u el conjunto difuso triangular definido por u(t) =0 si |[t| > 1, u(t) =1+t si
—1<t<0yult)=1—1tsi0<t<1. Considere la funcion difusa f: R — F' definida por

o - (1—t2sin(%)>u si t#0,

u en caso contrario.
Observe que
1
<1 — t*sin <¥)> [u]® st t#0,
[F@®)]" =
[u]® en caso contrario,
donde [u]® = [-1+ a,1 — a]. Entonces, las funciones reales f; y fI definidas por

fo(t) = (1_t251n(%))(—1+a) si t=#0, f;(t): (1—t2sin(%))(1—a) si 140,

-1+« st t=0, 11—« st t=0,

son diferenciables y verifican que (f7) (0) = (f) (0) = 0. Asi, f es gH-diferenciable ent = 0 y
f;(O) = X{o}- Sin embargo, f no es GH-diferenciable en t = 0, puesto que no existe un 6 > 0 tal

que las H-diferencias f(h) ©n f(0) y f(—=h) ©n f(0) existan para todo h € (0,0).
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Dada una aplicacién difusa f: (a,b) — F*, se tiene que los a-niveles de f son intervalos compactos,
esto es, [f(to)]* = [f5 (to), [ (to)], donde f y fI son funciones reales sobre (a,b). De acuerdo a
la Definicién 1.9.1, se distinguen dos casos de diferenciabilidad cuando f, y fJ son funciones

diferenciables.

Definicién 1.9.3 ([5]). Sea f: (a,b) — F* y to € (a,b) con f; y fI ambas diferenciables en to.

Decimos que

(I) f es (i)-gH-diferenciable en tq si
[£5(to)]™ = [(£3) (to), (fa)'(to)], Vo € [0,1]. (1.19)

(I1) f is (ii)-gH-diferenciable en to si
[f5(to)]™ = [(fa)g(to), (fa )g(to)], Yo € [0, 1]. (1.20)

En [30] los autores mostraron que el concepto de gH-diferenciabilidad es més general que el de
la GH-diferenciabilidad, y también, establecieron condiciones necesarias para que una aplicacién
difusa gH-diferenciable sea G H-diferenciable. Antes de establecer ese resultado, es necesario dar la

definicién de switching point de una funciéon difusa.

Definicién 1.9.4 ([30]). Sea f: (a,b) — F*' una funcién gH -diferenciable. Un elemento to € (a,b)
se dice que es “switching point” de f, si para toda vecindad U de ty existen puntos t1 < tg < to tal

que

(i) (tipo I) en ty, se cumple (1.19) mientras que no se cumple (1.20), y en ta, se cumple (1.20)
y no se cumple (1.19), ¢

(ii) (tipo II) en t1, se cumple (1.20) mientras que no se cumple (1.19), y en to, se cumple (1.19)
y no se cumple (1.20).

El siguiente resultado relaciona los conceptos de G H-diferenciabilidad y gH-diferenciabilidad en F*.

Teorema 1.9.5 ([30]). Sea f: (a,b) — F' una funcion con [f(to)]* = [fa (to), f(to)]. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) [ es GH-diferenciable,

(i) f es gH-diferenciable y el conjunto de switching points de f es finito.
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1.10. Integrabilidad difusa

El objetivo de esta seccién es presentar algunas definiciones y propiedades relacionadas con la integral
de funciones difusas las cuales serdn usadas en los Capitulos 3 y 4 para abordar la existencia de

solucién de PVI asociado a ecuaciones diferenciales ordinarias en el contexto difuso.

Definicién 1.10.1. Sea f: (a,b) — F' una funcion difusa. Decimos que f es integralmente

acotada, si existe una funcién h: (a,b) — R integrable tal que ||z|| < h(t) para todo x € [f(t)]°

yt € (a,b). Ademds, f se dice fuertemente medible si la multifuncion f: (a,b) — KL, definida

como fo(t) = [f(t)]*, es medible para cada o € [0, 1].

Definicién 1.10.2 ([16]). Una funcién f: (a,b) — F* es integrable, si f es integralmente acotada

y fuertemente medible.

Definicién 1.10.3 ([16]). Sea f: (a,b) — F'. La integral de f sobre (a,b), denotada por f; f(¢) dt,

estd definida a través de sus a-niveles por la ecuacion

b @ b
V £(6) dt] :/ FO) dt, ae0,1]. (1.21)

El siguiente teorema, dado en [16], resume algunas propiedades de la integral de funciones difusas

que seran necesarias en los Capitulos 3 y 4.

Teorema 1.10.4. Sean f,g: (a,b) — F' dos funciones difusas y ¢ € R. Entonces,
(@) J2(f+9)(t) dt= [} f(t) dt+ [} g(t) dt,

(i) [Pef(t) dt=c [’ f(t) dt,

(i41) doo(f(t),g(t)) es integrable,

(iv) deo(f, (1) dt, [} g(t) db) < [ do(£(2). (1) dt,

(v) Si f < g (respectivamente f < g) y f,g son continuas, entonces f: f@) dt < f:g(t) dt
(respectivamente f; f(t) dt = f;g(t) dt).

Por otro lado, destacamos el siguiente Lema dado en [4].

Lema 1.10.5. Sea x € F*' tales que las funciones = definidas como en el Teorema 1.3.2 son
diferenciables, con x~ creciente y x decreciente sobre |0,1], existen las constantes ¢; > 0, ca < 0
satisfaciendo (x3) > ¢1 y (zf) < ¢y para todo o € [0,1]. Sean f: [a,b] — F' continua con

respecto a t y M, My, My constantes tal que len([f(t)]') < M para todo t € [a,b], ’8%;0[(”
of4 (t)

<My

1
< M,. Ademds, supongase que b es tal que b < I\C/[_117 b< % yb< % Si
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(a) = (1) <a*(1)

s

0 st

(b) x=(1) = 27(1) y el conjunto [f(s)]* consiste de ezactamente un elemento para cualquier

s € [a,b], entonces la H-diferencia
¢
I@H/ f(s) ds

existe para cualquier t € [a,b].
Teorema 1.10.6 ([5]). Sea f: (a,b) — F' continua con [f(t)]* = [f5 (t), f(t)]. Entonces
(i) La funcidn F(z) = [* f(t) dt es gH-diferenciable y Fly (z) = f(x),
(i6) La funcion G(x) = [* f(t) dt es gH-diferenciable y G (x) = — f ().

Observacién 1.10.7 ([16]). Si f: [a,b] — F* es integrable, entonces

=1 5]
donde [f(t)]* = [f5 (1), f&(t)] y a € [0,1].

Teorema 1.10.8 ([5]). Si f: (a,b) — F' es GH-diferenciable sin ningin switching point en el

intervalo (a,b), entonces

/ folt f(b) &g f(a). (1.22)

Un resultado andlogo al Teorema Fundamental del Célculo en el contexto difuso es el siguiente.

Teorema 1.10.9 ([5]). Supdngase que f: (a,b) — F' es gH-diferenciable con n switching points

enc,t=1,2,...,n,a=cyp <cy <---<cp<cpy1 =b. Entonces

1) &, f(a) [/ £(t) dt Sy (1) /Ci*lf;<t>dt]- (1.23)

Ci— i

Ademas,
n+1

/ 1) dt =3 (F(e:) S flei1). (1.24)

i=1
Una version méas débil que el Teorema 1.10.9 es el Corolario 1.10.10, el cual considera funciones

difusas con switching points siendo nimeros “crisp”.
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Corolario 1.10.10 ([5]). Sea f: (a,b) — F' gH-diferenciable. Si c¢; son switching point de f y

f(ci) son nidmeros “crisp” para todo i =1,2,...,n, entonces
b
[ttty de= 10, f). (1.25)

n+1

Demostracion. Por (1.24) se sigue que f: Jo(t) dt = > (f(ci) ©4 f(ci—1)), donde co = a, cpp1 =
’ i=1

ylos ¢, i =1,...,n, son los switching points de f. Por otro lado, por (1.8) y dado que f(c¢;) son

numeros “crisp” para todo ¢ = 1,2,...,n se sigue que las g H-diferencias

f(CZ) Oy f(Cifl) = f(Cz) — f(ci,l), Vi=0,...,n+1.

Por lo tanto,
n+1

Y (flei) ©g fleimn) = F(b) S f(en) + -+ + fler) Sy f(a)

i=1

=f(b) = flen) + -+ fler) = fla) = F(b) — f(a).

Asi, [ f1(6) dt = f(b) &, f(a). O
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Capitulo 2

Teoremas de punto fijo de
funciones débilmente contractivas
sobre conjuntos parcialmente

ordenados

En este capitulo presentamos algunos de los resultados recientes de punto fijo de funciones débil-
mente contractivas y algunas generalizaciones de funciones débilmente contractivas, definidas sobre
conjuntos parcialmente ordenados. Ademads, siguiendo las ideas de [14] y de [23], mostramos algunos
resultados de punto fijo de funciones débilmente contractivas definidas sobre F™ y C(J, F™), respec-
tivamente. Destacamos que el desarrollo de todos estos resultados de punto fijo seran fundamentales
en el estudio de la existencia y unicidad de soluciones a problemas de valor inicial en el contexto

difuso.

2.1. Algunos resultados de punto fijo de funciones débilmen-

te contractivas monotonas

En [14] se obtuvieron algunos resultados de punto fijo de funciones débilmente contractivas sobre
espacios métricos completos, que luego fueron aplicados al estudio de existencia y unicidad de
soluciones a ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden con condiciones de frontera de tipo

periédico. En esta seccién presentamos algunos de esos resultados.
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Definicién 2.1.1. Una funcidn de distancia alternante (o “altering distance”) es una funcion

1 [0,00) = [0,00) tal que:
(i) 1 es continua y no-decreciente (con el orden usual en [0, 00)).
(i1) ¥(t) =0 si y sdlo sit=0.

Definicién 2.1.2 ([14]). Sean (X, d) un espacio métrico y f: X — X una funcién. Se dice que f

es débilmente contractiva st

P(d(f (), f(y) < ¢(d(x,y)) — ¢d(z,y)), (2.1)

para todo x,y € X, donde 1 y ¢ son funciones de distancia alternante.

Observacién 2.1.3. Recordemos que una contraccion es una funcién f: X — X, donde (X, d)

es un espacio métrico, tal que existe 0 < A < 1 wverificando

d(f(x), f(y)) < Md(z,y) para todo xz,y € X. (2.2)

Ast, note que dentro de las funciones débilmente contractivas estan las contracciones ya que es

posible escribir (2.2) como (2.1) considerando las funciones de distancia alternante v y ¢ definidas

por (t) =t y o(t) = (1 - Mt.

Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y f: X — X una funcién. Decimos que f es
mondtona no-decreciente, si para cada x,y € X con z < y implica que f(z) < f(y). La funcién
f es mondtona no-creciente, si para todo z,y € X con x < y implica que f(x) > f(y). A con-
tinuacién mostramos algunos resultados de punto fijo obtenidos en [14], donde la funcién f no es

necesariamente continua.

Teorema 2.1.4 ([14]). Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y supdngase que existe una
métrica d en X tal que (X,d) es un espacio métrico completo. Sea f: X — X wuna funcidn

mondtona no-decreciente tal que

¢(d(f($)a f(y))) < ¢(d($ay)) - ¢(d($, y))7 para x > Y, (23)

para algunas funciones de distancia alternante ¥ y ¢. Supongase que X verifica que si una sucesion
no-decreciente (zy)ken €s convergente a x € X, entonces x < x, para todo k € N, ¢ que f sea

continua. Si existe xg € X tal que xo < f(xg), entonces f tiene un punto fijo.
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Observacién 2.1.5. Note que la condicidn (2.3) en el Teorema 2.1.4 que satisface f, es mds débil
que la condicidn (2.1) que verifica una funcion débilmente contractiva, ya que se exige esta condicién

solamente para cada pareja de elementos que estdn relacionados.

Un resultado similar al Teorema 2.1.4, cuya prueba es similar a la prueba del Teorema 2.1 en [14],

es el siguiente.

Teorema 2.1.6. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y supdngase que existe una métrica
d en X tal que (X,d) es un espacio métrico completo. Sea f: X — X una funcién mondtona no-
decreciente tal que se cumple (2.3). Supdngase que X wverifica que si una sucesion no-creciente
(zk)ken es convergente a x € X, entonces x < xy para todo k € N, ¢ que f es continua. Si existe

xo € X tal que xo > f(xg), entonces f tiene un punto fijo.

El préximo teorema garantiza la existencia y unicidad de un punto fijo y la convergencia global
del método de aproximaciones sucesivas, esto es, si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado y

f: X — X es una funcién, la sucesién (f*(z))ren converge al punto fijo de f para todo = € X.

Teorema 2.1.7 ([14]). Bajo las hipdtesis del Teorema 2.1.4 (respectivamente del Teorema 2.1.6),
st toda pareja de elementos de X tiene una cota superior o una cota inferior, f tiene un unico punto

fijo. Ademds, si T es el punto fijo de f, entonces para todo r € X kh’m fFz) =7.
—00

A continuacién mostramos algunos teoremas de punto fijo sobre espacios parcialmente ordenados de
funciones débilmente contractivas para elementos comparables. Siguiendo algunas ideas dadas por

[14] y [23], obtenemos el siguiente resultado para funciones f mondtonas no-crecientes.

Teorema 2.1.8. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y suponga que existe una métrica
d en X tal que (X,d) es un espacio métrico completo. Sea f : X — X una aplicacidn mondtona
no-creciente tal que se cumple (2.3). Supdngase que X wverifica que si una sucesion no-creciente
(zk)ken es convergente a x € X, entonces x < xy para todo k € N, o que [ es continua. Si existe

xo € X tal que xo > f(xg), entonces f tiene un punto fijo.

Demostracion. Si f(xg) = o, se tiene que o es punto fijo de f. Supdéngase que xg > f(zo). Como

f es no-creciente se tiene que
- < M (o) < fF(wo) <0 < fP(a0) < flwo) < o

Sea xp4+1 = f(zx). Entonces, dado que f verifica (2.3) y como 41 y ) son comparables se sigue
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que

Suponga que d(zk,zp—1) < d(xg+1,xr), entonces Y(d(xg, xr—1)) < P(d(zk+1,2k)). Asi, tenemos

que Y(d(xg, vx—1)) = Y(d(zk41,xr)). Luego, de la desigualdad

Y(d(@gs1,7x)) < Y(d(@k, 2K-1)) — P(d(T), TR-1)),

se sigue que 0 < —¢(d(x, xx—1)), lo cual implica que ¢(d(zy, xk—1)) = 0. Entonces, d(zy, zx—1) =0,
y por lo tanto,

0 =9(0) = ¢(d(wk, 2x-1)) = P(d(@rt1, 7))

Asi, d(xg41, k) = 0. De ahi se obtiene una contradiccién. Por consiguiente,
d(zry1, zr) < d(Tk, Tp—1).

Si existe ko € N tal que d(xg,, zr,—1) = 0 se tiene que xp, = f(Try—1) = Tky—1, ¥ asi, Tp,—1 €s un
punto fijo de f. Supéngase que para todo k € N, d(xy,,zr,—1) # 0. Luego, teniendo en cuenta que

(d(xg41,2k))ken €8 una sucesién decreciente se tiene que existe r > 0 tal que
d(xg41,xr) — r cuando k — oo.
Asi, haciendo k — oo en (2.1) se tiene que
e(r) < p(r) = o(r) < a(r).
De ahi que ¢(r) =0, y por lo tanto, » = 0. Entonces,
klg{)lo d(zp41,25) = 0.

Ahora se probard que (xj)ren es una sucesién de Cauchy. Supéngase que (2 )gen DO €s una sucesién
de Cauchy. Luego existe € > 0 para el cual se pueden encontrar subsucesiones () )ien ¥ (Zx(j))jen

de (xg)ren con k(i) > k(j) > j tal que

d(xk(i)uxk(j)) > €. (2.4)
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Considere que k(i) corresponde al menor entero tal que k(i) > k(j) verificando (2.4). Por lo tanto,

d(Tp(iy—1, Trj)) < €.

Entonces,

& < d(@ei), Th(y))
< d(@r(iy, Tr(iy—1) + A@r(iy -1, Tr(s))
< d(Tg(sy, Tr(iy—1) + €.
Haciendo k£ — oo se sigue que

klingo d(IEk(l),iEk(J)) = €. (25)
Usando la desigualdad triangular se tiene
d(Tr(iy, Trig)) < A @reys Trgy—1) + ATry—1, Trigy—1) + A Try—1, Tri))
A(Tr(iy—15 Tr()—1) < AT -1, Trey) + A Treiys Tri)) + ATriys Tri)—1)-

Por lo tanto,

klilgo d(xk(i)fluxk(j)fl) =¢&. (26)

Teniendo en cuenta (2.5) y (2.6), y haciendo k — oo se tiene

B(e) < B(e) — (e).

De ahi que ¢(¢) = 0, y por ende, € = 0. Pero esto es contradictorio. Consecuentemente, (xj)ren €s
una sucesién de Cauchy, y dado que (X,d) es un espacio métrico completo, existe x € X tal que
xr — = cuando k — oo. En caso de que f es continua se tiene que

x= lim x4 = lm f(zr) = f( lUm zx) = f(x).
k—o00 k—o00 k—o00

Por consiguiente, x € X es punto fijo de f. Por otro lado, si X verifica que dada una sucesién
mondtona no-creciente (zx)ren es convergente a x € X, entonces x < xy para todo k € N. Por lo

tanto,

P(d(zria, f(2)) < P(d(zr, 2) — ¢(d(zr, )

Haciendo k& — oo se tiene que (d(z, f(x))) < ¥(0) — ¢(0) = 0. Entonces d(x, f(x)) =0, y asi, x es
punto fijo de f. O

Agregando la condicién de que cualquier pareja de elementos del espacio parcialmente ordenado ten-
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ga una cota superior o inferior obtenemos unicidad de punto fijo en funciones débilmente contractivas

f, como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 2.1.9 ([14]). Bajo las mismas hipdtesis del Teorema 2.1.8, si toda pareja de elementos
de X tiene una cota superior o una cota inferior, entonces f tiene un unico punto fijo. Si T es el

punto fijo de f, entonces para cada x € X, ka fFx) ==.
— 00

2.2. Resultados de punto fijo sobre los espacios F' y C(J, F})

Usando los Teoremas 2.1.4-2.1.8 y haciendo X = F' y X = C(J,F!) se obtienen los siguientes

resultados:

Teorema 2.2.1. Sea F : F' — F! una funcién mondétona no-decreciente tal que

0 (oo (F(u), P(0))) < 9(doc(u,0)) = Bldoc(,0)), 51 w2 v, (2.7

donde 1 y ¢ son funciones de distancia alternante. Suponga que existe ug € F* con F(ug) = ug ¢

F(ug) < uo, entonces F tiene un inico punto fijo.

Demostracion. Por lo hecho en la Seccién 1.6, se tiene que (F', <) es un conjunto parcialmente
ordenado, (F',dx) es un espacio métrico completo (ver [23]), y toda pareja de elementos de F!
tiene una cota superior. Por hipdtesis, F' es no-decreciente y verifica (2.7). Ademas, existe ug € F*
con F(ug) 2 up o F(ug) < up. Suponga que existe ug € F* tal que F(ug) 2 uo. Entonces aplicando
el Teorema 2.1.4 se sigue que F tiene un punto fijo. Por otro lado, si existe ug € F' tal que
F(ug) < up. Entonces al aplicar el Teorema 2.1.6 se sigue que F tiene un punto fijo. Dado que toda

pareja de elementos de F! tiene una cota superior se tiene la unicidad del punto fijo. o

Teorema 2.2.2. Sea F: C(J,F') — C(J,F') una funcién mondtona no-decreciente tal que

6(DF(B), F(7))) £ (D(8,7)) = o(D(B,A), si B2 7, (2:8)

donde 1) y ¢ son funciones de distancia alternante. Suponga que existe By € C(J, F*) con F(Bo) = Bo

6 F(Bo) < Po, entonces F' tiene un unico punto fijo.

Demostracion. De igualmente como en la prueba del Teorema 2.2.1, se tiene que (C(J, F'), <) es
un conjunto parcialmente ordenado, (C(J, F'), D) es un espacio métrico completo (ver [23]), y toda
pareja de elementos de C(.J, F!) tiene una cota superior. Por hipdtesis, F' es no-decreciente y verifica

(2.8). Ademds, existe By € C(J, F1) con F(Bo) = Bo 6 F(Bo) < Bo. Suponga que existe 8y € C(J, F1)
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tal que F(By) 2 Bo. Entonces aplicando el Teorema 2.1.4 se sigue que F' tiene un punto fijo. Por
otro lado, si existe By € C(J,F*) tal que F(B8y) < Bo. Entonces al aplicar el Teorema 2.1.6 se sigue
que F' tiene un punto fijo. Dado que toda pareja de elementos de C(J, F!) tiene una cota superior

se tiene que F' tiene un tnico punto fijo. O

Para el caso de los conjuntos difusos n—dimensionales, con n > 1, se obtienen los siguientes resul-

tados:

Teorema 2.2.3. Sea F : F"* — F" una funcion mondtona no-decreciente tal que

0 (doo (F(), F(0))) < 0(doo(1,0)) = $(doc (1, ), s u = v, (2.9)

donde v y ¢ son funciones de distancia alternante. Suponga que existe ug € F™ con F(ug) = ug 6

F(ug) = uo, entonces F tiene un dnico punto fijo.

Demostracion. Por lo hecho en la Seccién 1.6, se tiene que (F™, =) es un conjunto parcialmente
ordenado, (F",ds) es un espacio métrico completo (ver [23]), y toda pareja de elementos de F™
tiene una cota superior. Por hipétesis, F' es no-decreciente y verifica (2.9). Ademés, existe ug € F*
con F(ug) = ug 6 F(up) =X ug. Suponga que existe ug € F™ tal que F(ug) > ug. Entonces aplicando
el Teorema 2.1.4 se sigue que F' tiene un punto fijo. Por otro lado, si existe ug € F™ tal que
F(ug) < up. Entonces al aplicar el Teorema 2.1.6 se sigue que F' tiene un punto fijo, al aplicar el
Teorema 2.1.6. Dado que toda pareja de elementos de F™ tiene una cota superior se tiene que F

tiene un tunico punto fijo. O

Teorema 2.2.4. Sea F': C(J,F") — C(J,F™) una funcién mondtona no-decreciente tal que

¥ (D(F(B), F(x)) < 0(D(B,7) = o(D(B, ), si f =, (2.10)

donde 1) y ¢ son funciones de distancia alternante. Suponga que existe Sy € C(J, F™) con F(5o) = Po

6 F(Bo) = Po, entonces F tiene un dnico punto fijo.

Demostracion. De igualmente como en la prueba del Teorema anterior, se tiene que (C'(J, F™), <)
es un conjunto parcialmente ordenado, (C(J, F™), D) es un espacio métrico completo (ver [23]), y
toda pareja de elementos de C(J, F™) tiene una cota superior. Por hipdtesis, F' es no-decreciente y
verifica (2.10). Ademds, existe By € C(J,F™) con F(By) = Bo 6 F(By) = Bop. Suponga que existe
Bo € C(J,F™) tal que F(By) »= Bo. Entonces aplicando el Teorema 2.1.4 se sigue que F' tiene un
punto fijo. Por otro lado, si existe 8y € C(J, F") tal que F(58y) < Bo. Entonces al aplicar el Teorema
2.1.6 se sigue que F tiene un punto fijo. Dado que toda pareja de elementos de C(J, F™) tiene una

cota superior se tiene que F' tiene un dnico punto fijo. O
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Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales ordinarias

difusas de primer orden

En este capitulo estudiamos la existencia y unicidad de soluciones de PVID asociados a ecuaciones
diferenciales difusas ordinarias de primer orden usando la gH-derivada. En aras de encontrar la
solucion a un PVID usaremos algunos de los teoremas de punto fijo de funciones débilmente con-
tractivas dadas en el Capitulo 2. Inicialmente presentamos algunos resultados destacados sobre la
existencia y unicidad de soluciones a PVID usando diferentes conceptos de diferenciabilidad difusa
encontrados en la literatura, y posteriormente, mostraremos los teoremas que obtuvimos sobre exis-

tencia y unicidad de soluciones a PVID, los cuales constituyen el aporte novedoso de este trabajo.

3.1. Algunos resultados de existencia y unicidad de solucio-

nes de PVID usando H-derivada

Recordemos que el Teorema clasico de Peano garantiza la existencia de una solucién del siguiente

PVI asociado a una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden
2'(t) = f(t,z(t), xz(to) = o,

donde f: R x X — X es continua y X es un espacio de Banach finito dimensional. En ese sentido,
una pregunta natural es saber si existe una version andloga al Teorema de Peano para el caso de los

PVID. Sucede que debido a que el espacio métrico (F*, dw) no es localmente compacto, la condicién
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de continuidad de la funcién difusa f en el Problema (3.1) no es suficiente para garantizar la exis-
tencia local de soluciones (ver [18] y referencias que allf se encuentran). Como consecuencia de este
hecho, han surgido varios resultados de existencia (y unicidad) de soluciones a PVID agregandole
condiciones adicionales a la continuidad de f. En esta seccién presentamos algunos resultados desta-
cados que se encuentran en la literatura sobre la existencia y unicidad de soluciones a PVID usando
diferentes tipos de diferenciabilidad difusa. Comenzamos presentando el siguiente teorema pionero
obtenido por Kaleva, el cual usa la H-derivada. Para ello, supongamos que f: [a,b] X F* — F™ es

una funcién continua y consideremos el siguiente problema de valor inicial difuso

a'(t) = f(t,2(t)),

x(a) = .

(3.1)

Se dice que una solucién para el Problema 3.1 es una funcién x: [a,b] — F™ continua verificando

la ecuacién integral

x(t) = xo —|—/ f(s,z(s)) ds.

Kaleva en [16] obtuvo el siguiente resultado de existencia de una tnica solucién global para el

Problema 3.1 con la nocién de la H-derivada.

Teorema 3.1.1 ([16]). Sea f: [a,b] x F™* — F™ continua y asuma que existe un A > 0 tal que

oo (f (L, 2), [(t,y)) < Adoo (2, y)

para todo x,y € F™ yt € [a,b]. Entonces el Problema 3.1 tiene una dnica solucion sobre [a,b].

Al debilitar la condicién de Lipschitz de f con respecto a la segunda componente dada en el Teorema
3.1.1 por una condicién de acotamiento, Nieto en [24] obtuvo el siguiente resultado sobre la existencia

local de solucién del Problema 3.1 usando la nocién de la H-diferenciabilidad.

Teorema 3.1.2 ([24]). Supdngase que f: [a,b] x F" — F" es continua y acotada. Entonces, el

Problema 3.1 posee al menos una solucion sobre el intervalo [a, b)].

Los Teoremas 3.1.1 y 3.1.2 usan la nocién de la H-diferenciabilidad, la cual es generalizada por
la nocion de la GH-diferenciabilidad como se mostré en el primer capitulo. El siguiente resultado
ofrece condiciones para garantizar la existencia y unicidad de solucién del Problema 3.1, usando la

nocion de la G H-diferenciabilidad.

Teorema 3.1.3 ([3]). Suponga que se cumplen las siguientes condiciones:
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(i) Sea Ry = [to,to +p] x B(z0,q), p.q >0, 9 € F*, donde B(zo,q) = {z € F' : deo(z,20) < ¢}
denota la bola cerrada y sea f: Ry — F' wuna funcion difusa continua tal que

doo(f(t,w),)({o}) = ||f(t,$)||]:1 < M para todo (t,z) € Ro.

(13) Sea g: [to,to+p] % [0,q] — R tal que g(t,0) =0 y 0 < g(t,y) < My, para todo t € [to,to+ D),
0 <y <qtal que g(t,y) es no-decreciente eny y g es tal que el PVIy'(t) = g(t,y(t)), y(to) =0

tiene solo la solucidn y(t) = 0 sobre [to,to + p).
(i1i) Asumase que doo(f(t, ), f(t,2)) < g(t,doo(x, 2)), para todo (t,x),(t,2) € Ry y deo(z, 2) < gq.

(iv) Supdngase que existe d > 0 tal que para t € [to,to+d], la sucesion Ty : [to, to +d] — F' dada
por Tp(t) = xo, Tr+1(t) = o On (— f:o f(t, =) dt) estd definida para todo k € N.

Entonces el PVID (con GH-derivada)

.’L‘l(t) = f(t,z),
x(0) = xo,

tiene dos soluciones (una diferenciable en el sentido (i) de la Definicion 1.8.1 y la otra en el sentido
(1i) de la misma definicidn) x,T: [to,to + r] — B(xo,q), donde r = min {p,%,Mil,d} y las

sucesiones iterativas

t

2(0) = zg, xp41 =0+ flt,xg) ds,
to
t

7(0) = xo, Tpy1(t) =20 OH (— f(t, =) dt) ,

to

convergen a esas dos soluciones, respectivamente.

El siguiente resultado también garantiza la existencia y unicidad de soluciéon de un PVID bajo la
nocién de G H-diferenciabilidad; sin embargo es una generalizacion del Teorema 3.1.3 en el sentido

que la funcién f depende de una variable adicional.

Teorema 3.1.4 ([4]). Sean Ry = [to,to + p] x B(x0,q) X B(xo,q) con p,q > 0 yz9g € F' y

f: Ry — F' continua verificando las siguientes condiciones:

(i) Eriste una constante L > 0 tal que
dOO(f(tv z, ’U,), f(t7 Y, ’U)) S L (dOO(‘Tu y) + dOO(uv U)) ’ V(t, €, u)’ (t7 Y, ’U) € RO'

(it) Sea [f(t,z,u)]* = [Fy (t,z,u), FX(t,z,u)], la representacién de f como en el Teorema 1.3.2

(e
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tal que F, F: Ry — F! tienen derivadas parciales acotadas con respecto a o € [0,1] y con

cotas siendo independientes de (t,z,u) € Ry y o € [0, 1].

(43i) Las funciones xy, y x¢ son diferenciables, existiendo ¢y > 0 con xy () > c1, y c2 < 0 con

zg (@) < c1, para todo a € [0,1] de manera tal que

(a) @5 (1) <zg (1), 6

1

(b) sixy (1) =2 (1), entonces el conjunto [f(t,z,u)]' consiste en evactamente un elemento

1

para cualquier (t,x,u) € Ry, siempre que [x]' y [u]' consisten en exactamente un solo

elemento.

Si h: [to,to + p] — [to,to + p] es continua, entonces el problema de valor inicial difuso

@'(t) = f(t,z(t), 2(h(1)), x(to) = 70,

tiene exactamente dos soluciones definidas en un intervalo [to,to + k] para algin k > 0.

3.2. Resultados de existencia y unicidad de soluciones a pro-

blemas de valor inicial usando derivada generalizada

En esta seccion usamos el concepto de la gH-derivada junto con los teoremas de punto fijo del
Capitulo 2, con el fin de obtener nuevos resultados sobre la existencia y unicidad de soluciones para
PVID con valores en F*, generalizando algunos de los resultados obtenidos en [3, 6, 16, 21, 23, 27,

30, 31]. Consideramos el siguiente PVID:

a'(t) = f(t, z(t)),
z(0) = zp,

(3.2)

donde la derivada z’ es considerada en el sentido de la gH-diferenciabilidad y la funcién

f:J x F' — F! es continua. Ademds, permitiremos un nimero finito de “switching points” y
ellos son ntimeros “crisp” (ver Definicién 1.9.4). El dato inicial ¢ se asume en F*. Denotemos por
C*(J, F1) el conjunto de todas las funciones continuas f: J —s F! con derivada continua. Basados

en el Teorema 1.10.9 y en el Corolario 1.10.10 establecemos la siguiente definicién.

Definicién 3.2.1. Una solucién para el Problema 3.2 es una funcién x € C1(J, F') satisfaciendo
t

() 8, o :/ F(s,2(s)) ds, teJ=[0,T]. (3.3)
0
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Ejemplo 3.2.2. Considere el siguiente PVID
¥ =—z(t), z(0)=C, (3.4)

donde la condicion inicial C = (—1,0,1) es un nimero triangular difuso.
Si consideramos la gH -derivada de x en el primer sentido, obtenemos una solucion x*(t) para (3.4),

la cual es diferenciable en el primer sentido, dada por
o (t) =C e’

Si consideramos la gH-derivada de x en el sequndo sentido, obtenemos una solucion z*(t) para

(8.4), la cual es diferenciable en el sequndo sentido, dada por
22(t)=C-e "

Ahora, podemos combinar las derivadas en el primer y sequndo sentido con el fin de obtener otras
soluciones. Por ejemplo para resolver el Problema 3.4, primero consideramos la solucion x? sobre

el intervalo [0,1] y entonces consideramos el siguiente Problemas:
= —x(t), x(0)=a2*(1), (3.5)

del cual obtenemos la solucion (diferenciable en el primer sentido) z(t) = C - e'=2 para t € [1,3].
Entonces, nuevamente consideramos la derivada en el sequndo sentido y resolvemos el siguiente

Problema:

¥ =—zt), z(0)=2x%3), (3.6)

Asi, obtenemos la solucion (diferenciable en el sequndo sentido) x°(t) = C - e'~*, para todo t > 3.

Asi, tenemos una tercera solucién x® para el Problema (3.4) la cual es dada por

En este caso, t = 1 es un “switching point” de tipo I, y t = 3 es un “switching point” de tipo I
para la diferenciabilidad de 3. Similarmente al proceso anterior, podemos obtener muchas otras

soluciones para el Problema (5.4).

Del ejemplo previo, podemos ver que no existe una tnica soluciéon para el Problema 3.2 puesto que
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al usar el concepto de “switching point”, podemos construir muchas otras soluciones combinando
las que son diferenciables en el primer y segundo sentido. Asi, es interesante estudiar la existencia

de solucién para el Problema 3.2.

Definicién 3.2.3. Una funcion p € C1(J, F') se dice que es una solucion inferior para el Problema
3.2, si
W) S f(tpu®), ted p0) =z

Una funcion p € CH(J, F1) se dice que es una solucion inferior para el Problema 3.2, si

pt) 2 ft ), ted, p0)z o

Nuestro principal resultado sobre la existencia y unicidad soluciones para PVID es dado por el

siguiente Teorema.

Teorema 3.2.4. Supdngase que existe una solucién inferior yu € C1(J, F*) para el Problema 3.2.

Sean xo € F*, el cual no es numero “crisp”, y f: J x F' — F' continua tal que:

(1) len([zo]*) > len (UO ds] ) para todo a € [0,1], (zo), — F; (t) es creciente con
respecto a o, y (x9)ZF F+( ) es decreciente con respecto a «, donde [xo]® = [(%0)5, (z0)T] ¥
[ £(s,2(s)) ds] " = [ (6), Fi (1)

(it) f es no-decreciente en la sequnda variable, esto es, si x 2y entonces f(t,x) 2 f(t,y),

(i4i) f es débilmente contractiva para los elementos comparables, esto es, para algunas funciones

de distancia alternante ¥ y ¢, se cumple
Entonces, el Problema 3.2 tiene dos unicas soluciones dependiendo del caso de la gH -diferencia

considerado.

Observacién 3.2.5. La condicion (i) del Teorema 3.2.4 puede ser obtenida si xg y f verifican las

hipdtesis del Lema 1.10.5.

Demostracion. La idea de la prueba consiste en aplicar el Teorema 2.1.6; para esto usamos algunas
ideas de [23]. Como estamos considerando la gH-derivada de f y permitimos solo un nimero finito

de “switching points” y ellos son numeros “crisp”, entonces del Teorema 1.10.9 y del Corolario
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1.10.10, el Problema 3.2 puede ser escrito como la ecuacién integral

n+1 t
z(t) 84 x0 = Z‘T(CZ) S84 x(ci—1) = / f(s,z(s)) ds, teJ, (3.8)
i=1 0
donde ¢; son los “switching points” de z, paratodoi =1,2,...,n,¢y =0y ¢pp1 = z(t). De acuerdo

a la definicién de gH-diferencia, la ecuacién (3.8) puede ser expresada como
¢
Caso I: z(t) = xq +/ f(s,z(s)) ds, teJ=1[0,T],
0
¢
Caso II: z(t) = x0 ©n (—/ f(s,2(s)) ds) , teJ=10,T].
0
Case I: Definimos el operador A;: C(J, F') — C(J, F') por
¢
[A1z](t) = z0 +/ f(s,z(s)) ds, teJ
0

Note que siz € C(J, F1) es un punto fijo de A, entonces z € C(.J, F!) es una solucién del Problema

1—e T

3.2 y reciprocamente. En C(J, F!), para p > 0 suficientemente grande tal que < 1, considere

la métrica

D,(z,y) = 21615) {doo(x(s),y(s)) e_ps}, x,y € C(J, .7:1).

Esta métrica es equivalente a la métrica D, porque D,(z,y) < D(z,y) < e’*'D,(z,y) para todo
z,y € C(J,F'). Ademds, (C(J, F'),D,) es un espacio métrico completo ([9]).

De la suposicién (ii) y del Teorema 1.10.4 tenemos

Arz](t) = 20 + / F(s,2(s)) ds 2 w0 + / F(s,9(s)) ds = [Ag](0),

siempre que x 2 y y t € J. Entonces, A1y < Ajx siempre que y < x, y consecuentemente, el
operador A; es no-decreciente.

Ahora, de (ii1), f verifica ¥ (doo (f (¢, 2), f(t,¥))) < ¥W(doo(z,y)) — ¢(doo (2, ¥)), si = y. Entonces,
para todo x 2 ¥,

¥ (doo(f (8, 2), f(t,9))) < ¥(doo (2, y)). (3.9)

Supéngase que doo(2,y) < doo(f(t,x), f(t,y)), para todo x 2 y. Entonces, dado que ¢ es no-
decreciente se cumple ¥(doo (2,9)) < ¢ (doo (f(t, ), f(t,y))). Asi, de (3.9),

w(doo(xvy)) =9 (dOO(f(t7w)7 f(tv y))) )
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para todo x 2 y. Por lo tanto, reemplazando en (3.7), se sigue que 0 < —¢(doo(z,y)), y consecuen-

temente, ¢(dos (2,y)) = 0. Entonces, dos(z,y) = 0, y asi, ¢ (dos (f(t, 2), f(t,9))) = d(dos (2,y)) = 0.
Por lo tanto, como ¢ es una funcién de distancia alternante, obtenemos que do (f(t, ), f(t,y)) =0

llegando a una contradiccién. Asi,
doo (f(t,2), f(t,y)) < doo(z,y), para todo z = y. (3.10)
Entonces, para 2 y se cumple

D,(Arz, Ary) = sup {doo ([A12](t), [Ary](t)) e~}

teJ

—sup { s (a0 + Fs.0(5) dsyo + Otf(s,y(s)) ) e}

/ doo (z(8),y(s)) ds e_”t} (por (3.10))
0

1—e "t 1—ePT
=sup ¢ Dp(z,y) } = Dy(z,y)
teJ p P
Por lo tanto, D,(Ajz, A1y) < e "7 D,(z,y). Se cumple que

p

.
7 (Dp(Arz, Ary)) <y (Dp(x’y) 1T>

=2 (Dule) =[Ot = (Do) )],

para alguna funcién de distancia alternante creciente . Entonces, si ®(t) = v(t) — 7 (%t) se
sigue que para x 2 y.

Y(Dp(Arz, Ary)) < ¥(Dp(x,y)) — ®(Dpy(x,y)). (3.11)

Finalmente, usando la existencia de una solucién inferior, se cumple

(t) = u(0) + / i (s) ds < 2o+ / Fls,uls)) ds = LAl(1), e
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Asi, p < Ajp. En esta forma el operador A; verifica todas las hipdtesis del Teorema 2.1.7, y por lo
tanto, A; tiene un punto fijo en C(J, F'). Dado que C(J, F') verifica que toda pareja de elementos
de C(J, F1) tiene una cota superior (ver Teorema 2.1.7), se sigue que el operador A; tiene un tnico
punto fijo.

Case II: En este caso, definimos el operador Ay : C(J, F') — C(J, F') por

[Asz](t) = 20 O, (— /Otf(s,x(s)) ds) , teld

Similarmente al Caso I, siz € C(J, F!) es un punto fijo de A, entonces x € C*(J, F!) es una solucién
para el Problema 3.2 e inversamente. También, se cumple que el operador A5 es no-decreciente, pues

para x 2 ¥,

(Aal(®) =0, (- [ ' fls2(s) i) zme, (- [  Flo(s)) is) = Awi(0), te

Como f verifica (iii) tenemos que ¥ (doo (f (¢, ), f(t,y))) < ¥(dso(z,y)) para todo x 2 y. Entonces

doo (f(t,2), f(t,y)) < doo(x,y). Asi, siempre que x = y se cumple que

e (s, asl0) = o (0, (- | (s, a(s)) i) ey (- [ (s, a(s) is))

=dwo (/Otf(s,a:(s)) ds,/otf(s,y(s)) ds) .

1—e” Pt

Por lo tanto, se sigue que D,(Azz, Asy) < =5

D,(z,y). Entonces, para alguna funcién de

distancia alternante creciente v, se cumple

—erT
7 (Dp(Azz, Azy)) <y (DP@’ v) 1T>

1—erT
2Dy~ [0y = (Do) ) .
Entonces, si ®(t) = vy(t) — v (#t) y siempre que x 2 ¥, se sigue que

V(Dp(A2w, Azy)) < v(Dp(x,y)) — ®(Dp(,y))- (3.12)
Finalmente, note que
t t
) = w02y (= [ 1) as) S0y (= [ Sts.uto)) ds) = LAa). v
0 0
Luego i < Asp. Entonces, el operador As verifica todas las hipétesis del Teorema 2.1.4, y por lo
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tanto, Ay tiene un punto fijo en C(J, F1). Dado que C(J, F!) verifica que toda pareja de elementos

de C(J, F') tiene una cota superior (ver Teorema 2.1.7), el operador Az tiene un tinico punto fijo. [

Corolario 3.2.6. Supdngase que existe una solucion inferior u € C*(J, F') del Problema 3.2. Sea

f:JxF' — FL continua tal que:

(1) len([zo]*) > len (UO ds] ) para todo a € [0,1], (zo), — F; (t) es creciente con
respecto a o, y (zo)L F*( ) es decreciente con respecto a o, donde [x9]* = [(z0),, (T0)L] vy
[ £(s,2(s)) ds] " = [ (6), Fi (1)

(i1) f es no-decreciente en la sequnda variable, esto es, si x 2y entonces f(t,x) 2 f(t,y),

(i4i) para alguna funcidn de distancia alternante ¢, se cumple doo(f(t, ), f(t,y)) < doo(z,y) —
Pdoo(z,y)), =2y

Entonces, el Problema 3.2 tiene dos unicas soluciones dependiendo del caso de la gH -diferencia

considerado.
Demostracion. Basta considerar 1(t) =t y usar el Teorema 3.2.4. O

Cambiando la existencia de una solucién inferior por la existencia de una solucién superior al Teo-

rema 3.2.4 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.7. Reemplazando la existencia de una solucion inferior al Problema 3.2 por una

solucion superior al Problema 3.2, la conclusion del Teorema 3.2.4 aun es vdlida.

Demostracion. Si p es una solucién superior para el Problema 3.2, tenemos que

(t) = u(0) + / i (s) ds 2 w0 + / F(s,p(s)) ds = [Av(t), e (3.13)

uit) = o) (- [ () is) zmen (- [ (s n(s)) ds) = LAwil(), € (319

Asi, > A;u, i = 1,2, el cual corresponde a cada caso considerado en el Teorema 3.2.4. La existencia
de una solucién para el Problema 3.2 se sigue del Teorema 2.1.6, ya que C(J, F!) verifica que si
una sucesién no-creciente (z)ken es convergente a x € C(J, F'), entonces z < xy, para todo k € N.
Dado que toda pareja de elementos de C(.J, F!) tiene una cota superior, el operador A;u, i = 1,2,

tiene un tnico punto fijo. O

Corolario 3.2.8. Reemplazando la existencia de una solucion inferior por una solucion superior al

Problema 3.2, la conclusion del Corolario 3.2.6 ain es valida.
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Observacién 3.2.9. Las dos soluciones obtenidas del Teorema 3.2.4 (respectivamente Teorema
3.2.7) para el Problema 3.2 coinciden, si f(t,u(t)) es una funcién caracteristica para todo

x € C(J,F'). Ademds, esas soluciones pueden ser obtenidas como kl;rr;o Ak(z), i = 1,2, para cual-
quier x € C(J, F1). En particular, (A¥(u))ren, i = 1,2, son sucesiones mondtonas no-decrecientes

y convergentes en C(J, F) a cada una de las dos soluciones del Problema 3.2.

Observacién 3.2.10. Los resultados dados en [23] sobre PVID usan la derivada de Hukuhara y
requieren como hipdtesis que [ sea Lipschitz en la sequnda variable para los elementos relaciona-
dos. Obtenemos una generalizacion de esos resultados, si simplemente cambiamos la hipdtesis de

contractividad de f por la siguiente condicion

w(doo(f(tv'r)v f(ta y))) < 1/;(d00(3:,y)) - (b(doo(xa y))v te Jv (315)

donde ¥, ¢ son funciones de distancia alternante.

Observacion 3.2.11. Considerando el orden parcial “<X7” es posible dar una definicion similar a la
Definicion 3.2.3 y obtener resultados similares al Teorema 3.2.4, Corolario 3.2.6, Teorema 3.2.7 y

Corolario 3.2.8.
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Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo consideramos dos aplicaciones de los PVID usando la nocién de la g H-diferenciabili-
dad. En la primera aplicacién estudiamos un PVID con retardo finito, el cual estd asociado a una
ecuacién diferencial difusa, considerando la g H-derivada, con el cual la funcién difusa incégnita z(t)
en un cierto tiempo, es escrita en términos de los valores de la funcién difusa en tiempos previos
al tiempo inicial. Y finalmente, como una segunda aplicacién, estudiamos un PVID con control
asociado a una ecuacion integro-diferencial difusa, la cual modela muchas situaciones de las ciencias

e ingenierias, principalmente en el anélisis de los circuitos eléctricos.

4.1. Problemas de valor inicial difuso con retardo finito

Las ecuaciones diferenciales ordinarias en el contexto difuso con retardo finito, expresan el hecho
en el que la funcién incégnita en un sistema dindmico depende, no sélo sobre el estado del sistema
en un instante dado, sino que depende de la historia de la trayectoria hasta ese instante (ver [21]),
ademads de la naturaleza difusa de los datos. Estas ecuaciones juegan un papel importante en un
nimero creciente de modelos sobre diferentes campos de la ciencia; de hecho, existe una extensa
literatura sobre ecuaciones diferenciales de funciones con retardo finito y aplicaciones; en particular,
EDD con retardo finito, usando H-derivada, han sido estudiadas en [23]. El objetivo de esta seccién
es aplicar ideas de los resultados de la Seccién 3.2 para tratar PVID de funciones difusas con retardo

finito usando la gH-derivada.

Sea 7 > 0 y denotemos por Cy = C([—7,0], F1). Consideremos sobre Cj la métrica H definida por

H(n,A) = méx doo(n(s),A(s)), n,A € Cp.

—7<5<0
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Supéngase que x € C(Jo, F'), donde Jo = [—7,T], T > 0. Entonces, parat > 0y t € Jy, la
traslacién z; € Cy de x sobre [—7,0] es definida como la restriccién de z al intervalo [t — 7,¢], es

decir, 2¢(s) = x(t+ ), -7 < s < 0.

Considere el siguiente PVID con retardo finito

&'(t) = f(t,e), teJ=10,T], (4.1)

xOZWEOOa

donde f € C(J x Cy, F') y la derivada 2’ es considerada en el sentido de la gH-diferenciabilidad.
Ademés permitimos s6lo un nimero finito de “switching points” y ellos son nimeros “crisp” (ver

Definicién 1.9.4).

Definicién 4.1.1. Una solucién de (4.1) es una funcién difusa z € C(Jo, F*)NCH(J, F) tal que

z(t) = si te[-7,0]
(4.2)
t)ey 10 /fsxs ds, si teJ.

Definicién 4.1.2. Una funcién p € C(Jo, F*) N CH(J, F') es una solucion inferior de (4.1) si
pt) S fltp), ted, oS

Una funcién p € C(Jo, F1) N CL(J, F') es una solucion superior de (4.1) si
pt) 2 ftm), e, poZmn

Teorema 4.1.3. Supdngase que existe una solucién inferior p € C(Jo, F1) N CL(J, F') para el
Problema 4.1. Sean xo(t) € Ft, t € [—7,T), el cual no es nimero “crisp”, y f: J x Cy — F*

continua tal que:

(i) len([zo(t)]*) > len([fo S, Ts) ds] ) para todo o € [0,1], (xo fo f(s) ds es cre-
ciente con respecto a o, Y ( fO f2(s) ds es decreciente con respecto a o, donde
[wo(t))" = [(o(D)F (@ Ugs%s]zkﬁs@%ﬁs%

(1) f es no-decreciente en la sequnda variable, es decir, sin 2 X\ entonces f(t,n) 2 f(t,\),

(i4i) f es débilmente contractivo para los elementos comparables, esto es, para algunas funciones
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de distancia alternante ¥ y ¢, se cumple que
¥ (doo (f (1), f(,2))) S O(H (0, X)) — ¢(H(n,A)), st nZAyte

Entonces, el Problema 4.1 tiene dos unicas soluciones dependiendo del caso de la gH -diferencia

considerado.

—e€

Demostracion. Sobre C(Jy, F'), para p > 0 suficientemente grande tal que % < 1, considera-

mos la métrica

Dy(z,y) = o {doo(x(t),y(t)) e}, ,y € O, F).

Entonces (C(Jo, F'), D,) es un espacio métrico completo (ver [9]). Consideramos dos casos depen-
diendo del caso de la gH-diferencia considerado.

Case I: Definimos el operador A;: C(Jo, F') — C(Jo, F') por

n(t) si te[-7,0],
[Arz](t) = t
n(0) —i—/o f(s,xzs) ds si teld

Si z € C(Jo, F') es un punto fijo de Ay, entonces = € C1(J, F!) es una solucién del Problema 4.1
y reciprocamente. Por otro lado, para x 2 y, si t € [—7,0], [A1z](t) = n(t) = [A1y](t), ysit € J, de

la suposicién (i7), tenemos que

Asz](8) = n(0) + / F(s,22) ds 2 1(0) + / F(5,92) ds = [Au](2).

Ast A1z 2 Ayy siempre que = 2 y, y por lo tanto, el operador A; es no-decreciente.

Por otro lado, de la suposicién (iii) se cumple que

Y (doo (f(t,25), f(t,ys))) < (H(xs,ys)) para todo = 2 y,

para alguna funcién de distancia alternante . Entonces

Por lo tanto, para x 2 y, si t € [=7,0], doo ([A12](t), [A19](t)) = dos (n(t),n(t)) =0y sit € J,

oo ([MAL2](0), LA (1)) = doe (n<o> = [ sdisao + [ f(s,ysms)
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< / Qo (f(5,22), 1(5,55)) ds
< / H (2, ) ds (por (4.3))

- _ingéf% Odoo(xs(r),ys(r)) ds.

Entonces

Dp(Arz, Ary) = sup {deo ([A12](t), [Ary](t) e}

te[—7,T]
t
<su max  deo(zs(1),ys(r))ds e_pt}
sup{ [t dc (0.0

t
= sup { méx  doo(x(s+7),y(s+7))ds ept}
teJ LJo —7<r=<0

t
< sup {Dp(a:,y) max e’ ds ept}
teJ o —T<r<0

t
< D,(z,y)sup {/ e Pds ept}
tes LJo

1—e Pt 1—erT
= Dy(z,y) Sup{ } = Dy(z,y).
teJ P

p

Asi D,(Arz, Avy) < 1_ep7pT D,(x,y), y para alguna funcién de distancia alternante creciente ~ se

cumple

.
7 (Dp(Arz, Ary)) <y (Dp(x’y) 1T>

=v(Dy(2,y)) - {W(Dp(%y)) - (Dp(x’y) #)] '

Entonces, tomando ®(t) = v(t) — (#t) se sigue que @ es una funcién de distancia alternante

y
Y(Dp(Arz, Ary)) < ¥(Dp(x,y)) — ®(D,y(x,y)). (4.4)

Finalmente, note que si t € [—7,0] y pu(0) S, u(t) Sn(t) = [Ap(t), ysit € J,
u(0) = p()+ [ () ds S+ [ Flsi) ds = Ao
0 0

Asi pp < Ajp. De esta manera el operador A; verifica las hip6tesis del Teorema 2.1.4, y por lo tanto,

Ajp tiene un punto fijo en C(Jo, F1).

Caso II: De la misma forma como en el Caso I, definimos el operador Ay : C(Jy, F') — C(Jo, F1)
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por:

n(t) si te[-T,0],

[Azu](t) = n(0) Ox (_ /Otf(ijs) ds) si ted

(4.5)

La condicién (i) garantiza que la H-diferencia dada en (4.5) exista. Si z € C(Jo, F') es un punto
fijo de As, entonces x € C'(J, F') es una solucién del Problema 4.1 y reciprocamente. Como en la

primera parte, the operador As es no-decreciente y verifica

V(Dp(A2w, Azy)) < 7(Dp(x,y)) — ©(Dp(x,y)), (4.6)

donde @ es definido como ®(t) = ~(t) — v (#t), con 7y creciente. Ademds, u < Aspu. Por lo
tanto, el operador As verifica las hipdtesis del Teorema 2.1.6, y por lo tanto, Az tiene un punto fijo
en C(Jy, F'). Como toda pareja de elementos de C(Jo, F') tiene una cota superior, se sigue que el

operador A;, i = 1,2, tiene un tinico punto fijo. O

Teorema 4.1.4. Reemplazando la existencia de una solucion inferior por una solucion superior al

Problema 4.1, la conclusion del Teorema 4.1.3 aun es vdlida.
Demostracion. Si p es una solucién superior al Problema 4.1, verificamos que

= Para el Caso I

M(t) 2 n(t) = [-Alﬂ](t)v te [_Tv 0]7

u(t) = 1(0) + / i (s) ds 2 (0) + / F(5,115) ds = [Apl(t), t e
= Para el Caso I1I

u(t) Z n(t) = [Ap](t), t € [-,0]

uit) = o) - [ () is) z o0 e ( | (s ) is) = [anl(0), 1

La unicidad de la solucion, en cada caso, viene del Teorema 2.1.6. O

Observacién 4.1.5. Las dos unicas soluciones al Problema 4.1 en el Teorema 4.1.3 (respectiva-

mente el Teorema 4.1.4) pueden ser obtenidas como ka AF(p), i =1,2.
— 00

Observacion 4.1.6. Los resultados de esta seccion también son wvdlidos si cambiamos el orden

parcial “S” por “X7) el cual es definido en (1.12).
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4.2. Problemas de valor inicial asociados a ecuaciones integro-

diferenciales difusas con control

Inicialmente decimos que la Teoria de control es una rama de las matemaéticas que manipula el
comportamiento de los sistemas dindmicos logrando, de esta manera, un efecto deseado sobre los
mismos. Como un aporte que hacemos a esta teoria, en esta seccidon estudiamos la existencia y
unicidad de soluciones a un PVI asociado a una ecuacién integro-diferencial difusa con control

usando la nocién de la gH-diferenciabilidad. Asi, consideremos el siguiente PVID

() = flt,z(t),u(t)) —I—/ hi(t, s, z(s),u(s)) ds

to

+g (t,x(t), /t ho(t, s, x(s), u(s) ds, u(t))) , (4.7)

to

LL‘(tQ) = o,

donde las funciones difusas f: J x F! x Ft — Fl g:J x F' x Ft x Ft — Fly
hi,ho: J x J x F! x F1 — F! son continuas y J = {t: |t —to] < § < s < a} es un intervalo

dado con a > 0. Decimos que un control u: J — F' es admisible, si éste es integrable.

Denotemos los siguientes conjuntos: Q = J x Blzg; b1] x Blug; be], Qo = J x Blzo;b1] x Blzo;b1] x
Bluo;ba] y Q1 = J x J x Blxg;b1] X Blug;ba], donde by, by > 0, 19, ug € F* y las bolas cerradas

Blxzg; b1] y Blug; ba] estén definidas por los conjuntos

Blro;b1] = {z(t) € F' : doo(2(t),20) < by, t € J},

Bluo; ba] = {u(t) € F' : doo(u(t),ug) < by, t € J}.

Definicién 4.2.1. Una funcién z: J — F' es una solucion para el Problema 4.7, si ésta es

continua y satisface la ecuacion integral

x(t) ©g x0 = t f(s,z(s),u(s)) ds —|—/t /ts hi(s, 7, 2(s),u(r)) dr ds

—|—/t:g<s,x(s),/ ho(s, 7, 2(7), u(7)) dT,u(S)) ds, (4.8)

to

para todo t € J.

Note que (4.8) se puede escribir como

(1) _Io—l-/t:f(s,x(s),u(s)) ds—i—/t: /t ha(s, 7, 3(s), u(r)) dr ds
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. /g (15061 / halo (), u(r) druls)) ds (49)

#(t) =20 O (— t:f(s,w(s),U(s)) ds — / / ha(s, 7 2(s),u(r)) dr ds
—/t:g<s,x(s),/t: ha(s, T, 2(7),u(r) dT),u(s)) ds). (4.10)

Ahora suponga que z,y: J — F! son dos funciones difusas que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) Del conjunto de controles admisibles, consideramos aquellos que verifican que

ftz doo(u(s), x{0}) ds < B, donde B > 0 es una constante.

(ii) Suponga que la funcién difusa f: Q@ — F! es continua y que para todo

(t, z(t), u(t)), (t,y(t),v(t)) € Q se tiene

para algunas funciones de distancia alternante v y ¢.
(iii) Suponga que la funcién difusa g: Qo — F'! es continua y que para todo

(t,z1(t), ya(t), u(t)), (t, 22(t),y2(t), v(t)) € Qo se tiene

¥ (doo [g(t; 21 (2), y2 (), u(t)), g(t, 22(t), y2(t), v())])
< 1/)[doo (‘Tl (t)v T2 (t)) + doo (yl (t)v Y2 (t)) + doo(u(t)a v(t))]
— Pldoo (21(1), 22(t)) + dos (y1.(£), Y2 (1)) + dos (u(t), v(1))],

1/} (doo [g(tv T (t)v ! (t)a u(t))v X{O}]) < 1/)[doo (Il(t)a X{O}) +deo (yl (t)a X{O}) +deo (u(t)v X{O})]
— ¢ldoo (1(1), X{0}) + doo (Y1 (1), X{0}) + doo (u(t), X10})]s

para algunas funciones de distancia alternante v y ¢.

(iv) Suponga que las funciones difusas h,k: Q1 — JF! son continuas y para cualquier
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(t,s,z,u),(t,s,y,v) € Q1 tenemos para i = 1,2 que

(0 (doo[hz(tv S,IE,U), X{O}]) < [doo(xa X{O}) + doo(ua X{O})] - [dm(:EvX{O}) + doo(ruﬂX{O})}
(] (doo[hl(tv s,x,u), hi(tv 5Y, v)]) < [dOO(Ia y) + doo(u,v)] —¢ [dOO(Ia y) + dOO(uvv)] :

Teorema 4.2.2. Si las condiciones (i)-(iv) se cumplen, entonces existen dos unicas soluciones x(t)
y y(t) (dependiendo del caso considerado de la gH-diferencia) al Problema 4.7, definidas sobre el
conjunto {t € J : |t —to| < §}. Ademds, las sucesiones (xx(t))ken, (yr(t))keny C F1, t € J, definidas

por

t

xp(t)= zo+ [ f(s,2r-1(8),u(s)) ds —i—/t /: hi(s, 7, 2x—1(s),u(r)) dr ds

St . (4.11)
—|—/t g(s,xk_l(s),/t ha(s, 7, xp—1(T),u(T) dT),u(s)) ds,
yr(t) = o Spm <— F(s,yp—1(s),u(s)) ds _/ /5 hi(s, T, yk—1(s),u(r)) dr ds
N oo (4.12)

_/t:g (S,ykl(s)v/t: ha(s, 7, yr—1(7), u(r) dT),u(s)) d5>’

donde x(tg) = y(to) = xo y la H-diferencia en (4.12) existe para cada k € N, convergen, cuando

k — oo sobre |t —to] < o a x(t) y ay(t), respectivamente.

Demostracion. Considere la sucesién (z(t))ren en F' de aproximaciones sucesivas definida en

(4.11). Para k =1y t € J tenemos

t t s
z1(t) =x0+ [ f(s,20,u(s)) ds +/ / hi(s, 7, z0,u(r)) dr ds
to Jto

to

t S
—|—/ g (s,xo,/ ha(s, T, 2o, u(T) dT),U(S)) ds.
to to

Dado que las funciones difusas f, g, h1 y he son continuas por a-niveles se sigue que 1 (t) es continua
sobre |t — to| < a, y por tanto, sobre |t — o] < §. Ademds, notemos que se tienen las siguientes

desigualdades
t

/ doo (f(5,70(5),u(s)), x{0}) ds < / (doo (z0(s); X{0}) + doo (u(s), x{0})) ds

t() t()

< |t = tol (doe (20, x10)) + B) -
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t S
/ / oo (h1(s,7,20(T),u(T)), x{0}) drds </ / o (0, xg01) + doo (u(7), x10})) drds
t() t() t() t()

(t —to)?

< 51 (d (0, xq0}) + ~)-

| delatso(s), [ oo, 7lr), ur))dr ), xgop s
< /t (doo (IQ,X{Q}) + doo (u(s),x{o}) + /ts dso (hQ(S,T, IO(T),U(T)),X{O}) dT) ds
< |t —to (doo (20, xq0}) + E) + U _2!t0) (doo (20, xq0}) + E) :

Luego, haciendo M = (doo (IQ,X{O}) + E) tenemos

doo (21(t),20) = doo (xo + [ f(s,zo(s ) ds —|—/ / hi(s, 7, 20(8),u(T)) dr ds
to Jto

to

+/t(g(s,xo(8) / ha(s, 7, o(7), u(r))dr, u(s))ds, 3:0)

to t

< [l (sunn(s)u(s))xio) d”/t/t (s (5. 7. 20(r), (). o) drds

to

[ o050, [ ot 0t ) i u(s), X0y )

t() tO

< o (3 C517).

Ahora suponga que x;_1 es continua sobre [t — to| < § y que

e (s (020) <201 (Jo = o] + L0, (113)

De (4.11) y (4.13), xy, es continua sobre |t —to| <y
t—1t9)?
doo (zk(t), 0) < 2M <|t — to] + %) _

Probemos que ds (25 (t), zk—1(t)) — 0 uniformemente sobre |t — to| < § cuando k — oo. Para ello,

note que

doo (w2(t), 1)

=doo | x0 +/t: f(s,z1(s),u(s)) ds—|—/t: /t: hi(s,7,z1(s),u(T)) dr ds

+/t:g(s,x1(s),/t:hz(s,T,xl( ), u(r))dr, u(s))ds, SE()+/ F(s,0(s),u(s)) d
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+/t0 /t0 hi(s, T, zo(s),u(r)) dr ds-i—/t: (s,zo(s), /S ha(s, T, zo(T),u(rT))dr,u (s))ds}
S/ doo f s,z1(8),u(s)), f(s,o(s ds+/t0 /to h1 (s, z1(7),u(r )),hl(s,T,xO(T),u(T))] drds

+

/ deo [ <s Zo(s /t: ha(s, 7, z1(7), u(T))dT, u(s )),g(s,xl(s),/t: hQ(S,T,xo(T),U(T))dT,U(S)>:|ds
/ doo(x1(8), 0 ds+/t0 /to (z1(7), z0) d7'cls—|—/;S (doo(:cl(s),xo—k/;: doo (21(7), T0) dT)) ds

(t—to)? | It —t]® | (t—t0)"
<4M< ST T2 T g .

IN

De igual manera tenemos que

. ko /E ShH1+i
oo (201 (1), 25 (1)) < 251 (; <]>m) . (4.14)

Asi doo (41 (1), 25 (t)) — 0 uniformemente sobre |t — to] < § cuando k — co. Por lo tanto, existe
una funcién difusa z: J — F! tal que doo (75 (t), 2(t)) — 0 uniformemente sobre |t —to| < § cuando

k — oco. Entonces, note que se cumple:

= Para la funcién difusa f se tiene que
doo (F (2 (8), u(®)), £(t,2(8),u(t)) ) < doo(an(8),2(t) = 0 (4.15)

uniformemente sobre |t — to| < d cuando k — oo.

= Para la funcién difusa g se tiene que

doo (g(t,xk(t),/tt ha(t, s, xk(s),u(s)) ds,u(t)),g(t,:v(t),/

to

< doo(zp(t), z(t)) + /t doo(x(t), 2(t)) ds — 0, (4.16)

to

t

ha(t, s, x(s),u(s)) ds,u(t)))

uniformemente sobre |t — to| < ¢ cuando n — occ.

= Y finalmente, para las funciones difusas hy y ho se tiene que

doo <h1 (t, s,xk(s),u(s)),hl (t, s,2(s), u(s))> < doo (21 (1), () — 0, (4.17)

doo <h2 (t, s,xk(s),u(s)),hg (t, s,2(s), u(s))> < doo (21 (1), () — 0, (4.18)
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uniformemente sobre |t — to| < ¢ cuando k — oo.

Asi, sobre |t — to| < 0 se sigue que la funcién difusa

xz(t) = zo+ f(s x( ds+/t0 /to hi(s,7,z(s),u(r)) dr ds (4.19)
+ /t:g (s,x(s),/t: ha(s, 7, 2(7), u(T) dT),u(s)) ds, (4.20)

es solucién del Problema 4.7 en el sentido (i) de la definicién de gH-derivada. Ahora probemos la

unicidad. Suponga que Z(t) es otra solucién del Problema 4.7; entonces

doo (2141 (1), ZE(2)) = doo< t:f(s zg(s ds—i—/to /to ha(s, 7, zx(s), u(r)) dr ds
+/g< 2(s), /S/w(smk() u(r) dr), <s>) ds,
f(sx ds—l—/to/tohlsfx u()) dr ds

+/t:g<s z(s), /t ha(s, 7, 7(7), u(r) dr), (S)) ds>

< 2/t:d (24 (s), ds+2/to /t (24 (7), 7(7)) drds. (4.21)

Dado que doo (Z(t), xg) < by sobre |t — to| < & y por (4.21), se sigue que

doo (Z(t),x1) < 2/ doo (20, T( ds—|—2/ / oo (0, (7)) drds
to to Jto

|t —to]?
< 2by ([t~ to] + 5 | -

sobre |t — to| < d. También

doo (T(t), 22) < 2/ doo (z1,T( ds—|—2/ / oo(x1,E(T)) drds

to

2, [ It tol> | It —tol* [t —tol*
<2[2! L TR T

sobre [t — to| < §. Ahora asuma que

doo ((t), 21,) < 2y K’S) 1t _k!“'k + ('f) 't(;f:)'f;l o+ (Z) %} (4.22)
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sobre |t — to| < J. De (4.21) y (4.23), se sigue que

k+1 |t—t0|k+1+ kE+1\ |t —to|F+?
0 ) (k+1) 1 ) (k+2)
k+1 |t—t0|2’“+1+ k+ 1\ |t — to|?F+2
k (2k+1)! k+1) (2k+2)! |

doo (f(t), xk—i—l) §2k+1b1

.o+ (4.23)

Consecuentemente, (4.23) se cumple para todo k € N, y asi, se tiene que

doo (1), 21 (1)) = doo (2(1), 7k (1)) = 0,

sobre el intervalo |t —tg| < § cuando n — co. Esto prueba la unicidad de la solucién para el Problema

4.7.

Para la sucesion (yx(t))ren (4.12), se realiza el mismo proceso y vemos que esta sucesion es conver-

gente a la solucién y(t) del Problema 4.7. O
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Conclusiones

o En este trabajo se realizé una revisién de los diversos conceptos de diferenciabilidad de fun-
ciones difusas, sus propiedades y la relacién existente entre ellas; adicionalmente, con el fin
de estudiar problemas de valor inicial en el contexto difuso, se analizé la relacién entre el
concepto de diferenciabilidad difusa en el sentido generalizado de Hukuhara y el concepto de

integracion de funciones difusas via un Teorema fundamental del Célculo.

¢ Se realiz6 una revision bibliografica sobre resultados recientes de punto fijo de funciones débil-

mente contractivas y generalizaciones, definidos sobre conjuntos parcialmente ordenados.

¢ Como aporte a la Teoria de las ecuaciones diferenciales difusas, se presentaron algunos resul-
tados sobre la existencia y unicidad de soluciones a problemas de valor inicial difuso usando
derivada generalizada de Hukuhara y resultados de punto fijo de funciones débilmente con-

tractivas.

¢ Como aplicaciones de los resultados obtenidos sobre problemas de valor inicial en el contexto
difuso, se probaron algunos resultados sobre problemas de valor inicial difuso con retardo
finito, asi como también, un resultado sobre existencia y unicidad de solucién a un problema

de valor inicial asociado a un problema de control.
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Trabajos futuros

A lo largo del desarrollo de este trabajo de maestria fueron quedando algunas preguntas las cuales

pueden ser analizadas en trabajos futuros, a saber:

¢ Analizar problemas de valor inicial difuso asociado a ecuaciones diferenciales difusas de orden

superior y ecuaciones diferenciales parciales difusas usando la gH-derivada.

¢ Estudiar los problemas de valor inicial difuso usando otro tipo de métricas sobre la clase de

conjuntos difusos que se trabajo.

o Ahondar en las aplicaciones de los resultados obtenidos sobre los problemas de retardo finito

y control.

¢ Explorar algoritmos numeéricos para resolver problemas de valor difuso usando la g H-derivada.
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