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de quimiotaxis, acoplado con las ecuaciones de Navier-Stokes. Para la parte teorica, considerando todo el
espacio RY con N > 2, se usan nuevas estimativas producto para demostrar la existencia y unicidad de
solucién blanda para datos pequenos en espacios criticos de Besov-Herz débiles; también se trabaja la auto-
similaridad y el comportamiento asint6tico de las soluciones. Para la parte numeérica, se considera un dominio
acotado de R?, sobre el cual se aplica el método de reciprocidad dual (MRD) para aproximar, inicialmente,

las ecuaciones de Navier-Stokes, y posteriormente, el modelo de quimiotaxis doble en fluidos.
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Method (DRM) is applied to approximate, initially, the Navier-Stokes equations, and subsequently, the model
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Introduccién

Las células detectan y responden a una gran variedad de senales quimicas externas,
integran dichas senales complejas entrantes y cambian su morfologia, dindmica y comporta-
miento. El movimiento celular es una de las caracteristicas de las células vivas; es un proceso
complejo y desempena un papel fundamental en diversos procesos fisiologicos y patologi-
cos, como el desarrollo embrionario, la curacién de heridas, las respuestas inmunitarias, el
crecimiento celular, la metastasis cancerosa y la angiogénesis. Entre los principales fenéme-
nos implicados en el movimiento celular encontramos la quimiotazis, que corresponde a un
proceso biologico de movimiento celular direccional en funcién de la concentraciéon de una
senal quimica. Cuando el movimiento se realiza hacia lugares con mayores niveles de con-
centracion, se dice que la quimiotaxis es positiva; y, en este caso, la sustancia quimica se
denomina atractor. En cambio, cuando las células se desplazan hacia regiones con niveles
de concentraciéon mas bajos, la quimiotaxis es negativa y la sustancia quimica se denomina
repelente.

El modelo clasico de quimiotaxis fue introducido por Keller y Segel (Keller, 1980;
Keller and Segel, 1970, 1971) con el objetivo de describir la agregacion de especies biologicas
(amebas o bacterias, por ejemplo) que se mueven en direcciéon a las mayores concentraciones

de una sustancia quimica, que puede ser segregada por ellos mismos o producida por el
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entorno. En su version simplificada, este modelo viene dado por el siguiente sistema de EDP:

on =An—V - (nVv),
" 1)
z—:a—: = Av—v+n,

donde n = n(x,t) y v = v(x,t) representan las densidades de los organismos y del atractor
quimico, respectivamente, y donde el término no lineal —V - (nVv) modela el efecto de
la quimioatraccion. El sistema (1) puede dividirse en dos casos basicos: el caso parabdlico-
eliptico (cuando € = 0) y el caso parabolico-parabdlico (cuando € = 1). En el caso parabolico-
eliptico considerando todo el espacio R?, se ha demostrado que 87 es un valor limite para la
masa inicial de los microorganismos de tal manera que, si la masa inicial es menor que este
valor, existe una solucién global en el tiempo; mientras que, en caso contrario, la soluciéon
explota en tiempo finito (Blanchet et al. (2006); Calvez and Corrias (2008); Dolbeault and
Perthame (2004)).

Por otro lado, para el caso paraboélico-parabolico, considerando 2 C R? un dominio
acotado con frontera suave, e imponiendo condiciones de contorno tipo Neumann, Nagai et al.
(1997) demostraron la existencia de soluciones globales para datos iniciales no negativos ng, vg
en el espacio H(2) (0 < 6 < 1) con masa inferior a 47; mientras que, en todo el espacio R?,
en (Calvez and Corrias (2008)) obtuvieron soluciones globales para masa subcritica (inferior
a 8m). Para RY, con N > 3, en (Corrias and Perthame (2006)) se demostro la existencia

de una solucion débil para el modelo (1), considerando los datos iniciales ny € L* (RN )
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y Vo € LY (RN) (para N/2 < a < N) con norma pequenia. En (Kozono and Sugiyama
(2008)), los autores demostraron la existencia de solucion global en el tiempo del sistema
(1) considerando datos iniciales (ng,vg) € LW/2*)/(RY) x BMO con norma pequeia; y
posteriormente, en (Kozono and Sugiyama (2009)) se amplié este resultado para incluir los
datos iniciales en H o ~2¢ (RY) x Hae (RY) para max{1, N/4} < a < N/2. En la literatura
se pueden encontrar resultados de existencia de soluciones globales blandas con datos iniciales
pequenos en espacios criticos mas generales, como ejemplos tenemos los espacios de Besov
Bp_g_%) X Bfoo (Zhai (2010)), espacios de Morrey (Biler (1998); Wakabayashi (2018)) y
espacios Besov-Morrey quqf;%) X Bgom (Ferreira and Precioso (2011)).

Como primer problema en este trabajo, consideramos un sistema de quimiotaxis doble
en donde ademaés consideramos que el movimiento celular se desarrolla en un fluido. El

sistema planteado en todo el espacio R viene dado por

(
g—?+(u-V)n:An—V-(nV0)—V-(an), en RY x (0, 00),
Oc N
a—i—(u-V)c:Ac—nc, en RY x (0, 00),
ov N
E—F(U-V)v:Av—vv—l—n, en RY x (0, 00),
Ou N
E%—y(u-V)u:Au—Vﬂ—nf, en RY x (0, 00),
V-u=0, en RY x (0, 00),
n(x,0) = no(x), c(x,0)=co(x), v(x,0)=wvp(x), u(x,0)=1up(x), enRY,

(
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donde N > 2 y las incognitas son n(x,t),c(x,t),v(x,t),u(x,t) y m(x,t) que representan
la densidad celular, la concentracion de oxigeno, la concentraciéon del quimico atractor, el
campo de velocidades del fluido y la presiéon del fluido, respectivamente. La cuarta y quinta
ecuacion en (2) corresponden a las conocidas ecuaciones de Navier-Stokes introducidas para
modelar el movimiento de un fluido viscoso e incompresible. El sistema (2) es una extension
del sistema de quimiotaxis-Navier-Stokes introducido por Tuval et al. (2005), al considerar
adicionalmente una senal quimioatrayente que es producida por las células.

En el caso del modelo de quimiotaxis-Stokes (considerando ¢ = v = ¢ = 0), Lorz (2012)
mostrd que, en RY, si la masa inicial es pequeiia entonces el sistema tiene una solucién débil
global en el tiempo (para N = 2); y si la norma L2 del dato inicial ng es pequena, entonces el
sistema también tiene una soluciéon débil global en el tiempo (para N = 3). Para el modelo
de quimiotaxis-Navier-Stokes (sistema (2) con v = 0), Zhang (2014) demostr6 la buena
colocacion local en tiempo asumiendo datos iniciales (ng, ¢g, ug) en los espacios de Besov no
homogéneos B; . (RN ) X B;jl (]RN ) X B;jl (]RN ) (N = 2,3), bajo algunas condiciones sobre
los indices p,r y s; en R3, en (Choe and Lkhagvasuren (2017)) demostraron la existencia de
una tnica solucion global blanda para (ng, ¢y, ug) con norma pequena en espacios de Besov
criticos Bglﬂ% (R3) x B;l (R3) x B;IH% (R3), para r € [1,3); y este resultado fue extendido
en (Zhao and Zhou (2018)) para r € [1,6).

Para el sistema completo (2) en todo el espacio RY y ¢ = 1, Kozono et al. (2016)
obtuvieron la existencia de soluciones globales blandas considerando N > 2, datos iniciales

pequeiios ng € L3> (ng € L', si N =2), ¢y € L™ con Vey € LV vy € §' con Vg € LN
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y ug € LV, y fuerza f € LV°°. En (Ferreira and Postigo (2019)) (véase también Duarte-
Rodriguez et al. (2020) para un resultado relacionado) demostraron la buena colocacion
(RY); mas

global para datos iniciales pequenos en los espacios de Besov-Morrey ./\/'qf 1,00

precisamente, consideraron la siguiente clase de datos iniciales criticos:

N
+ q
s

no € Nog o (RY), ¢o€ L (RY) con Ve € Nimos (RY),

vo € 8'/P con Vu, € ./\/}_rlfoo% (]RN) . yug€ ./\fp_,pl:o% (RN) )
El objetivo principal en el desarrollo de nuestro primer problema es demostrar la buena
colocacion global del sistema (2) con datos iniciales pequefios en un marco funcional de
espacios criticos basados en los espacios de Herz débiles, a saber, los espacios de Besov-Herz
débiles BWK]‘;"’;;T = BWK;};T (RN) (ver Definicion 1.3 méas abajo). Los espacios de tipo
Herz y los espacios de tipo Besov-Herz han sido utilizados con éxito en el estudio de las
ecuaciones diferenciales parciales (véase Tsutsui (2011); Ferreira and Pérez-Lopez (2018)); y
recientemente, Azevedo et al. (2022) utilizaron una clase de espacios de Besov-Herz débiles
para estudiar la buena colocacién de un sistema de Keller-Segel fraccionario en tiempo. En
nuestro caso, consideramos la siguiente clase de datos iniciales criticos:
no € BWKymi® | 0o € L A BWK %o, 1€ BWE 2o v 1y € BWRyns”
(3)
con la fuerza externa f € BWK 2 ;71;:%, bajo algunas condiciones sobre N, ¢, r, p, (ver Hipo-

tesis 1.12). Resaltamos que bajo las condiciones en la Hipotesis 1.12 se tienen las siguientes
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inclusiones continuas

[V BWEDE (N =2), 13> < WEY BWEYZET (N > 3),

(4)
LN < BWKYSET (N > 2).

De las inclusiones anteriores, tenemos que nuestra clase de datos iniciales y la clase de fuerzas
externas extienden la clase de Kozono et al. (2016). Ademas, en el caso N = 3, tenemos las

inclusiones (para 7 < ¢, p,r)

0,—2+32 -f_

Bmfc—>BWK,oooo, BI, < BY | — L™,

.3 . 0.3 —142
Bi, = BWKr5o00 B,: 1 F <—> BVVKpOOOO :

y asi, considerando el sistema (2) so6lo con el efecto de la concentracion de oxigeno (es decir,
v = 0), nuestra clase de datos iniciales incluye la clase de datos iniciales en (Choe and
Lkhagvasuren (2017)) y complementa la considerada en (Zhao and Zhou (2018)). Ademas,
hasta donde conocemos, no existe relacion de inclusion entre las clases BW K. g oo Y NG a1 o0
por lo que nuestra clase de datos iniciales no es directamente comparable con la clase de
datos iniciales utilizada en (Ferreira and Postigo (2019)).

En este trabajo, adaptamos la metodologia clasica utilizada para demostrar la buena
colocacion global de problemas de EDP en los espacios de Besov-Morrey o Besov-Herz débiles,

pero, a diferencia de la estrategia clasica en la que las estimativas producto se realizan en los

espacios base (Morrey o Herz débiles), en nuestro caso realizamos las estimativas producto
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en los espacios de Besov-Herz débiles, lo que al final nos permite incluir una clase més amplia
de datos iniciales. Ademaés, al no coincidir con las estimaciones de producto habituales, se
han redactado en detalle en el Apéndice A, con el objetivo de que puedan ser utilizadas en
futuros trabajos.

En la segunda parte de este trabajo, planteamos la implementacion de un método
numérico para el estudio de problemas de quimiotaxis y quimiotaxis doble en fluidos en
un dominio acotado de R?. Los métodos numéricos son de gran ayuda en el estudio de las
EDP, y entre los mas usados se encuentran los métodos de diferencias finitas, elementos
finitos y volimenes finitos. Entre las técnicas alternativas para la aproximacion numérica de
problemas de ecuaciones diferenciales parciales podemos encontrar el Método de Elementos
en la Frontera (MEF), el cual es ahora una técnica numérica bien establecida que proporciona
una alternativa eficiente para la soluciéon de una amplia gama de problemas de ingenieria.
La idea béasica detras del MEF consiste en hacer uso de soluciones fundamentales para
transformar la ecuacion diferencial en un problema equivalente, involucrando ecuaciones
integrales tinicamente sobre la frontera del dominio. El método fue usado inicialmente por
Jaswon (1963) y Symm (1963) para solucionar ecuaciones tipo Laplace en el modelado de
problemas de potenciales.

Especificamente, en este trabajo estamos interesados usar el método de reciprocidad
dual (MRD) que fue introducido en (Nardini and Brebbia (1983)) para problemas elastodi-
namicos y extendido en (Brebbia and Wrobel (1986)) a problemas de difusion. La esencia

del MRD es emplear una solucion fundamental correspondiente a una ecuaciéon mas simple
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y tratar los términos restantes, asi como otros términos no homogéneos en la ecuaciéon ori-
ginal, a través de un procedimiento que implica una expansiéon en serie utilizando funciones
de aproximacion global. El método de reciprocidad dual, aunque no tan usado como los
métodos de elementos finitos o diferencias finitas, ha sido utilizado en diversos trabajos de
investigacion, incluyendo las ecuaciones de Navier-Stokes y problemas de difusion cruzada.

En el caso del sistema de Navier-Stokes, el cual puede ser escrito como

Ju 1
i (u-V)ju=-Vp+ ﬁAu, 5

V.-u=0,

el MRD ha sido usado exitosamente considerando su formulacién en las variables originales
e implementando una estrategia de pasos fraccionarios en el tiempo y el uso de una pseudo-
presion (véase Choi and Balaras (2009); Sariaydin and Tezer-Sezgin (2012) y algunas de sus
referencias). Por otro lado, haciendo uso de la llamada formulacion velocidad-vorticidad (en
el caso 2-dimensional), el sistema (5) fue estudiado en (Eldho and Young (2004)). En todos
los trabajos anteriores, la efectividad del método ha sido validada usando la prueba clésica
del Flujo impulsado en una cavidad cuadrada.

Hasta donde conocemos, el unico trabajo que aplica el MRD a problemas con difu-

sion cruzada es el presentado por Meral (2019), donde aborda un modelo de quimiotaxis-
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haptotaxis dado por:

% = D.Ac—EV - (cVn) — x.V - (¢Vm) + pie(l — ¢ —n),
(3_71:_5 mn + pon(l —c—n) (6)
8t n )
om
o = D,,Am + usc — 0,,m,

donde ¢,n y m denotan la densidad de células cancerosas, la densidad de células sanas y
la enzima degradante de la matriz (EDM), respectivamente. En dicho trabajo se aborda
un esquema mixto que sigue la estrategia general del MRD, pero las segundas derivadas
que aparecen de los términos no lineales que modelan la difusién cruzada son aproximadas
usando el método de diferencias finitas.

Estudios numeéricos sobre sistemas acoplados tipo quimiotaxis-Navier-Stokes han sido
realizados usando el método de elementos finitos; en particular, en (Duarte-Rodriguez et al.

(2021)) fue considerado el sistema:

%—i—u-Vn: D,An — xV - (nVe),
%—i—u-VC—DCAc—vnc,
(7)
ou
p (E + (u-V)u) = DyAu — V7 +nVe,
V.-u=0,

\

donde n = n(x,t),c = c(x,t),m(x,t) y u(x,t) denotan, respectivamente, la densidad celular,
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la concentracion de una senal quimica atrayente, la presion hidrostatica y la velocidad del
fluido, en la posicion x € Q C R? y tiempo ¢ € (0,7]. En dicho trabajo se propone un
esquema numérico, para el cual se prueba su buen planteamiento, y se obtienen algunas
estimaciones uniformes para las variables discretas que permiten probar convergencia hacia
soluciones regulares del sistema, con estimaciones de error 6ptimas. Asi mismo se presentan
algunas pruebas numéricas para validar los resultados teéricos obtenidos.

En la segunda parte de este trabajo, implementaremos un esquema numérico usando

el MRD para aproximar las soluciones del sistema de quimiotaxis doble en fluidos dado por:

0
a—;l +u-Vn=D,An—x.V-(nVec)+ x,V - (nVv),

%+u~Vc:DcAc—omc,

%—i—u-Vv:DvAv—vv%—ﬁn, (8)

E;—ltl—i-(u~V)u:DuAu—V7r—nf,

V-u=0,

\

donde n = n(x,t),c = c(x,t),v = v(x,t), 7(x,t) y u(x,t) denotan, respectivamente, la den-
sidad celular, la concentraciéon de una senal quimica atractiva, la concentraciéon de una senal
quimica repulsiva, la presion hidrostética y la velocidad del fluido, en la posicion x € 2 C R?
y tiempo ¢t € (0,T]. Los resultados obtenidos en el caso particular v = 0 son comparados
con los obtenidos en (Duarte-Rodriguez et al. (2021)) para mostrar la efectividad del plan-

teamiento. En el caso general de quimiotaxis doble en fluidos, no tenemos referencia en la
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literatura para comparar los resultados obtenidos; por lo tanto, inicamente son presentadas
y analizadas las simulaciones numéricas.

Este trabajo esta dividido de la siguiente forma: En el primer capitulo, se aborda todo
lo relacionado al estudio teoérico del problema de quimiotaxis doble en fluidos; en la Secciéon
1.1 establecemos algunos preliminares sobre los espacios de Herz débiles y Besov-Herz débi-
les; en la Secciéon 1.2 formulamos nuestros principales resultados teoéricos; y en la Seccion 1.3
probamos las estimaciones centrales necesarias esta parte del trabajo; en la Seccion 1.4 proba-
mos nuestros resultados de buena colocacion, auto-similaridad y comportamiento asintotico
para el sistema (2). Dada la longitud de las demostraciones de las estimaciones producto,
éstas son presentadas en el Apéndice A. En el segundo capitulo, implementaremos el MRD
al sistema de quimiotaxis doble en fluidos; en la Seccion 2.1 establecemos algunos prelimi-
nares sobre el método de reciprocidad dual; en la Secciéon 2.2 implementaremos el método
a las ecuaciones de Navier-Stokes; en la Seccién 2.3 implementamos el método a un sistema
de quimiotaxis-Navier-Stokes; en la Secciéon 2.4 ampliamos el estudio de la seccién anterior
considerando ahora un sistema de quimiotaxis doble en fluidos; finalmente, en la Seccién

3 presentamos algunas conclusiones relacionadas con nuestro estudio e implementacion del

MRD.
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1. Estudio tedérico de un modelo de quimiotaxis doble en fluidos
Este capitulo consideramos un sistema de quimiotaxis doble en fluidos en todo el es-
pacio RY para N > 2. Demostramos nuevos resultados relacionados con la buena colocacién
del sistema, auto-similaridad y comportamiento asintético de las soluciones, en un contexto

de espacios criticos de Besov-Herz débiles.

1.1. Preliminares
En esta seccion recordamos algunas definiciones y propiedades sobre los espacios de
Herz débiles y Besov-Herz débiles considerados a lo largo de este capitulo. Para propiedades
adicionales sobre estos espacios, referimos al lector interesado a (Ferreira and Pérez-Lopez
(2018); Hernandez and Yang (1999); Tsutsui (2011)).
1.1.1. Espacios de Herz débiles. Introducimos aqui los espacios de Herz

débiles. Para ello, sea k € Z y defina los conjuntos A, como

Ak:{XERN; M1 < x| < 2F}. (9)

Note que RN\ {0} = UgezAy.

Presentamos ahora la definicion de los espacios de Herz débiles (homogéneos).

Definiciéon 1.1. Sea 1 < p < 00,1 < g < oy a € R. El espacio de Herz débil WKgq =

WK Py q(RN ) es definido como el conjunto de todas las funciones medibles tales que la siguiente
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cantidad es finita

1

q
(S 2 ggy) " s <o
”f”WKgq =

sup 25 || fll oo, S q = o00.
kez

Paraa € R, 1 <p <ooy 1l <q< oo, lacantidad |||, 4o define una norma sobre
p,q

WK, y el par (WK}

oo -l ke ) es un espacio de Banach (véase, por ejemplo, Hernandez
’ p,q

and Yang (1999); Tsutsui (2011)).

Se deduce directamente de la definicion de los espacios WKE(I que,sil < q < ¢ < 00,
entonces I/V['(;"q1 — WKI‘iq2. Ademas, tenemos las inclusiones continuas LP <« LP>® =
WKgp — WK;OO para todo 1 < p < 00, que son estrictas para p < oo (véase Ferreira
and Pérez-Lopez (2018)). Por otra parte, hasta donde sabemos, no existe una relacion de
inclusion entre los espacios de Herz débiles WKZ?’OO y los espacios de Morrey M?. Para la
definicion y algunas propiedades de los espacios de Morrey, remitimos al lector a (Kozono and
Yamazaki (1994)) (véase también Kato (1992) para una definicion equivalente y propiedades
adicionales).

La desigualdad de Holder se mantiene en el contexto de los espacios de Herz débiles.

Para ser més precisos, si 1 < p,p1,p2 <00, 1 < q,q1,02 < 00y o, 1,0 € R son tales que

p_p1+p2’ q q1+q273’04 o + g, entonces

Vol < Clflwrsr, lalwiss,, (11)

p2,92
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donde C' > 0 es una constante universal. Tomando en particular (a1, p1,¢1) = (0,00,00) en

(11), obtenemos

1 9lwrg, < C 1l e oy, - (12)

Una desigualdad de tipo Young para la convolucion también es valida en los espacios

de Herz débiles (véase Ferreira and Pérez-Lopez (2018)).

Lema 1.2. (Convolucion) Sean 1 < p; < 00 y 1 < r,ps < oo tales que 1 —1—% = pil + p%'
También, sean 1 < q < 00, —% < a< N (1 — pL)} y 60 e L7 (RN) tales que 9|,|N/p1 c

2

L= (RN ) . Entonces, existe una constante positiva C independiente de 0 tal que

10 % Fllwice, < Crnaox {100 [ 11770 1Al , (13)

para todo f € WK;“M.

1.1.2. Espacios de Besov-Herz débiles. Ahora introducimos los espacios
de Besov-Herz débiles (homogéneos). Aqui también presentamos una serie de propiedades
sobre estos espacios que seran tutiles en nuestro estudio de las ecuaciones del modelo de
quimiotaxis doble en fluidos.

En lo que sigue, sea ¢ € C2° (RV\ {0}) una funcion radialmente simétrica tal que

b

1w
IN
Bl
IN
ol oo

supp ¢ C {x;
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y tal que

> pi() =1, Ve e RM\ {0},

jeN
donde ¢;(§) := ¢ (£277) . Ahora podemos definir los conocidos operadores de localizacion A,

y S; como

Aif =i(D)f = ()% [y Sif = Asf.

J<k

Un célculo directo muestra las siguientes identidades de cancelacion
ANAf=0si [j—Fkl>2 v Aj(Sk—29Arf)=0si [j—k|>5.
Por ultimo, la descomposicion de Bony (véase Bony (1981)) da

fag=Trg+T,f + R(fg), (14)

donde

Trg:=Y_ SiafDjg, R(fg):=) AjfAjg vy Djgi= ) Ayg

JEL JEZ l7—35'1<1
Definicién 1.3. Sean 1 < p < o0, 1 < ¢q,r < o0y a,s € R. Los espacios de Besov-Herz

débiles BWK®s = BW K% (]RN ) son definidos como

p?q?r p?q7r

BW Kz, = {f € S®RY)/P; | fllpwicgy, < o0}

p,q,r P,q,T
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donde
1/r
(Z 255 | A oy e > si r < oo
_ JEZL Pa

Il swices,

sup 27° || A fllyy e S1 7= 00.
jEZ p,q

., . . ad S a,s . ) .
Observacion 1.4. (i) Elespacio BW K7, es un espacio de Banach con la norma [|-|| gy geas -

(if) La inclusién continua B3, (RV) — BWKSS, . (RY) es vélida para todos los s € R,
l<p<oo,yl<r<oo, donde B;T representan los espacios de Besov homogéneos.

Para ello, basta con recordar la definicion de los espacios de Besov (véase, por ejemplo

(Bergh and Lofstrom, 1976, p.146)), (15) y utilizar la inclusion LP — WKD .

Ahora recordamos algunas relaciones de inclusiéon que involucran a los espacios de
Herz débiles, Besov y bmo™! (véase Tsutsui (2011)).

Observacion 1.5. i) Para 1 < p < ooy 0 < a < N(1—-1/p), tenemos WK]‘;OO —

BO—O(gOJrN/p)'

ii) Para N<p<ooy0<a<1—N/p,lainclusion WK;‘jOO — bmo~! se tiene.

Observacion 1.6. Utilizando las propiedades de interpolacion de los espacios de Besov y de
los espacios de Besov-Herz débiles (véase Ferreira and Pérez-Lopez (2018)) y el item i) de
la Observacion 1.5, para 1 < p < o0y 0 < o < N (1 —1/p) podemos obtener la inclusion
continua

BWE®: <y BrloN/p), (16)

p,00,r T
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En particular, tenemos las inclusiones

N _
a,a+ » 1

. . . .0 N
BW Kpsent <> B2l y BWK,?

by BY > L (17)

Observacion 1.7. Note que para s — (¢ + N/p) <0y r>1,0s—(a+ N/p) <0yr =1,

la inclusion (16) implica que para f € BWK®S  la serie > A,f converge en &' a un

P,00,1)
j=—o00

representante de f en §’/P (véase, por ejemplo, Lemarié-Rieusset (2002)). Asi, en estos casos

el espacio BW K}, . puede considerarse como un subespacio de &’. En adelante, decimos

que f € S’ pertenece a BWK®® cons— (a+N/p)<0yr>10s—(a+N/p) <0y

p,00,7r

o
r =1, si f es el representante canonico de la clase en S’/P, estoes,si f= > Ajfen S’
j=—00

El siguiente lema es un resultado sobre multiplicadores de tipo Héormander-Mihlin en

el contexto de los espacios de Besov-Herz débiles (véase Ferreira and Pérez-Lopez (2018)).

Lema 1.8. Sean 1 < p < o0, 1 < ¢q,7 < o0, —% <04<N(1—%) ym,s € R. Sea

P e CN (RM\{0}) una funcion tal que

5’?1’3(5)‘ < C¢|"™ Y para todo multi-indice 3
satisfaciendo |5| < N. Entonces

||P(D) f||BWK°“*5*m <C ||f||BWKa’S :

p,q,r p,q,T

Ahora presentamos un lema de tipo Bernstein en el contexto de los espacios de Herz
débiles. Debido a su importancia central en este trabajo, presentamos solo el caso especial

a=0yqg=o0.
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Lema 1.9. (Desigualdades de tipo Bernstein)

i) Sean 1 < p < oo y v un multi-indice. Dado Cy > 0, eziste C > 0 tal que

||va||wkg’oo < c2h ||f||vvf'(]goo ) (18)

para toda f € WK;OO tal que suppf C B(0,C2%).

ii) Sea 1 < p <r < oo, entonces tenemos la estimacion

N

1 fllwieo . < CZG=) N fllyrg (19)

para todo f € WK‘S’OO tal que suppf C B(0,C2%).

Demostracion. Parte i). Tome 6 € C2(RY) con § = 1 en B(0,C) y defina 0;(¢) = 0 (£).

Tenemos que 6; =1 en B(0,C127) y

~ — ~

Df(e) =M fe) = iMerd;(€) F(&) = DV(6;)(€) F(€).

Asi que,

Df = D(6;) * f = 22"((D"0)(27)) * f.
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Usando el Lema 1.2, podemos estimar

1D fllwrg. < C2O2ZN(DO)@) * fly o

< 02" méx { ||2jN((D70v)(2j')HL1 ;

Y QJN((DWé)(Qj-)HLOO} 1w,

< OV ||l .

lo que demuestra (18).
Parte ii). Ahora consideramos (19). Como antes, elija § € C°(R") con § = 1 en

B(0,C) y defina 6;(£) = 0 (). En este caso tenemos
f=05xf=27(0(2))« f
Usando el Lema 1.2 tenemos

1l o, = 127 O27)) * £l g

< C'méx { ||2jN(é(2j'))HLp1 ;

12N G| il

donde p; es tal que 1+ 1 = pil + %. Asi,

N
P

sz

) i N .
1 lwio, < C2N27% | fllywis . < c2/(5 %) 1w ks -
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Ahora presentamos un teorema de inmersion de tipo Sobolev en el contexto de los

espacios de Besov-Herz débiles (véase Ferreira and Pérez-Lopez (2018)).

Lema 1.10. Sean s € R, 1 < p < o0, 1 < ¢qr <oo,p < p <00, 1 <p < p1 y

_E<Q<N(1+i—i—l>. Entonces
p 2t p2 p

I swies, <C HfHB o (- )b ( A L) ¢ (20)

KPQ#}J‘

En particular, para 1 < ps < p; < 00, se deduce que

. - 0.s < .
v, <CU o2 (21)
1.1.3. Estimaciones del niicleo de calor. Terminamos esta secciéon propor-
cionando algunas estimaciones para el semigrupo de calor {e!2},5¢ en espacios de Besov-Herz
débiles. Recordemos que, trabajando en todo el espacio RV, este semigrupo puede definirse
como e f = (exp (—t \§|2) f)v para todo f € 8’ y t > 0. En el contexto de los espacios

de Besov-Herz débiles tenemos las siguientes estimaciones (véase Ferreira and Pérez-Lopez

(2018)).

Lema 1.11. Seans,aeR,sga,1<p<oo,1§q,r§ooy—%<a<N(1—%).

Entonces, existe C' > 0 (independiente de f) tal que
Ie

pwies, < C 2 fllgwre, (22)
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para todo t > 0. Ademds, si s < o, para todo t > 0 tenemos la estimacion

Hemf”BwK;’;’ < CtmP? ”f”BWKS;oo' 29)

1.2. Resultados principales

En esta seccion presentamos nuestros resultados de buena colocacion global, auto-
similaridad y comportamiento asintético del sistema (2).

Para ser precisos en la presentacion de nuestros resultados, sea P = Id + R ® R
el proyector Leray-Helmholtz sobre los espacios campos vectoriales solenoidales, aqui Id
es el operador de identidad y R = (Ri,R1,...,Ry) es un vector de operadores cuyas
componentes son las transformadas de Riesz R;. Aplicando P en la cuarta ecuacion de (2)
y utilizando el principio de Duhamel, el sistema (2) es formalmente equivalente al siguiente

sistema integral:

n(t) / DA Vn)(r dT—/V (=12 (nVe 4+ nVo)dr,

c(t) =¢€' co—/ (u- Ve + ne)(r)dr,
(24)

u(t) = e et —/ e MDA (. Vo — n)(1)drT,

0

t t
u(t) = euy —/ =TAP(u - Vu)dr —/ TIAP(nf) (7)dr.
0

0

Soluciones (n, ¢, v,u) del sistema integral (24) son llamadas soluciones blandas o mild

del sistema diferencial (2).
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Note que en el caso v = 0 y suponiendo que u es una distribucién homogénea de gra-
do —1, tenemos que si (n,c,v,u) es una solucion blanda de (2), entonces, para cada A > 0,
(ny, Cx, Uy, Uy) es también una solucién blanda para los datos iniciales (A%ng(Ax), co(Ax), vo(Ax),
Aug(Ax)), donde ny(x,t) := A2n (Ax, A%t), ca(x,t) := c(Ax, \%), va(x,1) := v (Ax, \%) y

u,(x, 1) := Au (Ax, A\?t). Esto nos lleva a considerar la aplicacion de scaling

(n,c,v,u) — (A2n ()\x, )\Qt) ,C ()\x, >\2t) U ()\x, )\Qt) ,A\u ()\X, )\215)) , (25)

y la correspondiente para los datos iniciales

(no, co, vo, Ug) = (A’no(Ax), co(Ax), vo(Ax), Aup(Ax)) . (26)

Soluciones invariantes por (25), esto es, tales que (n,c,v,u) = (ny,cy, vy, uy) para todo
A > 0, se denominan soluciones auto-similares. Note que, para que (n,c,v,u) sea una solu-
cion auto-similar, es necesario que los datos iniciales nyg, cg, vg, Ug, y la fuerza f sean distri-
buciones homogéneas de grado —2,0,0, —1, y —1, respectivamente. Para efectos de anélisis
matematico, las relaciones de escala anteriores también funcionan bien para el caso v # 0
y los espacios funcionales invariantes por ellas se denominan criticos para (2). El analisis
anterior motiva la eleccion de la clase de datos iniciales dada en (3), la cual es invariante por
el scaling (26).

Para lo que resta del capitulo, asumimos la siguiente hipotesis sobre los indices usados.
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Hipotesis 1.12. En todas las estimaciones y resultados que siguen suponemos que los indices

P1, P2, 03,4, 7, P, Ly N verifican las siguientes condiciones:

c1).

C2).

C3).

).

C5).

C6).

7).

Cs).

C9)

N >2;

p1 >0, p2,ps € (0,1), p1 > p2, p1 > ps, pr+p2 <2, p1+ps <2, pa+ps <2;
l<qg<r<oo, 1<i<p<oo;

24+ 8 == >0, 248" —p >0, 1+ 5 -5 >0 145X —py>0;

3—N—(p1+p)<0y2—-N—-p <0sir<qg, 03— -8 _(p+p) <0y

Q—E—g—p1<05iq’<r;
2—N—2p3<05ip§201—%—p3<03i2<p;
B—N—(p1+ps) <0sip<q 03— =T —(p1+ps) <0siqg <p
2—N—(p2—|—p3)<03ip§r’02—%—%—(p2+p3)<08ir’<p;

3—N—p1<03il§q’03—%—ﬂ—p1<05iq’<l.

Observacion 1.13. El conjunto de indices que verifica las condiciones C'1)-C9) es no vacio.

Por ejemplo, para N = 2, podemos tomar p; = 1.1, p, = 0.6, p3 =0.6 y ¢,7,p,l = 2, y para

N = 3 podemos tomar g = 3/2 y r,p,l = 3 y cualquier combinacion de p1, p2, p3 € (0,1) tal

que p1 > P2y p1 > P3-
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En lo que sigue, dado un espacio de Banach Z continuamente incluido en §’; denota-
mos por BC,, ((0,00); Z) la clase de funciones acotadas de (0,00) a Z que son débilmente
continuos en el tiempo en el sentido de &’. Para simplificar la notacion, para 1 < p < oo y
s € R definimos los siguientes espacios de funciones

X* .= BWKOs

p P,00,007

y
P1 -2+ 4,
Xy =<n;tzne BC, [ (0,00); X, ° (27)
o0 G £2 Nypo
X :{c,ceBCw<(O,oo);L OXT) yt2c€BCw<(O 0); X )}, (28)
N
Xy 1= {v,t%zv e BC, ((O, 00); X, +p2>} , (29)
14N
Xy = {u;t?u € BC, ((o, %) : X, H””"’) } . (30)
Los espacios X7, Ao, X3, Xy son espacios de Banach con las respectivas normas
o1 . 2
2]l = supt: ||n(t)HXq_2+%+pl el = supfle(®)ll - +suplle(®)l] » +supt= fle@)l] ., ,
2 p3
1vllxy := supt= Ju@)l] 2. - lall, := sup 2 HU(t)HX;H%w :

También definimos los espacios de Banach X e Z como

X :={(n,c,o,u);n € X, c€ Xy, v € X3, uc Xy}, (31)
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con la norma habitual
1(n, ¢, 0,0)[[x = [|nfla + llellx + lvllx + llullx,
y el espacio de datos iniciales
7 := {(no, co, v, W) ; Ng, Co, Vo Y Ug son como en (3)}
con la norma

0, o, 0,0l = ol v+ el + leoll ¢+ ol + ool vo -

Ahora estamos en condiciones de presentar nuestro resultado principal.

Teorema 1.14 (Buena postura). Sean N € N y py, pa, p2,q,7,p,1 nimeros reales que

verifican las condiciones de la Hipdtesis 1.12. Suponga que (ng,co,vo,0g) € T y y que

: -0,—1+ . . . .
f e BWKZOOOJ;Z . En estas condiciones, existen constantes positivas €,0 y K tales que si
| (0, co, vo, Wo) ||z < 0, entonces el sistema (24) tiene una solucion global unica (n,c,v,u) € X
satisfaciendo ||(n, c,v,u)||x < 2Kye. Ademds, la aplicacion dato-solucion es localmente Lips-

chitz continua.

Corolario 1.15 (soliciones auto-similares). Ademds de las condiciones del Teorema 1.14,

suponga que v = 0. También, asuma que (ng,co,Vo, W) y f son homogéneas de grado
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—2,0,0,—1, y —1, respectivamente. Entonces, la solucion (n,c,v,u) obtenida mediante el

Teorema 1.14 es auto-similar.

Finalmente, presentamos un resultado de estabilidad asintotica para las soluciones

blandas del sistema (2).

Teorema 1.16 (Comportamiento asintotico). Supongamos que (n,c,v,u) y (n,¢ 0,0) son
dos soluciones dadas por el Teorema 1.14 correspondientes a los datos iniciales (ng, co, Vo, Up)

y (N, €, Vo, Up), respectivamente. Entonces tenemos que

, 21 ~ , ~
Jim 0% (1) = Ol avppy = 1 [eo1) = 2,01~

Q

1 - f— 1 2 . — .
- }LI& ||C(7t) - C(7t)||X% - tlirggt 2 ”C( at) C( 7t)||X%+p2 (32)
— lim tF||o(-, ) — (-, t = lfm ¢% ) — (-t =0
= Jim R o) = O = i ) D) g -
sty solo si,
, P1 tA ~ 14 tA ~
Jim % 6 0 = ]y, = Jim € co = )]
= lfm t7 Hem (co — @) = lim Hem (co— )| (33)

N
FLANT
X’,‘T P2

t—o0 t—ro0 X,

=0.

= lm t7 He_wetA (vo — Bo)||

= lim t%)) H@tA (110 — fl())”
t—00

N
X" te2 t—00

N
=1+ +pr3
P
Xp
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1.3. Estimaciones clave

En esta seccion presentamos las estimaciones centrales necesarias en la demostracion
de los Teoremas 1.14 y 1.16. Estas estimaciones incluyen nuevas estimaciones producto en
el contexto de los espacios de Besov-Herz débiles, asi como estimativas lineales y bilineales
para los términos que aparecen en la formulacion integral (24).

1.3.1. Estimaciones producto. Presentamos aqui algunas estimaciones pro-
ducto en el contexto de los espacios de Besov-Herz débiles. Estas estimaciones son importan-
tes para controlar los términos bilineales que aparecen en la formulacion integral (24). Este
tipo de estimaciones de productos en espacios de Besov-Herz débiles parece ser nuevo en la
literatura y juega un papel central en este trabajo. Debido a su extension, y para facilitar
la lectura del trabajo, las demostraciones de estas estimaciones producto se presentan en
el Apéndice A. En todas las siguientes estimaciones consideramos indices que verifican la

Hipotesis 1.12.

—2+ 5+ Nipo =3+ 2401402
Lema 1.17. Paran € X, ° yce X,m 7, tenemos que nVe € Xq ¢ y la
siguiente estimacion producto se tiene
<
||nvc||X;3+%+p1+p2 <C ||n||X;2+%+p1 ||C||X%+02 : (34)

N,

-2+ 4p, v -2+
e yce X, NL>®, tenemos que nc € X, = 7

Lema 1.18. Paran € X, 'y vale que

el oe e <€ (Wl sy (lell 2+ ell) ). (35)

r q
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.Y —24+ N9
Lema 1.19. Para u,u € X, T +p3, tenemos que uu € X, T y se sigue la estimacion
producto
08y € C It 1B i (36)
—o4 N 14N 34N
Lema 1.20. Paran € X, Tt yue X, T +p3, tenemos que un € X, Tarertes Yy
Hun“Xq—H%prg <C “n”Xq—u%wl Hu||Xp—1+%+p3 . (37)
14N N _o4 N
Lema 1.21. Parau € X, Tt yce X,” +p2, tenemos que uVce € X, Hateates
||uvc||X;2+¥+pz+p3 <C “C”X%erz ||u||X;1+%+p3 . (38)
o 0,—14+2 —2+84p, =3+ 4p
Lema 1.22. Paraf € BK, ' yn€ X, * , tenemos que fn € X, 7
||fn||X—3+%+p1 <C HfHBKO,fH% ||n||X72+%+p1 . (39)

P l,00,00 q

1.3.2. Estimaciones lineales. Ahora presentamos las estimaciones necesa-
rias para manejar los términos lineales que aparecen en la formulacion integral (24). Comen-

zamos con la estimacion para los datos iniciales.

tA A

Lema 1.23. Sea y = (e'®nyg, e®co, e et g, ePuy); entonces

[yl < Co [[(r0, co, vo, o)l 7 ;
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para todo (ng, co, v, ug) € L.

Demostracion. A partir del Lema 1.11 tenemos

2l Hem

le"noll, = sup = < CouptFH ol oy < Cllnoll vy
> >

nOH —2+ 0 4oy
X q q

q
P2

o], = sup % [le2col] .+ s1p o] + s0p Je"2co]

2 t> X" t>0 >0 X"

P2 P2
< 2t 2 <
< Csupt % o]y + sup ol +s0p ol 5 < C (Jleollpe + llenll )

—yt _tA _ L2 1| At _tA L2 P2
le7* e w0, = sup = [l P0o]| x,, < Csupt 2 fluoll y < Cllooll

H A £3 ‘ etd

[, = supt? | <suptTt % ugl x < Cfugl .
4 >0 t>0 X, P X, P

uOH 14+ ¥4 pg
X P P

P
Uniendo las estimaciones anteriores obtenemos el resultado. OJ

Ahora presentamos estimaciones para los términos lineales que aparecen en la parte

integral de (24).

Lema 1.24. Tenemos la estimacion

< Clinlly, (40)

A3

¢
/e_”’(t_T)e(t_T)An(T)dT
0

para todo n € X].
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Demostracion. Usando el Lema 1.11, tenemos que

<C

N
S+
X7 2

t t
/ e_”’(t_T)e(t_T)An(T)dT / e_"’(t_T)e(t_T)An(T)dT
0 0

N
T tr2
q

Xq

(—2+ F o)~ (T +r2)

q

t t
< [ e )| g dr<C [ =m0y, dr
0 X, 0 X a
t

S

(=248 o) - (T +r9)
e / (t— 1) R ()| s, dr
0 x, ¢

t _ 1 B
SCHnHXl/O (t— 1) S dr = O ln, t/o (1—2) 55254,

P2
S afnfy, t3

Multiplicando por % y tomando el supremo para ¢t > 0 obtenemos el resultado.

0,—1+%
l,00,00

Lema 1.25. Sea f € BK , entonces tenemos la estimacion lineal

<p ||n||)(1
Xy

/t e"DAP(nf)(1)dr

0

para todo n € Xj.

Demostracion. De los Lemas 1.11, 1.8 y 1.22 tenemos

37

(41)
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. t
/ e=DAP(nf) (1) dr < C’/ [ ="AP(nf) (1) || dr
. 0

N
1+p+P3

N
—1+5+p
X P 3 Xp

P

t (=3+ 8 +p1)— (14 F 4p3)
<c [T O] ey dr
0

p

t
_ P1—P3
<O =) v I oy

q 1,00,00

t
— P1—P _P1
=C HfHBko,—H% Hn”«"ﬁ/o (t—7)7 ' SR S dr

l,00,00

_ 1 B
= CIfll o v HnHXltHngH/ (1= 255 g,
BK l 0

l,00,00

P3

Multiplicando por s y tomando el supremo para t > 0, obtenemos el resultado. 0

1.3.3. Estimaciones bilineales. FEn esta subseccion presentamos las estima-
ciones necesarias para manejar los términos bilineales que aparecen en la formulacion integral

(24).

Lema 1.26. Tenemos la estimacion

para todo n € X; yu € &j.

< CiInfl, [lully, . (42)
X1

/Ot e(t_T)A(an)(T)dT

Demostracion. De los Lemas 1.11 y 1.20 tenemos
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/Ot e (uVn)(1)dr

N —
X—2+ q +pr1 ‘
q

t
= / HV ’ e(t_T)A(un> (T)H -2+ py dr
0 X,

q

1

t (=3+ & +p1403) - (=24 F4+p1)
<c[@-n : H@)_ssy a7
0

q

t
_ P3
<O [ = Il ey g

q p

t
< Oy, lull, / (t— )y St dr
0

1
0

_P1
< Crnlly, ally, =,

lo cual implica (42).

Lema 1.27. Tenemos las estimaciones

<Gy HnHAﬁ HCHXz ’

t
/ AT - (nVe)(r)dr
0

X

/t DAY - (nVo)(1)dT

0

para todon € X1, c € Xy yv € Xs.

< Gy [[nfla, [[v]l 4, -
X1

Demostracion. De los Lemas 1.11 y 1.17 tenemos

/Ot V -2 (un)(r)dr

39

(43)

(44)

(45)
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/t AT - (nVe)(1)dr

0

q

t (—4+ ¥ 41 +p9) (=24 F +p1)
<c[@-n : IV - () O] _iryapapa
0

q

t (=4+ 841 +p0)— (=24 +p1)
<c[@-n : 1096) ()]s
0

q

t
—14P2
< C/o (t—T) 1+5 “n||X—2+%+p1 HC”X%MZ dr
a -
t
< Clinlly, ||C||X2/ t—7)" " F T Fdr
0

1
0

_Pr1
< Callnly, el %

Del mismo modo, tenemos

P1
2

t
/ e"TAY - (nV)(1)dr < Gy |nllx, [1v]lx, t
0

2+ 840,
q

De (46) y (47) obtenemos (44) y (45), respectivamente.

Lema 1.28. Tenemos la estimacion

para todo c € Xy yu € Xj.

< Culclly, llully, ,
X

/Ot e =2 (uVe)(r)dr

Demostracion. De los Lemas 1.11 y 1.21 tenemos

t
< (t—-T)AY7 .
X;%%”l < /0 ||e \Y4 (nVc)(T)HX,H%H1 dr

40

(46)

(47)

(48)
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<C

Lo°

/Ot MR (uVe) (1) dr /Ot "2 (uVe) (T)dr

B

<=z

r,1

t (=242 105 +p3)— (&)
o s (1 CTC TR

t
_ 14 (p2tp3)
<O [ g el e
(p2+p3) _ (p2+p3)
T 2

t
< Clully, llellx, / (= )

1
1_}_(02;93)_(02293)_’_1 / (1 _ Z)_H_(PQ;%) Z_(02;P3) d
0

T

= Cllully, el t 2

< Cua[[ully, flell, - (49)

De manera similar, tenemos

t (=24 X +p3+p3)- ()
<C [t ET @V ey e
0

T

/0 t eU=IA (ave) () dr

[z

Xr

T

< Cazllully, llelly, , (50)

¢ (=24 X +p3+03)— (X +02)
< [(t=n TR @I O eypdr

/0 I8 (Vo) () dr

N
x,rtr2 ,

t t
_14P3 _14.P3 _p2te3

SC/ (=) lull g, el vy, dr < Cllully, ||0||X2/ (t—7)r e

0 X X 0

P

dr

1
=C Hu”X4 HCHXQ t1+p23p3;p2+1/ (1— Z>71+%32,wdz
0

P2

< Cagllull, ey, 1% (51)
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Asi, de (49), (50) y (51) obtenemos (48).

Lema 1.29. Tenemos la estimacion

para todon € Xy y c € Xs.

< Cs [y, llell,

/0 t =2 (ne) (1) dr

Xo

Demostracion. De los Lemas 1.11 y 1.18 tenemos

<C

Lo

/0 I () () dr /0 I () () dr

[z

B.7

Ty

t 2+ ¥ o)
o A I [CETC TN,

t
_14-£1
= C/O (t—7)'"e [LC s (HCHXg + llell g )dr

q

t
< Clinlly, HC“XZ/ (t—7)"" T dr
0
1
=C HnH){l HCHX2 t1+p21p21+1/ (1— Z)flJr%Zf%ldz
0

< (51

7l llell, -

De manera similar, tenemos

/Ot e =2 (ne)(r)dr

Fslz

X,

< CsalInlly, llell,

r

! (—2+ X 1pp)—(2)
<¢ [0 0O ey idr
0

42

(54)
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y
¢ ¢ (24 ¥ 1p1) - (N 4pp)
[ e <o [ TR
<C / (¢ ) Il svt e (el + lellz)dr
< Clnly elly, [ (6= r) 25 ar
0
= C [0l llelly, t 752 / (- g
0

< sl llella, 7 (55)

De las estimaciones (53), (54) y (55) obtenemos (52). O

Lema 1.30. Tenemos la estimacion

< G ||v]lx, [[ally, » (56)
X3

/0 =B () ()

para todo v € X3 yu € Xj.

Demostracion. De los Lemas 1.11 y 1.21 tenemos la estimativa
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/Ot =2 (uVo)(r)dr

N
X, +p2 s

t

—1 P3

< C/o (t — 7') +3 ||u||X;1+%+p3 HUHX%HQ dr
t

< Clully, ol [ (=) ar
X4 Xg 0
1
0

_r2
< G [[ull y, Il 1, 2,

de la cual deducimos (56).

Lema 1.31. Tenemos la estimacion

t
/0 AP(u - Va)(r)dr|| < Cy [l y, ally, .

Xy

para todo u,a € Xjy.

Demostracion. De los Lemas 1.11 y 1.19 tenemos la estimativa

44

¢ (=24 X 4po+p3)—(F +p9)
<c[-n ; [Ny 1y

(57)
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t
/ eEDAP(u - Va)(r)dr
0

N
X—1+ P +p3
p

t (24 H 20— -1+ F 4p5) ~
<c [@-n" D] gy b
0

P

t
—1+23 ~
<O [ = full g I8 iy

P p
t
< Clulg lily, [ 0= 5 %
0
1
= C llull, 18]l , th;pBH/ (1-— z)*1+%“z*psdz
0

_P3
2

< Crflully, lafly, e 2,

la cual implica (57).

1.4. Demostraciones delos resultados principales
En esta seccion, presentamos las pruebas de los resultados expuestos en la Seccion
1.2. En primer lugar, recordamos un lema abstracto de punto fijo que ser4 ttil para nuestros

fines (véase Ferreira and Postigo (2019)).

Lema 1.32. Para 1l <i <4, sea X; un espacio de Banach con la norma ||-||x,- Consideremos

el espacio de Banach X = X} X Xy X X3 X Xy con la norma

[2llx = 2l + 22l x, + llzsll, + l[2all,

donde x = (x1,x9,23,24) € X. Para 1 <i,j,k <4, suponga que B;fj X X X — A es una
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aplicacion bilineal continua, es decir, existe una constante C’fj > 0 tal que
Hijj (:Ei,xj)HXk < C’i’fj ||:E,||X1 ||$j||Xj . para todo (x;,x;) € X; X Xj.

Suponga también que L3 : X1 — X3 y Ly : X1 — X son aplicaciones lineales continuas tales

que || Ly, n, < @ y [ Lally,_x, < B- Defina las constantes Ky y Ky como

4 4
Ki=14a+p8 vy KQZZ((X‘Fﬁ)ZC},j"‘ZCﬁj

ij=1 k=1

ysea < e < y B = {z € X;||z||x <2Kie}. Si ||y|lx < e, entonces existe una

1
4K1 Ko

inica solucion x € B. para la ecuacion x = y + B(z), donde y = (y1,Y2,Y3,y4) , B(x) =

(Bi(z), Ba(), Bs(z), Ba(x)), y

Bi(z) = > Bl (z;1;), By(x) = Y B (x;,x;)

Bs(z) = ZBf’g (zi,25) + (L3 o (y1 + B1)) (z), Ba(z) = Z Bij (i, x;) + (Lyo (11 + By)) (2).

Observacion 1.33. La demostracion del Lema 1.32 se basa en el Teorema del Punto Fijo de
Banach (véase Ferreira and Postigo (2019)), por lo tanto, la solucién = depende continua-
mente del dato y, de hecho, la aplicaciéon dato-solucion es Lipschitz continua del conjunto
{y € X;||ly|| < e} enlabola B.. Adicionalmente, se tiene que la solucién obtenida mediante el

Lema 1.32 es el limite en & de la sucesion de iterados (V) = y y 2™ = ¢+ B(2x(™), m > 1.
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Ahora, para cada cuadrupla de datos inicial (ng, co, vo, up) y fuerza f, consideramos el

operador F(n,c,v,u) = (N,C,V,U), donde

p

N(t) = ePng — /0 e(t_T)A(u -Vn)(T)dr — /0 =AY . (nVe)(r)dr — / e(t-TAY . (nVo)(r)dr

0
=: etAno + Bi,1<t) + Biz@) + Bll,S(t)7
t t
et = e = [ 3w Ve)rr - [ ) (r)ar
0 0
=: e'®cy + Bi,(t) + B, (),
n t
V(t) _ e—vtetﬁvo _ / B_W(t_T)e(t_T)A(u . VU) (T)dT + / e_v(t_T)e(t_T)An(T)dT
0 0
=: e‘”temvo + Big(t) + Lg(t),

t t
U(t) = e*up — / IAP(u - Vu)dr — / AP (nf) (1) dT
0 0

=: GtAUQ + Bi4<t) + L4(t)

Utilizando el Lema 1.32 demostraremos que el operador F tiene un punto fijo.

Lema 1.34. Bajo las hipdtesis del Teorema 1.14. existen constantes positivas « y [ tales

que

[L3(n)l 2, < allnflx, (58)

[La(n)l 2, < Bllnllx, (59)

para todo n € AX].
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Demostracion. Las estimaciones (58) y (59) se siguen directamente de las estimaciones (40)

y (41), respectivamente.

Lema 1.35. Bajo las hipdtesis del Teorema 1.14. existen constantes positivas Cy, Cy, C3, Cy,

Cs, Cg, y C7 tales que

[Bi1(w,n)]], < Crllullx, 1], (60)
1B12(n, )| 5, < Callnlla el (61)
1B15(n, )|, < Callnlla o]l 2., (62)
[B22(, )|, < Callulla llellx.. (63)
B2 2(n, 0|, < Csllnlla llc] .. (64)
1B 3(w,0)| , < Collulla vl ., (65)
[Bia(w, )|, < Crllull, 1]l (66)

para todo n € Xi,c € Xy,v € Xz, yu,u € Xy.

Demostracion. Las estimaciones (60)-(66) se siguen utilizando (42)-(57), respectivamente.

1.4.1. Demostracion del Teorema 1.14. Sean X, X5, X3, y Xy como en

(27)-(30), vy y = (emno,emco,e*“emvo,emug). Para X = X} X o x X3 x Xy y o =
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(n,c,v,u) € X, denotamos

Bl('r) = B41,1<u7 n) + Bll,Q(na C) + Bll,?)(nu U>7
BZ(‘I) = Bi2(u> C) + Bi2<n7 C)a
Bs(z) := Bis(u,v) + Lz o (e"*ng + By) (),

B4(l‘) = Bi’4(u7 11) + L4 o (etA’I’LO + Bl> (ZL‘)

Del Lema 1.35, los operadores Bﬁj son aplicaciones bilineales continuas. Ademas, a partir del
Lema 1.34 se tiene que L3 y L4 son aplicaciones lineales continuas. A continuacién, fijamos

Ky y K5 como

7
Ki=lt+a+ByKy=(a+p)(Ci+Co+Cs)+ > C

=1

y sea € tal que 0 < € < m. Del Lema 1.23 se tiene que

]l < Co ||(n0, co, vo, w0) (|7 <€,

siempre que ||(ng, co, vo, Wo)||; < § = &+ Por tltimo, el Lema 1.32 implica que existe una
solucion tdnica (n,c,v,u) € X de (24) tal que [|(n,c,v,u)|, < 2K;e. Finalmente, la conti-
nuidad de la aplicacién dato-solucion se sigue de la Observacion 1.33. 0

1.4.2. Demostraciéon del Corolario 1.15. Como utilizamos un argumento

de punto fijo para demostrar el Teorema 1.14, la solucion (n, ¢, v, u) es el limite en el espacio
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X de la siguiente sucesion de Picard (véase Observacion 1.33):

) (1) 1) L0 tA tA —yt tA tA
(n( ) D Myl )) = (e ng, € " co, e e g, e uo)

(RO, (1) 0m1) ymeDY Z F () () ) 4 | para m € N,
esto es,
t
n(ml) = ethpg — / A (W™ ™ £ V- (nMV ™ 4 MM (7)dr,
0

t
(D) — pthg / (T (@) ) | ) ™Y (),
0

t
0

t t
ulmth) = etAy, — / t=TAP (u(m) . Vu(m)) dr — / e=TAP (n(m)f) (1)dr.
0 0

Por hipétesis, tenemos que ng, ¢y, Vg, Ug, y f son funciones homogéneas de grado —2,0,0, —1,
y —1, respectivamente. Un calculo directo muestra que (n(, ¢, v uM) es invariante por

(25), es decir,

nM(x,t) = N2 ()\x, >\2t) , Mx t) =W ()\X, )\Qt)
(67)

v (x,t) = oW ()\x, )\Qt) y uV(x,t) = AulV ()\X, )\225) )
Por inducciéon, podemos comprobar que (n(m), cm p(m) u(m)) también es invariante por el
scaling (25) para todo m. Finalmente, como la solucion (n,c,v,u) es el limite en X de la

sucesion ((n(m), cm) pm), u(m))) y la norma ||-|| ;- es invariante por el scaling, podemos

meN’?
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concluir que ésta es auto-similar. 0

1.4.3. Demostracion del Teorema 1.16. Empezamos demostrando que
(33) implica (32). Considere (n,c,v,u) y (n,¢,0,1) dos soluciones blandas dadas por el
Teorema 1.14 con datos iniciales (ng, co, vo, Wg) v (720, Co, Vo, W), respectivamente. Para la

diferencia n — n tenemos la siguiente estimacion:

P1 ~ P1 A ~
t2 Hn(t) - n(t)HXq—w—%ﬂ;l <t2 Het (no - nO)HXq—2+%+p1

t
+ ¢ /0 ||e(t—T)A(u .Vn —1- Vﬁ)(T)HX—H%m dr

q

t
+ 7 / ||V A (nVe + nVo — aVE — aVo)(r) || oy, dT
0 X, !

q

= t%l HetA (no - ﬁ0)||X72+%+p1 + 21 (t) + JQ@)' (68>

Para estimar J; usamos las mismas ideas utilizadas en la prueba de (42) para obtener
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t
Ji(t) <Cyt% / (t— )+ (n(u—a)mn et IO i
0 X X,

: :
IO syl = RO vy )
<Gt [ (6= ) HEE R = DOy
:
+ Gl [ (€= ) - RO ey, i
0
b3 _ pites q

1
~Cieky [ (-7 (R - 0] ey
0 X, 7

P

HE = vy )

q

92

(69)

Del mismo modo, utilizando las ideas de la prueba de (44) y (45) obtenemos la estimacion

1
Tft) <Co2eky [ (1)1t ((tz>?||<n—fz><tz>|| N
0 X, 1

q

HEDEN =D 3, )

r

~ 1 + ~
B R e Ea  (CH IS
0

q

HEDF 10 = D 3, )

(70)
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Ahora estimamos las diferencias ¢ — ¢,v — ¥ y u — 1 como sigue:

t
le= &))< e (co = )| o + / e (u - Ve + ne — - Ve — i) (7). dr

= HetA (co — 6O)HLOO + J3(t), (71)

t
H(C_é)@)HX% < e (CO—EO)ng +/0 e 2 Ve+nc—a-Vé—ad)(r)|| x dr

r

= HetA (C[)—éo)HXg +J4(t), (72)

T

P2 ~ P2 A ~
(Fle =N 5o < 1% [ (e =] 5o

t
H?/ |3 - Vet ne =@ Ve = 78)(7)]] _ye,n dr
0

r

=t || (cp — EO)HX%“? + J5(t), (73)

P2 ~ P2 _ ~
t2 (v — v)(t)HXgﬂ2 <tz He Tt ptA (0o — U0)||X¥+p2

T

t
1% / [P elt=DA (W Vo 41— @ - V5 —7)(7)||
0

= tp72 He—vtetﬁ (vo — 170)HX%+p2 + Js(1), (74)
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r3 ~ 3 A ~
NG u)@)”){;w%wg <tz Het (ug — u0)||X;1+%+p3

t
L / |e2P(u - Vu - @ Gl [
0

P

t
) /O |et"2P(nf )|y dr

P

= 13 || (ug — ﬁO)HX,H%W + Jo(t) + Js(t). (75)

Utilizando las ideas de la prueba de las estimaciones (48), (52), (56) y (57), para Js, Jy, Js, Js, J7

y Jg tenemos

1
~ 12 (p2tp3) _ p2+te P3 ~
Js(t) §C4,12€K1/0 (1—2) 55 ((tz) ? [ (u - u)<t2)||X—1+%+p3

HEFl (e - ]y )

P1

1
+C57126K1/ (1 — 2)_1+72_
0

M‘E

(%100 vy

q

H(e = (t2)llr. + H(C—é)(tZ)HXzy) dz, (76)

r

1
Ju(t) <Cha2e K, / (1 — z) 5 = ((tZ)p? [CERICOl [
0

p

HEDF I =D 3, )

r

1
#Cazetts [ (=273 (09100 e ey
0 X, 1

q

+ll(e = t2)| Lo + [l(c = 5)(t2)IIXN> dz, (77)

T
T
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1
Ilt) < Cua2ely [ (12714225 (<tz>’?n<u (L] [
0 Xp P

HE)F (= 0y, ) d

T

1
- _qyP1=P2 1 p1 -
+ Cra2eK / (1—2) 555 % ((m«) Hlin =)o,
0 q

+l(e = )(t2)| L + II(C—E)(tZ)IIXJy) dz, (78)

T

p3  _p3ter2 P3 ~
S (RIS

1
Jolt) < Co2e K / (1— )15,
0

HED R 10 = 3, )

T

(79)

1
~ —14-£1zP2 _P1 £l ~
+ a/o (1—2)" 727275 (t2) 7 ||(n — n>(t2)“x_2+%+” dz,

1
J(t) < Cr2eK,y / (1—2) %2 ((m)5||<u—a><tz>|rx_l+f;+p3
0 P

=Ry ) b (80

+(tz)p73

q

1
—14P1zP3 _P1 P1 ~
[ a2 ) - D] ey e
0
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Ahora, defina

Ap = lim supt%lHn(-, t) — ﬁ(’7t)||X—2+%+m’ Ay :=limsup||e(-, t) — (-, t)|| Lo,

t—o0 q t—o00

Az = limsup||c(,t) — &, )]~ Ay = limsupt 7 ||c(-,t) — é(-, t)|| N
t—o0 X, t—o0 X,

As i=limsupt ? u(t) = 0(, t)||_n,,,,  Agi=limsupt? [u(,t) —a(, 0| _.x,,.
t—»00 X, t—00 Xp P

Dado que ||(n,c,v,u)|x,||(7, ¢ 0,0)||xr < 2Ki¢e, tenemos que Ay, Ay, A3, Ay, A5, Ag < 0.

Entonces, tomando limsup en (68) y (71)-(75), y usando (69)-(70) y (76)-(81), tenemos que

t—o00

_pr1te3

1
Al SO + 012€K1/ (1 — 2)71+p732 2 (Al + A6> dz
0

P2 _P1tpP2

1
+ 0228[(1/ (1—2)"22 2" (A +Ay)dz
0

_P1tp2

1
—i—ég,QaKl/ (1 —z)’”%z 2 (A + As)dz
0

:2€K1 (Cl (Al + A@) + 02 (Al + A4) + 03 (Al + A5)) . (82)

Del mismo modo, obtenemos

A2 SO + 047126[(1 (A4 + A6) + 057128[(1 (Al + A2 + Ag)

:2€K1 (0471 (A4 + AG) + 0571 (Al + AQ + Ag)) s (83)
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Ag SO + 04’226[(1 (A4 + AG) + 057228]:(1 (Al + AQ + Ag)

=2e K (Ca (As+ Ap) + Cs2 (A1 + As + A3)) (84)

A4 SO + 04’328}{1 (A4 + Aﬁ) + 05732€K1 (Al + AQ + Ag))

<2eK; (Cus(As+ As) + Cs5 (A1 + Ay + A3)), (85)
A5 SO + 0626[(1 (A5 -+ AG) + OéAl = 2€K106 (A5 + Aﬁ) + OéAl, (86)
AG S 0+ C72EK1 (AG + AG) + 6141 = 2€K107 (AG + AG) + ﬂAl (87)

Recordando que Cy1 + Cyo + Cy3 = Cy, Cs1 + Cs52 +Cs53 = C5, K1 = 1 +a+ [y

Ky = (a+ ) (C1 + Cy + C3) + X1, C; y sumando todos los A;, llegamos a

Al + AQ + Ag + A4 + A5 §28K1 (Al (Cl + 02 + 03 =+ 05) + AQC5 + AgCg) + A4 (CQ + 04)

+ A5 (Cs + Cg) + Ag (Cy + Cy + Cs + 2C7)) + (a + ) Ay,
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y volviendo a usar (82) para controlar el término (« 4 5) A; obtenemos

Al + Ay + Az + Ay + A
< 2K, (A (C1 4 Co+ Cs + Cs + (a+ B) (C) + Cy 4 C5))
+ AyCs 4+ A3C5 + Ay (Co + Cy + (a+ B) Cy)
+A5(C5+ Cs+ (a+ 5)C3) + A6 (C1 + Cy + Cs + 2C7 + (a + B) C1))

S 2€K1K2 (Al + AQ -+ A3 + A4 + A5) .

Ya que 2e K1 K5 < 1, concluimos que Ay = Ay = A3 = Ay = A5 = Ag = 0.
Ahora demostramos que (32) implica (33). Suponga que A; = Ay = A3 = Ay = A5 =
Ag = 0, entonces
tliglo Supt%1 HetA (ng — ﬁO)HX;%%ﬂl
< Ay + lim sup (Ji() + Ja(?))
<A+ 2K, (Cr (A + Ag) + Co (A1 + Ay) + C3 (A1 + As))

=0,
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’ tA ~ ,
th_}rgo sup ||e (co — co)”Loo <A; + 7511_)r(r>10 sup J3(t)
§A2 + 2€K1 (04’1 (A4 + AG) + 0571 (Al + A2 + Ag))

=0,

lim sup ||etA (co—o)|| . » <As+ tlim sup Jy(t)
r —00

t—o00 X

r

§A3 + 2€K1 (04,2 (A4 —+ AG) + C5,2 (Al —+ AQ -+ A3))

=0,

tlirgo SuptpT2 HetA (CO — 60)HX%+’)2 <Ay + tlirg) sup J5(t)
§A4 + 26K1 (04,3 (A4 + AG) + 05,3 (Al + A2 + Ag))

=0,

, P2 — A ~
lim supt?2 He Nt (pg — ¥ || N
t—00 p ( 0 0) X, tr2

<Ajs + lim sup Jy(t)
t—00

T

§A5 -+ 2€chﬁ <A5 + Aﬁ) -+ CYAl

=0,
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, P3 . ,
lim sup 2 [€" (up — uO)HX;1+%+p3 < Ag + lim sup (J7(t) + Js(t))

< 2e K07 (Ag + Ag) + BAL

=0,

con lo cual se concluye la demostracion.

60
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2. Implementacién numérica del MRD en un problema de quimiotaxis doble en
fluidos

En este capitulo consideramos la implementacién del método de reciprocidad dual a un
modelo de quimiotaxis doble en fluidos. En la Seccion 2.1 establecemos algunos preliminares
sobre el método de reciprocidad dual; en la Secciéon 2.2 implementaremos el MRD a las
ecuaciones de Navier-Stokes; en la Seccién 2.3 implementamos el método a un sistema de
quimiotaxis-Navier-Stokes; en la Seccion 2.4 ampliamos el estudio de la Seccién anterior
considerando ahora un sistema de quimiotaxis doble en fluidos; y finalmente, en la Seccién 3
presentamos algunas conclusiones relacionadas con nuestro estudio e implementacion del
MRD.
2.1. El Método de Reciprocidad Dual

En esta seccion se presentara la formulacion del método de reciprocidad dual (MRD).

Inicialmente consideramos la ecuaciéon de Poisson dada por:

Au = b, (88)

en un dominio {2 C R", con frontera I' suave. Como la frontera I' de 2 es diferente de vacio,
es natural requerir informacién de u o de alguna de sus derivadas en la frontera I'. Las

condiciones de frontera méas comunes son:
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1) Condiciones tipo Dirichlet:

u=1u sobre I (89)
2) Condiciones tipo Neumann
g—z =¢q sobre T. (90)
3) Condiciones Mixtas
u=1u sobre I, (91)
g_:; =g sobre T, (92)

donde I' = F1UF2 y FlﬂFQ = @
En todo lo que sigue consideramos que 2 C R% En este caso, para un punto arbitrario
(75, y;) € R?, la solucién fundamental de la ecuacion de Laplace, centrada en (z;,v;), viene

dada por

ui(e,y) =~ (@ y) = (ww)l (98)

Note que en este caso se tiene que
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Para desarrollar la ecuacion de Poisson, comenzamos con de la ecuacion (88), multiplicamos
por la solucion fundamental u} centrada en un punto (z;,¥;), integramos sobre el dominio
2, v finalmente usamos las formulas de Green para pasar todas las integrales en el dominio
() a integrales sobre la frontera I'. Por ello, en la aplicaciéon del MRD es necesario estimar

repetidas veces la integral

/ Auu, (95)
Q

suponiendo que u es una funciéon suficientemente regular. Si se tiene que (z;,y;) € €, la
integral (95) es una integral singular ya que la funcion u} tiene una singularidad en (z;,y;).
Por tanto, usando la férmula de integracion por partes (véase Evans (2010)) dos veces, se

tiene que

/ Auu! = —ciu (z;,y;) — ! dF +/ -—dF (96)
Q

en donde ¢; = 1 si (z5,1;) € Qy ¢; = 1/2 si (z;,%;) esta en una parte suave de la frontera
['. Cuando el punto (x;,y;) no esta en una parte suave de la frontera el correspondiente ¢;
es determinado de forma indirecta (véase p. 74). No es de interés para el método considerar
puntos (7, y;) & Q.

2.1.1. Discretizaciéon de las integrales. Para poder discretizar completa-
mente el lado derecho de (96) es necesario discretizar las integrales de frontera. Para ello,
consideramos N puntos sobre la frontera, llamados nodos, y consideramos como I'; el seg-

mento lineal que une cada nodo consecutivo con la convenciéon de que el nodo N + 1 coincide

con el nodo 1 (véase Figura 1). Usando la notacion ¢f = Vuln = 65:73 y q =Vun = %ﬁ’ una
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Figura 1. Subdivision de la frontera I en elementos lineales.

Nodo interno
y Elemento

—, Nodo
frontera

aproximacion de (96) viene dada por

N N
/ Auu = —cu; — Z/ uq;dl + Z/ u;qdl. (97)
Q j=1"1 j=1 71

Para estimar la integral sobre cada segmento lineal I';, se considera la siguiente parametri-

zacion
(€)= 61(Enodo, + 6x(Epnodoys y €€ [-1,1], (98)
donde
nEO =55y e =13
Note que
€)= "I e)] = ooy 1 — nodoy . (99)



Estudio tedrico y numérico de un modelo de quimiotaxis doble en fluidos 65

Asi,

[ wazar = [ at©osen el

b 1

uﬁmﬂzfﬁm@mwmmm%

j 1

Asumiendo ahora un comportamiento lineal de las funciones u y ¢ sobre I'; de la forma

U

u(75(€)) = 01(E)u; + d2(E)uja = [ b1 o ] :

Uj+1
(100)

qj
q(7;(8)) = 1(§)g; + ¢2(§)qj1 = [ b1 b ] ,

qj+1
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donde u;, g; representan los valores en el nodo j de las funciones u y ¢, respectivamente, se

tiene que

/F_“q;drz/_ u(v;(€))a; (v:(€) | (E)1d€

P 1

:/_1[¢1 6 | 4 () (€)Ide ’

Ujt+1

Uy
_ 101
h},j hf’j ’ (101)

Ujt1

donde, para cada elemento j, tenemos los dos términos

1 1
h},]:/_l G1(§)a; (v () i(©)NdE y h?,j=/_1 d2(8)q; (7 () (©)ldg,  (102)
esto es,
1 1
bl = glnodoss1 —nodos| | onat (35€)) (103)

1 1

b2, = glnodosss — nodos| | éun? (15(€)) e (104)

Denotando por p; = (x;,y;), y recordando que usamos la notacion u} para indicar la solucion
fundamental centrada en p;, se tiene que se tiene que

1 (8 —pi

¢; (73(8)) = Vi (7;(€))n(73(8)) = — o 7€) = pi)\277(7j(5)>’
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asi, (103) y (104) se reducen a

b =~ lnodoyo ~nodo [ (1~¢ S )
hz.:—i\nodo- — nodoj| 1(1+5)m (7;(€))de
R N R AL

Similarmente, tenemos que

donde

9” / $1(€

/F wqdl = / O O

J

1 4
-/ 1 [ b b ] u; (5(€) I} (€) g

qj
~ | gig 90 ’

qj+1

DOE ¥ &= /qsz

dj+1

&)|7;(€)]de.

67

(105)

(106)

(107)

(108)
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Usando la definicion de la soluciéon fundamental «} finalmente obtenemos
1 1
9ij = ~g-Inodoji1 — ”0d0j|/ (1= &) In(]7;(§) — pil)dg, (109)
-1

1 1
gij = —glnodoﬁl — nodoj| /_1(1 + &) In(|;(§) — pil)d€. (110)

2.1.1.1. FEwaluacion de integrales. Se aborda ahora el calculo de las inte-

1

grales que definen los coeficientes h; ;,

hi;. 91,y g;; Note que si p; no esta en el segmento T';,

los coeficientes h!

i5» 1?5, 915y g7; pueden aproximarse utilizando formulas de integracion nu-

mérica (cuadratura de Gauss, por ejemplo). En el caso en que p; esté sobre I';, las integrales
son singulares y se requiere un esquema de integracion numérica mas preciso o calcular dichas
integrales analiticamente. En nuestro caso, las integrales singulares seran calculadas analitica-
mente, para esto, por ser los puntos de interés, se consideran solo los casos en que p; = nodo,
y pi = nodoji1. En estos casos se tiene directamente que b}, = hZ; = hj,, ; = h3,,; =0
pues los vectores v;(£) — p; v n(7;(€)) resultan ser perpendiculares entre si. El calculo para
gi{ ;Y gﬁ ; no es tan directo y necesitamos considerar dos casos:

Caso 1: Cuando la solucion fundamental estd centrada en p; = nodo;;. Para este
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Figura 2. Esquema geométrico de un elemento Lineal I';.

y

Nodoj1

parametrizacion

Vector
normal

NOdOj

Figura 3. Singularidad en el nodo; compartida por los elementos I';_; y I';.

y

caso se tiene que

1
j+1,5 =

_ |nodoj1 — nodo;|

/_11<1_,g>1n

8
nodo;.1 — nodo; !
:_’ ”; i (1-9In
T —1
nodo; nodo 1
__| Hé i (1—¢)In
m -1
e (1-¢)
= —— 1 | [
o | a-om (]

(
(
(

1+¢)

>d§
)

nodo; + nodo;1 — nodojiq

(1-¢) (
2

5(nodojﬂ —nodo;)  (nodoj — nodoji1)
2 2

129))

(nodoj+1 — nodo,) 5

)d&
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Figura 4. Primer caso de singularidad en el elemento I';.

y
nodoj+1: p;
e

donde | = nodo;y1 — nodo;j. Al desarrollar la ultima integral se obtiene

1

/_1(1 — ) (m ’(1 ) 3 D de = 21n(|i]) — 1.

De lo anterior concluimos que

1
Y1, = —g\nodoﬁl — nodo;| (21n(|nodo;+1 — nodo;|) — 1).

Un argumento similar lleva a la igualdad
9 1
951 = _8_7r|n0d0j+1 — nodo,| (21In(|nodoj 1 — nodo;|) — 3)

Caso 2: La soluciéon fundamental estd centrada en p; = nodo;.

70
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En este caso se tiene que

gyl‘,j =
11— e 1— 1
:_|n0d0]+18 n0d0j|/ (1_5)111( ( 2£)nOdOJ+( ;g)nOdOj_A'_l—nOdOj)df
T -1
nodo;.1 — nodo; ! nodo;,1 — nodo; nodo;,1 — nodo;
_ _| J+;7T j| (1 _5) In ( 5( J+12 ]) + ( J+12 J) ) d¢
-1
d do;| ! 1
_ |7L0 0]+187T no 03| (1—&)11’1( (n0d0j+1—ﬂ0d0j)( ;_g)‘) df
1
e (1+¢)
= —— 1-8)1 I||——==| ) d§.
o | -om (=57 ) ae

Note que (usando un cambio de variables en las integrales) se tiene que
1 _ 2
95 = Ji+1i

asi,

1
g;yj = —§|nodoj+1 — nodo;| (21n(|nodoj 1 — nodo,|) — 3) .

Similarmente se deduce que

2 _ 1
955 = 9i+1.5>
lo que implica que

1
g5 = —glnodoﬂl — nodo;| (21In(|nodoj 1 — nodo;|) — 1) .
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2.1.2. Construccion de las Matrices. Una vez conocidos los coeficientes

hi

ij» hijs 915 Y gi;, sustituyendo las ecuaciones (101) y (107) en la ecuacion (97), obtenemos

la aproximacion

N N
* E : 1 2 § 1 2
/ AU,UZ = _Ciu(xia yz) - (hi7junod0j + hi7junod0j+1) + (gi,jqnodo]- + gi7jqnod0j+1) .
Q . -
J=1 Jj=1

(111)

En lo que sigue se busca escribir el lado derecho de (111) en forma matricial. Para ello, denote

ﬁfron = (unodop Unodoy sy Unodoss + + + » unodoN) y Jfron = (QHodol dnodos s Qnodos s « + + QnodoN)a entonces
/ Auu: = _Ciu(wia yl) - (Hilﬁfron + Hizﬁfron) + (G}Jfron + G?(_Tfron) ) (112)
Q

donde Hi1 = (h;l,hiz,...,h},]\,), Hf = (hiN,h?’l,...,haNfl), G} = (93,1»91'1,2,---#1‘1,1\7) y G? =
(91'2,1\17912,2: -~-,9i2,N—1)'

Al tomar los puntos p; variando sobre todos los nodos en la frontera, se obtiene un

sistema matricial de la forma

_—
(/ AUU*> = _Cﬁfron - (Hlﬁfron + H2ﬁfron) + (Gljfron + GQ(Tfron) ) (113>
Q
fron
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donde C' es una matriz diagonal cuya diagonal principal es el vector ¢ = (¢, ¢, ...,cn) ¥

1 1 1 2 2 2
h1,1 h1,2 e hl,N hl,N h1,1 e hl,Nfl
1 1 1 2 2 2
h2,1 h2,2 h2,N hz,N h2,1 S hz,N—l
H' = H? =
1 1 1 2 2 2
hN,l hN,Q e hN,N hN,N hN,l S hN,N—l
1 1 1 2 2 2
911 Y912 --- 91N 99N 911 -+ G1N-1
1 1 1 2 2 2
921 Y922 --- Yo N 9on 921 --- Y2N-1
G' = G? =
1 1 1 2 2 2
gn1 9n2 -+ 9NN gnN 9IN1 -+ INN-1

De lo anterior se obtiene
IR
(/ AUU*> = _Cﬁfron - Hﬁfron + Gifrona
@ fron

donde H = H' + H? y G = G' 4+ G? . Note que las matrices H y G dependen de los puntos
de frontera escogidos, para enfatizar esto se denota por
ey
(/ AUU*> = _Cﬁfron - Hfronﬁfron + Gfronifron- (114>
Q
fron
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Si se considera ahora un conjunto de N/ puntos interiores y usamos (112) sobre cada uno

de dichos puntos, se obtiene el sistema matricial

_—
/ Auu® = _ﬁint — Hintﬁfron + Gintqfrona (115>
Q

int
— . . = . 1 2
donde ;,; representa el vector de valores de u en los puntos interiores, H;,, = H,,, + H;,, vy

Gim = G, + G2 ., con

int int

1 1 1 2 2 2
h1,1 h1,2 e hl,N h1,N h1,1 e hl,N—l
1 1 1 2 2 2
h2,1 h2,2 e h2,N h2,N h2,1 e h2,N71
Hl H? _
int — int
1 1 1 2 2 2
hNI,l hNI,2 e hNI,N hNI,N hNI,l e hNI,Nfl
1 1 1 2
g1 Y12 91N 9N Y911 91, N-1
1 1 1 2 2 2
) 921 Y922 -+ 92N ) 9o 921 9a,N—-1
Gz’nt = Gint =
1 1 1 2 2 2
9n1n 9n12 -+ 9NIN 9NN 9INIa -+ YNIN-1

2.1.3. Determinaciéon numérica de coeficientes ¢;. Cuando el punto p;

es considerado sobre la frontera I', los coeficientes ¢; en (96) dependen del comportamiento
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de la frontera. Por ejemplo, cuando p; esté sobre una parte suave de la frontera se tiene que
¢; = 1/2, en caso contrario se puede mostrar que dichos coeficientes dependen del angulo
formado entre las curvas definidas antes y después del punto p;. En lo que sigue mostramos
una forma indirecta de calcular dichos coeficientes, para esto considere la funcion u(z,y) = 1

en (2, entonces u verifica que
(

Au=0 enf),

u=1  sobrel, (116)

q=20 sobrel’.

\

Asi, de (114) se sigue que

0 - _Cﬁfron - [_{fronﬁfron = _Cl - Hfronl'

Esto es,

=l

Y

CT = —L{Ifron

donde, recordando, C' es una matriz diagonal cuya diagonal principal es el vector formado

por los coeficientes ¢;. De la anterior ecuacion se deduce directamente que

N N
C = — E H;; = — E H;j,
7j=1 J

=1
(para joi)

ya que por construccion H;; = 0.
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Una vez se conocen los coeficientes ¢;, y por lo tanto la matriz C, la ecuacion (114)
suele escribirse de forma resumida como
—
(/ Auu*) = —HrontUfron + G tronQfron, (117)
@ Fron
donde Htron = C + Hfron.

Finalizado los calculos de las matrices, ahora se abordan las ideas a desarrollar de
los distintos tipos para la funcién b; estas secciones se basan en las ideas encontradas en
(Partridge et al. (1991)). Las ideas a implementar para diferentes casos de la funcion b,
son los casos b = 0 (funciéon nula), b = b(z,y) una funcion conocida, b = u (la variable
u), b = Ou/Ox, entre otras y combinaciones de estas mismas, las cuales seran explicadas
a continuacion; la veracidad del método solo se implementaréd en el Capitulo 3 para las
ecuaciones a modelar.

2.1.4. Uso del MRD en la ecuaciéon de Laplace (Au = 0). Para ilustrar
la utilizacion del MRD consideramos inicialmente el caso mas simple, a saber, la ecuacion

de Laplace. Considere entonces el problema

Au =0 en 2,

uU=1u sobre I'y, (118)

Ou/On =q sobre I's.
\
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Multiplicando la ecuacion de Laplace por la soluciéon fundamental centrada en p; y utilizando

la aproximacion para nodos frontera (117), y que Au = 0, se obtiene

6 = _Hfronﬁfron + Gfronjfron? (119>

por lo tanto, el sistema se reduce a

Hfronﬁfron = Gfroanron- (12())

En este punto es necesario implementar las condiciones de frontera. Para ello consideramos
tres posibles casos:

Condicién tipo Dirichlet (89): En este caso I'y =T, y se desconoce el vector Gfon,
el cual se calcula de (120). Para esto se toma A = Gpron, ¥ = Hfronlifron, la incognita es
T = Gfron y se resuelve el sistema AT = g.

Condicién tipo Neumann (90): En este caso se tiene que I'y = T, y se desconoce
el vector @s,on, €l cual se calcula de (120). Para esto tomamos A = Hron, ¥ = G fron{fron, la
incognita es ¥ = oy y se resuelve el sistema A7 = v/

Condiciones Mixtas (91): En este caso se conoce a u sobre la parte I'y de la frontera,
y su derivada normal g en la parte restante I's. Teniendo discretizada la frontera por N nodos,
se asume que se conoce a u en k nodos, entonces se conoce su derivada normal en los N — k

nodos restantes. Note entonces que en (120) una parte del vector @y, es desconocida y una
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parte del vector ¢, también es desconocida, por lo tanto, es necesario organizar la ecuacion

para poderla resolver. En este caso la matriz A es dada por

g1 .-+ g1k —h17k+1 e _hl,N

g21 .- G2k _h2,k+1 ce _hQ,N
A= ,

gN1 -+ gNk _hN,k+1 ce —hN,N

el vector de incognitas es dado por

— (Qh'"q}muk—i-la"'UN)T,

8y

y el vector de términos independientes es dado por

Uy
hig oo hik —Giks1 - —OLN
h2,1 h2,k —92k+1 --- —YoN Uk
y:
qk+1
hN,1 hN,k —9Nk+1 .- —YNN
gn
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Al igual que en los casos anteriores, el objetivo es resolver el sistema

AT =7 (121)

Una vez calculados @sron Y Gfron, €s posible calcular i, utilizando el sistema matricial

en los nodos interiores (115), el cual en el caso considerado (Au = 0), se reduce a

6 = —Uint — Hintﬁfron + Gmtifrom (122>

esto es,

ﬁint - _Hintﬁfron + Gmt(jfron‘ (123>

2.1.5. Uso del MRD en la ecuacion de Poisson (Au = b(z,y)). Estu-

diamos ahora el caso de la ecuaciéon de Poisson, para ello se considera el siguiente sistema

Au = en {2,
M u=1 sobre I'q, (124)
g=2 sobreI.
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Con el objetivo de aproximar numéricamente la solucion de (124), se aplica el mismo proce-

dimiento utilizado en la ecuacion (96), para obtener

u; ou
Auu; = —ciu (T4, i —/U ZdF—l—/uf—dF:/bufdQ. 125
/Q () = | vy Lo ; (125)

Observe que, aunque se conoce la funcién b, y en consecuencia la integral en 2 no introduce
ninguna nueva incognita, el problema ha cambiado de caréacter, ya que ahora se necesita
llevar a cabo una integral de dominio, asi como las integrales de frontera.

La idea que diferencia al método de reciprocidad dual de otros métodos de elementos
de frontera, es que propone el uso de una serie de soluciones particulares ; para evitar la
integracion sobre € al lado derecho de (125). El nimero de 4; utilizado es igual al nimero

total de nodos en el problema, proponiendo la siguiente aproximacion para b:

N+NI

b ad (120

j=1

donde los «; forman un conjunto de coeficientes inicialmente desconocidos, las f; son las
funciones aproximantes, N representa el niimero de nodos frontera y NI el ntimero de nodos
interiores.

Las funciones aproximantes se escogen y luego se determinan las soluciones particulares 1,

utilizando la ecuacion
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Las funciones f; son dependientes de la geometria, no se aplicara ninguna restriccién a estas
funciones y, de hecho, se pueden usar muchos tipos diferentes, cada uno de los cuales resulta
en una funcion diferente u; segin se determina a partir de (127). La cuestion de qué tipo de
funcion f; usar se considerara en detalle mas adelante.
Ahora, sustituyendo la ecuacion (127) en la ecuacion (126) se tiene como resultado la apro-
ximacion
N+NI
b= > a;(Aiy). (128)
j=1

La ecuacion anterior puede sustituirse en (125) para obtener la expresion

N+NI

—ciu(xi,yi)— Zallﬂ—i—/ -—dF— a]/Au] FdS). (129)
i=

Aplicando el mismo procedimiento utilizado en la ecuacién de Laplace sobre los nodos fron-

tera (véase ecuacion (114)), finalmente se obtiene la formula

N+NI
Hfronﬁfron - Gfronifron = Z (Hfronﬂjfron - Gfrondjfron) Qy. (130)

J=1

Note que los vectores ;fron ¥ jfron sOn conocidos. Si cada uno de los vectores w;fron ¥y
{jfron s considera una columna de las matrices Ufpon ¥ @ fron, respectivamente, entonces la

ecuacion (130) puede escribirse como:

Hfronﬁfron - Gf'ronifron - (HfronUfron - Gfron@fron>o_27 (131>
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donde el vector @ es un vector columna de N + NI componentes.
Para estimar el vector @, note que evaluando (128) en los N+ NI puntos considerados,

obtenemos el sistema de ecuaciones

b= Fa,

donde la matriz I esta conformada por los vectores columna f;, los cuales son conocidos y
corresponden con las funciones f; evaluadas en todos los puntos considerados. De esta forma,

se tiene que

a=F1b.

Con todo, sigue que el lado derecho de la ecuaciéon (131) es un vector conocido, y por lo

tanto dicha ecuacién se reduce a

Hfronﬁfron - Gfron@fron = d_: (132>
donde
Ci: (HfronUfron - Gf'ron@ffron>62- (133)

Para determinar los valores desconocidos de u fyon O Gfron, lo cual depende de las condiciones
de frontera, se procede exactamente igual que en la ecuacion de Laplace, cambiando i por
Unew = §J — d. El sistema (121) se resuelve y se encuentran los valores desconocidos.

Una vez conocidos los valores en la frontera, utilizando la ecuacién (129) ahora sobre los
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nodos internos y siguiendo la misma idea en la deduccion de (115), se tiene:

N+NI
ﬁint + Hintﬁfron - Gintifron = Z Q; (ajint + Hintajfron - Gintéjfron) . (134)
j=1

Despejado ;,;, la formula anterior se reduce al sistema matricial

ﬁint = Gint‘?fron - I:—Iintﬁfron + CZ (135)
con
J: (Uznt + Hintl?fron - Gint@front)c_éa (136)

donde Umt es la matriz cuyos vectores columna estan dados por los vectores ﬁ}mt de las
funciones #; calculadas en los NI puntos interiores.

2.1.5.1. Funciones aproximantes. Hay propuestas en la literatura dife-
rentes tipos de funciones f a partir de las cuales se definen las funciones f; = f(- — p;)

usadas en (126). Dichas funciones tienen relacionada una funciéon @ por medio de la ecuacion

At = f, (137)

a partir de la cual se definen las funciones 4; = 4(- — p;). Es claro que vale que
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La seleccion mas simple para f que se ha mostrado adecuada para varios problemas de EDP

es tomar funciones radiales de la forma

f=14r+r*+...+7™ meN, (139)

donde r = |z| = (22,22, ...,22)"/2. Con el objetivo de determinar la funcién @ relacionada con

“ey n

f, suponga que esta debe ser radial de la forma @(z) = v(r) y note que para i =1,2,...,n
se tiene

or 1 ~1/2 Ti

o zi(aﬁ—l——l—xi) 2:61-:? (x #0), (140)

de lo que sigue que

y
2 2
" L / 1 L
e = (1) S_n) 141
Sumando para i =1,2,...,ny ya que Y . 27 = r?, se obtiene

v'(r) = f. (142)

Resolviendo la EDO anterior, se concluye que la funcion 4 para el caso bidimensional (n = 2)

es dada por

7,.3 7,.m+2

r
+—+

2
— B E——— 143
rre T T (143)

U=
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y como antes

Q= (V- (144)

En principio, cualquier combinacion de términos puede seleccionarse de (139), aunque la més

usada por su simplicidad es f = 1+ r (véase Partridge et al. (1991)). En este caso se tiene:

o2 3 . 1 r
v=7 Tty y q:(—+—>(x,y)n. (145)

Otros tipos de funciones radiales han sido propuestos en la literatura (véase Natalini and
Popov (2006)), por ejemplo, un tipo de funciéon radial usado mas adelante en este trabajo es
dado por

f=r*In(r) + az + by + ¢,

donde las constantes a, b, ¢ son determinadas de acuerdo a la distribuciéon de nodos de frontera
e interiores usados.

2.1.6. Ecuacion de tipo Au = b(x,y,u). Hasta el momento, el método de
reciprocidad dual se desarroll6 y aplic6 a un problema gobernado por una ecuaciéon de tipo
Poisson, en la que el lado derecho es una funcién conocida que depende de la posicion, esto
es,

Au = b(z,y), (146)

para el cual se estableci6 la expresion matricial (131), para encontrar todos los valores desco-

nocidos en la frontera, y posteriormente, usando (135), determinar los valores desconocidos
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en el interior. Como b en la ecuacion (146) es una funcién conocida, el vector @ puede
calcularse a partir de la relacion

a=F"b. (147)

En esta seccion, el rango de aplicacion del método de reciprocidad dual se extendera a los

problemas regidos por ecuaciones de tipo

Au = b(z,y,u), (148)

donde el término no homogéneo también puede ser una combinaciéon, suma o producto de
funciones de wu. Para entender el planteamiento del problema tomamos como ejemplo la
siguiente ecuacion

Au = —u. (149)

En este caso la funcion b se define como —u, y la ecuacion (147) se reduce a

a=F"(-u). (150)

Por lo tanto, la ecuacion (131) se convierte en

Hfronﬁfron - Gfroanron = (HfronUfron - Gfron@fron)F_l (_ﬁ) ) (151)
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donde el vector u estda formado tanto por valores “calculados” en la frontera como en el
interior. Note que en la ecuacion (151) no es posible encontrar los valores desconocidos en la
frontera ya que depende de los valores desconocidos de @ en el interior. Similarmente, de la

ecuacion (134) se tiene el sistema

z_[imf + Hintﬁfron - Gintq)fron = (aint + Hinthron - Gint@fron)F_l (_ﬁ) ) (152)

del cual tampoco se puede determinar ;,; al no tener calculados todos los valores en la
frontera.
Para solucionar el problema anterior, se agrupan las dos formulaciones (151) y (152) en una

sola formulacién matricial.

ﬁfron (jfron
Note que u = y 7= , ¥ que la ecuacion (151) puede escribirse
2_j\int (Tint
Ccomo
0 0 ﬁfnm Hfron 0 ﬁfron Gf’ron 0 q)f’ron
+ — =
00 Ufron Hfron 0 Uf?“on Gfron 0 eron
= —I— - O_Z’

0 0/) \ U 0 0/ \ U 0 0/ \ Qi
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y que la ecuacion (152) puede ser escrita como

0 0 ﬁfron 0 0 ’Jfron 0 0 (Tfron
_I_ J— =
O ]d ﬁint Hmt 0 ﬁint Gmt 0 @m
0 0 Uf’r‘on O O Ufron 0 0 QfTOTL
= + — Q,
0 [d Uint F[z’nt O Uint Gint O Qint

donde Id es la matriz identidad de N1 x NI. Sumando estas formas matriciales, se obtiene

Hfron 0 Ufron Gfron 0 (Tfron
Hint Id ﬁint Gint 0 q_:int

—_— — . —— ——— —
H U G q
Hfron 0 Ufron Gfron 0 eron

= — a.

Hint Id Uz’nt Gint 0 ant
ﬁ—/af_/ \ /A ~
L = U ¢ Q

Observe que @i v Qint estan multiplicados por 0, por lo tanto esos datos son irrelevantes a
la hora de resolver el sistema, por lo tanto, asumimos que tanto ¢;,; como Q;,; son iguales a

0. Con todo, el sistema queda reducido de la siguiente forma

Hi—Gi=[HU — GQIF'b = Sb =S (—), (153)
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donde

S =[HU — GQ|F. (154)

Despejando el vector # en el lado izquierdo y el vector ¢ en el lado derecho, la ecuacién

resultante es

Bi = G, (155)

donde B=H + S.

A partir de (155) nos enfrentamos nuevamente al problema de determinar los valores
desconocidos de @ tanto en la frontera como en el interior. Para ello, dada una matriz C,
denotamos por C(N; : Ny) a la submatriz de C formada por las columnas N; hasta la N,.
Consideramos ahora la formulacion para diferentes tipos de condiciones de frontera, en todos
los casos se espera resolver un sistema de tipo AT = /.

Condicién tipo Dirichlet (89): En este caso se conoce ., sobre I', y para encon-
trar s y Gfron se despejan las incognitas para el lado izquierdo y los datos conocidos para

el lado derecho, de esta forma se tiene que

A= (—G(l:N) B(N+1:N+NI)>v

(.Tf ron

11
Il

Uint
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U fron

<y
I

—B(1:N) G(N+1:N+NI)

Condicién tipo Neumann (90): En este caso se conoce ¢ sobre I', por lo que se
tiene que A= B, y=GJy ¥ = .

Condiciones Mixtas (91): En este caso se conoce s, sobre I'v y Gfron sobre
I'y. Las incognitas son Gfren sobre I'y, @Wsyq, sobre I's y W, en Q. Si k' y N — k denotan,
respectivamente, la cantidad de nodos conocidos de « y ¢ sobre I', despejando los valores

desconocidos para la izquierda y los valores conocidos para la derecha en (155), tenemos
A= (—G(l:N—k) B(N—k:N+NI)> :

—

qfronl’;

81
Il

ufroan !

N
Uint
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ufronf‘l

<y
I

—B(1:k) G(k:N+NI) || Gronrs

Las ecuaciones (153) forman la base de la aplicacién del método de reciprocidad dual a las
ecuaciones del tipo (148). La tnica diferencia en cada nuevo caso sera un nuevo vector b para
reemplazar por —u en la ecuacion (153).

2.1.7. Ecuacion de tipo Au = —9Ju/0zx. Las ecuaciones diferenciales que
incluyen derivadas espaciales de primer orden de la variable problema son muy comunes en

el modelado matemético. Considere, por ejemplo, una ecuaciéon del tipo

ou
Au=—— 156
Uu axJ ( )
de donde se identifica que b = —g—zf. En este caso, sustituyendo en la ecuacion (147), se
obtiene
du

V= —-F1— 157

y haciendo la misma construccion de las matrices aumentadas (153), tenemos

a—b

Hi— Gg= -8 (158)

or’
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Ahora se debe establecer un mecanismo para relacionar los valores nodales de u con los valores
nodales de su derivada %. En este punto, debe recordarse que la aproximacion basica de la
técnica del método de reciprocidad dual es la ecuacion (126), pero esta aproximacion también

puede ser usada para u, esto es
N+NI

U Z B 1, (159)

de la cual, después de evaluar en todos los nodos, se obtiene el sistema
i=F§. (160)

Por otro lado, de (159), después de derivar y evaluar en todos los nodos, se obtiene el sistema

ou _OF >
9 6, (161)

. . Of: .
donde 2E es la matriz formada por las funciones 22 evaluadas en los N + NI nodos consi-
oz p ox

derados. De la ecuacion (160) se tiene que = F~'4, entonces, reemplazando en la ecuacion

(161) se obtiene

du  OF .
i EF L. (162)

La ecuacion (162) plantea la forma basica de aproximar derivadas en el MRD. Sustituyendo

ahora en (158) se llega a

oF

Hi— Gi=—-S—F 4. 163
i —Gq o (163)
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Llamando ahora

R= —Sg—iFl, (164)

entonces,

(H — R)i = Gq (165)

Como se mencioné anteriormente, los términos en la matriz OF /0x se obtienen diferenciando
las funciones f;, las cuales estan relacionadas con la derivada de la funcion f utilizada. Lo
anterior implica que, en problemas donde b depende de derivadas de la funcién incognita, el
uso de la funcion f(r) = 1 4+ r no es posible pues ésta no es diferenciable. Para solucionar
este problema, en estos casos usamos la funcion f = r?In(r) + az + by + c.

2.1.8. Ecuacion de Difusion. Finalmente, se considera un problema de di-

fusion gobernado por la siguiente ecuacion

ou
Au= D%, (166)

donde u representa una cantidad que se difunde y 1/D es el coeficiente de difusion. La defi-
nicion del problema se completa con la especificacion de condiciones de frontera apropiadas
y una condicién inicial de tipo u(z,y,ty) = uo(z,y).

Se observa que la funcién b en esa ecuacion ahora se define como

ou
b=D. (167)
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En el presente caso, el problema ha cambiado de caracter, ya que ahora necesitamos llevar
a cabo una derivada de u con respecto al tiempo ¢. El método de reciprocidad dual propone
la siguiente aproximacion
8 N+L
(x,y,t Z filx,y)oy(t (168)
donde las f; son como antes y los o; son ahora funciones desconocidas del tiempo. El siguiente
paso en la formulacion es similar a la ecuacion (128)

ou

5 = Fa. (169)

Despejando el vector @ en la ecuacion anterior, se tiene que

ou
S
a=F e (170)

Sustituyendo lo anterior en (153), se obtiene la siguiente expresion

Hi — G§= D(HU — GQ)F~ ‘2}; (171)
Definiendo
C=-DS= (HU GQ) (172)
entonces,
du
C— + Hu = (q. (173)

ot
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El sistema (173) es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, por lo tanto, cualquier
esquema estandar de solucion puede ser utilizado.
Para simplificar, aqui se empleara Diferencias Finitas. Se puede proponer una aproxi-

macion lineal para la variacion de u y ¢ dentro de cada paso de tiempo, en la forma

uw=(1-0,)u™+0,um" (174)
q= (1 . 8q) qm + Qqqm-i-l’ (175)
% _ Ait (uerl _ um) : (176)

donde 6, y 0, son parametros que posicionan los valores de u y ¢, respectivamente, entre los
niveles de tiempo m y m + 1. Sustituyendo estas aproximaciones en (173) y despejando se

obtiene:

(C + O, ALH) ™ — Ath,Gq™ " = [C — At (1 — 6,) H|u™ + At (1 —0,)Gg™.  (177)

El lado derecho de (177) todo es conocido, ya que involucra valores que se han especificado
como condiciones iniciales o se han calculado previamente. Al introducir las condiciones de
frontera en el tiempo m + 1, se puede reorganizar el lado izquierdo de (177) y resolver el
sistema de ecuaciones resultante, para cada nivel de tiempo. Otra manera de abordar la

aproximacion temporal es usar el método de diferencia de tres puntos hacia atras, para lo
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cual es necesario conocer dos pasos previos, en este caso la aproximacion es dada por

ou 1
— = — (Bu" 4"+ ") 178
5~ gy () s
Observacion 2.1. En el desarrollo de este trabajo se implementaré primero diferencias finitas

para tener la aproximacion del esquema en los primeros dos pasos de tiempo, y posteriormente

diferencias de tres puntos hacia atras.

2.1.9. Calculo del Laplaciano discreto. En sistemas como el de Keller-

Segel
on
Fri D, An — xV - (nVe),
t (179)
dc D Ac—
ot = DAl —nc,

el término de difusion cruzada V-(nVe) = Vn-Ve+nAc debe ser discretizado, y en particular,
se debe tener una estrategia para estimar el factor Ac. Entre las posibles opciones esté usar
diferencias finitas, tal y como es presentado en (Meral (2019)) en el estudio de haptotaxis,
pero el uso de diferencias finitas limita el tipo de dominio usado en el problema, asi como la
distribucién de los nodos tanto de frontera como interiores. Una segunda estrategia, siguiendo
lo desarrollado para las primeras derivadas en la Subsecciéon 2.1.7, serfa usar aproximaciones
de la forma g—ii = ?;TZ;F_T y g—jﬁ = %F ~1Z pero en este caso se impondria restricciones
adicionales a la funciéon aproximante f, ya que deberia ser por lo menos dos veces derivable,

tipo f(r) = 1472, y experimentos numéricos nos muestran que el sistema se vuelve inestable.

Con el objetivo de mantener la generalidad y aplicabilidad del MRD, en este trabajo



Estudio tedrico y numérico de un modelo de quimiotaxis doble en fluidos 97

proponemos una nueva estrategia para estimar Ac. De forma general, suponga que

Ac =g, (180)

de lo que el objetivo es: conocido ¢ determinar §. Para ello, suponiendo que usamos la

aproximaciéon g = Z;y:tNI «; f;, y aplicando la ya conocida estrategia del MRD a la ecuacion
(180), se obtiene que

Hé—Gge = 59,

de lo que sigue que

Ac=g=S"YHe—-Gq). (181)

Observe que el esquema (181), aunque es usado para aproximar Acno implica ninguna
derivada sobre las funciones aproximantes.
2.2. Ecuaciones de Navier-Stokes

En esta seccion usamos las ideas presentadas por Eldho and Young (2004), e im-
plementamos el MRD para aproximar numéricamente las soluciones de las ecuaciones de

Navier-Stokes en un dominio bidimensional. Recordemos que el sistema de Navier-Stokes es

dado por
1
((;—u—l—u-Vu: —Vp+ —Au,
V.ou=0.

Para transformar el sistema en uno formalmente equivalente, defina la vorticidad del
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fluido @ como @ = V X u, entonces, tomando el rotacional en la primera ecuacion de (182)

se obtiene

P
E—i—u Vo+w- Vu—ﬁAw (183)

Note que en el caso bidimensional el campo de velocidades puede ser escrito como u =

0 0
(u1,us,0), de lo que sigue que w = (0,0, % — %), con lo que la ecuaciéon anterior se
T Y
reduce a
0w
a—f +u-Vo= R—Aw (184)

Note ahora que, usando la condicién de incompresibilidad, se tiene que

oydr Oy’ 02 * 0xdy’

< 8U2 8U1 @UQ aul 0)

8U1 8uz aul
<8y8$ Ox0x —Bu,—Auzt 55 OyOy + Oxdy’ )

Ous 8u1 0 (Ouy Ouy
(3 (5 + 3 )~ w2 5 (G2 52) )

— (Aul, AUQ, 0) .

Para finalizar, usando la vorticidad escalar w := %1;2 8“1 , v reemplazando en las ecua-

ciones anteriores obtenemos la llamada formulacion velocidad-vorticiad para las ecuaciones
de Navier-Stokes:

had . = —A 1
5 +u-Vw R AW, (185)
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Aul = -7 AUQ = = (186)

Considerando inicialmente la ecuacion tipo Poisson (186) para la velocidad usg, y
aplicando el procedimiento desarrollado para la aplicacién del MRD, se tiene el esquema
0w

Hus — Gqu, = (HU2 _ GQ) P

Aqui, usamos la funciéon radial f = 1 4 r para construir la matriz F' y ademés la funcion

rs 2 . . 6?.: . ,
f=r?In(r) + ax + by + ¢, para aproximar la derivada $*, teniendo asf

OF

Huy — Ggy, = S—
U2 Q2 ax

Flw, (187)
donde S = (HU2 — GQ) F~1. De igual forma, para u; se tiene el esquema
Huy — Ggy, = =S

Flw. (188)

Por otro lado, conociendo uy y us, abordamos el problema de aproximar w, para ello,

de (185) y usando la aproximacion del MRD se tiene:

Hw — Gq, = Re

O 0w 0w

donde S es como antes y [u1]?, [us]? representan matrices diagonales cuya diagonal principal
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son los vectores i y iy, respectivamente. En general, dado un vector ¢ denotamos por [v]?
la matriz diagonal cuya diagonal principal es el vector .

Usando la funcion f = r2In(r) + az + by + ¢ para la aproximacion de las derivadas
espaciales, diferencias finitas para la derivada temporal, y adoptando un esquema implicito,

el sistema (189) se reescribe como:

H m+1 G m+1 R
s ¢ Al Er

mAL _ ym OF - OF -
S (u + [ul]d_Fflwm+1 + [Ug]d—Flmerl)] :
con lo que, después de reagrupar, obtenemos el sistema
Aw™ — AtGg" ! = — Re Sw™ (190)

donde A = (AtH —Re S — At Re S[u, |42

Q’H

F — AtRe S[uQ]d%—fﬁ_l). Conociendo w en el
tiempo inicial y en primer paso de tiempo, podemos usar la aproximacion temporal de tres
puntos hacia atras mencionada en la Subseccién 2.1.8, en este caso, el sistema obtenido es

dado por

Aw™! — AtGq" T = —4Re Sw™ + Re Sw™ (191)

donde A = <2AtH 3ReS — 2At Re Sfuy)? a_FF — 2At Re S[ug) B—Fﬁ )
2.2.1. Implementacién numérica. Para mostrar la utilidad del MRD apli-
cado a las ecuaciones de Navier-Stokes, a continuaciéon se hace la implementaciéon sobre un

modelo de prueba para las ecuaciones de Navier-Stokes. La prueba conocida como “flujo im-
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pulsado en una cavidad cuadrada” consta de suponer un dominio cuadrado € = (0, 1) x (0, 1)
en el cual se tiene un fluido inicialmente en reposo, y sobre el cual se impone una velocidad

constante en la parte superior de la frontera, como se observa en la Figura 5.

y

ulzl,u2:0

u1:07u2:O ’LL1:O,U2:O

uy = 0,us =0
Figura 5. Condiciones de frontera para la prueba del flujo impulsado en una cavidad
cuadrada
En esta prueba, se espera que el sistema evolucione hasta llegar a un estado estacio-
nario para finalmente analizar los perfiles de velocidad.
Para realizar la implementacion del MRD en este caso seguimos el siguiente procedi-
miento:

Estimacion para w':

1. Dada la velocidad inicial ug, calculamos la vorticidad inicial usando la relaciéon w =

8uz E)ul

or Oy’

2. Las condiciones de frontera para w son tomadas como los valores en la frontera de la



Estudio tedrico y numérico de un modelo de quimiotaxis doble en fluidos 102

vorticidad inicial calculados en el paso anterior.

3. Usando (190) con u como la velocidad inicial, resolvemos para determinar w’.

4. Usando (187) y (188) con w como w!, calculamos los valores de uy y uy, respectivamente,

en el paso del tiempo 1.
. ) AP
5. De los valores obtenidos para wu, calculamos w con la relacion & = 6_F Uy —
x
OF ~ . ..
a—F i1, de la cual determinamos las condiciones de frontera que debe estar cum-

pliendo la vorticidad.

6. Conocidas ahora u en el paso de tiempo 1 y las condiciones de frontera, usamos nue-

vamente (190) para estimar w?.

7. Repetimos el proceso iterativamente hasta cumplir que la norma de la diferencia de los

vectores consecutivos calculados para w! sea menor que 1073

Estimacion para w™ ™ con m > 1:
. . L OF o
1. Usando la velocidad en el paso m, calculamos la vorticidad de la relacion w = 8_F Uy —
x
OF -
—F .
dy

2. Las condiciones de frontera para w son tomadas como los valores en la frontera la

vorticidad calculados en el paso anterior.

3. Teniendo la velocidad en el paso m, y la vorticidad en los pasos m y m — 1, usamos

(191), con u como la velocidad en el paso m, para determinar w™*.
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4. Usando (187) y (188) calculamos los valores de us y uy, respectivamente, en el paso

del tiempo m + 1.

calculadas en pasos consecutivos de tiempo sean menores que 107°.

El sistema se deja evolucionar hasta que la norma de la diferencia entre vorticidades

Para la prueba consideramos un paso de tiempo At = 107° y mallas de 11 x 11,

21 x 21, 41 x 41, 81 x 81. Los campos de velocidades en estado estacionario obtenidos para

las mallas de 11 x 11 y 41 x 41 son mostrados en las Figuras 6, 8 y 10, para valores de nimero

de Reynolds Re de 10, 100 y 400, respectivamente.

09r

08

07

06

051

04r

031

0zr

o1r

Figura

- —- - - - - —= 4 g9r|: -

0 61 02 03 04 05 06 07 08 09 1

a) Malla 11 x 11

08f |
07t
06
05
04t
03+
0.2t

01T

b) Malla 41 x 41

6. Flujo impulsado en una cavidad cuadrada con Re = 10 en diferentes mallados.

Con el objetivo de comparar los resultados obtenidos, en las Figuras 7, 9 y 11 se

muestran los perfiles de la velocidad horizontal al desplazarnos sobre la recta x = 0.5, y los

perfiles de la velocidad vertical al desplazarnos sobre la recta y = 0.5, para los nimeros de

Reynolds 10, 100 y 400, respectivamente. Resaltamos que los valores obtenidos para Re= 10y
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Re= 100 coinciden con lo reportado en (Eldho and Young (2004), Choi and Balaras (2009);
Ghia et al. (1982); Young et al. (2000); Ghadimi and Dashtimanesh (2011)). Finalmente,
el esquema planteado parece ser inestable a medida que el nimero de Reynolds aumenta,

ejemplo de esto es que los valores obtenidos para Re= 400 difieren notoriamente de los

reportados en (Choi and Balaras (2009); Ghia et al. (1982)).

L T 041
e 1 e A
0.9 ) QA cee 21x21 03 F @ 21x21
o 41x41 41x41
0.8 T AL Vo 81x81 ¥ 81x81
- et . \:7 3
06w o .%r" O i % .
050 + 0w i o =
0.4 Tx‘:'l' 04k A '. + . g +
03w g
02F v
0.z %
04 ? 0ar
0 - 0.4
02 0 0.2 0.4 06 0.6 1 © 01 02 03 04 05 06 0F 08 08 1
a) Perfil vertical centrado en 0.5 b) Perfil horizontal centrado en 0.5

Figura 7. Perfiles horizontales y verticales para sus respectivos mallados en Re = 10.
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Figura 9. Perfiles horizontales y verticales para sus respectivos mallados en Re = 100.
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Figura 11. Perfiles horizontales y verticales para sus respectivos mallados en Re = 400.
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2.3. Modelo de quimiotaxis
En esta seccion, se aborda en detalle la implementacion del método MRD en un
sistema de ecuaciones con un término de difusién cruzada, como es el caso de la quimiotaxis,

acopladas a las ecuaciones de Navier-Stokes. Consideramos entonces el siguiente sistema de

ecuaciones )
on
m +u-Vn=D,An—xV - (nVec),
%—i—u-Vc:DcAc—vnc,
t (192)
ou
p (E + (u- V)u) = DyAu — V7 +nVe,
V-u=0.

\

El sistema (192) fue considerado en Duarte-Rodriguez et al. (2021) y estudiado tanto
tedrica como numéricamente. La aproximacion numérica fue realizada usando un esquema
mixto en que se usan elementos finitos para la discretizacion espacial y diferencias finitas
para la aproximacion temporal. Dicho trabajo numérico forma una base para comparar y
verificar los resultados obtenidos usando el MRD.

En lo que sigue presentamos la discretizacion del sistema (192).
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2.3.0.1. Discretizacion para n. Al considerar la primera ecuacion en (192)

y aplicar la estrategia general del MRD se tiene que

ot Ox Yy
dc| OF - 9c1" OF - d
S| g |8 [A ] 7
XN oz | or [ﬁy] oy o
8—’
- Sa—? + O, (193)
n it — i
Para el primer paso del tiempo usamos la aproximacién temporal a AL para obtener

(AtD,H — S — AtC,) it = —Si". (194)

. . . on  3amtt —4pm 4+ gmot
Y para los siguientes pasos la aproximacion temporal es dada por — =

ot 2At ’

con lo que se llega a

(2AtD, H — 3S — 2AtC,,) ™ = —4S7™ + Sa™ !,

En cualquier caso, la ecuaciéon puede ser escrita de la forma

A,am™tt = am,
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Asi

At = AL (195)

2.3.0.2. Discretizacion para ¢ y Ac. Considerando la ecuacion para ¢ en

(192) y aplicando la estrategia del MRD se obtiene

— (iC — 1d aF —1 — 7d 1 —1d
D.H¢ S@t S ([ 1] &z’F + (o] F7 4~ ) e
de
=S— C. 1
Sat +C.c (196)

Asi, para el primer paso de tiempo se tiene el sistema

(AtD.H — S — AtC,) & = —S&, (197)

y para los siguientes pasos se tiene

(2AtD.H — 35S — 2AtC,) & = —48¢™ 4 S L,

En cualquier caso, la ecuacion se reescribe de la forma
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de lo que sigue que

-m+1 __ —1 m
"t =A""-d"

Una vez conocido el vector ¢, es necesario aproximar Ac con el objetivo de usarlo en
el célculo de 7 en (193). En este esquema de aproximacion el laplaciano Ac es calculado

usando la relacion (181), con lo que, usando las condiciones de frontera para c, se tiene
Ac= S (H?). (198)

2.3.0.3. Discretizacion para u. En el término de flotacion sera tomada la
funcion ¢ de la forma ¢(x,y) = —gy con lo que V¢ = —gj. Con esto la ecuaciéon para u se

reduce a

p (?‘9_‘; + (u- V)u) + V7 + gnj = DyAu,

y en la formulacion velocidad-vorticidad se tiene

on

DyAw = p (g—j + (u- Vw)) + g%v

de lo que la discretizacion resultante al usar el MRD es



Estudio tedérico y numérico de un modelo de quimiotaxis doble en fluidos 111

—

. L 0w L wOF = GOF -\ . on
D H& Dquw—pSat+pS <[u1] &BF + [ds] 0yF w—l—gSax
o L ,on

Procediendo como antes, la aproximacion para el primer paso del tiempo es dada por

—

0
(AtDGH — pS — AtCL) &' — AtDyGF. = —pS@® + Atha—Z, (199)
y para los demas pasos es dada por
3
(2AtDGH — 3pS — 2AtC,) &™ ! — 2AtD G = —4pS&™ + Sp™ ! + 2At95£.

Al aplicar las condiciones de frontera, se reorganiza el sistema (véase p. 90), obteniendo los
valores de & en todos los nodos desconocidos.
Una vez conocido &, los vectores u; y s son calculados como en la Seccion 2.2.
2.3.1. Implementacién Numeérica. Con el objetivo de validar nuestro es-
quema planteamos un experimento numérico usando los mismos datos usados en las simula-
ciones presentadas en Duarte-Rodriguez et al. (2021), a saber, consideramos las condiciones

iniciales
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co = 30exp (—5(z — 1)> = 5(y — 0.5)%)

uy =0,
donde s; = 0.2,50 = 0.5 y s3 = 1.2. Ademés, consideramos los parametros At = 107°, y =
8,D,=4,v=6,D,=10,D.=p =1y ¢(z,y) = —1000y.

Aunque el dominio originalmente considerado en Duarte-Rodriguez et al. (2021) es el
rectangulo © = (0,2) x (0, 1), en nuestro caso consideramos el dominio 2 = (—0.6,2) x(—1,2)
con el objetivo de que las condiciones de frontera sean verificadas de mejor forma por los
datos iniciales considerados. Por otro lado, para lograr un mejor comportamiento de las
soluciones aproximadas, el mallado usado no se define de forma regular, a saber, usamos un
mallado de 40 x 40 sobre todo €2, pero refinado en el sub-rectangulo [0.5, 1.5] x [0, 1] , ademés
los puntos en las esquinas de €2 fueron retirados, como se muestra en la Figura 12.

Para realizar la implementacion del MRD en este caso seguimos el siguiente procedi-

miento:

1. Inicialmente calculamos w' usando el sistema (199) y siguiendo el mismo procedimiento
iterativo presentado en la la Subseccion 2.2.1, tomando n como ng. Al final de este

proceso también conocemos uj y u3.
2. Conocido el dato inicial ¢y calculamos su laplaciano usando la relacion (198).

3. Con los datos conocidos o recién calculados, usamos el sistema (194) para calcular n'.



Estudio tedrico y numérico de un modelo de quimiotaxis doble en fluidos 113

e EC TP PR 5
1

1

1

] i
16§ 1
i

i

1

1E ]
1 1

1

1

- |
0.57 : :
|

i

E

0F 1
1 1

1

1

- i
-0.5% _‘I
i

i

1

B e L
0.5 ] 0.5 1 1.5 2

a) Malla del problema

Figura 12. Mallado no uniforme del problema.

1

4. Con los datos conocidos o recién calculados calculamos ¢' resolviendo el sistema (197).

Con el vector recién calculado para ¢ calculamos su laplaciano usando la relacion (198).

5. Conocidos ahora todas las incégnitas en el paso de tiempo 1, usamos las formulas para
los pasos de tiempo mayores o iguales que 2 y resolvemos siguiendo el mismo orden

antes planteado.

Los resultados obtenidos del experimento niimerico son presentados en las Figuras 13,
14 y 15, para el campo de velocidades, la densidad de células y la concentracion de quimico,
respectivamente. Se observa el comportamiento esperado por el sistema y se obtiene una

distribucion espacio-temporal similar a la ya obtenida en Duarte-Rodriguez et al. (2021).
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Figura 15. Evoluciéon de la concentracion del quimico.
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2.4. Quimiotaxis doble en fluidos
Finalmente, con el objetivo de generalizar los resultados anteriores, consideramos la
aplicacion del MRD para un modelo de quimotaxis doble en fluidos. Més especificamele,

consideramos el sistema

?9_7; +u-Vn=D,An —x.V-(nVc)+ x,V - (nVv),

dc

a—l—u-Vc—DcAC—WnCa

v (200)
E+u-vv:va+)\n—uv

p (68_1; +(u- V)u) = DyAu — V7 +nVo,

V-u=0.

\

2.4.0.1. Discretizacion para n. Al considerar la primera ecuacion en (200)

y aplicar la estrategia general del MRD se tiene que

) L g OF - g OF -\ L
D, Hii = S— - F - F
WHT Sat +5 ([ul] e + (1] o n
1" oF 9211 OF
C ~ C ~
Rl e A R () Rl At N Vel 7
av ]’ oF 071 OF
v ~ v ~
_ e _F—l e _F—l A—»d —
X5 ([ x| Ox * [8y} dy A
_ s o (201)
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De donde identificamos que la tinica diferencia con el caso de la secciéon anterior, es que en
esta formulacion la matriz C,, ha cambiado para incluir el efecto del quimico v. Por lo tanto,
las discretizaciones para el primer paso, y para los pasos posteriores son como las presentadas
en la seccion anterior.

2.4.0.2. Discretizacion para v y Av. Considerando la ecuaciéon para v en

(200) y aplicando la estrategia del MRD se obtiene

L v L wOF L OF - . .
DUHU—Sat+S<[u1] GxF + [ts) ayF +pld | v — AST

—

— S% +C, 7 — ASi. (202)

Asi, para el primer paso de tiempo se tiene el sistema
(AtD,H — S — AtC,) o' = —Si° — AtAST, (203)
y para los siguientes pasos se tiene
(2AtD,H — 35 — 2ALC,) 0™ = —450™ + Sv™ ! — AtASi.

En cualquier caso la ecuacion se reescribe de la forma
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de lo que sigue que

-m+1 __ —1 m
vt = A dl.

Una vez conocido el vector ¥, estimamos A# usando la relacion (181), con lo que,

usando las condiciones de frontera para v, se tiene

A= S"1. (HD). (204)

Las discretizaciones para las variables u y ¢ siguen siendo las mismas que en la secciéon
anterior, ya que en las ecuaciones para estas variables no aparece explicitamente la relacion
con el quimico adicional v.

2.4.1. Implementacién numérica. Planteamos ahora un experimento nu-
mérico que le da continuidad a la implementacién numérica de la Seccién 2.3, por lo que
usamos los mismos datos usados anteriormente, junto con los nuevos datos relacionados con

la variable v, especificamente tenemos los datos iniciales dados por:

ng = Z (7T0exp (=8 (z — si)” —10(y — %)),
co = 30 exp (—5(x — 1) —5(y — 0.5)2) ,
vy = 20yexp(—6(x — 0.5)% — 5(y)?),

uO:O,
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donde s; = 0.2, 55 = 0.5 y s3 = 1.2. Ademas, consideramos los pardmetros At = 107°, x, =
8D,=4,v=6,D,=10,D.,=p=1,D,=2,x, =3, A=30, u =1y ¢(z,y) = —1000y.

La malla utilizada para el sistema es la misma usada en la secciéon anterior, esto es,
la presentada en la Figura 12.

El procedimiento es similar al usado en la secciéon anterior, con el paso adicional de
determinar el vector v después de tener calculado el vector n.

Los resultados obtenidos son mostrados en las Figuras 16, 17, 18 y 19 para el campo
de velocidades, la densidad celular, la concentracion del quimico ¢ y la concentracion del
quimico v, respectivamente.

Adicional a lo visto previamente, recordando la primera ecuacion de (200) la cual es:

g_:fl +u-Vn=D,An—x1V - (nVc) + x2V - (nVv)

se tiene que es una ecuacion conservativa para la densidad celular. Aunque el MRD carece de
fundamentos para garantizar la conservacion de la masa de la variable n, evidenciamos que

con mallados mas refinados, como se tiene en la Tabla 1, el porcentaje de pérdida disminuye.
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0.5 0 0.5 1 1.5 2 -0.5 o 0.5 1 15 2

e)t=2x10"3 f)t=5x10"3

Figura 17. Evoluciéon de la densidad celular.
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0.5 0 0.5 1 1.5 2 -0.5 o

e)t=2x1073

Figura 18. Evoluciéon de la concentracion del quimico atractor.
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0.5 0 0.5 1 1.5 2 -0.5 o 0.5 1 15 2

e)t=2x10"3 f)t=5x10"3

Figura 19. Evolucion de la concentracion del quimico repelente.
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kxk | Area=73.7263 | % Perdido
10 x 10 64.5126 12.5 %
20 x 20 68.8652 6.6 %
30 x 30 69.2987 6 %
40 x 40 70.1128 4.9%
50 x 50 70.7224 4.07 %
Tabla 1

Conservacion de la masa para n y sus porcentajes de pérdida para
diferentes tipos de mallados uniformes.

3. Conclusiones
= Se realiz6 un estudio teérico y numérico de un modelo de quimiotaxis-Navier-Stokes

considerando dos senales quimicas.

= Se probo la existencia y unicidad de solucion blanda en espacios criticos de Besov-Herz
débiles; ademas se verifico la auto-similaridad y el comportamiento asintético de las

soluciones.

= Se presentan nuevas estimaciones producto en el contexto de los espacios de Besov-
Herz débiles, asi como estimativas para los términos lineales y bilineales presentes en

las ecuaciones.

= Se implement6 el método de reciprocidad dual para las ecuaciones de Navier-Stokes, y
quimiotaxis-Navier-Stokes; para la primera se verifica la validez del esquema realizando
la llamada prueba del Flujo impulsado en una cavidad cuadrada y comparando con

resultados reportados en la literatura, para la segunda se comparan los resultados con
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los obtenidos en trabajos anteriores usando el método de elementos finitos al usar el

mismo conjunto de datos iniciales y parametros del sistema.

= Numeéricamente se pudo observar que el MRD trae complicaciones cuando no se respeta
las condiciones de frontera, dado que es netamente un modelo de frontera. Ademas,
evidenciamos que se debe tener cuidado con el tratamiento que se hace en las esquinas

al trabajar con dominios no suaves.

= Kl MRD permite de manera sencilla el uso de mallas no uniformes sin necesidad de

adaptaciones a los esquemas ya planteados.
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Anexo
En este anexo presentamos la demostracion de todas las estimaciones producto usadas
en este trabajo. Todas las estimaciones son establecidas de forma independiente y de la forma
mas general posible de tal forma que puedan ser usadas para referencias futuras. Aunque la
idea general de todas las estimaciones es similar, cada una de ellas tiene detalles particulares
que deben ser analizados, por lo que no es posible establecer una sola estimativa producto
general. Hacemos énfasis que la imposibilidad de tomar los indices 1 o oo en la estimacion (19)

nos obliga a usar un conjunto de indices auxiliares en las demostraciones de estas estimativas.

Lema 3.1. Sean N > 2,1 <q¢<r <o0, p1 >0ypy €[0,1) tales que2+%—%—p1>0, Y
supongamos que 3—N —(p1+p2) <0sir < ¢ o S—E—M—(m +pa) <0 siq <r. Entonces,

0,—2+2+ 0,3+ +p1+
para n € BWK oo 00" yece BI/VK,«OOOO , tenemos que nVe € BWK ;oo 00" e

tenemos la estimacion del producto

el oo emers SO oscson el o (205)

q,00,00 q,00, oo

Demostracion. De la descomposicion de Bony (14), obtenemos

A; (nVe) = Z Aj (Sg—anAVe) + Z A; (Sp—2VelAyn) + Z A; <AknAch>

lk—j|<4 lk—j|<4 k>j—=2

=+ I+ 1. (206)
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Con el objetivo de estimar I{, sea ¢* tal que % = qi* + %, y sea ¢ < ¢* < ¢* lo suficientemente
cerca de ¢* tal que 2 — qﬂ* — p1 > 0 (esto es posible ya que 2 — qﬂ* — p1 > 0), entonces, para 7

tal que % = q% + %, usando la desigualad de Holder y el Lema 1.9, tenemos

H]JHWKO <C Z [1Sk- 2n||WK07 ||Akvc||wl'<2,oo

|k—j]<4
<C Z < Z HAm”HWKO.* ) 2" HAkCHWKgoo
h—gl<4 \m<k—2 o |
<C ), ( > 2 mnllwkgm) 22 Al g,
k—j|<4 \m<k—2 7 |
< Cln v, | 22 D) k(1= T )
>~ || HBWKE 002:01\7+01 ” ||BWK?'OOIOP2 W <m<k )

a* _p) k 1—4—
S CHTLHBWKO —24 & +p1 H HBWKO i+P2 Z 2 Ty 1 2 ( 7 /72)

'3,ﬂ,
< CHnHB 2002; Tp1 H HB K +p2 27 ( q (P1+p2))‘
Asi,
w —j(=3+Z+(p1+p2)
HI]” KO = ||”||B Kgof; o lle HBWKMO?X22 s, (207)

Ahora tomamos en consideracion ]g' . Note que debido a la condiciéon 1 — ps > 0

podemos tomar un nimero real 7 >> 1 tal que 1 — ps — % > 0, y sea q tal que % = % +

Q=

’
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entonces tenemos

ng“wko <C Z ||Sk—2vc||wk9 ||Ak:”||wf<9
P 7,00 3,00

|k—7|<4
<oy ( 5 ||Amwuwkgw) Anlhyss
lk—j|<4 \m<k—2 ’ ’

<o Y (Z 2" (F=3) || A Vellwio >2m<ﬁ> A7l g

lk—jl<4 \m<k—2

<C > (Z 2" | Aelyy o )2’““515) N

[k—j|<4 \m<k—2

1—py—X E(2—X—
<Cllel om0 omaiin D (z (1o r>>2< P

7,00,00 q,00,00

|k—j|<4 \m<k—2
SCHnH 0,2+ 4p; H H 0. N 41y Z 2k(1—/)2—%)2k(2—%_p1)
BWKgloo,00" BWK,% ! S
(3=4 —(p1+p2)
SOHnHB Sl e HBWK Firo 2 (35 ~(ortem)),
Esto es,

) —j(=3+E+(p1+p2)
1By < Ol oo el 002 S84 2 o)
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(208)

Finalmente, estimamos I3. En primer lugar, consideremos el caso r < ¢'. Note que en

las condiciones del lema tenemos 3 — N — (p; + p2) < 0, por lo que podemos tomar q¢ >dq



tal que 3 — % — qﬂ — (p1 + p2) < 0. Denote por & el namero tal que % = % +3

||I]HWK0 <C Z HAk”AkVCH

k>j—2
SCl,  aaeyan > 2077|247
BW Kéaow k>j—2
< Cln| 2N Z ok(2= 5 —p1)ok HA’““CH
BWK g 0,00 )

<Clnll, o
BWEK

Por lo tanto,

<C > Al || Axve|
k>j5—2

2+ M4y Z 2k(2*%*P1)2k2k(7—f>
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1

WKO
q » 00

<0
WKG

HWKQ’OO

N

(p1+p2))

2—j(—3+%+(ﬂ1+p2)).

20000 g
k@B-4—5— (p1+p2))
< C|n o N c Z 2 7 g
| HBWKSIof,;q oo HBWKm;”2 =,
j(3-N_N_
S C ||n||BW &;j;%erl ||C||BWKrcx;;p2 2] 1 1
J J(E=-2) 174
1wy < €2 | Bllyig
i J
!
<C HnHBW 0,~24+ N 45, HCHBWK 0, 49y

q,00,00 7,00,00

WKO

137

, entonces
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En el caso ¢/ < r, sea k tal que =1 + 1 entonces
K q T

Bl <€ 3 andioe],,,, <€ 3 Mg 85,
K72 k-2 -
2777
SCHHHB O Nin Z 2 " ‘AkvcHwkgm

4.00,00" k>j—2

SCHnHB ey o Z k(= —p1) QkHAkCH

0:00,00" k>j—2 WK oo
<C ||n||B 2002; e HBWKSOZ;"?' k;2 k(2= =p1)o(1- —p2)
<C Hn”BWKS 002; i e HBWKS;;P2 k;2 ok (B—4 =T —(p1+p2))
< CHnHB 2002; o e HBWKﬂojjo” 33— = —(p1+p2))
Asi que,
1wy < C2E | Bllyyig
< C2v o2 e ”BWK?;;” J@B= N —(p1+p2))
<Cllnll oo e ||BWK 2 (o)
En cualquier caso tenemos que
15l ig . < Clnll,comaiun el o, g i(=3+ G Horte), (209)

qoooo
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Calculando la norma |||\, x0 en (206) y considerando las estimaciones (207), (208)

y (209), obtenemos el resultado. O

Lema 3.2. Sean N > 2, 1 <qg<r<ooyp €[0,2) tales que 2—N —p; <0 sir <q o

, eps 02 e s 0
2- % - g —p1 <0 siq <r. Entonces, paran € BW K g oo.00’ ' yc € BWK, %00, tenemos

Serr 024+ X4y
que nc € BWK s 00" Y

el oo < € (1o (Fell oy +lellin))e (210)

T
q,00,00 00,00

Demostracion. De la descomposicion (14), tenemos

Aj (nc) = Z A; (Sk_anlyc) + Z A; (Sk—2cAgn) + Z A; <Aknﬁkc>

|k—j]<4 |k—j|<4 k>j—2

=0 +I0+1) (211)

Para estimar ]f , note que como 2 — p; > 0, podemos tomar un namero real ¢ >> 1
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tal que 2 — p; — % > 0, y sea 7 tal que % = % + %., entonces tenemos

1 lwio . <C D2 Sk-anllwro I 8xclwio

lk—jl<4
<C Z (Z “Amn”vvkgm) ”AkCHWK?,oo
|k—j|<4 \m<k-—2
N_N N N
<C Z (Z om(g q)HAmnHWKgOO> k(4 IZ)HAkCHWK,QOO
k—j|<4 \m<k-—2 ’ :
<Clnll, ol ox Yo Y gm(2—p1—) | ok(~X)
BWK g oo,00" BWEK & oo S\
SOl omwin el w0 2k
BWK g,00,00" BWK, % o0 P

<COlnll o aini, llcll 9—i(=2++p1)
B ’ q

o BWRYE o
Asi,
J —j(=2+%+p1)

Para estimar I3, tenemos

1Bllke <C S 18k2clle 1A lhwi . < Clelm 3 1AM lico

lk—jl<4 lk—jl<4
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(212)

B(N_N _N_
<Cllele 32 26 Atk SOl g el 32 2500

K
|k—j|<4 Doeee |k—j|<4

i(o—N_
SCt””HB 0, -2+ 8 4oy HC”LOO 2]<2 T pl)

q,00,00

(213)

Ahora pasamos a Ig. En el caso r < ¢’ tenemos que 2 — N — p; < 0, por lo tanto,
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podemos tomar ¢’ > ¢ tal que 2 — % — % — p1 < 0. Denotemos por x el nimero tal que

% = % + %, entonces
SIWKQ et WK ij—Q” ”WKgm WKBI,OO
N_NY .
<Clnll . o ayn, Z Qk(2—%—p1)2k<r q’) HAkC .
BWKq,oo,ooq k>j—2 WKQOO
_N_N_
=C Hn” o 02 A 1 ||CH oo 0,0 Z 2k(2 a g P
BW K gom o BWErtee ) 5700
(2= —=— p1)
< je-N-N
R R
Asi que,
j (N_N ; (N _ N ‘2_ﬁ_
1Bllws. < C2C 1Bllwigy < OPCT NN, ocaeii el o 2075727
_i(—24+ N
<C HnHB 024X 40y HC”BWKQ,’O%OO o—i(—2+%+p1)

q,00,00
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En el caso ¢/ < r, sea k tal que + = 1 4+ 1 entonces
K q r

180k <0 D2 |[Amdee]| <O 3 Il A

k>j—2 s00 k>j—2 WK
< Cln N Z 2’“(2***P1)2k( )
Il oeon el o 3
<Cn|. oon S llc]| . Ja— Z k(=G =5 =p1)
BW quooo T,00,00 kz‘]72
< 9i(2—g =7~ p1)
<l oo Bl n 225
Por lo tanto,
J j(X_N j (N_N (2-N _p1)
1Blhgs.. < €2 Bllyrg < €GN, o acan Nell o 20757
< 9=i(=2+5+p1).
<C HnHBWKE 002; 41 || ||BWK2;:OPQ "
En cualquier caso obtenemos la estimacion
JH . —i(~2++p1)
||I3 WK <C ||n|| 2002; to1 || ”BWKMOLPQ 2 P ) (214)

Calculando la norma ||-||;;;z0  en (211) y considerando las estimaciones (212), (213)

y (214), obtenemos el resultado. O

Lema 3.3. Sean N > 2,1 < p < o0, p3 € [0,1), y supongamos que 2 — N — 2p3 < 0 si

1 1
p<2o0 1———p3 < 0 s12 < p. Entonces, para u € BWKp,OO:o +p3 u € BWKWO:O M

)
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- . - 0,—24+ 5 +2p3
tenemos que utt € BW K p 0,00

HuaHBWKEi;Q;%H% < HUHB .2,};}1;%“3 HQHBWKE’,:,:O%H?’ . (215>

Demostracion. De la descomposicion (14), obtenemos

|k—j|<4 |k—j|<4 k>j—2

=+ [+ 1 216
1 2 3

Para estimar la parte If, podemos tomar un nimero real [ >> 1 tal que 1—ps— % >0,

asi que, para p tal que % = % + % tenemos que

H]f”wfq;m <C Y 1Sk—2ully o NAkElwko

|k—j|<4
<0 3 (3 1ol ) 1ovit
lk—jl<4 \m<k—2 = ’
N_N N_N .
<C Z (Z 2" ’)HAmuHWkg,oo> 2" ”)HAkUHWKg’oo
lk—j|<4 \m<k—2

- 1—pg— XN k(1-X—
<Cllull, oo 1L ovinin, 3 (Z om(1-ps l>>2( ¥ —ps)

P,00,00 P,00,00 [k—j|<4 \m<k—2

~ EQ—ps—X)ok(1-X —
<Clull, o ] o, S i Pg(i=5oe)

p,00,00 p,00,00 |k—]|S4

~ o N
<’ “UH .01+ g HUH 0N 2](2 » 2/)3).
B p,oo,oop Kp,oo,oop
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1 lwig. < Ml oo 8, oy, 277024520,

P,00,00 P,00,00

Para la parte Ig, procediendo de forma similar obtenemos
2j(2—%—203)'

j ~
HIQHWKE},OO <C ||U||BWK2’,;I;%+03 HUHBWKE,';;%WL%

144

(217)

(218)

Ahora pasamos a I3. De nuevo consideramos dos casos. En el caso p < 2 tomamos

]5’ > p' tal que 2 — % — g — 2p3 < 0, entonces, para k tal que % = zla + ﬁ tenemos

H]?J)” Ko =¢ Z H ku~kaHWf<0 =C Z HAkUHWKg’OOHAkﬂH
Y k>j—2 K,00 k>j—2

k(1-N_— k(ﬂ,gl)

SOlull, ovir D 20757200

p,00,00 k>j—2

|s]

WK

- k(1= pg)gk(1—X—p3)
SCHUHB .07,1+%+p3 HUHB .0771+%+p3 Z 2( P P3)2 o 3

p,00,00 Pp,00,00

k>5—2
~ E2-Y N _9p3)
=C HUH o 0—14+ 8 43 HUH SRS o JO A L AT E 2 Py P
BW P,OO,oop BWKp,oo,oop k>j_2
7 je-Y L _2p,)
S CHUHB .0,71+%+p3 HUH ) .0771+%+p32 Y 3

Pp,00,00 Pp,00,00

WK?
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Asi que,

80y < 2G5 il

(N _N ~ (9N _
<CPE) ul o ], orsgan 2O
p,00,00 p,00,00

<C HUHB L 0,~1+ N 4 pg HUHB L 0,~1+ X 4 pg

P,00,00 p,00,00

2—j<—2+%+2p3>'

En el caso 2 < p tenemos

TS o) [ TS oy L
15w, . = 2 el M_QH oy B
- N
SCHUHB 0= 1+ +pg HU’HBWKO,—1+%+;73 Z oh2(1=5 p3)
p,00,00 p,00,00 kz]_Z
- 2N
< Ol oo 180, gasegon 277
Asi que,
J (2N _ N j
HI3||WK3,00 = c2(573) HI3HWJ'<§/2,Oo
(2N _N 3 oy
< 02]< P p) HUH ) .2:;1,;%+p3 Hu|’3wk2:;1,;%+% 2]( - —2p3)
- o oLN
< OHUHB -0,*1+%+p3 HUHB .0,71+%+p32 ]( 2+p+2p3)_

Pp,00,00 p,00,00
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En cualquier caso obtenemos la estimacion

. - i ﬂ
175 SCOull, oveny,y llall, sy, 27702 ), (219)
BWK B

- 0,— 14 +p3

HWKO
b,00 Pp,00,00 vaoovw

Calculando la norma |||\, x0  en (216) y considerando las estimaciones (217), (218)
p,o0

y (219), obtenemos el resultado. O

Lema 3.4. Sean N > 2,1 < g < 00, 1 < p < o0, p1 € [0,2), ps € (0,1) tales que

2+E—ﬂ—p1>05iq<p, y suponga que 3 — N — (py+p3) <0sip<qg 03— N
¢ p
(p1+ p3) <0 si ¢ < p. Entonces, paran € BVVKq,OO:o s yu e BVVKI,,oo :o s , tenemos
0,-3
que un € BWquo:o o
HunHB .2,;3;%+p1+p3 <C ”nHB ,2,;}2;%“1 Hu”BW .2;1;%+p3 . (220)
Demostracion. De la descomposicion (14), obtenemos
Aj (nu) = Z Aj (Sg—anAgu) + Z Aj (Sp—anAgu) + Z A; (Aw&w)
|k—jl<4 k—j|<4 k>j—2
=H+I+1. (221)

Para estimar If, sea p:= max{p, q} y ¢* tal que é = qi* + %, y sea ¢* lo suficientemente cerca

Dl

de ¢* tal que ¢ < ¢* < ¢* ytalqueQ— — p1 > 0, entonces, paraptalqueézq%—l—

tenemos



Estudio tedrico y numérico de un modelo de quimiotaxis doble en fluidos 147

|k—j]<4
<c Y (Z TN >||Aku|ywkgw
q",00 5
|k—j|<4 \m<k—2
T N_N
<C Z (Z Qm(q ) m”HWKS,OO> k(% ﬁ)HAkuHWKgm
[k—j|<4 \m<k-2
_N_
SCHTLH 0, 2+ +p1 ||U|| '0’*1+ﬁ+p3 Z Z 2m(2 q“* pl) 2]6(17%7103)
BWquooo WKPvOO,oop e S
<Clinllozesan 1l ocsisvin, S — X p) k(12— ps)
Wquooo poooo ‘k ]|<4
<C”nH 0,—2+ ¢ HUH 011N, 2j(3—%—01—p3).
- B ‘q:oo,ooq " B ‘p:OO,oop rs

Asi,

_i( 3N
1By SClnl, oseson llul, oo, 278 (222)

q oo, oo P,00,00

Ahora pasamos a estimar Ig. Para ello, sea p >> 1 tal que 1 — p3 — % > 0, y sea ¢ tal

ue £ =1 4+ 1 entonces
q q p’
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H‘[§||Wj(0 <C [Sk—2ullyio 1Akl o
q,0 p,o0 q,00

|k—j]<4

<c Yy (Z ||Amu||Wng) | Aenllis

|k—j|<4 \m<k—2 : '
=C Z (Z (5 -7) HAmuHWKSOO> om(g-7) | Awnlly g

[k—j|<4 \m<k-2 ’ )

—p3—5 k(2—X—
<Ol oain ol i, (Z - p>)2 o
BWK 4,00,00 BWKp 00,00 hrea \m<hes

k(1—ps—X)ok(2— X —
<Ol oaeion ol o, § 2 f)ghe )

q,00,00 Pp,00,00 ‘k—‘]|§4

i(3— N _
SOl osion Nl o mvoa, 207570,

q,00,00 p,00,00

La desigualdad anterior se reduce a

. —i(—34+ ¥
1Bllig. S Clnll, osesony vy 277054000 (223)

q,00,00 pP,00,00

Finalmente, estimamos I g Primero consideremos que p < ¢’. Dado que 3— N — (p; +
p3) < 0, podemos tomar ¢ > ¢ tal que 3 — i % — (p1 + p3) < 0. Denote por k el nimero

11,1
tal que - = 7T ok entonces
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15l e,

Por lo tanto,

Bl
il

<0 3 [na, <0 3 Ity |50l
.00 k

k2j=2 >j—2 WK,
N ~
<Ol ooy 30 205 A
BWKS,;;Q . k>j—2 WKSI,OO
k ﬂfﬂ) N
SCOlnll a3 2 (x-2 |8
BWKq,oo,ooq kzj_2 WKZ())’OO
kB=5 =5 —(p1+p3)
<Clnll - ocaeiion lull ooy § e
q,00,00 p,00,00 k2]72
i(3— N _
S Ol oo el o1, I ~(ortes)),

<P ]y
<OPCTD Il oaigin Il o sgp, 20757004
B q,00,00 p,00,00

—i(=34+ X
=C HnHB 0,2+ 4py HUHB L 0,—14+ 8 4pg 2 J< + q+(p1+p3)).

q,00,00 p,00,00

1

1 1
En el caso ¢’ < p, sea k tal que + = - + 5> entonces

q

149
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1B lig . <C 3 [dwndia] <0 3 10wl [Ase
fe,00 k

W KO
k2j=2 >j—2 p,o0

N ~
< Cn E k(2= —p1) ‘ A UH
=l ”BWKSI;%;%WI k>j—2 ‘1 ; WKY
< C'n]| N E k(2= —p1) ‘A UH
- BW K0Y72+7+p1 k V]/Kg»oo

Bosee k>j—2

k(2—Y — 1-N_
S C ||n||BW .0,72+%+p1 ||u||BWKOV71+%+P3 Z 2 ( q P1)2( P PS)

q,00,00 p,00,00 k.ZJ72

k(3—N_N_
< CHnHBWKOv*Wr%ﬂn HUHBWKO,—H%JF% Z 2 (3= =5 —(prtps))

q,00,00 p,00,00 kZ]72
3-N_N_,
S C HnHB -Ov*2+%+91 HUHB .0,71+%+p3 23( ¢« p P1 p3)
q,00,00 p,00,00
Asi que,
J (NN j
1Bl < CFE N g
(5 (3= N_N_,
< OGNl ooy Tull o v, 275
q,00,00 p,00,00

i(3=N _, —
S C ||n||B -0»—2+%+p1 HU’HB .O,—1+%+p3 2]( q Pl ,03)'

q,00,00 P, 00,00

En cualquier caso, tenemos que

: —j(—3+X .
Hﬁ”wkgm <C ||n||E_m_(m_2+%+p1 ||u||B e ey 2 3(=3+ 5 +(pr+ps))

4,090,900 p,00,00

150

(224)
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Calculando la norma |[|-||;z0 en (221) y considerando las estimaciones (222), (223)
q,o0

y (224), obtenemos el resultado. O

Lema 3.5. Sean N > 2,1 <r < oo, 1 <p <00 ypaps € (0,1) tales que 1—{—%—%—,02 >0

sir < p, y supongamos que 2 — N — (pa+ p3) < 0 sip <71’/ 02—%—%—(p2+p3) <0
1 . 0N
si v’ < p. Entonces, para u € BWKp,Oo:o s yc € BWKS,’OQ,:;OPQ, tenemos que uVe €

i 024 S Hp2tps
BWK, s00" Yy

||ch|| i 2+ N | potpg 0—+p2 HUHBWKoﬁH%Hg . (225)

Pp,00,00

Clell o
Demostracion. La descomposicion (14), nos da

Aj (uVe) = Z Aj (Sp_2ulAVe) + Z A; (Sp—2VeAgu) + Z A; (AkuAch>

Ik—jl<4 Jk—jl<4 k>j-2

=+ 1+ (226)
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Para estimar If, sea p >> 1 tal que 1 —p3 — % > 0, y sea 7 tal que % = %—I— %, entonces

s <€ 3 siesulhvig, 13Vl

[k—j]<4
<o (Z Hmuwkgm) ATl
lk—jl<4 \m<k—2
N_N N_N
<C > (Z 2 ﬁ)HAmuHWKS,OO> 22 el
lk—jl<4 \m<k—2
< Z Z 2m(1*P3*ﬂ—) 2k<1,§,p2)
=¢ HUHBWK&;I,;%+% HCHBWK%O%I"M |k—j|<4 (m<k2 ” T
k(1—p3—E) ok(1- X —py
S Ol gy 1l k—%;f S
—j(=24+ N +(pa+
<C HuHB 014N 10 HCHBWKE;O%;% 9—3(=2+ 3 +(p2+p3))

p,00,00

Asi,

. —i(—24+ N
||]{HWK'9,OO S C ||u||BWKO,—1+%+P3 ||C||BWK2:O%;>OP2 2 j( o+ T ++p2+p3)' (227)

p,00,00

Para estimar I}, sea p := méax{r, p} y r* tal que % = ri + %, y sea r* lo suficientemente

. ~ « N ~ 11
cerca de r* tal que r <r* <r*y tal que 1 — = — p» > 0, entonces, para p tal que & = = +

oy

Dl

tenemos
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|k—j]<4
-y (z INCAIN )uAkuquw
lk—j|<4 \m<k—2 % ’
N_N
< 5 (3 P 0D a2 sl
|[k—j|<4 \m<k-2
N N
<Cllell. omipllull, o vine,y Y ( 2m<1,.-*pz)) gm(1-5—ps)
BWH e PWEpoeos® 3 Jca \m<k 2
N
< Cle||. 0 X pn ull . o veneyy D k(2= —p2—ps)
WS BWEpoo” 1 s
j(2— & —(pa+
< Cllell o240 ,2;{;%%2]( ¥ —(pa-+p3)). (228)

Ahora pasamos a Ig. En el caso p <1’, dado que 2— N — (pa+p3) < 0, podemos tomar

> 1’ tal que 2 — % — % — (p2 + p3) < 0. Denotemos por « el namero tal que % = % +

S z| =

Y
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entonces
1Bl <€ 2 HA'“UA’“VCH _=¢ > IAkully ko HAkVCHWKO
k2j-2 k>j5-2 oo 7,00
N _ N ~
<C Z 250 ) || Ay o QkHAkvcH |
k>j—2 proe WKO
SCHUH . 0,—14+4& p tr3 || || Oi+p2 Z 2 o —p3 2k(1——_p2)
BWEK ) oo.00” BWK, & 1! S
N _ N
<C HU“ . 0.~ 14+ +p3 H ” 0.8 1 pp Z 2k(2*7*j*(,03+ﬁ2))
BWEK, oo,00” BWK, & 1! S
i(o_ N _
=C HCHBWKO i HUHB 0,~14+ N 4o 2/ (= ~(otpa)),
,00,00 p,00,00
Asi que,

; . ﬂ_ﬂ .
Iy < O2 ) il
(N _N ’Q_E_ i
< 02 e s Ml oo, 03 (2~ X ~(pa+p3)

P,00,00

(=24 X
<C HCHBWKO —+pz HUHB 0,—14+ 8 4 pg 2 ]( 2+T+(p2+p3)),

p,00,00
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En el caso 7' < p, sea x tal que L =1 + 1 entonces
K r p

[llyiy <€ Y [awdive| <0 3 Iy A7
k .00 k>j—2

>j—2 WKL
<C HCHBWKB,’O%,;”Z ||U||BWK2’,;1;%“3 k;Q k(1= 5 —pa) k(12 —p)
<C HCHBW}'{?;C%;P? HUHBwkg‘,;fjo%“iﬁ k;:Z k(2= 5 =5 = (p2+ps))
< Clel o 10l o, 220777700
Asi que
1Bl ke, < €2 By iy
L e

P,00,00

_i(—oL N
= CHCHBWKO’¥-H72 HUHB 0, —14+ 8 4pg 2 J( 2+T+(p2+p3))'

7,00,00 P,00,00

En cualquier caso obtenemos la estimacion

. —_qi( = n
1Bl < Cllellyy gntragn Nl s, 27 0305022) (229)

p,00,00

Calculando la norma ||-||;; 40 en (226) y considerando las estimaciones (227), (228)

y (229), obtenemos el resultado. O

Lema 3.6. Sean 1 <1 <p, 1 <p,q < o0, p1 €[0,2) tales que 1+ % — % > 0, y supongamos
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que3— N —p; <0 sil < 03———%—,01 < 0 siq <. Entonces, pamfGBWK?OOl;l
0,—2 0,—3
ymne BVVKQOO;FO + 1, se tiene que fn € BWKPOO::O o
anHB &> 003; +o1 = HfH ?001;’\’ HnH ,2:;2;%“1 .
Demostracion. De la descomposicion (14), obtenemos
Aj(nf)= 3 Ay (Seandif)+ Y Ay (SiafAin) + Y A, (AknAk f)
|k—jl<4 |k—j|<4 k>j—2
=+ I+ 1. (230)

Para estimar ]f, sea ¢ >> 1 tal que 2 — % —p1 > 0y sea [ tal que ]l? = % + %, entonces

tenemos

HIJHWKO <C Y Sk 2 lwio NAflwio <€ > (Z ||Amn||wf(gm> 1A Fllwio

|k—j|<4 lk—j|<4 \m<k—2
<C Z ( Z 2D HAmnHWKé’oo> 2 HAkaWKO
|[k—j|<4 \m<k—2 '

< C“n“ 0,—2+ & Yoy ”f” KO,,H% Z ( Z 2m(2]gl’1)> Qk(l—%)

P K e! oo |k—j|<4 \m<k—2
< C”TLH 0,—2+ & 4py ||f|| i ., Z 2k<27*7 ( )

BWKqOOOO loooo

|k—j|<4
i(3— N _

< OHn”BW 0,—2+ & N o1 ||fH KO’_H'% 23( ) ,01)'

q,00, 00 l,00,00
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Asi,

. i(3—N _
1B iy < CllL s I oy 27075700 (231)

q,0 00 l,00,00

Ahora, para estimar 7, sea p = max{p,q} y p* tal que % = }% + }5 y tome p* lo

suficientemente cerca de p* tal que p < p* < p* y tal que 1 — ]% > 0, entonces, para ¢ tal

1

ue
q p

= L + 1 tenemos
p q

HIJHWKO <C Z HSk 2f”WKoy HAanWKg"”

lk—jl<4
<C Z ( “AmeWKU )HAanWKgOO
lk—jl<4 \m<k—2 o ’
(y-x N_N
<c Y ( (3 p>||Amf||WKlom> 27 (8) | Al o
lk—jl<4 \m<k—2 ’
- N_
<SCIAN, oveninll, o ainy, Z < 2m(1 p)> k(25 -n1)
BWE 00,00 BWKq,o0,00 lk—j]<4 \m<k—2
k 1—% k(o—&N_
SOU, oy Il oy 30 2 0TF)2H5m)
loooo q,00,00 |k7j‘§4
(3N _
< Oy gocrsi Wl o ooy 267777 (232)

Finalmente, estimamos Ig. Suponga inicialmente que [ < ¢’ y sea 7 tal que 1 <7 <p

y3—%—p1>0,yseacjtalque

<=

= é + %j, entonces tenemos
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[llge <€ [ambut]| <0 Nawnlyrg. || 3e7]
700 k>j—2

E>j—2 WK
<Ol i 525 o]
= OWMlyigion 2o, lhwis..
_N_ ﬂ,ﬂ
T DE R A 0

0
qoooo WKl,oo

k>j—2

27i7
SC”TLHBWKO _oy IV Y 4oy ||f|| 0 . Z 2 p1) ( )

qoooo loooo k>_] 2
<Cln|l. o_ox Y Hf” I 9J(3=X—p1).
B qoooo loooo
Asi que,
: (5% ' T (3 N
1Bllwig < C2C D N Blie S CPE Nl o sy I, o 2670
o " B qoooo l,00,00
3_f_
<Clll oo I oaig 9I(3=F=p),
BWK

q,00, OO l,oo,oo
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/ 11,1
En el caso ¢ <, sea r tal que - = 2 T 1, entonces

[l <C 3 [amdut], ., <€ 3 1amlig[3us]
k>j—2

0
>]7 WKl,oo

k(2—N (1N
SCHTL”BWKO o4 N T+o1 ||f|| 0 1JrN Z 2( q Pl)2 (1 l)

qoooo loooo k>j*2

_N_N_
S OHnH . 0,—2+ 2% +p1 ||f|| 07,1+¥ E 2k(3 q 1 p1)
BWK

q,00 00 Kl,oo,oo k‘2]72

i(3—N _
< OHnH . 0,—2+ 3 4py ||f” s 1+ 2J(3 " p1)‘
BW qoooo l,oo,oo
Asi que,
j (N _N ; (N N 3_ﬂ_
1Bllwicy., < €2 By, < CPE o s WL oy 20757
i(3—N _
= C”TL” 0,—2+ 840y “fH 5o 1+ 2]( P p1).
BW qoooo loooo

En cualquier caso, obtenemos la estimacion

. . _ﬂ_ 1
1By < CllL s I omry 27075700 (233)

40000 loo,oo

Calculando la norma |||y, ko, en (230) y considerando las estimaciones (231), (232) y (233),

obtenemos el resultado. O
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