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RESUMEN

TÍTULO: PROPAGACIÓN DE ONDAS MAGNETOHIDRODINÁMICAS EN TU-
BOS DE FLUJO MAGNÉTICO CON TWIST. 1

AUTOR: PAULA CAMILA WANDURRAGA SANABRIA. 2

PALABRAS CLAVE: MAGNETOHIDRODINÁMICA, ATMÓSFERA SOLAR, CA-
LENTAMIENTO CORONAL, TWIST.

DESCRIPCIÓN: Las ondas magnetohidrodinámicas (MHD) que se propagan en la
atmósfera solar, según observaciones y modelos teóricos, se cree que están relacionadas
con una gran cantidad de fenómenos como lo son las eyecciones de masa coronal, el
calentamiento coronal, entre otros. Las observaciones han concluido que estas ondas
viajan a través de tubos de flujo magnético y que muchos de ellos presentan twist en
su campo magnético. Por lo tanto, estudiar la propagación de ondas desde la base de la
fotosfera a través de estos tubos permite avanzar en el conocimiento de los mecanismos
para el transporte de enerǵıa y momentum, los cuales pueden explicar algunos de los
fenómenos magnéticos de la atmósfera. Con este fin, se resolvieron las ecuaciones de la
MHD en el régimen lineal para un fluido compresible, aplicadas a un modelo de Sol en
calma con una perturbación en el campo de velocidades. Para esto se escribió un módulo
numérico de diferencias finitas, el cual se implementó en el código MAGNUS. Por medio
de este se realizaron simulaciones numéricas con diferentes configuraciones iniciales,
mediante las que se concluyó que el perfil plasma beta está estrechamente relacionado
con la morfoloǵıa del campo de velocidades y que la inclusión de twist en el campo de
velocidades únicamente a tiempo inicial, permite generar twist en el campo magnético
inicialmente uniforme y aumentar su magnitud desde 50G hasta∼0.5kG en 99s. Además
el transporte de enerǵıa electromagnética a las capas superiores de la atmósfera solar
aumenta aproximadamente dos órdenes de magnitud cuando se considera dicho twist.
Finalmente, se encontró que el máximo de la divergencia del campo magnético para
cada simulación se mantiene al orden de 10−20T/m, lo cual garantiza la ausencia de
monopolos magnéticos.

1Trabajo de grado de Pregrado
2Escuela de F́ısica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Fabio

Duvan Lora Clavijo, Ph.D.



4

ABSTRACT

TITLE: MAGNETOHYDRODYNAMICS WAVE PROPAGATION IN MAGNETIC
FLUX TUBES WITH TWIST. 1

AUTHOR: PAULA CAMILA WANDURRAGA SANABRIA. 2

KEY WORDS: MAGNETOHYDRODYNAMICS, SOLAR ATMOSPHERE, CORO-
NAL HEATING, TWIST.

DESCRIPTION: Magnetohydrodynamic (MHD) waves that propagate in the solar
atmosphere, according to observations and theoretical models, are believed to be related
to a large number of phenomena such as coronal mass ejections, coronal heating, among
others. Observations have concluded that these waves travel through magnetic flux
tubes and that many of them have twist in their magnetic field. Therefore, studying
the propagation of waves from the base of the photosphere through these tubes allows to
advance in the knowledge of the mechanisms for the transport of energy and momentum,
which can explain some of the magnetic phenomena of the atmosphere. To this aim,
the MHD equations were solved in the linear regime for a compressible fluid, applied
to a quiet Sun model with a perturbation in the velocity field. In order to solve these
equations, a numerical module of finite differences was written and implemented in
the MAGNUS code. By using MAGNUS, numerical simulations with different initial
configurations were carried out, concluding that the beta plasma profile is closely related
to the velocity field morphology and that the inclusion of twist in the velocity field,
only at initial time, allows to generate twist in the initially uniform magnetic field
and increases its magnitude from 50G to ∼ 0.5kG in 99s. Furthermore, the transport
of electromagnetic energy to the upper layers of the solar atmosphere is increased by
approximately two orders of magnitude when that twist is considered. Finally, we found
that the maximum of the magnetic field divergence for each simulation is remained at
the order of 10−20 T/m, which guarantees the absence of magnetic monopoles.

1Bachelor Thesis
2Escuela de F́ısica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Adviser: Fabio Duvan

Lora Clavijo, Ph.D.
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4.9 Evolución temporal de los campos magnéticos para las simulaciones 3D 36
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Caṕıtulo 1

Introducción

Por su cercańıa con la Tierra, los fenómenos que ocurren en el Sol afectan el acontecer
diario en este planeta de diferentes maneras, desde cambios en el viento solar que ponen
en riesgo la vida de los astronautas (Turner, 2001), hasta la radiación que perjudica
a los pasajeros de vuelos comerciales y a los satélites (Horne, 2013), afectando las co-
municaciones. Es por esta influencia directa que el estudio de esta estrella tiene gran
importancia para la f́ısica en la era actual, sobre todo teniendo en cuenta la creciente de-
pendencia de la vida moderna con la tecnoloǵıa. Por otra parte, al entender algunos de
los fenómenos solares se están develando los secretos de las demás estrellas del universo,
pues este astro sirve de laboratorio para comprender aspectos como el comportamiento
del plasma (Alfvén, 1963) y los procesos de fusión nuclear que se presentan en su núcleo.

Entre las distintas teoŕıas de plasma, la magnetohidrodinámica (MHD) ha probado
modelar con gran precisión los fenómenos ondulatorios que exhiben las estructuras
magnéticas de la atmósfera solar y los cuales, se cree, dan origen a las eyecciones de
masa coronal, fulguraciones, prominencias y además calientan la corona solar (Schmelz,
2015). La teoŕıa de la MHD acopla la dinámica de fluidos y las leyes de Maxwell para
describir el comportamiento del plasma, o en general, de fluidos eléctricamente conduc-
tores en presencia de campos magnéticos. Su rango de aplicabilidad tiene como criterios
que el fluido sea no relativista y que se mueva a bajas frecuencias, teniendo como conse-
cuencia que las corrientes de desplazamiento, la fuerza eléctrica y la densidad de enerǵıa
eléctrica sean despreciables (Priest, 2014).

Dentro de las estructuras de más interés en la atmósfera, están los tubos de flujo
magnético. Las observaciones han mostrado que en la fotosfera existen pequeños tu-
bos de flujo magnético aislados (Solanki, 1997; Zwaan, 1978) con campos magnéticos
fuertes, cerca de 2kG, y radios de aproximadamente 100km (Stenflo, 1989, 2017). Sin
embargo, en la corona no se presentan estructuras tubulares, ya que se ha observa-
do que esta capa de la atmósfera solar está completamente llena de campo magnético
(Roberts, 1997). Debido a su morfoloǵıa, dichos tubos pueden transportar enerǵıa y
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 8

momentum hacia las capas más externas de la atmósfera, tal como lo presentan Kurid-
ze and Zaqarashvili (2008) en su art́ıculo acerca de las oscilaciones de 3-minutos, las
cuales son dominantes en la capa de la cromosfera y a determinado valor del plasma
beta (β) presentan fenómenos de acople, los que permiten que la onda pase a través de
la región de transición y transporte enerǵıa a la corona. Estos fenómenos de acople han
sido observados (Muglach et al., 2005) y estudiados tanto anaĺıticamente (Zaqarashvili
and Roberts, 2006) como numéricamente (Rosenthal et al., 2002).

El estudio de la topoloǵıa de los tubos de flujo magnético ha sido uno de los objeti-
vos de diferentes misiones tanto terrestres como espaciales. Entre las más concluyentes
están las observaciones hechas por Hinode/EIS/XRT y STEREO/SECCHI/EUVI de
la radiación ultravioleta extrema y los rayos X emitidos por el Sol, en las que se detectó
la presencia de sistemas magnéticos con helicidad, constituidos por múltiples hilos en-
lazados que se interpretan como tubos de flujo magnético con twist (Raouafi, 2009).
También están las observaciones del magnetograma THEMIS, las cuales fueron utiliza-
das por Canou (2009) para estudiar la configuración del Sol antes de eventos eruptivos,
mostrando la existencia de cuerdas de flujo magnético en la atmósfera solar. Luego de
ser aceptada y comprobada observacionalmente la presencia de twist en tubos de flujo
magnético en la atmósfera solar, Warnecke (2012) utilizó datos de viento solar y simu-
laciones para calcular dicha helicidad.

El estudio numérico del comportamiento de los tubos de flujo magnético con twist
inició con Mikic (1990), quien estudió su evolución dinámica y generación mediante
vórtices fotosféricos. Luego Emonet (1998) estimó la cantidad mı́nima de twist para
que los tubos no colapsaran a vórtices y analizó su evolución teniendo en cuenta efectos
de compresibilidad, resistividad óhmica y una atmósfera estratificada adiabáticamente.
Por otra parte, Longcope (2000) diseñó un modelo dinámico que conecta un tubo de
flujo subfotosférico con twist con un campo coronal, mediante el cual estudió la apari-
ción de tubos de flujo en la corona, sus efectos sobre las demás estructuras y las ondas
torsionales de Alfvèn que surgen. Asimismo Mart́ınez-Sykora (2008) realizó un estudio
numérico acerca de la aparición de tubos que nacen en la zona convectiva y mueren en
la corona, considerando conducción térmica y transferencia radiativa.

Debido a la complejidad que añade la introducción de la componente de twist a las ecua-
ciones, los desarrollos anaĺıticos son escasos. Entre los más relevantes está el realizado
por Bennett (1999), quien investigó acerca de las oscilaciones en un medio incompre-
sible y encontró la relación de dispersión para el caso de twist uniforme, concluyendo
que para dicha configuración de campo magnético se perciben modos h́ıbridos de os-
cilación entre internos y superficiales. Posteriormente, Cheremnykh (2017) utilizó la
misma relación de dispersión para mostrar que las oscilaciones tipo kink no se afectan
por la presencia de twist magnético interno en estado de equilibrio y por el contrario,
las oscilaciones torsionales śı son sensibles a un determinado perfil radial de twist.
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El interés por observar los cambios que presenta la inclusión de twist en los sistemas
modelados, inspiró a estudiar su generación (Hotta, 2012), evolución (Malanushenko,
2011; Reale, 2016) y efectos sobre los modos de oscilación. Terradas (2012) se enfocó
en las oscilaciones kink transversales y calculó los modos propios de propagación de
las ondas MHD para una configuración de loop con twist. Giagkiozis (2015) mostró el
acople entre el twist magnético y las ondas de Alfvèn axialmente simétricas y Ebrahimi
(2017) analizó la alteración de las ondas kink en anillos coronales considerando twist
no uniforme. De la misma manera, la cantidad de twist en los tubos de flujo se estimó
mediante modelos como el hecho por Poisson (2015), el cual concluyó que las cuerdas de
flujo subfotosféricas usualmente tienen poca cantidad de twist, resultado que concuerda
con el encontrado por Zaqarashvili (2014), quien afirma que tubos con gran cantidad
de twist no son frecuentes debido a la inestabilidad kink.

Recientemente se han realizado simulaciones con sistemas más realistas como el pre-
sentado por Iijima (2017), quien propuso un modelo acertado de convección térmica
cerca de la superficie solar y obtuvo, mediante la excitación de las ondas MHD, jets
cromosféricos con campo magnético con twist. Del mismo modo, Sen and Mangalam
(2018) planteó un tubo de flujo magnético con twist desde la fotosfera hasta la región
de transición con atmósfera estratificada, cuyos resultados estiman el radio de un punto
magnético brillante y su intensidad de campo magnético de manera consistente con lo
observado.

Otros trabajos presentan el efecto de diferentes configuraciones de twist en la relación
de dispersión, el periodo de oscilación de las ondas y la interacción entre los distin-
tos modos de oscilación, tanto para el caso de tubo incompresible (Erdélyi and Fedun,
2006a,b) como compresible (Erdélyi and Fedun, 2007). Además Sturrock and Hood
(2016) muestran cómo la intensidad del campo magnético y la inclusión de twist en
este, afecta la rotación de las manchas solares, las cuales se cree que tienen estrecha re-
lación con fenómenos como la reconexión magnética y el calentamiento coronal. De igual
manera Murawski et al. (2016) describen la respuesta de un tubo de flujo magnético a la
inclusión de twist en la fotosfera, obteniendo rotación en las ĺıneas de campo magnético
y prediciendo la aparición de una inestabilidad tipo Kelvin-Helmholtz entre el tubo y el
medio que lo rodea. Esta inestabilidad también ha sido estudiada por Karampelas and
Van Doorsselaere (2018), ya que dicho proceso intensifica la transferencia de enerǵıa y
el calentamiento de loops coronales en presencia de mecanismos de disipación como la
resistividad.

Además del twist en las ĺıneas de campo magnético, con el fin de llevar a cabo simula-
ciones más realistas, se han desarrollado perfiles de temperatura como el observacional
realizado por Vernazza et al. (1981) conocido como el modelo VAL III C o el perfil
anaĺıtico propuesto por Del Zanna et al. (2005), el cual es una muy buena aproxima-
ción del observacional. Estos modelos de temperatura presentan cierta flexibilidad al
momento de obtener perfiles de presión y densidad, ya que, aunque se relacionan me-
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diante la ecuación de estado y de equilibrio hidrostático, existe una constante que ajusta
dichos perfiles y por tanto, da paso a diferentes modelos (Kudoh and Shibata, 1999).

Con la anterior motivación, en este trabajo de grado se busca estudiar la propagación
de ondas magnetohidrodinámicas en un medio similar al de la atmósfera solar, con el fin
de comparar la cantidad de enerǵıa transportada a sus capas superiores para diferentes
modelos de campos magnéticos y de velocidades con y sin twist. El presente trabajo
está organizado de la siguiente forma: en el caṕıtulo 2 se describe de manera general
la composición del Sol, su estructura y funcionamiento. En el caṕıtulo 3 se modela la
atmósfera solar mediante las ecuaciones de la MHD con sus respectivas aproximaciones,
luego de esto, se añaden los perfiles de temperatura, densidad y presión iniciales, junto
con la configuración del sistema en el estado de equilibrio y las condiciones de fronte-
ra empleadas, además de los métodos numéricos, como lo son las diferencias finitas, el
método de ĺıneas y el transporte de flujo restringido (ver apéndices A, B). En el caṕıtulo
4 se muestran los resultados obtenidos y finalmente en el caṕıtulo 5 se presentan las
conclusiones de las simulaciones realizadas.



Caṕıtulo 2

Aspectos generales del Sol

El Sol es una esfera de plasma, cuya masa está mayormente compuesta por Hidrógeno
(73 %) y Helio (25 %). Además de esto, también contiene Carbono, Nitrógeno, Ox́ıgeno
y otros gases en cantidades tan pequeñas que solo logran constituir el 2 % de su masa
(Payne, 1925). Dichos átomos se mantienen juntos formando la estructura esférica del
Sol debido a la atracción gravitacional de los mismos, la que a su vez se compensa con
la presión que generan los procesos nucleares que se llevan a cabo en su núcleo.

Figura 2.1: Capas internas y externas del Sol a escala, en presencia de algunos de los
fenómenos más recurrentes en ellas.

El modelo más aceptado (Ryan and Norton, 2010) indica que el interior del Sol (Hansen
et al., 2004) está conformado por un núcleo en el centro, una zona de radiación y una
zona de convección (ver figura 2.1). El núcleo contiene la mitad de la masa del Sol en
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un radio de 150Mm, lo que equivale a 0,25R�, donde se llevan a cabo diversos procesos
de fusión nuclear. El más significativo de estos procesos es la cadena protón-protón,
una reacción en la cual, a partir de átomos de Hidrógeno se genera Helio. Otro proceso
es el ciclo CNO el cual, mediante el uso de Carbono, Nitrógeno, Ox́ıgeno e Hidrógeno,
genera átomos de Helio. Esta última reacción no es tan conocida ya que para estrellas
del tamaño del Sol, no es dominante. La enerǵıa generada en el núcleo viaja hacia la
zona de radiación, la cual contiene materia con una densidad tal que los fotones no
pueden viajar libremente por lo que éstos colisionan y son dispersados, aumentando aśı
su longitud de onda desde rayos gamma hasta luz visible cuando alcanza la superficie,
demorando su transporte a la parte más exterior de esta zona. El fenómeno mediante el
cual la enerǵıa atraviesa la zona de radiación en forma de fotones que son continuamen-
te absorbidos y emitidos es llamado difusión de radiación. Por otra parte, en la zona de
convección la enerǵıa es transportada a la superficie del Sol en forma de calor mediante
corrientes convectivas. Además, debido a que la zona de radiación gira como un sólido
ŕıgido y la zona de convección presenta rotación diferencial (Spiegel and Zahn, 1992),
es decir, rota más rápidamente en regiones ecuatoriales que en los polos, se provoca
gran cizalladura entre ambas capas creando una zona de transición para dicha rotación,
llamada la tacoclina.

La atmósfera se define como la parte del Sol desde la que los fotones pueden escapar
directamente hacia el espacio (Priest, 2014); está compuesta por la fotosfera, la cromos-
fera y la corona solar (ver figura 2.1), donde cada región se distingue por sus diferentes
propiedades f́ısicas (Payne, 1925). La fotosfera consta de gránulos o celdas de convec-
ción, se diferencia de las demás capas por ser la zona desde donde la mayor parte de la
luz visible es radiada y por la presencia de fenómenos como las manchas solares y las
fáculas; su temperatura aproximada en la base es de 6000K y de 4000K en su exterior.
En la cromosfera la temperatura disminuye hasta 3800K justo antes de aumentar hasta
los 35000K en su parte más externa; en ella se observan fenómenos muy complejos como
las protuberancias, las fulguraciones o erupciones, las esṕıculas, las fibrillas, las playas
solares, entre otros. La última capa de la atmósfera es la corona solar, la cual es un aura
de plasma de baja densidad a una temperatura de tres millones de grados Kelvin con
caracteŕısticas especiales como la presencia de anillos coronales, cavidades filamentales,
puntos brillantes, fulguraciones, viento solar y la más notable, el calentamiento coronal.

Por otra parte, entre la cromosfera y la corona existe una capa que se conoce como
la zona de transición (Mariska, 1986), la cual es una región que no se distingue por
su altura ni por un espesor determinado, sino porque, tal como su nombre lo indica,
en esta región se llevan a cabo algunos cambios en las caracteŕısticas de la atmósfera
solar como una variación abrupta en la temperatura, presión y densidad. Debajo de
dicha zona domina la presión del fluido y por encima la presión magnética, lo cual está
determinado por el valor plasma beta β = P/Pmag, que en la fotosfera y cromosfera
corresponde a β > 1, en la zona de transición a β = 1 y en la corona a β < 1. Esto
implica que la densidad volumétrica de enerǵıa térmica controla el comportamiento del
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plasma en la parte interior de la atmósfera, mientras que en la corona solar es la densi-
dad volumétrica de enerǵıa magnética la que domina y modifica las estructuras de los
diferentes fenómenos solares.



Caṕıtulo 3

Ecuaciones de la Magnetohidrodinámica

La magnetohidrodinámica es un modelo matemático que describe la interacción a ba-
jas frecuencias entre campos magnéticos y fluidos eléctricamente conductores, como el
plasma y los metales ĺıquidos. Por su dedicación en el desarrollo de esta nueva rama,
le fue otorgado, a Hannes Alfvèn el premio Nobel de f́ısica en 1970 (Alfven, 1971). En
esta teoŕıa, el fluido puede ser caracterizado por pocos parámetros como la densidad
de masa, la velocidad y la presión, y sus propiedades materiales son independientes del
tamaño f́ısico de la muestra (Schnack, 2009).

Las ecuaciones de la MHD surgen del acoplamiento entre las ecuaciones hidrodinámicas
y las leyes de Maxwell mediante la ley de Ohm bajo la aproximación de bajas frecuencias
y velocidades, es decir, para un fluido no relativista. Dichas aproximaciones afectan
las ecuaciones ya que permiten despreciar las corrientes de desplazamiento, la fuerza
eléctrica y la densidad de enerǵıa eléctrica (Priest, 2014). Un plasma se define como un
estado gaseoso ionizado a altas temperaturas, que presenta globalmente neutralidad de
carga (ρq ≈ 0) y localmente interacciones colectivas entre part́ıculas cargadas y ondas
(Miyamoto, 2005). Con lo anterior y considerando un plasma no viscoso con pérdidas
de enerǵıa únicamente debido a la resistividad eléctrica, las ecuaciones que lo describen
son

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~v) = 0, (3.1)

ρ

[
∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v

]
+∇P − ρ~g − ~J × ~B = 0, (3.2)

∂P

∂t
+ ~v · ∇P + γP∇ · ~v = (γ − 1) ηJ2, (3.3)

∂ ~B

∂t
−∇×

(
~v × ~B

)
= η∇2 ~B, (3.4)

∇ · ~B = 0, (3.5)

donde ρ denota la densidad de masa, ~v la velocidad, P la presión, ~g la aceleración de

14



CAPÍTULO 3. ECUACIONES DE LA MAGNETOHIDRODINÁMICA 15

la gravedad, ~J la corriente eléctrica (µ0
~J = ∇× ~B), ~B el campo magnético, γ = 5/3 es

el coeficiente adiabático de los gases y η la resistividad eléctrica.

Para el estudio de la propagación de ondas, se considera un estado de equilibrio donde
las variables están dadas por ρ = ρ0(~r), P = P0(~r), ~v = ~v0(~r) = 0, ~B = ~B0(~r), de tal
forma que las ecuaciones (3.1-3.5) se reducen y el estado de equilibrio queda descrito
por la siguiente expresión

∇P0 − ρ0~g − ~J0 × ~B0 = 0, (3.6)

sujeto a las restricciones dadas por

ηJ2
0 = 0, η∇2 ~B0 = 0. (3.7)

Bajo estas condiciones, se perturban las variables en dicho estado de equilibrio de la
siguiente forma

ρ(~r, t) = ρ0 (~r) + ρ1 (~r, t) , (3.8)

P (~r, t) = P0 (~r) + P1 (~r, t) , (3.9)

~v(~r, t) = ~v1 (~r, t) , (3.10)

~B(~r, t) = ~B0 (~r) + ~B1 (~r, t) , (3.11)

donde se denotó por ρ1, P1, ~v1, ~B1 a las perturbaciones de la densidad, presión, velocidad
y campo magnético, respectivamente. Dichas perturbaciones, al ser reemplazadas en las
ecuaciones y despreciados los términos no lineales, dan paso a las ecuaciones de la MHD
perturbadas y linealizadas

∂ρ1
∂t

+∇ · (ρ0~v1) = 0, (3.12)

ρ0
∂~v1
∂t

+∇P1 − ρ1~g −
1

µ0

(
∇× ~B0

)
× ~B1 −

1

µ0

(
∇× ~B1

)
× ~B0 = 0, (3.13)

∂P1

∂t
+ ~v1 · ∇P0 + γP0∇ · ~v1 =

γ − 1

µ2
0

η

[(
∇× ~B0

)2
+ 2

(
∇× ~B0

)
·
(
∇× ~B1

)]
,(3.14)

∂ ~B1

∂t
−∇×

(
~v1 × ~B0

)
= η

(
∇2 ~B0 +∇2 ~B1

)
, (3.15)

∇ · ~B0 = 0 ∧ ∇ · ~B1 = 0. (3.16)

Cabe aclarar que en el desarrollo anterior la aceleración de la gravedad (~g) puede estar
dada por un campo vectorial no uniforme, permitiendo definir una atmósfera estratifi-
cada gravitacionalmente, lo cual es un acercamiento a un modelo más realista. También
es importante resaltar que el campo magnético se consideró no uniforme con el propósi-
to de introducir efectos de twist. Bajo estas consideraciones, y asumiendo un modelo
realista para la temperatura de la atmósfera solar y despreciando los efectos de la re-
sistividad, la resolución del sistema de ecuaciones (3.12-3.16) debe hacerse empleando
métodos numéricos. Dado que las ecuaciones son lineales, se realiza la discretización
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con diferencias finitas (ver apéndice A), en lugar de métodos más complejos como los
volúmenes finitos, los cuales son muy usados para resolver ecuaciones diferenciales par-
ciales no lineales tipo conservativas.

3.1. Adimensionalización de las ecuaciones de la MHD

El uso de métodos numéricos requiere que se lleve a cabo un escalamiento y adimensio-
nalización de las ecuaciones, puesto que algunos valores son extremadamente grandes
o pequeños respecto a los demás, lo que puede causar errores numéricos. Dicho proceso
se realiza usando valores de adimensionalización denotados por un sub́ındice a, los que
se relacionan mediante

ta =
la
va
, va =

Ba√
µ0ρa

, (3.17)

aśı, las variables y los operadores f́ısicos, denotados por el sub́ındice cero, se adimen-
sionalizan por medio de las siguientes expresiones

∂

∂t
= ta

∂

∂t0
,

∂

∂xi
= la

∂

∂xi0
, l =

l0
la
, vi =

vx0
va
,

t =
va
la
t0, ρ =

ρ0
ρa
, P =

P0

ρav2a
, Bi =

B0i

va
√
µ0ρa

,
(3.18)

donde los valores de las variables de adimensionalización se escogieron como la = 1Mm,
va = 1Mms−1 y ρa = 107 kgMm−3, con los que se obtuvieron los demás valores relacio-
nados por las expresiones (3.17), de tal manera que ta = 1s, Ba = 3,5449× 10−3T. Aśı,
dicho proceso no altera los resultados debido a que solo se utiliza durante las simula-
ciones y posteriormente se recuperan los valores f́ısicos de las variables.

De esta manera, las ecuaciones de la MHD ideal (η = 0) adimensionalizadas, en el
régimen lineal, para un fluido compresible, lucen iguales que las presentadas en las
ecuaciones (3.12-3.16), con la diferencia de que µ0 no aparece, ya que se cancela con las
demás variables de la adimensionalización, esto se prueba utilizando la expresión para
la velocidad de Alfvèn (va = Ba/

√
µ0ρa).

3.2. Estado inicial y de equilibrio

Se propone un estado de equilibrio correspondiente a un Sol en calma, es decir, sin tener
en cuenta ninguno de sus fenómenos, mediante la inclusión de un perfil aproximado de
temperatura con el cual se obtienen los perfiles de densidad y presión, además de un
campo magnético ( ~B = 5× 10−3T êz) y aceleración de la gravedad (~g = −274ms−2 êz)
uniformes y axiales. Dicho estado se altera a tiempo inicial por medio de perturbaciones
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en las componentes del campo de velocidades, modelados como pulsos gaussianos, que
pueden ser causados por modos p (Jain et al., 2011).

3.2.1 Modelo de Temperatura en la Atmósfera Solar El modelo
de temperatura de Del Zanna et al. (2005) es un perfil anaĺıtico que se ajusta de manera
aproximada a la forma del modelo VAL III C (Vernazza et al., 1981), tal como se observa
en la figura 3.1, el cual se construyó a partir de datos observacionales de un Sol en calma.
Del Zanna propuso la temperatura en equilibrio estratificada a lo largo del eje z, el cual
representa la altura en la atmósfera solar empezando desde la fotosfera, de manera que
siguiera la forma dada por

T0(z) =
1

2
(Tcor + Tphot) +

1

2
(Tcor − Tphot) tanh

(
z − zt
zw

)
, (3.19)

donde Tcor = 1,2 × 106K es la temperatura en la corona solar y Tphot = 6000K la
temperatura en la fotosfera, las cuales se separan por una región de transición con
espesor zw = 0,25Mm y cuya posición se define por zt = 2,7Mm.

Figura 3.1: Comparación entre el modelo de temperatura de Del Zanna y datos obser-
vacionales del modelo VAL III C.

En la gráfica 3.1 se determina la base de la altura, es decir z = 0Mm, como la superficie
solar, es decir la parte más baja de la fotosfera. Según el modelo de las capas de la
atmósfera solar de la NASA1, se estima que la fotosfera tiene un grosor aproximado de
0,4Mm, la cromosfera termina a una altura de 2,1Mm, desde la cual empieza la región

1Tomado de https://goo.gl/vUFsCV
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de transición cuyo grosor es muy impredecible, ya que depende de la manifestación de
ciertas caracteŕısticas, aun aśı se considera que su espesor promedio es de 0,1Mm y que
después de ella se encuentra la corona solar, la cual tiene un ĺımite superior no definido.

La variables temperatura, presión y densidad en el estado de equilibrio se relacionan
por medio de las siguientes expresiones

P0 =
2KB

mp

ρ0T0, ∇P0 − ρ0~g − ~J0 × ~B0 = 0, (3.20)

siendo estas la ecuación de estado para un gas ideal y la ecuación de equilibrio hi-
drostático respectivamente, donde KB es la constante de Boltzmann, mp la masa del

protón y ~J0 = ∇× ~B0/µ0. Considerando que el campo magnético en equilibrio es cons-

tante, la densidad de corriente eléctrica en equilibrio es cero ( ~J0 = 0) y por tanto, la

densidad de fuerza de Lorentz ~fL0 = ~fE0 + ~fM0 ≈ ~fM0 = ~J0 × ~B0 = 0, indicando aśı
que el campo magnético es libre de fuerza (Wiegelmann and Sakurai, 2012). Debido a
que la aceleración de la gravedad actúa únicamente a lo largo del eje z, de manera que
~g = −gêz y utilizando la ecuación de estado para un gas ideal, el equilibrio hidrostático
del sistema queda descrito por

dP0

dz
+
mpg

2KB

P0

T0
= 0, (3.21)

ecuación con la cual, se encuentra la expresión de la presión en términos de la tempera-
tura y posteriormente la densidad en términos de presión y temperatura. Recordando
que todas estas variables pertenecen al estado de equilibrio

P0(z) = P0(z0) exp

[
−mpg

2KB

∫ z

z0

dz′

T0(z′)

]
, (3.22)

ρ0(z) =
mp

2KB

P0(z)

T0(z)
, (3.23)

donde z0 se escoge como z0 = 0Mm y representa la base de la fotosfera, P0(z0) es la
presión en z0 en el estado de equilibrio, la cual se ajusta de tal manera que corres-
ponda a la tomada por González-Avilés and Guzmán (2015) en dicho punto, es decir,
P (z0) = 24,8Pa.

Se debe tener en cuenta que los valores de zw y zt no son los mismos del modelo de Del
Zanna, ya que el código numérico se limita al régimen lineal y por tanto se escogieron
valores apropiados de tal manera que no generaran cambios muy abruptos que pudieran
tomarse como discontinuidades e introdujeran errores en los resultados de las simula-
ciones. Esta misma es la razón por la cual es necesario utilizar un modelo aproximado
de temperatura en vez de los datos observacionales del modelo VAL III C.
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El modelo presentado en la figura 3.2 es una simplificación de las observaciones para
lograr caracterizar la atmósfera solar mediante sus propiedades principales. Aun aśı, ésta
está compuesta de plasma que se comporta de manera poco uniforme, su temperatura
y densidad van cambiando continuamente mientras su temperatura vaŕıa debido a los
diferentes procesos f́ısicos presentes en cada región.

Figura 3.2: Modelo de temperatura de Del Zanna, presión y densidad en estado de
equilibrio para la atmósfera solar.

Además de esto, en la figura 3.3 se aprecia el comportamiento del plasma beta en el
estado de equilibrio, el cual es un parámetro adimensional que se define como la razón
entre la presión del fluido y la presión magnética

β =
P

Pmag
=

2µ0P

B2
, (3.24)

siendo equivalente a una relación entre la densidad volumétrica de enerǵıa térmica y
magnética, y por tanto permite distinguir las zonas en las que cada enerǵıa domina y
modifica la estructura del fluido.

Se observa en la figura 3.3 que para las capas inferiores de la atmósfera solar (fotosfera
y cromosfera), la enerǵıa térmica es dominante, es decir β > 1, luego se encuentra
la zona de transición, en la que β ≈ 1 y para la corona solar, donde β < 1, es la
enerǵıa magnética la que controla al fluido; estando esto en concordancia con los estudios
realizados por Mariska (1986) acerca de la región de transición.
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Figura 3.3: Valor plasma beta en el estado de equilibrio en función de la altura.

3.2.2 Configuraciones iniciales Las configuraciones iniciales corresponden
a las perturbaciones sobre el estado de equilibrio previamente descrito. A tiempo inicial
las perturbaciones para la densidad, presión y componentes del campo magnético son
cero, en cambio, para las componentes del campo de velocidades, dichas perturbaciones
siguen funciones gaussianas, las cuales deben ser lo suficientemente pequeñas para sa-
tisfacer las condiciones del régimen lineal. Con el fin de evitar discontinuidades que el
régimen lineal no logre resolver, el ancho de la perturbación debe ser lo suficientemente
grande, por lo que se escoge σ = 0.1Mm en todos los casos.

Para las perturbaciones 2D, el dominio numérico correspondiente a x, y, z se escogió
como [-1,1]Mm, [-0.02,0.02]Mm, [0,3]Mm respectivamente, con una malla de 201 puntos
en x, 5 puntos en y, 301 puntos en z, la cual tienen una resolución espacial uniforme
de 10km en las tres direcciones y una resolución temporal de 0.0025s. Ya que la per-
turbación inicial se lleva a cabo en el plano xz (v1y = 0), la dinámica del problema
no se afecta en la dirección y. Por otra parte, para las otras direcciones se propusieron
dos configuraciones iniciales, una axial y una no axial (ver figura 3.4), donde las per-
turbaciones de la velocidad en x, z se modelan por funciones gaussianas centradas en
x = 0Mm, y = 0Mm, z = 0,5Mm.

1. Simulación 2D axial: para este caso solo la componente z de la velocidad es
perturbada con una gaussiana como se muestra a continuación

v1x = 0,

v1z = Az exp

{
−x

2 + (z − z0)2

σ2

}
,

(3.25)
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con una amplitud de Az = 3km/s (ver figura 3.4 izquierda).

2. Simulación 2D no axial: en este segundo modelo se perturban las componentes
x, z del campo de velocidades de la misma forma que para el caso axial, pero con
una amplitud menor en la gaussiana de x, es decir

v1x = Ax exp

{
−x

2 + (z − z0)2

σ2

}
,

v1z = Az exp

{
−x

2 + (z − z0)2

σ2

}
,

(3.26)

donde Ax = 1km/s y Az = 3km/s (ver figura 3.4 derecha).

Figura 3.4: Campo de velocidades en el estado inicial para las perturbaciones axial y
no axial respectivamente. El fondo corresponde a la magnitud de la velocidad a lo largo
de z y las ĺıneas al campo en x, z.

Además, se realizaron simulaciones 3D, cuyo dominio numérico en x, y, z está compren-
dido entre [-1,1]Mm, [-1,1]Mm, [0,3]Mm respectivamente, con una malla de 101 puntos
en x, 101 puntos en y, 151 puntos en z, la cual tiene una resolución espacial uniforme
de 20km en las tres direcciones y una resolución temporal de 0.005s. Éstas simulaciones
se hicieron con la finalidad de observar el transporte de enerǵıa cuando se incluye twist
en el campo de velocidades. Para esto se asumieron tres casos (ver figuras 3.5 y 3.6),
uno cuya perturbación es a lo largo de z, otro con una perturbación en z y con twist
en el plano xy y un tercero únicamente con twist en el plano xy, cuyas perturbaciones
toman la forma de funciones gaussianas centradas en x = 0Mm, y = 0Mm, z = 0,3Mm.

1. Simulación 3D modelo 1: caso en el que la única variable perturbada es la
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componente z de la velocidad

v1x = 0,

v1y = 0,

v1z = Az exp

{
−x

2 + y2 + (z − z0)2

σ2

}
,

(3.27)

cuya amplitud corresponde a Az = 3km/s (ver figura 3.5 izquierda).

2. Simulación 3D modelo 2: con la finalidad de comparar la enerǵıa transportada
a capas superiores de la atmósfera solar para modelos con y sin twist, para el
segundo caso se asumieron perturbaciones en las tres componentes de la velocidad
(Murawski et al., 2016), de manera que hay perturbación en z y en el plano xy
una perturbación tipo twist, de la forma

v1x =
Ax
σ
y exp

{
−x

2 + y2 + (z − z0)2

σ2

}
,

v1y =
Ay
σ
x exp

{
−x

2 + y2 + (z − z0)2

σ2

}
,

v1z = Az exp

{
−x

2 + y2 + (z − z0)2

σ2

}
,

(3.28)

cuyas amplitudes equivalen a Ax = Ay = 100km/s, Az = 3km/s (ver figura 3.5
derecha).

Teniendo en cuenta que la perturbación en la velocidad a lo largo del eje z para los
casos 3D anteriormente mencionados son demasiado pequeñas, se motiva el tercer caso
en el que únicamente existe perturbación tipo twist (ver figura 3.6):

3. Simulación 3D modelo 3: la perturbación se limita a las componentes del plano
xy del campo de velocidades, mediante las siguientes expresiones

v1x =
Ax
σ
y exp

{
−x

2 + y2 + (z − z0)2

σ2

}
,

v1y =
Ay
σ
x exp

{
−x

2 + y2 + (z − z0)2

σ2

}
,

v1z = 0,

(3.29)

donde ambas amplitudes son Ax = Ay = 100km/s.
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Figura 3.5: Campos de velocidades en el estado inicial, correspondiente a las perturba-
ciones expresadas en las ecuaciones (3.27) y (3.28).

Figura 3.6: Campo de velocidades en el estado inicial, correspondiente únicamente a la
perturbación en el plano xy, expresada en las ecuaciones (3.29).

3.3. Condiciones de frontera

Para la parte superior e inferior del dominio numérico se impusieron condiciones de
frontera fijas (Murawski et al., 2015a,b), es decir, la evolución temporal de todas las
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variables es nula, por tanto se mantienen las condiciones iniciales para dichas fronteras

∂α(i, j, 0)

∂t
=
∂α(i, j, Nz)

∂t
= 0, (3.30)

donde α es una variable arbitraria, i, j recorren todos los puntos de la malla en los ejes
x, y respectivamente y Nz es el último punto de la malla en el eje z. Esto es permitido,
ya que la parte inferior se encuentra en la fotosfera, región en la que no se presentan
cambios abruptos de las variables y en la parte superior se decidió poner frontera fija
porque los efectos de la gravedad permit́ıan que entrara materia al dominio numérico
perturbando los resultados.

Por el contrario, en el resto de las caras del dominio numérico se aplicaron condiciones
de flujo saliente (Murawski et al., 2013) las cuales, en cada paso de tiempo, toman el
valor de las variables en el punto inmediatamente anterior a la frontera en la malla
numérica y se lo asignan al de la frontera apropiada

α(0, j, z) = α(1, j, z),

α(Nx, j, z) = α(Nx − 1, j, z),
(3.31)

α(i, 0, z) = α(i, 1, z),

α(i, Ny, z) = α(i, Ny − 1, z),
(3.32)

donde la variable evaluada en (0, j, k) y en (Nx, j, k) representa dicha variable en los
planos yz que delimitan el dominio numérico a lo largo del eje x y la variable evaluada
en (i, 0, z) y en (i, Ny, z) representa la variable en las fronteras a lo largo del eje y,
es decir planos xz. Este tipo de frontera es permitida ya que no se tienen en cuenta
estructuras definidas para la simulación, sino un espacio libre y una posición determi-
nada donde se perturban las componentes de la velocidad, por tanto lo ideal es que la
materia, ĺıneas de los campos vectoriales y demás variables puedan salir del dominio
numérico.

3.4. Métodos numéricos

El método de ĺıneas es aplicable a problemas de ecuaciones diferenciales parciales con
condiciones de frontera, se lleva a cabo mediante la discretización de la parte espacial de
las ecuaciones diferenciales parciales, de modo que en cada punto de una malla numéri-
ca se pueda evolucionar una ecuación diferencial ordinaria por medio de un método
de integración estándar como por ejemplo un Runge-Kutta (Kreiss and Scherer, 1992).
Ahora, basado en el hecho de que el sistema está linealizado y con esto las funciones
son continuas pues no aparecen discontinuidades ni choques, los operadores diferencia-
les espaciales serán aproximados por el método de diferencias finitas presentado en el
apéndice A. Además de esto, se utiliza un método numérico llamado transporte de flujo
restringido (ver apéndice B), para el cual se requiere que inicialmente se satisfaga que
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∇ · ~B = 0. Dicho método integra en el tiempo la ley de Faraday, con lo que garantiza
numéricamente la ausencia de monopolos magnéticos. Con base en los métodos ante-
riormente nombrados se creó un módulo numérico con diferencias finitas para resolver
las ecuaciones de la MHD ideal linealizadas y se implementó en el código MAGNUS
(Navarro, 2017). Este módulo se agregó a una subrutina para añadir el método de trans-
porte de flujo restringido, el cual resuelve las componentes del campo magnético.



Caṕıtulo 4

Resultados

4.1. Simulaciones 2D

Con la finalidad de analizar la morfoloǵıa de las ondas, en la figura 4.1 se presentan los
campos de velocidades y en la figura 4.2, los campos magnéticos, tanto para la simula-
ción axial (superiores) como para la no axial (inferiores), en los tiempos 10s, 30s y 50s
de izquierda a derecha. Las figuras corresponden al plano xz en y = 0; la coordenada
x está definida en el intervalo [-1, 1]Mm y la coordenada z en el intervalo [0, 2]Mm.
El fondo corresponde a la componente z del campo respectivo y las ĺıneas representan
dicho campo en el plano xz. Los campos de velocidades (figura 4.1) se graficaron en
unidades de km/s y los campos magnéticos en G (figura 4.2).

La estructura de los campos de velocidades tanto para el caso axial como para el no
axial (ver figura 4.1) en 10s y 30s, presentan una forma de arco de choque debido a
que la perturbación está en la región dominada por la enerǵıa térmica, es decir, don-
de β > 1 (ver figura 3.3). En cambio, la morfoloǵıa del campo de velocidades en 50s
presenta una leve deformación en la parte superior del arco de choque, esto se debe a
que para una altura de z ≈ 1.5Mm, β < 1 y por lo tanto la perturbación está en una
zona dominada por la enerǵıa magnética. Para verificar esta relación entre la forma del
campo de velocidades y el valor plasma beta, se realizaron simulaciones con diferentes
perfiles del valor β y se concluyó que para perfiles que modelan atmósferas mayormen-
te dominadas por campos magnéticos no se obtiene la forma de arco de choque, sino
que se logran estructuras similares a las obtenidas para t = 50s, es decir, el frente de
la onda de choque tiene un perfil plano. Esto está en concordancia con los resultados
obtenidos por Murawski et al. (2013), donde el perfil de plasma beta tiene un máxi-
mo de ∼ 105 en z = 0 Mm y realiza la transición aproximadamente en z = 2 Mm,
obteniendo que la morfoloǵıa tipo arco de choque se mantenga hasta esta altura y pos-
teriormente se deforme debido a que el plasma es dominado por los campos magnéticos.

26
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En el caso no axial (ver figura 4.1 inferior) la componente z de la velocidad muestra
una estructura poco simétrica debido a la forma de la perturbación inicial, pero para
tiempos mayores tiende al caso axial (superior), ya que los parámetros del medio, tales
como temperatura, densidad y presión están estratificados a lo largo del eje z, de los que
depende su evolución; además de que inicialmente el campo magnético es constante a lo
largo de z. También se nota que la componente z del campo de velocidades para ambos
casos disminuye en los primeros segundos, pero posteriormente aumenta su magnitud;
esto se debe a que se impone una perturbación a tiempo inicial en z = 0,5Mm, altura
en la que la presión y la densidad del medio toman valores grandes (ver figura 3.2) y
la temperatura es baja, lo que dificulta la propagación de la perturbación, a lo que se
añade la resistencia que genera la gravedad que actúa en la dirección −êz.

Figura 4.1: Campos de velocidades en 10s, 30s y 50s respectivamente en el plano y = 0,
cuyo fondo corresponde al campo a lo largo del eje z, tanto para el caso axial (superior)
como para el no axial (inferior).

La evolución temporal del campo magnético (ver figura 4.2) muestra que las ĺıneas de
campo no presentan deformación apreciable; en cambio la componente z del campo ex-
hibe diferencias entre los modelos axial y no axial en tiempos cercanos al inicial, t=10s.
Al igual que para el campo de velocidades, el caso con perturbación no axial tiende
a la morfoloǵıa del modelo de perturbación axial para tiempos posteriores, como se
puede apreciar en las gráficas correspondientes al tiempo 50s. Además se observa que
la componente z del campo magnético no vaŕıa significativamente en su magnitud.
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Figura 4.2: Campos magnéticos en 10s, 30s y 50s respectivamente en el plano y = 0,
cuyo fondo corresponde a la magnitud del campo, tanto para el caso axial (superior)
como para el no axial (inferior).

Finalmente, para garantizar la validez de las simulaciones, se calcula el máximo de la
divergencia del campo magnético para todo tiempo. En la figura 4.3 se presenta en
escala logaŕıtmica dicho valor para todo el dominio en cada paso de tiempo desde t=0s
hasta t=125s tanto para el caso axial como para el no axial, denotados por las ĺıneas roja
y amarilla respectivamente. En esta figura se muestra su comportamiento para ambos
casos, en la que se evidencia que el mayor valor que toma es del orden de 10−21T/m, lo
cual corresponde numéricamente a cero y asegurando aśı, que los errores numéricos no
hacen que se viole la ley de Gauss para el campo magnético.
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Figura 4.3: Valores máximos de la divergencia del campo magnético en cada paso de
tiempo entre 0s y 125s, para las dos simulaciones realizadas para el caso 2D.

Cabe resaltar que los casos 2D corresponden a pruebas numéricas que sirven para
verificar la validez de los módulos implementados en el código MAGNUS. A continuación
se presentan los resultados de las simulaciones numéricas 3D, con el fin de estudiar los
efectos de introducir la componente del twist en las perturbaciones iniciales, sobre la
morfoloǵıa del campo magnético y la enerǵıa transportada por las ondas MHD.

4.2. Simulaciones 3D

Con la finalidad de analizar los resultados de las simulaciones 3D, en las figuras 4.4 y
4.5 se graficó la evolución temporal de cinco isocontornos de densidad en el dominio
x ∈[-0.5,0.5]Mm, y ∈[-0.5,0.5]Mm, z ∈[0,1.2]Mm para los tiempos 10s, 40s, 69s y 99s
de arriba a abajo, para dos perturbaciones: una a lo largo de z con twist en el plano
xy correspondiente al modelo 2 (izquierda) y la segunda únicamente con twist en el
plano xy correspondiente al modelo 3 (derecha). La paleta de colores indica el valor
de la densidad en unidades de mg/m3. Para ambos casos se observa gran semejanza,
donde se nota la propagación de la materia a lo largo de z y la generación de dos pulsos
debido a la forma del twist en los campos de velocidades a tiempo inicial. También se
observa que en tiempos cercanos al inicial estos pulsos son pequeños comparados con
tiempos posteriores, esto es debido a que las propiedades del medio van cambiando con
la altura, como se observa en la figura 3.2, y mientras ésta aumenta, le permite a la
materia moverse con mayor facilidad, ya que disminuyen la presión y densidad y au-
menta la temperatura. En estas gráficas no se incluyeron las correspondientes al primer
modelo con perturbación únicamente en z, ya que para este caso los cambios en la den-
sidad no son visibles. Por esa misma razón, aparentemente no se ven diferencias entre
las gráficas correspondientes a las dos simulaciones presentadas en las gráficas 4.4 y 4.5.
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Figura 4.4: Evolución temporal de cinco isocontornos para diferentes valores de densidad
correspondientes a las perturbaciones expresadas en las ecuaciones (3.28) y (3.29) para
las columnas izquierda y derecha respectivamente, en los tiempos 10s y 40s. La paleta
de colores indica la densidad en mg/m3.

En la evolución temporal de los campos de velocidades (ver figuras 4.6 y 4.7) y de los
campos magnéticos (ver figuras 4.8 y 4.9) se graficaron las ĺıneas de campo presentes
en un dominio de [-0.5,0.5]Mm en x, [-0.5,0.5]Mm en y, [0,1.2]Mm en z, en los tiempos
10s, 40s, 69s y 99s de arriba a abajo, para los modelo 2 (izquierda) y 3 (derecha), con el
fin de poder visualizar los efectos sobre las ĺıneas de campo. La paleta de colores indica,
para las figuras 4.6 y 4.7, la magnitud del campo de velocidades en km/s y para las
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figuras 4.8 y 4.9, la magnitud del campo magnético en G. Para la evolución temporal
de ambos campos vectoriales se observan similitudes para los dos modelos: se nota que
se generan dos ondas, una que se propaga en la dirección +z y la otra en la dirección
−z. En la evolución temporal de dichas ondas se evidencia que las ĺıneas de campo de
velocidades y de campo magnético (ver figuras 4.8 y 4.9) se van enrollando, resultado
obtenido por Murawski et al. (2016) en el régimen no lineal para una perturbación tipo
twist en el campo de velocidades, con mayor amplitud y fija en el tiempo. También se
observa que la magnitud del campo de velocidades se comporta de manera similar que
para el caso 2D, es decir que para tiempos cercanos al inicial disminuye y posteriormen-
te empieza a aumentar. En cambio, para el campo magnético se aprecia un aumento
bastante significativo en su magnitud cuando una perturbación tipo twist hace parte
de la configuración inicial del sistema, dicho aumento es de aproximadamente un orden
de magnitud después de 99s, es decir, el campo magnético aumenta de 50G (t=0) hasta
∼0.5kG (t=99s), estando en concordancia con el orden de los campos magnéticos re-
portados por las observaciones (Stenflo, 2017). Los campos vectoriales para el caso de
la perturbación correspondiente al modelo 1, presentan una morfoloǵıa similar a la del
caso 2D axial, donde las ĺıneas de campo no presentan twist en el tiempo inicial ni en
tiempos posteriores.
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Figura 4.5: Evolución temporal de cinco isocontornos para diferentes valores de densidad
correspondientes a las perturbaciones expresadas en las ecuaciones (3.28) y (3.29) para
las columnas izquierda y derecha respectivamente, en los tiempos 69s y 99s. La paleta
de colores indica la densidad en mg/m3.
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Figura 4.6: Evolución temporal de los campos de velocidades correspondientes a las
perturbaciones expresadas en las ecuaciones (3.28) y (3.29) para las columnas izquierda
y derecha respectivamente, en los tiempos 10s y 40s.
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Figura 4.7: Evolución temporal de los campos de velocidades correspondientes a las
perturbaciones expresadas en las ecuaciones (3.28) y (3.29) para las columnas izquierda
y derecha respectivamente, en los tiempos 69s y 99s.
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Figura 4.8: Evolución temporal de los campos magnéticos correspondientes a las per-
turbaciones expresadas en las ecuaciones (3.28) y (3.29) para las columnas izquierda y
derecha respectivamente, en los tiempos 10s y 40s.
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Figura 4.9: Evolución temporal de los campos magnéticos correspondientes a las per-
turbaciones expresadas en las ecuaciones (3.28) y (3.29) para las columnas izquierda y
derecha respectivamente, en los tiempos 69s y 99s.

Una de las posibles causas del calentamiento coronal es la propagación de ondas mag-
netohidrodinámicas, las cuales se cree que transportan enerǵıa de las capas interiores
de la atmósfera solar hacia la corona (Klimchuk, 2015). Mediante observaciones se ha
concluido que dichas ondas existen y que además los campos magnéticos presentan twist
(Raouafi, 2009). En la figura 4.10 se compara el transporte de densidad volumétrica de
enerǵıa magnética (uB = B2/2µ0) a las capas superiores de la atmósfera solar a lo
largo de z desde z = 0Mm hasta z = 3Mm en x = 0Mm, y = 0Mm, para los tres
modelos 3D en los tiempos de 0s, 50s y 99s de izquierda a derecha. A tiempo inicial
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la presión magnética es la correspondiente al campo uniforme de 50G para los tres
casos; posteriormente, para el modelo 1, se observa una disminución debido a que la
magnitud del campo magnético toma valores menores que el campo en equilibrio a lo
largo de z, similar al modelo 2D (ver figura 4.2). Por otra parte, para las simulaciones
donde se perturbó con twist (modelos 2 y 3), la magnitud del campo magnético empie-
za a crecer de inmediato (ver figuras 4.8 y 4.9), lo cual se evidencia en la densidad de
enerǵıa magnética. En general, se observa que para el modelo 1, la densidad de enerǵıa
magnética transportada es menor que para los casos con twist.

Figura 4.10: Comparación de la evolución temporal de la densidad volumétrica de
enerǵıa magnética en x = 0, y = 0, para los tres tipos de perturbación utilizados
en los tiempos 0s, 50s y 99s.

Ahora, para comparar la propagación de enerǵıa de estas ondas en cada modelo, se ana-
liza el vector de Poynting ~S = 1

µ0
~E × ~B, cuya magnitud representa el flujo de enerǵıa

electromagnética por unidad de área y de tiempo. Dicho vector se calcula utilizando la
aproximación de la MHD para los campos eléctricos, de tal manera que ~E = −~v × ~B.
La magnitud del vector de Poynting se muestra en escala logaŕıtmica en la figura 4.11,
calculada a lo largo de z en el intervalo [0,3]Mm en x = 0Mm, y = 0Mm, para los tres
modelos 3D en los tiempos 10s, 50s y 99s de izquierda a derecha. Se evidencia que para
los casos en los que las perturbaciones son tipo twist (modelos 2 y 3), el flujo de enerǵıa
electromagnética transportada es aproximadamente dos órdenes de magnitud mayor
que en el caso en que solamente se perturba la componente z del campo de velocidades
(modelo 1). Esto se debe a que la magnitud del campo magnético aumenta para los
modelos con twist. Srivastava et al. (2017) analizaron el transporte de enerǵıa de la
fotosfera a la corona mediante una simulación realizada con el código FLASH (Fryxell
et al., 2000), tomando un perfil de temperatura realista (Murawski et al., 2015b), con
una perturbación tipo twist periódica (cada 50s) en el campo de velocidades, y ob-
tuvieron como resultado que las ondas torsionales tipo Alfvèn que se generan, pueden
transportar la enerǵıa suficiente para calentar la corona solar. De manera similar, en es-
te trabajo se encuentra que con una perturbación tipo twist en el campo de velocidades,
únicamente a tiempo inicial, se obtiene que la enerǵıa electromagnética transportada
por las ondas MHD a las capas superiores de la atmósfera solar, es mucho mayor que
en el caso sin twist.
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Figura 4.11: Comparación de la evolución temporal de la magnitud del vector de Poyn-
ting en x = 0, y = 0, para los tres tipos de perturbación utilizados en los tiempos 10s,
40s y 64s.

De igual forma al caso 2D, para las simulaciones 3D se realizó el cálculo del máximo
de la divergencia del campo magnético para cada paso de tiempo hasta t=150s para
los tres tipos de perturbación, éstos valores están graficados en escala logaŕıtmica en
la figura 4.12. Se observa que para el modelo 1 con perturbación únicamente en z, el
mayor valor que toma es del orden de 10−22T/m y para las dos simulaciones con twist
dicho valor es del orden de 10−20T/m, de manera que se garantiza numéricamente la
ausencia de monopolos magnéticos en la evolución de las simulaciones.

Figura 4.12: Valores máximos de la divergencia del campo magnético en cada paso de
tiempo para las tres simulaciones realizadas para el caso 3D.
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Conclusiones

En este trabajo se realizó la deducción de las ecuaciones de la MHD para el caso de un
fluido compresible tomando la aproximación de régimen lineal, las cuales posteriormen-
te se escribieron en diferencias finitas con la finalidad de crear un módulo numérico e
implementarlo en el código MAGNUS para resolverlas. Se alteró el estado de equilibrio
correspondiente a un Sol en calma, con perfiles realistas de temperatura, densidad y
presión, mediante perturbaciones en el campo de velocidades: una perturbación axial y
una no axial para simulaciones 2D y una perturbación en z, otra tipo twist en el plano
xy y una tercera que combina las dos anteriores para simulaciones 3D.

Para las simulaciones 2D se obtuvo que la morfoloǵıa el campo de velocidades depende
del perfil del valor plasma beta, ya que en determinadas zonas donde la enerǵıa térmica
domina sobre la magnética (β > 1) se obtiene una forma de arco de choque, pero este
se ve deformado cuando la enerǵıa magnética es la dominante (β < 1). Lo cual está en
concordancia con la simulación realizada por Murawski et al. (2013), donde el perfil del
valor plasma beta es diferente, pero la forma del campo de velocidades es el correspon-
diente a dicho perfil.

Por otra parte, para el caso 3D se concluyó que una perturbación tipo twist en el plano
xy para el campo de velocidades genera twist en las ĺıneas de campo magnético, aun-
que inicialmente este sea uniforme, resultado obtenido por Murawski et al. (2016) en el
régimen no lineal, para una perturbación en el campo de velocidades tipo twist fija en
el tiempo. También se observó que el transporte de enerǵıa magnética hacia las capas
superiores de la atmósfera solar es menor para el modelo 1, donde solo se perturba
la componente z del campo de velocidades, comparado con los casos cuyas perturba-
ciones incluyen twist, ya que este tipo de perturbación permite que la magnitud del
campo magnético aumente de 50G a ∼0.5kG en 99s. Asimismo, la magnitud del vec-
tor de Poynting es aproximadamente dos órdenes de magnitud mayor en los casos con
twist, lo cual indica que el flujo de enerǵıa electromagnética a las capas superiores de
la atmósfera solar es mayor para estos modelos. En general, se evidenció que los casos
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con perturbación tipo twist presentan mayor flujo de enerǵıa tanto magnética como
electromagnética a las capas superiores de la atmósfera solar.

De igual modo, para la densidad se nota que la propagación de la materia se da en
la dirección +z en forma de dos pulsos, y que se realiza con mayor rapidez a medida
que va avanzando, esto se debe a que la temperatura aumenta mientras la densidad y
la presión disminuyen con la altura, lo que permite al fluido moverse más fácilmente.
Además, para garantizar la validez de las simulaciones, se calculó el valor máximo de
la divergencia del campo magnético para cada simulación, resultando todas por debajo
de 10−20T/m, con lo cual se asegura numéricamente que no se viola la ley de Gauss
para los campos magnéticos.

Finalmente, con este trabajo se participó como ponente en los siguientes congresos:

Congreso Nacional de F́ısica (CNF) 2017 con póster,

Congreso Colombiano de Astronomı́a y Astrof́ısica (COCOA) 2017 con charla,

y se está escribiendo un art́ıculo para ser sometido a una revista internacional.
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T. Ray, D. P. Wójcik, and B. N. Dwivedi
2017. High-frequency torsional Alfvén waves as an energy source for coronal heating.
Scientific Reports, 7:43147.

Stenflo, J. O.
1989. Small-scale magnetic structures on the sun. A&A Rev., 1:3–48.

Stenflo, J. O.
2017. History of Solar Magnetic Fields Since George Ellery Hale. Space Sci. Rev,
210:5–35.

Sturrock, Z. and A. W. Hood
2016. Sunspot rotation. II. Effects of varying the field strength and twist of an
emerging flux tube. A&A, 593:A63.

Terradas, J. & Goossens, M.
2012. Transverse kink oscillations in the presence of twist. A&A, 548:A112.



BIBLIOGRAFÍA 46
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Caṕıtulo A

Diferencias Finitas

El método de diferencias finitas permite calcular el valor de las derivadas de las fun-
ciones en un punto en términos de las funciones evaluadas en puntos cercanos de un
dominio discretizado (Courant, 1967; Guzmán, 2010). Para esto, se definen las varia-
bles independientes x y t discretizadas por una malla numérica tal que existen Nx y Nt

valores para cada una de estas variables respectivamente, donde Nx y Nt dependen de
la resolución de la malla, es decir, de los valores de ∆x = xi+1−xi y ∆t = tn+1− tn, los
que representan la separación entre dos puntos consecutivos. De esta manera, el valor
de una función p(x, t) en algún punto (xi, t

n) de esta malla se denota por p(xi, t
n) como

se muestra en la imagen A.1.
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𝑡𝑛+2

𝑝(𝑥𝑖 , 𝑡
𝑛) 𝑝(𝑥𝑖+1, 𝑡

𝑛)𝑝(𝑥𝑖−1, 𝑡
𝑛)

Δ𝑥

Δ𝑡

𝑝(𝑥𝑖 , 𝑡
𝑛+1)

𝑝(𝑥𝑖 , 𝑡
𝑛−1)

𝑡𝑛+1

𝑡𝑛

𝑡𝑛−1

𝑡𝑛−2

𝑥𝑖−2 𝑥𝑖−1 𝑥𝑖 𝑥𝑖+1 𝑥𝑖+2

Figura A.1: Malla numérica de resolución ∆x, ∆t para una función p de variables
independientes x, t. Se presenta la función evaluada en diferentes puntos de la malla.

Para obtener las expresiones de las aproximaciones de las derivadas de la función p(x, t)
con t = tn fijo, en determinado punto de la malla (xi, t

n), se expande la función en se-
ries de Taylor alrededor de puntos cercanos a dicho punto. El orden de truncamiento
de la expansión y la cantidad de puntos cercanos alrededor de los que se expanda están
estrechamente relacionados con el orden del error de la aproximación.

Dado que la variable t es fija, se denotará p(xi, t
n) como p(xi). Expandiendo la función

p(xi) en dicho punto, dos puntos a la izquierda y dos puntos a la derecha y truncando
a segundo orden se obtienen las siguientes expresiones

p(xi−2) = p(xi)− 2∆xp′(xi) +
4∆x2

2
p′′(xi) +O(∆x3),

p(xi−1) = p(xi)−∆xp′(xi) +
∆x2

2
p′′(xi) +O(∆x3),

p(xi) = p(xi),

p(xi+1) = p(xi) + ∆xp′(xi) +
∆x2

2
p′′(xi) +O(∆x3),

p(xi+2) = p(xi) + 2∆xp′(xi) +
4∆x2

2
p′′(xi) +O(∆x3),

(A.1)

donde la prima representa la derivada parcial respecto a x y O(∆x3) expresa que el
error del truncamiento es a tercer orden.
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La derivada se escribe mediante una combinación lineal de las aproximaciones de la
función de la forma

ap(xi−2) + bp(xi−1) + cp(xi) + dp(xi+1) + ep(xi+2), (A.2)

donde se escogen los coeficientes de tal manera que el resultado sea dependiente úni-
camente de la derivada que se desea aproximar, por ejemplo, si se desea calcular la
primera derivada, se escogen las constantes para que el resultado de (A.2) sea depen-
diente únicamente de primeras derivadas.

Para el caso de la primera derivada aproximada a segundo orden, se puede calcular con
los valores de la función en distintos sitios, este conjunto de sitios se representa por una
molécula, la cual puede ser balanceada o desbalanceada como se ilustra en la figura A.2
y se utiliza para despejar la primera derivada de la ecuación (A.2).

Para una molécula balanceada, los coeficientes de la combinación son a = c = e = 0,
b = −1, d = 1, entonces la derivada se escribe como

p′(xi) =
p(xi+1)− p(xi−1)

2∆x
+O(∆x2), (A.3)

para una molécula desbalanceada hacia la izquierda (a = 1, b = −4, c = 3, d = e = 0)
o hacia la derecha (a = b = 0, c = −3, d = 4, e = −1), las derivadas se expresan como

p′(xi) =
p(xi−2)− 4p(xi−1) + 3p(xi)

2∆x
+O(∆x2),

p′(xi) =
−p(xi+2) + 4p(xi+1)− 3p(xi)

2∆x
+O(∆x2),

respectivamente.
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Figura A.2: Tipos de molécula utilizadas para el cálculo de la primera derivada de la
función p en el punto (xi, t

n) con error a segundo orden.



Caṕıtulo B

Transporte de flujo restringido

El método de transporte de flujo restringido (FCT por sus siglas en inglés) se basa en
la integración de la ley de Faraday en cada elemento de volumen, con la finalidad de
discretizar los campos magnéticos para que al evolucionarlos se satisfaga con errores de
precisión numérica la ausencia de monopolos magnéticos (Evans and Hawley, 1988), si

en principio ∇ · ~B = 0.

Teniendo que en el marco de referencia del fluido, el campo eléctrico es despreciable, es
decir, ~E ′ ∼ 0 y en el marco de referencia Euleriano ~E ′ = ~E + ~v × ~B = 0, se obtiene la
siguiente relación entre campo eléctrico y magnético en el marco de referencia Euleriano

~E = −~v × ~B = −~v1 × ~B0,

ya que debido a la linealidad de las ecuaciones el factor ~v1 × ~B1 es despreciable. Se
define ~Ω = ~v1 × ~B0 de tal manera que la ley de Faraday en términos de esta nueva
variable se escribe como

∂ ~B

∂t
= ∇× ~Ω, (B.1)

∇ · ~B = 0, (B.2)

estando el campo magnético siempre acompañado de la ligadura, la cual garantiza la
ausencia de monopolos magnéticos y por tanto se debe cumplir para poder obtener
resultados f́ısicos.

Partiendo de dicha ligadura (B.2) e integrándola en un volumen V∫
V

∇ · ~BdV =

∮
∂V

~B · d ~A,

=

∫
A1

~B · d ~A1 + · · ·+
∫
A6

~B · d ~A6, (B.3)

= 0,

51
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siendo cada dAi el elemento de área de cada una de las caras del cubo infinitesimal
dV el cual se ilustra en la figura B.1, se obtiene que la relación entre la ligadura y la
ecuación (B.1) se expresa como

d

dt

∫
A

~B · d ~A =

∮
∂A

~Ω · d~l. (B.4)

Figura B.1: Elemento de volumen de la intercelda centrado en un punto arbitrario
(i, j, k) perteneciente a la malla numérica.

A continuación se realiza un procedimiento con la finalidad de hallar la evolución tem-
poral de cada componente del campo magnético empezando por la componente x, de
tal manera que se utiliza la cara lateral derecha denotada como A1, la cual se muestra
en la figura B.2.

Se desarrolla la integral cerrada de (B.4) en dicha cara, de manera que

d

dt

∫
A1

~B · d ~A1 =

∮
∂A1

~Ω · d~l

=

∫ j+
1
2

j−1
2

~Ω(xi+1/2, y, zk−1/2) · ŷdy +

∫ k+
1
2

k−1
2

~Ω(xi+1/2, yj+1/2, z) · ẑdz

−
∫ j+1/2

j−1/2

~Ω(xi+1/2, y, zk+1/2) · ŷdy −
∫ k+

1
2

k−1
2

~Ω(xi+1/2, yj−1/2, z) · ẑdz, (B.5)

donde los valores de las componentes de ~Ω en el centro de las aristas del cubo se calculan
como los promedios de los valores Ωi a lo largo de cada arista y de igual manera se define
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Figura B.2: Cara lateral derecha del elemento de volumen de la figura B.1.

el valor de la componente x del campo magnético (Bx) en el centro del cubo como el
promedio del dicha componente del campo en toda la cara A1, es decir

Ωy(i+ 1
2
, j, k + 1

2
) =

1

∆y

∫ j+
1
2

j−1
2

~Ω(xi+1/2, y, zk+1/2) · ŷdy, (B.6)

Ωz(i+ 1
2
, j + 1

2
, k) =

1

∆z

∫ k+
1
2

k−1
2

~Ω(xi+1/2, yj+1/2, z) · ẑdz, (B.7)

Bx(i+ 1
2
, j, k) =

1

A1

∫
A1

~B · d ~A1, (B.8)

sustituyendo las definiciones anteriormente mencionadas (B.6-B.8) en la ecuación (B.5)
se obtiene la expresión

∂Bx(i+ 1
2
, j, k)

∂t
=

1

∆y

[
Ωz(i+ 1

2
, j + 1

2
, k)− Ωz(i+ 1

2
, j − 1

2
, k)
]

− 1

∆z

[
Ωy(i+ 1

2
, j, k + 1

2
)− Ωy(i+ 1

2
, j, k − 1

2
)
]
, (B.9)

la cual representa la ecuación de evolución de la componente x del campo magnético
en el centro de la cara A1.

Se lleva a cabo un desarrollo similar para las otras dos caras (posterior y superior) pre-
sentadas en la figura B.3 y se obtienen las ecuaciones de evolución para las componentes
y, z del campo magnético en el centro de dichas caras respectivamente
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Figura B.3: Caras posterior (izquierda) y superior (derecha) del elemento de volumen
de la figura B.1.

∂By(i, j + 1
2
, k)

∂t
=

1

∆z

[
Ωx(i, j + 1

2
, k + 1

2
)− Ωx(i, j + 1

2
, k − 1

2
)
]

− 1

∆x

[
Ωz(i+ 1

2
, j + 1

2
, k)− Ωz(i− 1

2
, j + 1

2
, k)
]
, (B.10)

∂Bz(i, j, k + 1
2
)

∂t
=

1

∆x

[
Ωy(i+ 1

2
, j, k + 1

2
)− Ωy(i− 1

2
, j, k + 1

2
)
]

− 1

∆y

[
Ωx(i, j + 1

2
, k + 1

2
)− Ωx(i, j − 1

2
, k + 1

2
)
]
. (B.11)

Para el cálculo de los valores de las componentes de ~Ω en las aristas, es necesario acudir
a los flujos adyacentes, representados en la figura B.4, los cuales se definen como

F lm ≡ vlBm − vmBl, (B.12)

donde F lm es el flujo que apunta en la dirección l para la componente m del campo
magnético, de tal manera que se cumple lo siguiente

Ωx = −F zy = F yz,

Ωy = F zx = −F xz,

Ωz = −F yx = F xy,

por lo tanto, la n-ésima componente de ~Ω en la arista se calcula como el promedio de
los valores dicha componente de ~Ω en las caras adyacentes, lo cual en término de los
flujos es

Ωx(i, j + 1
2
, k + 1

2
) =

1

4

[
F yz(i, j + 1

2
, k) + F yz(i, j + 1

2
, k + 1)

−F zy(i, j, k + 1
2
)− F zy(i, j + 1, k + 1

2
)
]
, (B.13)
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Figura B.4: Flujos en las caras de los cubos de las interceldas, los que son necesarios
para calcular Ωy(i+ 1

2
, j, k + 1

2
).

Ωy(i+ 1
2
, j, k + 1

2
) =

1

4

[
F zx(i, j, k + 1

2
) + F zx(i+ 1, j, k + 1

2
)

−F xz(i+ 1
2
, j, k)− F xz(i+ 1

2
, j, k + 1)

]
, (B.14)

Ωz(i+ 1
2
, j + 1

2
, k) =

1

4

[
F xy(i+ 1

2
, j, k) + F xy(i+ 1

2
, j, k + 1)

−F yx(i, j + 1
2
, k)− F yx(i+ 1, j + 1

2
, k)
]
, (B.15)

los cuales están evaluados en los centros de las caras y por tanto se calculan como el
promedio de los puntos adyacentes que pertenecen a la malla

F xy(i+ 1
2
, j, k) = 1

2
[F xy(i, j, k) + F xy(i+ 1, j, k)],

F xz(i+ 1
2
, j, k) = 1

2
[F xz(i, j, k) + F xz(i+ 1, j, k)],

F yx(i, j + 1
2
, k) = 1

2
[F yx(i, j, k) + F yx(i, j + 1, k)],

F yz(i, j + 1
2
, k) = 1

2
[F yz(i, j, k) + F yz(i, j + 1, k)],

F zx(i, j, k + 1
2
) = 1

2
[F zx(i, j, k) + F zx(i, j, k + 1)],

F zy(i, j, k + 1
2
) = 1

2
[F zy(i, j, k) + F zy(i, j, k + 1)],

(B.16)
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donde los valores de la parte derecha de las ecuaciones (B.16) se encuentran siguiendo la
definición de flujo mostrada en la ecuación (B.12) para cada punto de la malla. De esta
manera se completa el método FCT ya que se conocen los flujos, los cuales permiten
calcular la evolución de las componentes del campo magnético con las componentes de
~Ω, garantizando de esta manera que la condición de ausencia de monopolos magnéticos
se cumpla numéricamente (Lora-Clavijo et al., 2015).

La evolución de los campos magnéticos en las caras del cubo se promedian para obtener
dicha evolución en los puntos de la malla y posteriormente mediante un integrador como
el RK4 se calculan los campos magnéticos en la malla.

B.1. Cálculo de la divergencia del campo magnético

Para llevar a cabo el cálculo de la divergencia del campo magnético, es necesario hacerlo
en los vértices del cubo (Tóth, 2000), es decir en los puntos (i+ 1

2
, j + 1

2
, k + 1

2
)

∇ · ~B(i+ 1
2
, j + 1

2
, k + 1

2
) =

∂Bx(i+ 1
2
, j + 1

2
, k + 1

2
)

∂x
+
∂By(i+ 1

2
, j + 1

2
, k + 1

2
)

∂y

+
∂Bz(i+ 1

2
, j + 1

2
, k + 1

2
)

∂z
, (B.17)

donde cada término se puede escribir como un promedio de las derivadas espaciales del
campo en las caras del cubo

∂Bx(i+ 1
2
, j + 1

2
, k + 1

2
)

∂x
=

1

4

[
∂Bx(i+ 1

2
, j, k)

∂x
+
∂Bx(i+ 1

2
, j + 1, k)

∂x

+
∂Bx(i+ 1

2
, j + 1, k + 1)

∂x
+
∂Bx(i+ 1

2
, j, k + 1)

∂x

]
,

∂By(i+ 1
2
, j + 1

2
, k + 1

2
)

∂y
=

1

4

[
∂By(i, j + 1

2
, k)

∂y
+
∂By(i, j + 1

2
, k + 1)

∂y

+
∂By(i+ 1, j + 1

2
, k + 1)

∂y
+
∂By(i+ 1, j + 1

2
, k)

∂y

]
,

∂Bz(i+ 1
2
, j + 1

2
, k + 1

2
)

∂z
=

1

4

[
∂Bz(i, j, k + 1

2
)

∂z
+
∂Bz(i, j + 1, k + 1

2
)

∂z

+
∂Bz(i+ 1, j + 1, k + 1

2
)

∂z
+
∂Bz(i+ 1, j, k + 1

2
)

∂z

]
,
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donde cada término de dichos promedios se calcula mediante diferencias finitas y final-
mente se obtienen las expresiones para cada término de la divergencia en (B.17)

∂Bx(i+ 1
2
, j + 1

2
, k + 1

2
)

∂x
=

1

4∆x
[Bx(i+ 1, j, k)−Bx(i, j, k) +Bx(i+ 1, j + 1, k)

−Bx(i, j + 1, k) +Bx(i+ 1, j, k + 1)−Bx(i, j, k + 1)

+Bx(i+ 1, j + 1, k + 1)−Bx(i, j + 1, k + 1)] , (B.18)

∂By(i+ 1
2
, j + 1

2
, k + 1

2
)

∂y
=

1

4∆y
[By(i, j + 1, k)−By(i, j, k) +By(i+ 1, j + 1, k)

−By(i+ 1, j, k) +By(i, j + 1, k + 1)−By(i, j, k + 1)

+By(i+ 1, j + 1, k + 1)−By(i+ 1, j, k + 1)] , (B.19)

∂Bz(i+ 1
2
, j + 1

2
, k + 1

2
)

∂z
=

1

4∆z
[Bz(i, j, k + 1)−Bz(i, j, k) +Bz(i, j + 1, k + 1)

−Bz(i, j + 1, k) +Bz(i+ 1, j, k + 1)−Bz(i+ 1, j, k)

+Bz(i+ 1, j + 1, k + 1)−Bz(i+ 1, j + 1, k)] . (B.20)

Finalmente, con la ecuación (B.17) se calcula el valor de la divergencia para cada vértice
dentro de la malla numérica.
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