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RESUMEN

TITULO: SELECTIVIDAD ESPECTRAL EN UN SISTEMA DE SENSADO COMPRESO DE
IMAGENIlES ESPECTRALES BASADO EN APERTURAS CODIFICADAS EN ESCALA DE
GRISES

AUTOR: Armando Rafael Calderén Granados *

PALABRAS CLAVE: Compressive Spectral Imaging, Grayscale Coded Apertures, Spectral
Selectivity, Compressive Sensing.

El sensado compreso de imagenes espectrales es una técnica de adquisicion de sefiales, que
captura un mapa de la variacion espectral de una escena. Estos mapas, compuestos de 2
componentes espaciales y una componente espectral son llamados imagenes espectrales. Estas
imagenes son usadas en aplicaciones como sensado remoto, astrofisica, imagenes biomédicas y
vigilancia militar.

Recientemente, una nueva arquitectura ha surgido llamada CASSI (Coded Aperture Snapshot
Spectral Imaging). El CASSI es un espectrometro que utiliza aperturas codificadas para tomar una
medicién compresa en 2 dimensiones. Esta medicion luego es procesada mediante un método de
reconstruccion para obtener una estimacion de la imagen espectral entrante. Tanto las aperturas
codificadas como el método de reconstruccion, estan basados en la teoria de Compressive
Sensing, la cual postula que sefiales naturales como las iméagenes espectrales, pueden ser
reconstruidas a partir de un conjunto de mediciones aleatorias.

Los enfoques tradicionales del CASSI reconstruyen una franja completa del espectro, para luego
desechar las zonas de poco interés, ocasionando una pérdida de tiempo y recursos. La
selectividad espectral investiga metodologias para adquirir Gnicamente las bandas de interés. Para
lograr esto, se busca optimizar la distribucion de los patrones inscritos en las aperturas codificadas.
El presente trabajo presenta una metodologia para obtener imagenes espectrales con perfil
espectral selectivo, utilizando aperturas codificadas en escala de grises. El uso de este tipo de
aperturas esta motivado por la forma como varia la sefal espectral de los objetos.

Primeramente, se exponen conceptos basicos del CASSI. Seguidamente, se presenta un nuevo
modelo matematico para el CASSI, que permite el disefio de aperturas codificadas selectivas en
escala de grises, junto con un el método de reconstruccion. Por ultimo, se muestran simulaciones
del proceso de sensado y reconstruccién con aperturas codificadas en escala de grises.
Resultados experimentales arrojan un PSNR de alrededor de 30 dB.

1 . . .z
Trabajo de Investigacién.

? Facultad de Ingenierias Fisico-Mecénicas. Escuela de Ingenieria de Sistemas e Informatica.
Director: Henry Arguello Fuentes, Codirector: Hoover Fabian Rueda Chacon.
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ABSTRACT

TITLE: SPECTRAL SELECTIVITY IN COMPRESSIVE SPECTRAL IMAGING BASED ON
GRAYSCALE CODED APERTURES *

AUTHOR: Armando Rafael Calderén Granados 2

KEYWORDS: Compressive Spectral Imaging, Grayscale Coded Apertures, Spectral Selectivity,
Compressive Sensing.

Compressive Spectral Imaging (CSl) is a signal acquisition technique that captures a spatial map of
the spectral variation of a scene. These map are called spectral images. Spectral images are widely
used in areas including remote sensing, astrophysics, military surveillance and biomedical optics.

Recently, a new optical imaging architecture called Coded Aperture Snapshot Spectral Imaging
(CASSI) emerged. The CASSI captures spectral information but uses coded apertures to take 2D
compressed measurements from a 3D scene. Afterwards, the compressed measurement is
processed by a reconstruction scheme to obtain an estimate of the incoming spectral image. Both,
the coded aperture---based approach of CASSI and the reconstruction procedure exploits the
Compressive Sensing (CS) theory. CS postulates that natural signals such as spectral images,
exhibits a sparse representation when expressed in a convenient basis (i.e. Wavelets) and
consequently they can be reconstructed from few random measurements.

In CASSI, however, the complete spectrum constituting the 3D scene is recovered and then
uninteresting spectral frequencies are discarded, causing a waste of time and power consumption.
In consequence, spectral selectivity methods emerged focusing on sensing just the bands of
interest. To accomplish selectivity, optimization in the distribution of the patterned features inscribed
in the coded aperture is performed. This paper presents a methodology to obtain spectral images
with selective spectral profile through the use of CASSI optical imaging system, using gray scale
coded apertures instead of binary patterned as have been proposed in the literature.

Along with it, we first present a new mathematical model for CASSI. Next, a selective grayscale
spectral profile is explored as the design basis of gray scale coded apertures. Finally, a proposed
reconstruction scheme is shown, aiming to obtain only the desired bands. Extensively simulations
are performed obtaining reconstructions exhibiting PSNRs of up to 30 dB.

! Research Project.
2 Faculty of Physical-Mechanics Engineering. Systems engineering and Informatics school.
Advisor: Henry Arguello Fuentes, Co-advisor: Hoover Fabian Rueda Chacon.
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INTRODUCCION

El sensado compreso de imagenes espectrales, es una metodologia que permite
obtener imagenes con mas informacion espectral por pixel, que las obtenidas por
medio de camaras tradicionales, estas imagenes reciben el nombre de Imagenes
Espectrales. Actualmente, es aplicado en campos como: control de calidad,
sensado remoto, astrofisica, vigilancia militar e imagenes biomédicas [1-3]. Estas
aplicaciones utilizan la informacion espectral, en procesos de deteccion y

clasificacion.

Avances en el sensado compreso de imagenes espectrales han dado como
resultado el CASSI (Coded Aperture Snapshot Spectral Imager) [4]. Este
espectrometro captura, con el uso de una apertura codificada, una medicién
compresa de la escena, la cual es procesada posteriormente para obtener la
imagen espectral [2][4]. El desarrollo de modelos multi-capturas [5], y la inclusion
de un DMD ('Digital Micro-mirror Device') [6], han permitido obtener mdltiples
mediciones de una escena, con diferentes patrones en la apertura codificada.

El proceso de reconstruccion de la sefial, a partir de las mediciones, se basa en la
metodologia de Compressive Sensing (CS), la cual afirma que sefiales como las
imagenes espectrales, pueden ser recuperadas a partir de un conjunto de
mediciones aleatorias, mediante la solucibn de un problema de optimizacion
numérica [7-9]. En el CASSI, las mediciones son reguladas por el patron de

caracteristicas presente en la apertura codificada.

Las longitudes de onda del espectro electromagnético que el CASSI puede
sensar, estan limitadas principalmente por un filtro paso banda, o por el tipo de luz
gue captura el sensor monocromatico [4][5]. Debido a esto, el enfoque tradicional
del CASSI reconstruye una porcion del espectro contenida entre 2 longitudes de
onda. Esto representa una dificultad cuando las aplicaciones centran su atencion

en un grupo determinado de bandas, dado que, sensar y reconstruir toda la zona

14



espectral sensible del dispositivo, para luego desechar algunas partes, resulta en
una pérdida de tiempo y recursos [10-12].

Los desarrollos en el CASSI han estado enfocados principalmente en el uso de
aperturas codificadas binarias, reciben este nombre porque sus caracteristicas
solo poseen 2 valores posibles de transmitancia, generalmente 0% o 100%. Esta
investigacion se basa en el sensado por medio de aperturas codificadas en escala
de grises, las cuales poseen una mayor variedad de caracteristicas con valores de
transmitancia en el intervalo 0% al 100%. Dada esta variedad de caracteristicas,
este tipo de aperturas codificadas permiten simular de manera mas realista el
proceso de selectividad espectral, de la forma como es realizado por los filtros

opticos [3].

El presente proyecto de grado propone una metodologia para el disefio de
aperturas codificadas en escala de grises con caracteristicas selectivas,
basandose en trabajos previos en selectividad espectral con aperturas de
transmitancia binaria [10][11]. En el capitulo 1 se introducen conceptos
fundamentales del CASSI y de Compressive Sensing. En el capitulo 2 se presenta
un modelo matricial para el CASSI, que permite el disefio de las caracteristicas de
las aperturas codificadas. En el capitulo 3 se muestra el proceso de disefio de
aperturas codificadas selectivas en escala de grises, y el proceso de
reconstruccién selectivo. En el capitulo 4 se exponen simulaciones y resultados

obtenidos.
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1. CODED APERTURE SNAPSHOT SPECTRAL IMAGER

La arquitectura del CASSI explota los principios de Compressive Sensing en el de
sensado de imagenes espectrales. Los fundamentos de esta metodologia, son
esenciales en la comprension de la arquitectura del CASSI, y del proceso de

recuperacion de la imagen espectral.

1.1 FUNDAMENTOS DE COMPRESSIVE SENSING

Compressive Sensing es una metodologia de muestreo que busca recuperar una
sefal a partir de un conjunto de mediciones lineales no adaptativas, mediante un
proceso de optimizacion convexa [9]. Se ha convertido en una herramienta
utilizada en: matematicas aplicadas, ciencias de la computacion e ingenieria y es
aplicada actualmente en: astronomia, biologia, medicina, sismologia, geologia,
estudio del medio ambiente, aprendizaje de maquinas, andlisis por radar,

conversién analoga-digital, entre otros [7][8][9].

Aunque se puede desarrollar una metodologia de Compressive Sensing para

sefales continuas, solo se expone los fundamentos utilizando sefales discretas.

1.1.1 Sensado de la sefial: Sea f € R", un vector columna que representa la
seflal a sensar, y @ una matriz de orden m X n, que representa la base de
sensado. El vector de mediciones g € R se puede obtener mediante producto

matricial de la forma:

g = of, (1.1)
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El interés principal de la teoria de CS radica en los casos donde m < n, siendo n
el tamafo de la sefial f, y m el numero de mediciones hechas sobre f. Se ha
demostrado que Compressive Sensing, nhecesita menos mediciones para
reconstruir la sefal, que los métodos tradicionales como el teorema de Nyquist-
Shannon [13]. Dado que, una sefal discreta depende de un nimero de grados de
libertad mucho menores que su longitud [7].

Para lograr la reconstruccion de la sefial f, a partir del conjunto de mediciones g,

CS se vale de dos principios fundamentales: la representacién dispersa de una

sefal y el muestreo incoherente.

1.1.2 Representacion dispersa de una sefial: Compressive Sensing aprovecha
gue muchas sefales naturales son dispersas en el sentido de que tienen una
representacion concisa cuando son expresadas en una base apropiada. Un
ejemplo de representacion dispersa son los coeficientes Wavelet de una imagen

digital convencional [14].

La representacion dispersa de una sefial concentra la mayor cantidad de
informacién en una pequefia porcion de datos. Dada una sefial f € R", y sea W
una matriz de orden n X n la base de representacion, la sefial f se puede

representar comao,
f= wo, (1.2)

donde @ € R™ es un vector columna con los coeficientes de representacion. Si se
tiene que los coeficientes @ son en su mayoria cero o cercanos a cero, se pude
decir que O es una representacion dispersa de f en la base W, o

equivalentemente, que f es dispersa en V.

17



Sea 0' una aproximacion al vector de coeficientes 8 de la ecuacion (1.2), se

puede obtener una reconstruccién aproximada de f mediante,
f'= po/, (1.3)

donde W es la base de representacion de la ecuacion (1.2). En algunos casos,
donde los valores de 0’ son lo suficientemente representativos, la reconstruccion

puede llegar a ser exacta.

1.1.3 Muestreo incoherente: Garantiza que una sefial con representacion
dispersa pueda ser sensada y reconstruida [7][9]. Este principio radica en que la
base de sensado @, y la base de representacion W deben ser incoherentes entre
si, 0 en otras palabras descorrelacionadas, ya que esto permite un sensado mas

compreso, necesitando menos mediciones para lograr la reconstruccion.

Se ha demostrado que matrices de sensado aleatorias, como las creadas
mediante una distribucion Bernoulli, tienen gran probabilidad de ser altamente

incoherentes con cualquier base de representacion fija [7][8][9].

Existen otras propiedades que también pueden dar garantia de una correcta
reconstrucciéon como por ejemplo: el spark [15], NSP (Null Space Property) [16],

RIP (Restricted Isometry Property) [17].

1.1.4 Fundamentos para la reconstrucciéon de la sefial: Compressive Sensing
utiliza algoritmos de optimizacién convexa para reconstruir la sefial a partir del
conjunto de mediciones g. Un enfoque béasico en esta clase de reconstrucciones

es la utilizacién de la norma #; en un problema de minimizacién tal que,

min ||0']]; sujetoa g= ®PV¥YO’ (1.4)
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Esto implica que, entre todos los objetos consistentes con los datos, se van a

buscar aquellos que tenga minima norma #;. Una vez obtenida una solucién, se

reconstruye un cubo de datos aproximado f’, mediante la ecuacion (1.3).

El uso de esta norma radica en que promueve la busqueda de soluciones
dispersas para 0'. Aunque este enfoque funciona, para sefiales donde n es muy
grande (como por ejemplo las imagenes espectrales), la minimizacion £; es poco

realizable [7]. Por esta razon, otro tipo de optimizacion debe ser formulado.

1.2 IMAGENES ESPECTRALES

Las imagenes espectrales se representan como un arreglo tridimensional llamado
cubo de datos [1][3]. En la Figura 1 (a) se puede observar la estructura de un cubo
de datos donde X y Y son las coordenadas espaciales, y A es la coordenada
espectral; I1(x,y,A) es la intensidad de la luz en un punto (x,y), dada la longitud de
onda A. En (b) se muestra la imagen confocal de una estructura microscopica y en

(c) se muestran las diferentes bandas del cubo organizadas segun A.

Figura 1. Cubo de datos de una imagen espectral®.
(b)

\

X

® Fuente: [en linea] http://zeiss-campus.magnet.fsu.edu/tutorials/spectralimaging/lambdastack/
lambdastacktutorialfigurel.jpg
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1.3 ARQUITECTURA DEL CASSI

Es sistema CASSI es un espectrometro de imagenes, que utiliza los principios de
Compressive Sensing para reconstruir la imagen espectral de entrada, a partir de
un conjunto de mediciones dadas por el patron presente en las aperturas
codificadas [2][4][5].

La Figura 2 muestra la arquitectura del CASSI. Este sistema esta formado por 6
elementos opticos: lentes objetivo, apertura codificada, filtro paso banda, lentes de
trasmision, elemento dispersivo y un sensor monocromatico. Los lentes objetivo
enfocan la imagen entrante en el plano de la apertura codificada. La apertura
codificada modula la luz que entra al sistema, y determina cuales zonas de la
imagen son sensadas. Luego pasa por un filtro paso banda, que limita las
longitudes de onda que se van a sensar. Los lentes de transmision enfocan la
imagen del filtro paso banda a un elemento dispersivo, como por ejemplo un
prisma, el cual fracciona la luz en sus componentes espectrales, para luego ser

registrada por el sensor monocromatico.

Figura 2. Arquitectura del CASSI [4].

Lentes Objetivo
Filtro paso banda

Elemento
dispersivo 4

Lentes de

Sensor transmision

Monocromatico Apertura codificada
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La imagen recibida por el sensor se conoce como medicién. Posteriormente, un
método de reconstruccion basado en el modelo mateméatico del CASSI, permite

obtener un cubo de datos aproximado a la imagen espectral de entrada.

1.4 MODELO MATEMATICO BASICO DEL CASSI

Este modelo representa la propagacion de la sefial a través de los componentes
principales del CASSI, y asiste en la creacion de la matriz operador del sistema, la

cual representa el proceso de sensado y necesaria en la reconstruccion.

En la Figura 3 se muestran los componentes presentes en el modelo basico del
CASSI. No se tienen en cuenta los lentes objetivo, ni los lentes de transmision,
tampoco se tienen en cuenta las distorsiones opticas, debidas a la naturaleza de
los elementos, defectos en la calibracion o desenfoques.

Figura 3. Componentes del CASSI dentro del modelo matemético [10].

Sensor
Mo ocromético
)

iy
oy

Cubo de datos Apertura codificada Elemento dispersivo

ﬁl

<« )\>
folx,y; 1) fiGe,y; A) f2(x,y; 1) g(x,y)

La densidad espectral que ingresa al instrumento f,(x,y; 1), es transmitida al
plano de la apertura codificada, esta funcion es una representacion continua del
cubo de datos. El patron de transmision de la apertura codificada se representa

como T (x,y). Entonces, la imagen justo después de la apertura esta dada por,
filx,y; D) = folx,y; DT (x, y). (1.5)
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La densidad espectral modulada por la apertura, es trasmitida hasta el plano del
elemento dispersivo. La imagen inmediatamente después del elemento dispersivo

se define como,
LO,y; ) = fole+a(l— 2),y; DT(x + a(A — A.),y), (1.6)

donde la expresién a(4A — A.), describe la propagacion de la luz a través del
elemento dispersivo, con dispersion lineal a y longitud de onda central A.. Esta
longitud de onda central es aquella en la que los rayos se proyectan de manera
paralela a su trayectoria de entrada. En consecuencia, la imagen anéloga en el

plano del sensor monocromatico es representada como,
glx,y) = jfo(x +a(d— A1), y; )T (x+ a1 — A.),y)dA. (1.7)

Dado que el sensor es pixelado, con un tamafio de pixel A, el tamafio de los
orificios de la apertura codificada deben ser un multiplo entero de A. Ademas, el
filtro paso banda, restringe los componentes espectrales entre 2 longitudes de

onda 4, y A,, limitando el nimero de bandas a L = a(h;—h), permitiendo

expresar a g(x, y) de forma discreta.

Denotando la densidad espectral f,(x,y;A) en forma discreta como F, k., Y €l
patrén de la apertura codificada T (x,y) como T,,,, la medicién del sensor en la

posicion (n, m), puede ser escrita como:

L-1
Inm = Fn(m+l)l Tn(m+l) + Wimo (1.8)
=0
donde w,,, modela el ruido presente en el sistema. Teniendo en cuenta la
ecuacion (1.8), la medicion g puede expresarse como un vector columna de la

forma,
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g= Hf +w, (1.9)

donde g € R y f € R, siendo Q el tamafio de la imagen espectral y V el
tamafio de la mediciobn, ambos expresados como vectores columna. La matriz H

de orden V X @, se denomina operador del sistema.

Dentro de la metodologia de K mdultiples capturas, realizadas con aperturas

codificadas diferentes T,f,l;) k =0,..,K — 1. El modelo del CASSI esta dado por,

L-1
k k k
gr(m)l = Z Fn(m+l)l TrE(rle) + Wr(mz ’ (1.10)
=0

gl = HIOFf + wk), (1.11)

donde g(") es la k-esima medicién realizada con la apertura codificada T®), y
H® es el operador del sistema de la k-esima captura. Para concluir, el modelo

del CASSI para K capturas se realiza de la forma,

g©® H©O

€) €)
o e I I (1.12)

g(K—l) H&-1)
g = Hf, (1.13)

donde g € RV*X y la matriz 4 de orden V « K x Q son los ensambles de los

vectores de mediciones y las matrices operador del sistema,

correspondientemente.
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1.5 RECONSTRUCCION DEL CUBO DE DATOS

Basandose en Compressive Sensing, la imagen espectral f es representada de

manera dispersa como f = W0, por consiguiente, la ecuacion (1.13) se puede

expresar como [18],
g = HWYO. (1.14)

Noétese que H hace las veces de matriz de sensado @, similar a la de la ecuacion
(1.1). Como se menciond en la seccién 1.1.3, dado que la busqueda en £; no es

viable en conjuntos grandes de datos, la reconstruccion se replantea como un

problema de optimizacion convexa sin restricciones de la forma [2],
f' =W [argming, (|| g — HWYO'|3 + ||6'],)], cont>0. (1.15)

El término || g — W' ||5 minimiza el error entre las mediciones obtenidas por el
CASSI g, y las aproximaciones calculadas por H'W¥0'. El término 7||0’[|; es un
estimulo para encontrar soluciones dispersas, a mayor valor del parametro T, mas

dispersa sera 0’ [2].

Para encontrar una solucion a la ecuacion (1.15), se utiliza un algoritmo iterativo
de busqueda de soluciones dispersas, a sistemas de ecuaciones lineales llamado
Gradient Projection for Sparse Reconstruction (GPSR) [19]. Este algoritmo es
utilizado en Compressive Sensing, debido a su buen desempefio en una gran
variedad de aplicaciones. GPSR busca soluciones dispersas en la base Wavelet, y
se vale de la presuncién que los objetos dentro de la escena, tengan una

estructura espacial suave y continua por partes [20].

El uso de transformadas Wavelet requiere que las dimensiones espaciales del
cubo de datos a reconstruir, sean iguales y potencias de 2. Por consiguiente, todo
el proceso del disefio del CASSI basado en el GPSR, debe hacerse con aperturas

gue cumplan con esta restriccion.
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La calidad de reconstruccion es medida mediante la Relacién del Pico Sefal a
Ruido o PSNR (Peak Signal-to-Noise Ratio). El PSNR define la relacion entre la
maxima energia posible de una sefal y el ruido que afecta a su reconstruccion. El

PSNR se expresa en escala logaritmica, la unidad que utiliza es el decibel (dB).

Sea I una imagen espectral de dimensiones N X M X L, compuesta de L bandas
espectrales {Iy,I;,1,...,I;_1}, y R una reconstruccion de la imagen espectral,
compuesta de L bandas espectrales {Ry,R{,R;, ...,R;_1}, el PSNR de una banda

espectral R; de dimensiones N x M, se calcula mediante la formula,

(1.16)

max(I;)
PSNR(Il, Rl) = 20l0g10 )

JMSE(,R))
donde max(I;) es el maximo valor de pixel que puede alcanzar la banda original

I;, y MSE(I;, R;) es el error medio cuadratico entre I; y R; calculado como,

N-1M-1

z ” ()i — (Ry)yj ”2 . (1.17)

i=0 j=0

1

MSE(I;, R;) =
(ILR) = ——

El PSNR de la reconstruccién R es el promedio de los PSNR de todas las bandas.

En la Tabla 1 se resumen las variables principales del capitulo 1.

Tabla 1. Resumen de las variables principales del capitulo 1.

Variable Simbolo Dimensiones
Imagen espectral, Cubo de datos f N XM XL
Medicion en el sensor g N XV
Numero de Columnas de la medicion V=M+L-1 escalar
Matriz operador del sistema H VxQ
Base de sensado P N XM
Representacion dispersa de f f=w0' N XM
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2. MODELO MATEMATICO MATRICIAL PARA EL CASSI

Este modelo, postulado en [11], permite el disefio de aperturas codificadas
selectivas en el espectro. Primero se realiza el modelado de una sola seccion del
sensor monocromatico, llamada corte, para luego generalizarlo en un modelo
completo del CASSI. La Figura 4 muestra como el corte corresponde a una fila del

sensor, y por ende, a una fila de cubo de datos y de la apertura codificada.

Figura 4. Esquema del corte realizado para el modelo matricial [11].

Cubo de datos F Apertura codificada T Elemento dispersivo Sensor Monocromatico
1° fila

R el coomll medicion Y

1° corte
—_—

eapacial
El cubo de datos F se representa como un arreglo de orden N X M x L, donde N y
M son las dimensiones espaciales y L es la dimension espectral. Se muestra el g-
esimo corte de F, y los elementos espectrales presentes en él. En la apertura
codificada T se ve la fila £, que modula el corte del cubo de datos. También se
observa el efecto del elemento dispersivo sobre los componentes espectrales, y
por ultimo, la medicion Y que toma el sensor monocromatico, donde se muestra la

filay de la medicion.

El cubo de datos F, posee Q = N x M = L elementos, y cada fila de la medicion y

tieneV =M + L — 1 elementos.
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2.1 DEFINICIONES PRELIMINARES

2.1.1 Matriz de permutacion ciclica: Sea 0, una matriz de permutacién ciclica

de orden L x L definida como,

00 --01
1000
0,= 0100 (2.1)
. 00 10 |

Esta matriz actta como una transformacion lineal, que rota circularmente los

elementos de una matriz. Sea A una matriz de orden L X L cualquiera, A®; rota
las columnas de A una unidad a la izquierda; AG{ rota las columnas de A una
unidad a la derecha; ®,A rota las filas de A una unidad hacia abajo; ® A rota las

columnas de A una unidad hacia arriba.

2.1.2 Matriz de orden inverso: Sea C una matriz de orden inverso de L X L

definida por,
00 01
00-10
C=] -~ | (2.2)
0100
. 10 -0 0

Esta matriz es una transformacion lineal, que cambia el orden de los elementos de
una matriz. Sea A una matriz de orden L X L cualquiera, CA posee las mismas
columnas que A, pero sus elementos estan en orden inverso; AC posee las
mismas filas que A, pero sus elementos estan en orden inverso. El orden inverso
consiste en cambiar los elementos de cualquier fila o columna de A, designados

como ao, al, ey aL_2 ) aL_1 pOI‘ aL_l, aL_z, ey al, ao.
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2.1.3 Matriz de Uunica fila o columna: Sea J, una matriz de orden L X L de la

forma,

1000
0000
Jo=| ] (2.3)
0000
0000

Una matriz de Unica fila o columna P, de orden L x L se define como,
P, = 0f ], (0))F, (2.4)

donde O es una matriz de permutacion ciclica, elevada a la k-esima potencia, y
(01 es la traspuesta de una matriz de permutacion ciclica, elevada a la k-esima
potencia. Sea A una matriz de orden L x L cualquiera, AP, _,) genera una matriz
con la k-esima columna igual que A, pero el resto de sus elementos son ceros.
Mientras que P,,_1)A genera una matriz con la k-esima fila igual que A, pero el

resto de sus elementos son ceros.

2.1.4 Matriz identidad expandida: Sea I una matriz identidad expandida de

orden V x M, se define como,

IM><M

—
I
=

(2.5)

0-1)xm

donde I,y €s una matriz identidad de orden M X M,y 0(;,_1)xy €S una matriz de
ceros de orden (L — 1) X M. Sea A una matriz de orden M x M cualquiera, IA

genera una matriz de orden V X M con las primeras M filas iguales que A, vy el

resto de filas con ceros.
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2.2 CORTE DEL CUBO DE DATOS

El g-esimo corte de F es creado como,
Fom =Fgm, para n=0,...M—1, [=0,..,L—1. (2.6)

La Figura 5 muestra un corte F presentado como una matriz de orden M X L, junto
con la fila de la apertura codificada t, el efecto del elemento dispersivo Y, y la
medicién en el detector y. Cada columna de F, representadas como f, f;, ..., f;_1,
contiene informacion espectral dada una longitud de onda. Utilizando la matriz

P, ., definida en (2.4), F se puede expresar como,

F= z FP,;. 2.7)

La ecuacion (2.7) es equivalente a decir que F puede expresarse como la suma

de sus L columnas, utilizando matrices de unica columna FP,, de orden M X L.

Figura 5. Modelo del sistema para un corte del cubo de datos F [11].

Matriz F
espectral F 0(L-1)
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2.3 MODELO DE LA APERTURA CODIFICADA

Como se puede observar en la Figura 5, el corte F es modulado por una fila de la
apertura codificada. Esta fila se representa como un vector columna t € RY,
compuesto por los elementos t = [, t;,...,Ey_1], Y S€ construye mediante el

producto Hadamard de 2 vectores columna w € R y ¥ € RM de la forma,
t=WoF (2.8)

donde W = [, Wy, ..., Wy_;] representa la componente que brinda selectividad

espectral, y ¥ = [fy, 7, ..., Tyy—1] la componente aleatoria de t.

Solo L elementos del sensor son afectados por un punto espacial de la escena
capturada. La Figura 5 muestra que el elemento £,,_, afecta solo L pixeles en el
detector y. Por lo tanto, el componente selectivo W y el componente aleatorio F,
pueden ser modelados como vectores de longitud L, repetidos por toda la longitud
M de la fila de la apertura t. Mas especificamente, los vectores W y F son

construidos a partir de vectores w € Rl y r € R! de la forma,
W = Wiod, (m) » fin = Tmoaym), Para m=0,..,.M —1, (2.9)

donde w = [wy, Wy, ..., Wy _4] Y T = [ry, 14, ..., 7._1]. El operador mddulo indica el
orden en el cual, los elementos de w y r son asignados a W y F, elemento por

elemento.

Definiendo a W como diag(Wg, Wy, ..., Wy_1) y R como diag(¥o, 71, ..., Ty—1),
matrices de orden M X M, cuyos elementos de la diagonal principal son los
elementos de W y F respectivamente, y el resto de elementos son ceros. El corte
del cubo de datos F modulado por la fila de la apertura t, puede ser expresado

como,

F = RWF, (2.10)



2.4 EFECTO DEL ELEMENTO DISPERSIVO

Ahora se modela el efecto que causa el elemento dispersivo en la imagen
modulada F. Se puede notar en la Figura 5 que Y es una version expandida y
corrida de F, y que el corrimiento varia segln la banda espectral. Utilizando la
matriz ®,, similar a la definida en la ecuacién (2.1), pero de orden V XV, y la
matriz I definida en la ecuacion (2.5), se puede expresar la matriz que modela el

efecto del elemento dispersivo Y de orden V x L mediante,

L-1 L-1
Y= z((é)v)"TFPL;k - z(Gv)"TRWFPL;k , (2.11)
k=0 k=0

donde el termino FP,; = RWFP,, son matrices de orden M X L que contienen
Unicamente la k-esima columna o banda espectral de F y el resto de elementos

son ceros, y el termino (©,)*I realiza el efecto de expansion y corrimiento del

elemento dispersivo.

2.5 MEDICION DEL SENSOR MONOCROMATICO
Dada la ecuacion (2.11), se puede deducir una expresion para la medicion y en el
sensor monocromatico de la forma,

L-1

y = Z(@V)"TRWFPL;R u,, (2.12)
k=0
donde y es un vector columna de longitud V, y u; es un vector columna unitario de

longitud L. El vector u; permite sumar los elementos de las filas de la expresion

(®,)*IRWFP,,,, paracada k =0, ..., L — 1.
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Aunque la ecuacion (2.12) permite modelar el sensado de una fila de la medicion
y, no queda claro como puede disefiarse el componente selectivo w. Por esta

razon, se debe replantear el modelo.

Partiendo de la ecuacién (2.11) y modelando el sensado del CASSI sin tener en
cuenta la matriz W, es posible obtener una expresion para la medicion del sensor

en funcion de w de la forma [11],

V-1

y= PV]
j=0

_ i+1
V)kIRFPL;kC((E){)H w. (2.13)

le

donde w es el componente selectivo utilizando en la ecuacion (2.9), para construir
la apertura codificada. La ecuacién (2.13) es conveniente para el disefio del
componente selectivo w, dado que se encuentra en la parte derecha de la

ecuacion. El componente aleatorio r permanece fijo, representado por R.

Cabe recordar que estos modelos representan solamente una fila de la medicién
y € RY, para generalizarlo a toda la medicion, deben aplicarse las ecuaciones
(2.12) 0 (2.13) N veces para completar la matriz de medicion Y de orden N X V.

En la Tabla 2 se resumen las variables principales del capitulo 2.

Tabla 2. Resumen de las variables principales del capitulo 2.

Variable Simbolo Dimensiones
Imagen espectral, Cubo de datos F N XM XL
Corte del cubo de datos F M X L
Fila de la medicion en el sensor y Vx1
Modelo de la apertura codificada f=WoF t=wor Mx1 Lx1
Elemento selectivo w Lx1
Elemento randomico r Lx1
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3 DISENO DE APERTURAS CODIFICADAS SELECTIVAS

El proceso de selectividad espectral apunta a sensar y reconstruir un cierto
conjunto de bandas de interés. Una metodologia de sensado de este tipo, requiere
tanto un disefio del patron inscrito en las aperturas codificadas, como un método

de reconstruccion que permita recuperar Unicamente las bandas deseadas.

El conjunto de bandas de interés se determina mediante un perfil espectral
selectivo deseado; este perfil indica el porcentaje de transmision de luz, conocido
como transmitancia, para cada banda espectral. El perfil espectral es un factor
determinante en el tipo de apertura a construir. En la Figura 6 se observan 2 tipos

de perfiles junto con el tipo de apertura generado.

Figura 6. Perfiles espectrales binarios y grises, y sus correspondientes aperturas

codificadas.

100
2.
-g 60
m S0
=
£ a0
w
E 30

:':1 Entradas: {0,1}

30 4'.“..' 500 600 :‘f!a' 800 00 1000 1100

longitud de onda (nm)

a) perfil espectral binario apertura codificada

binaria

transmitancia (%)

Entradas: [0,1]

S00 B0 ToOn 560 a00 1000 1100
longitud de onda (nm)

apertura codificada
:
en escala de grises

b) pertfil espectral gris

33



En a) se muestra un perfil espectral binario, con valores de transmitancia del
conjunto {0, 1} donde O corresponde al 0% y 1 al 100% de transmitancia. Estos
generan aperturas con entradas binaria. En b) se observa un perfil espectral gris,
gue involucra mayor variedad de valores de transmitancia en el intervalo [0, 1],
produciendo aperturas en escala de grises. Note que las bandas sin interés,

poseen una transmitancia del 0%.

Los perfiles espectrales grises permiten seleccionar la transmitancia deseada para
cada banda, permitiendo modelar la selectividad espectral manera mas natural,

similar a la que se puede encontrar en los filtros opticos.

Partiendo del modelo matematico selectivo y el perfil espectral deseado, se busca
obtener una expresion para la medicion deseada. Es importante resaltar que los
primeros pasos de esta metodologia estan encaminados al disefio de una Unica
fila del sistema. La generalizacidn para todas las filas del sistema se presentara en

el numeral 3.8

3.1 MEDICION COMPRESA DESEADA

La mediciébn compresa deseada d se utiliza como referencia para hallar una
expresion, que permita el disefio de caracteristicas selectivas. Esta medicion es
creada a partir del perfil espectral deseado, asignando un valor de transmitancia

deseado a las bandas espectrales.

Sea A € RE un vector columna que representa el perfil espectral deseado, donde
L es el numero de bandas espectrales que puede sensar el sistema CASSI. El

vector A = [Ay, A4, ...,A;_1] Se construye de la forma,

Jr , silak — esimabanda es de interés
A = , (3.1)
0 , deotramanera
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donde 0 <7, <1 es la transmitancia asignada a la banda k. Notese que A
establece un valor de transmitancia a cada banda espectral, asignando ceros a las
qgue no tienen importancia. EI numero de elementos diferentes a cero de A es el

numero de bandas de interés L, esto es,
L= |[2l. (3.2)

Utilizando la ecuacion (2.13) del modelo matematico, se puede expresar la

medicién deseada d en funcion de A de la forma [11],

V-1 L-1
d= Z P, E(GV)"TRFPL;,( A (3.3)
j=0 k=0

3.2 DISENO DEL COMPONENTE SELECTIVO (w)

Fijar el componente aleatorio r como un vector unitario, permite concentrar la
atencion en el disefio del componente selectivo w. Dada la expresion para y en
(2.13) y d en (3.3), se puede hallar una expresion para w mediante d =y

resultando en,
A=cC@!)*'w, para j=0,...V-1, (3.4)

teniendo en cuenta que (@7)™1 = @, y que (C)~! = C, se puede resolver (3.4)

para despejar w, obteniendo,
w=(0,)/*CA, para j=0,..,V—1. (3.5)

Se puede observar en (3.5) que un Unico vector w no puede satisfacer la

igualdad. Por lo tanto, se necesitan IV — 1 vectores w; de la forma,

w; = (0,)/*1CA, para j=0,..,V—1. (3.6)
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Esto equivale a necesitar V — 1 capturas del CASSI con aperturas basadas en un

w; diferente, para sensar la medicion deseada d. Teniendo el cuenta que el
periodo de la matriz de permutacion ciclica @, es de L, se tiene que Wi, = W;

paraa =0,1,...,[V/L]. Debido a esto, el nimero de capturas en (3.6) se reduce

considerablemente de la forma,
w; = (0,)/7'CAa, para j=0,..,L—1, (3.7)

necesitando solamente L capturas para obtener la informacion necesaria. Una por

cada banda que el sistema CASSI puede sensar.

3.3 DISENO DEL COMPONENTE ALEATORIO (r)

Como se menciond anteriormente, el componente aleatorio r genera incoherencia
entre la base de sensado y la base de representacion. Esta incoherencia es
necesaria como garantia para lograr un sensado mas compreso, y una buena

reconstruccion del cubo de datos.

El componente aleatorio r es creado a partir de una distribucion de Bernoulli,

teniendo en cuenta que r = [ry, 1y, ...,7._1], Se construye de la forma,
1, = Bernoulli(p), para k=0,..,L—1, (3.8)
donde el parametro p es la probabilidad de 1's en la distribucion.

El parametro p juega un papel importante en el sensado selectivo porque, como
se mostrara mas adelante, influye en la cantidad de informacion espectral
adecuada, que se sensa con una apertura codificada. Teniendo en cuenta el

modelo de la apertura codificada en la ecuacién (2.8), es facil deducir que,

t=wor, (3.9
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de esta manera, se puede agregar el elemento r en la ecuacion (3.7) para
obtener una expresion que defina a t en el disefio selectivo de las aperturas,

resultando en,

tt =wor=(0)%"CAor, para j=0,.,L—-1. (3.10)

J

Se puede observar en (3.10) que se pueden crear L vectores r; para satisfacer la

igualdad, sin necesitar mas capturas del CASSI. Los conjuntos de vectores

- hy ; L—1 L—-1
solucion de la ecuacion 3.10 son determinados como {w;};=, Y {1};Zo-

3.4 CONSTRUCCION DE LA FILA DE APERTURAS CODIFICADAS

; L-1 L-1 ; : :
Con los conjuntos de vectores {w;};Z; ¥ {I;}j=o, es posible construir una fila de

las L aperturas codificadas mediante las ecuaciones 2.8 y 2.9. Nétese que en la

ecuacion (3.7), los elementos selectivos w; poseen una estructura fija

determinada por A. Esta estructura no presentara variacion alguna durante la
creacion de las N —1 filas restantes de las aperturas codificadas en 2

dimensiones T;. Por esta razén, es necesario expresar los conjuntos de vectores
L_l L_l . oy ’ .
{w;}iZo ¥ {I;}j=o en orden aleatorio. Esto puede lograrse utilizando como indice

un vector B € R¥ de la forma,
{wg Y=o » {13,3i%0 (3.11)

donde los elementos de B = [By, f1, -, Bx—1], SON una permutacion aleatoria de un
conjunto de nameros {n}iZl. En la Figura 7 se muestra el efecto de la
construccion mediante orden aleatorio, generalizado en una apertura codificada en
2 dimensiones. En a) se muestra una apertura codificada construida con los

; L-1 L-1 ;
conjuntos ordenados {w;};Z; Yy {1;};55, y e€n b) una apertura construida con los

conjuntos definidos en (3.11).
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Figura 7. Ejemplos de construccion de aperturas codificadas.

Noétese como la apertura codificada de la Figura 7 b) presenta un patron
claramente aleatorio en comparacion con la apertura codificada en a). Como se
menciond en el numeral 1.1.2, esta aleatoriedad en el sensado es necesaria

dentro de un esquema de reconstruccion basado en Compressive Sensing.

Para simplificar la notacion, los conjuntos de componentes selectivos y aleatorios
organizados en orden aleatorio {wﬁ} y {rﬁ }] o, Se les determinar4d como
{w } 3y {r; }f 3 respectivamente. Ademas, a las filas de aperturas codificadas

construidas a partir de estos conjuntos, se les denominara como {E,-}f;é

3.5 REDUCCION DEL NUMERO DE CAPTURAS

Dado que el componente aleatorio r; no depende de un parametro fijo, como lo es
w; de A, es posible reducir el nimero de capturas a K < L. Esta reduccion

depende de que algunos de los vectores del conjunto {t; }] —o, Sean linealmente

dependientes de otros.
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Sea M, una matriz de orden L X L donde sus columnas son el conjunto de

vectores {t;};Zg, el rango de M, expresado como,
K = rango(M,), (3.12)

es el nimero de capturas necesarias para satisfacer la ecuacion (3.10). Esto se
debe a que un conjunto de vectores, pueden ser expresados como la combinacion
lineal de sus vectores linealmente independientes. Por lo tanto, si se define a

{tor Y¥Z2 como el conjunto de columnas linealmente independientes de M,, y W,
como una matriz de orden L X K, la cual sus columnas son los vectores {t,,}x_5,

; L-1
el conjunto de vectores {tj}jzo puede expresarse como,

K—-1
t; = Z Crjtax, para j=0,.,L-1, (3.13)
k=0

donde Cy; son los elementos de una matriz de orden K X L definida como,
C= (W W)'w,"Mm,. (3.14)

Notese que el resultado de la ecuacion (3.12), puede ser manipulado para arrojar
un valor K < L, mediante la busqueda de componentes r; que minimicen el rango
de la matriz M,, reduciendo asi el nimero de capturas. Este resultado puede ser
generalizado para el conjunto de aperturas codificadas {Ej 5;3 el cual puede ser

recuperado a partir del conjunto de aperturas codificadas linealmente

independientes {f,;}2;"

Calculando el conjunto de aperturas codificadas linealmente independientes

{faj}fz‘ol, el proceso de sensado se realiza sobre un modelo matematico, para

obtener las K filas de mediciones, este conjunto de mediciones se determinara

como {y,;};=y . donde y,; € R” son vectores columna.
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Si se tiene que el nimero de capturas es K < L, el conjunto de L mediciones

{yj}§;3 necesarias para la reconstruccion selectiva, pueden recuperarse a partir

del conjunto {y,;}{=y mediante la forma,

K-1
y; = z CkjYar » para j=0,.,L—-1, (3.15)
k=0

donde Ci; es la misma matriz de coeficientes utilizada en (3.13). La ecuacion
(3.15) puede aplicarse a las mediciones, ya que existe una relacion lineal entre el
conjunto de componentes de las aperturas codificadas {taj}fz‘ol, el conjunto de
filas de aperturas codificadas {faj}fz‘ol y el conjunto de mediciones {yaj}ﬁ-(;ol. Para
el caso donde K = L, el conjunto de mediciones {y,-}f;& serd el mismo adquirido

mediante el proceso de sensado.

3.6 EXTRACCION SELECTIVA DE MEDICIONES ESPECTRALES

No todos los elementos dentro de una medicién poseen informacion espectral de
interés, por esta razon, es necesario extraer solamente la informacién espectral

que se va a utilizar en el proceso de reconstruccion selectivo. Sea M, una matriz
de orden V' X L, donde sus columnas son el conjunto de mediciones {yj}§;3. Los
elementos en M, con informacion espectral de interés, pueden ser identificados

mediante la ecuacion (3.4) y (3.9) de la forma,

Xi,l = C(@Z)J-'-l W] oI

B para j=0,..,L—-1, (3.16)

donde Xu € R% es un vector columna que indica cuales bandas espectrales estan
presentes en la posicion (i,[) de la matriz My. En la Figura 8 se muestra una

matriz My con V =87 y L =24, donde se indican los 4 posibles casos de
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concordancia que pueden existir entre Xl-,l, y el perfil espectral A deseado definido

en la ecuacion (3.1).

Figura 8. Matriz M, mostrando los posibles casos de concordancia entre Xi,l y A

05 1 15 05 i 15
caso 1 caso 2

20

05 i 15 05 1 15
caso 3 caso 4

a) matriz My b) casos de concordancia
En la Figura 8 a) se muestran:

e caso 1: con color rojo se indican los elementos de M, que poseen
concordancia completa, con el conjunto de bandas de interés indicadas en
el perfil espectral A.

e caso 2: con color amarillo se indican los elementos de M, que poseen

parcialmente, informacion espectral de interés exclusivamente.
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e caso 3: con color azul claro se indican los elementos de My que poseen
informacion espectral de interés, junto con informacion espectral de bandas
gue no son de interés.

e caso 4: con color azul oscuro se indican los elementos de My que no

poseen informacion espectral de intereés.

En b) se muestran ejemplos del vector )_Ll-,l para los 4 casos de concordancia. El

perfil espectral esperado A es el mismo del caso 1.

En esta metodologia, solo se van a tomar los elementos de M, que posean

concordancia completa o parcial con las bandas espectrales de interés (casos 1y
2). Los elementos que poseen informacion espectral que no es de interés se dejan

por fuera del modelo de reconstruccién selectivo (casos 3y 4).

Como se menciond en el numeral (3.3), el disefio del componente aleatorio influye
en la cantidad de informacion espectral de interés que poseen las mediciones. En

la Figura 9 se muestran diferentes matrices M,, creadas a partir de aperturas

v
codificadas con diferentes valores de p. En color blanco se indican los elementos
espectrales de interés para esta metodologia, y en negro los elementos sin
interés. En a) se muestra una matriz My creada a partir de K aperturas codificadas
con p = 0.9; en b) se muestra una matriz My donde p = 0.6; y en c) se muestra

una matriz My, donde p = 0.3.

El proceso de extraccion selectiva de mediciones espectrales va encaminado a

crear, un conjunto denominado mediciones espectrales deseadas {gj}j-fz‘ol, las

cuales poseen exclusivamente elementos con informacion espectral de interés,

junto con elementos que no poseen ningun tipo de informacion espectral.

42



Figura 9. Matrices M, creadas a partir de aperturas codificadas con diferentes

valores de p: a) p =0.9, b) p =0.6, c) p = 0.3.

matrices My

Sea {g,-}y:‘o1 un conjunto de U vectores columna donde g; € RY. Las mediciones
espectrales deseadas son creadas a partir de la ecuacion,
M), , 3te{o,..,.L—1}: (A, v&)=@AVA)}

(8;)i = ,  (3.17)
0 , de otra manera

donde (2;; v A) = (AVA) es el criterio utilizado para escoger solamente los
casos de concordancia 1 y 2. Esto es posible gracias a la operacién logica OR

entre los k-esimos elementos de cada vector, definida como:

° (_Ai,l)k VA) =0 si (ii,l)k = M), =0.
o (M V=1 si (A)r>0y@A)e=0, 0 (A =0y @A) >0.
o (A V=1 si (ADx>0y @), >0.
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Lo mismo sucede para (AVA), donde el operador OR convierte en 1's los

elementos (1), > 0, sin alterar los elementos (1), = 0.

En la ecuacion (3.17) es necesario tener en cuenta que, los elementos de M,
utilizados en construir g;; no son usados para construir g;,, para j1 < j2. Dado
que no toda la informacién contenida en My, va a ser seleccionada en el proceso
de extraccion, el nimero de mediciones espectrales deseadas es U < K. Este

namero corresponde a la cantidad maxima de elementos espectrales de interes,

que se pueden encontrar en cualquier fila de la matriz My,.

3.7 MODELO DE SENSADO SELECTIVO

Para completar el modelo de reconstruccion selectivo, es necesario encontrar los
elementos del conjunto de filas de las aperturas codificadas {fj}]L-;é , que sensan
los elementos extraidos en el numeral anterior. Para lograr esto, se debe tener en
cuenta cuales elementos de una apertura codificada t, forman cada elemento de

una medicion y. En la Figura 10 se muestra un esquema que permite identificar,
los elementos de una apertura codificada, que influyen en la creacion de cada

elemento de una medicién. Para este ejemplo se utilizd6 M =6,L =4yV =9.

En a) se muestra la apertura codificada t con sus elementos (t),,, donde m =
0,..,M—1; en b) se muestra el efecto del elemento dispersivo sobre los
elementos de t; en c) se muestra la medicion y con sus elementos (y),, donde

v=20,..V-—-1;
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Figura 10. Relacion entre la apertura codificada t y la medicién y.

efecto del elemento

-f dispersivo y
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®:| [ @@ |G |E)| |0
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®s| | (s |@®e|D):|B:]| |
®s | @) || |W)e

®: [®):| [V

s | |V

a) b) c)

Es posible generalizar el esquema a un conjunto de aperturas {fj}ﬁgé, que
modulan el sensado de un conjunto de mediciones {y,-}f;é. Teniendo en cuenta
los elementos de fj que conforman los elementos de y;, se pueden extraer los
elementos (t;),, para construir un conjunto alterno de aperturas ({TNLZL que

permita el sensado directo de la medicion deseada g,. Este conjunto alterno de
aperturas puede ser creado para una medicion deseada a partir del esquema en

la Figura 11.

En a) y b) se muestran los elementos del conjunto {yj}fgé, que fueron

seleccionados por la ecuacion 3.17, para formar la medicion deseada g,. Los
subindices {j0, j1,...,j8} son los valores obtenidos para L, y el subindice n es j de

la ecuacion 3.17. En c) se observan los elementos (fjv)l- del conjunto de

aperturas {f,-}f;é, que ayudan a formar la medicion (yj,, )., y por ende, la medicion
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selectiva (g,),. En d) se muestra el conjunto de aperturas alternas {t ®}:Z1 con

cada uno de sus elementos.

Figura 11. Relacion entre las aperturas codificadas fj y las aperturas alternas

zr(k)
t i
{y.}};; g ‘f'fU) ‘f'm -f.m -f,rah -f,rm -f,m -'-:-'(2) -f'(s}l
i
(yjﬂ)ﬂ (gn)o (.f;'o)a ' (.f‘,-c,)ﬂ (fj:)u (-fj?)o(fja)ﬁ
(Vi) (gn) (.f;'f)1 (fjf)o 6;1)1 ﬁ;2)1 (-fjs)n &;‘4)1

(ie)e|  |(8)  ((Ee(Li)i|(F)o (€2)e|(E)e| (T} (o)
A7 I (GO0 I (7)™ (¥ (Y (79 W (3% (% (X (1O
V0 I (ORI (P (™ (5% (2% I (Y (07 ((#5Y (T
skl ()| [El{E)Eed|(Es)] (sl (Tio)e|(Er)e{(Tie)s
(
(

yio|  |(g)s (Eie)s| ()| (Eio)s
yry| (&) (£7)e|(E7)e
(vie)s| — |(n)e (to)s
a) b) c) d)

Notese que por cada medicion g, se crea un conjunto de aperturas alternas
(0Ll De la misma manera, se debe generalizar para el conjunto de

mediciones deseadas {gj}}’:‘(,l, creando el conjunto de aperturas alternas
®Yconj=0,...,U-1.

U-1

Para crear el modelo de sensado para el conjunto {g;};=,, es necesario modificar

la ecuacién 2.12 de la forma,

L-1
y, = Z(@V)ki diag(, )f; (3.17)
k=0
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donde diag(t;) = RW, y f, & FP,, u, es la k-esima banda espectral del corte F.
En esta ecuacion se da por entendido que una Unica apertura t, es utilizada para

sensar las L bandas espectrales f,,. Adaptando esta ecuacion, es posible modelar

U-1

el sensado del conjunto de mediciones deseadas {g;};-,, sensando solamente

las £ bandas de interés definidas en (3.1) y (3.2).

Dado el conjunto alterno de aperturas {f’;k) f;(} el sensado del conjunto de

mediciones deseadas {g,-}}’;ol, puede expresarse como,

L-1
g = Z(@V)skidiag(f’fk))fsk , para j=0,..,U-1, (3.18)
k=0

donde € € R* es un vector auxiliar cuyos elementos € = [gg, &; ..., £,_1], Son los

indices de las bandas espectrales de interés. Nétese que en la ecuacion (3.18),
cada banda espectral f,, es sensada por una apertura alterna f’}g") diferente. Este

modelo permite crear la matriz operador del sistema H, necesaria para el modelo

de reconstruccioén selectivo.

Definiéndose la matriz Hj, de orden V x M como Hj, £ (0,)*1 diag(¥{™), el

conjunto de vectores {gj}yz‘ol en (3.18) pueden expresarse de la forma,

-1
g = Z Hjf,, para j=0,.,U-1 (3.19)
k=0

La matriz operador del sistema para una fila del detector, se denominara matriz

operador del sistema parcial, y su expresion para una medicion g; seria,

H, = (i, (0))*)®H;,, para k=0,..,L, j=0,..,U—-1, (3.19)
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donde i, € R* es un vector fila con el primer elemento en 1 y el resto de
elementos en 0, y ® es el producto Kronecker entre 2 vectores. Definiendo el
vector de las bandas de interés f como el ensamble en una misma columna de la
forma f 2 [fgoT, fng, ...,st,_lT]T, el modelo selectivo del sistema para una Unica

medicion deseada g;, se define como,

U-1

El conjunto de las mediciones {g;};=, en un unico vector, y el conjunto de las

matrices operador del sistema parcial, pueden expresarse de la forma,

8o H,
Bl [ B (3.20)
8u-1 Hy_;

g = Hf, (3.21)

donde la ecuacion (3.21) representa el proceso de sensado selectivo de una
Unica fila de la medicion Y, expresado en funcion de las bandas espectrales de
interés f. Para lograr el modelo de reconstruccién selectivo, es necesario

generalizar la ecuacion (3.21), para el resto de N —1 filas del sensor

monocromatico.

3.8 GENERALIZACION DEL MODELO DE SENSADO SELECTIVO

Para lograr el modelo de reconstruccion selectivo, es necesario generalizar el
proceso de creacion de la filas de aperturas codificadas, expuesto en los
numerales 3.2 al 3.5, el proceso de extraccidbn selectiva de mediciones
espectrales, expuesto en el numeral 3.6, y el correspondiente modelo de sensado

selectivo expuesto en el numeral 3.7.
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Esta generalizacion consiste en crear las N filas de aperturas codificadas t; y

construir con ellas, el conjunto de aperturas codificadas {T®}XZ}, cada una de

ellas de orden M X M, utilizadas en las K capturas de la forma,

[ o ] [ o ] [ koo ]
TO = | to: T = | B | ,TED = tie-11 (3.22)
|~E’(1)1;N—1J lEF{;N—IJ lf%—1;N—1J

donde f?;.n es la transpuesta del k-esimo elemento del conjunto de vectores filas
de aperturas codificadas, creado por la reducciéon de rango del numeral 3.5; y n
indica la n-esima generalizacion de todo el proceso. Nétese que cada uno de los
N procesos de reduccion de rango, deben arrojar en mismo resultado para K en la

ecuacion 3.12, de lo contrario, el conjunto de la ecuacion 3.22 no se podra

realizar.

También se generalizan las N filas de mediciones y;, para obtener el conjunto de
mediciones {Y(®}X-1 cada una de orden V x N, esta generalizacion se realiza de

la misma forma que en la ecuacién (3.22) se hizo para T®).

A la par con el conjunto {Y®)}KZ3 se realiza la generalizacion de las mediciones
deseadas g, las aperturas alternas t' y de las matrices operador del sistema
parcial H, definidas en las ecuaciones 3.20 y 3.21. El conjunto generalizado del

sistema, para el modelo de reconstruccion selectivo, esta dado por las ecuaciones,
go HO 0 0
l & ‘ - I PO S I (3.23)
gn-1

g = Hf, (3.24)
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donde g,, y H,, en la ecuacion 3.23 son las n-esimas generalizaciones de gy H de
la ecuacion 3.21, y donde 0 representa matrices de elementos ceros, que poseen
el orden necesario para realizar el ensamble de las matrices H,, de forma
diagonal. Dado que el conjunto de bandas de interés puede ser representado de

manera dispersa mediante f = ¥0. La ecuacion (3.24) puede expresarse como,

g = HYo. (3.24)

Notese que la ecuacion 3.24 es similar a la ecuacion 1.14, con la diferencia que la
ecuacion (3.24), permite la reconstruccion selectiva de las bandas espectrales de

interés f’, aplicando el método de reconstruccién expuesto en el numeral 1.5. En

la Tabla 3 se resumen las variables principales del capitulo 2.

Tabla 3. Resumen de las variables principales del capitulo 3.

Variable Simbolo Dimensiones
Perfil espectral deseado A Lx1
Numero de bandas de interés L= ]2l escalar
Probabilidad de 1's del elemento r p escalar
Conjuntos de componentes wy r {wj};{;ol, {l}-}ﬁ-{;ol K vectoresde L X 1
Matriz conjunto de aperturas t M, LXL
NUmero de capturas K<L escalar
Matriz conjunto de mediciones y M, VXL
Conjunto de mediciones deseadas {g ,-}j-’;ol U vectoresde V x 1
. {f'}k)}i;(l), con
Conjunto de aperturas alternas L vectoresde M x 1
j=0,..,U—-1
Apertura codificada en 2D T M x M
Vector de bandas de interés f (L+xM)x1
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En la Figura 12 se muestra un diagrama de flujo del proceso de creacion de un

conjunto de aperturas codificadas {T®)}X_L.

Figura 12. Diagrama de flujo del proceso de creacién de un conjunto de aperturas

codificadas {T®}X-1.
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El diagrama de flujo del proceso de sensado y reconstruccion selectivo se muestra

en la Figura 13.

Figura 13. Diagrama de flujo del proceso de sensado y reconstruccion selectiva.
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4. SIMULACIONES Y RESULTADOS

4.1 PRELIMINARES

La imagen espectral para los experimentos es la misma utilizada en [22-24]. Esta
imagen fue capturada utilizando una fuente de luz monocromética, en el rango
visible [451nm-635nm], para iluminar la escena uniformemente. En la Figura 14 se

muestra la escena original tomada por una camara en RGB.

Figura 14. Escena original de la imagen espectral [21].

La imagen espectral tomada por el CASSI, posee una resolucion de 256 X 256
pixeles en coordenadas espaciales, y 24 bandas espectrales. Esta imagen es
tomada como la sefal espectral real, en el proceso de modelado. Para efectos
practicos, ha sido escalada a 128 X 128 X 24 pixeles para la realizacion de este

trabajo. La Figura 15 muestra la imagen espectral.

Las imagenes espectrales poseen valores de intensidad de luz, por ende, son
representadas como un conjunto de imagenes en escala de grises.
Consecuentemente, la imagen espectral de la Figura 15 ha sido presentada

utilizando falso color, para indicar a que longitud de onda pertenece cada banda.
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Figura 15. Imagen espectral de dimensiones 128 X 128 X 24 pixeles [21].




Los perfiles espectrales deseados son generados con valores de transmitancia
escogidos arbitrariamente. El presente proyecto no profundiza en la busqueda de
valores de transmitancia 6ptimos, para una distribucién de bandas de interés. Los
valores de transmitancia son escogidos de manera que asemejen el

comportamiento natural que presentan los filtros paso banda.

En la Figura 16 se muestra un ejemplo de la similitud factible utilizando perfiles
espectrales grises, al comportamiento espectral de un filtro paso banda. La linea
azul muestra la distribucién de transmitancia de un filtro paso banda. Las barras
muestran la transmitancia de un perfil espectral gris, que busca simular el

comportamiento espectral del filtro.

Figura 16: Similitud factible entre un perfil espectral gris y un filtro paso banda.
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4.2 SIMULACION DEL PROCESO DE SENSADO

La simulacién del proceso de sensado se realiza, mediante la manipulacion de los

indices de la matriz correspondiente a cada banda espectral. Esta manipulacién
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busca simular el proceso de modulacion espacial de la apertura codificada, y la
dispersién creada por el elemento dispersivo. Con esto es posible obtener una
medicion compresa de toda la imagen espectral, en una Unica imagen en 2

dimensiones. En la Figura 17 se muestra el proceso de sensado del CASSI.

Figura 17. Simulacién del proceso de sensado del CASSI.

a) banda de la imagen espectral b) apertura codificada ¢) banda espectral modulada
por la apertura codificada

d) efecto del elemento dispersivo e) medicién de la imagen espectral

En a) se muestra una banda de la imagen espectral, la cual es modulada
espacialmente por una apertura codificada en escala de grises aleatoria
presentada en b), la imagen resultante se muestra en c). El efecto de dispersion
del elemento dispersivo se observa en d), el corrimiento que presenta la imagen
modulada depende de la longitud de onda a la que pertenece la banda a). La

medicién obtenida de la imagen espectral que se presenta en e), es la suma de los
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procesos de modulado espacial y dispersion c¢) y d), realizado con todas las
bandas espectrales.

4.3 IMPLEMENTACION DEL ALGORITMO DE RECONSTRUCCION

Como se indic6 en el numeral 1.5, el algoritmo de reconstruccion implementado es
el GPSR (Gradient Projection for Sparse Reconstruction). El GPSR necesita que la
imagen espectral sea representada de manera dispersa. Diferentes estudios
realizados en [21][22], han encontrado que las bases de representacion
Kronecker, son la mejor opcién para imagenes espectrales. Especificamente, la
base de representacion W utilizada en este trabajo, consiste en una
transformacion de Coseno Discreto para el dominio espectral, y una

transformacion Wavelet 2D (Symlet 8) para el dominio espacial.

Un ejemplo de reconstruccion, utilizando el GPSR en un modelo del CASSI no
selectivo para un conjunto de capturas {2, 4, 6, ..., 24} capturas se muestra en la

Figura 18.

Figura 18: PSNR de las reconstrucciones mediante el GPSR.
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Se utilizaron 200 iteraciones para generar las reconstrucciones, el parametro 7 de
la ecuacion (1.15), que representa el estimulo a las soluciones dispersas, es
escogido cuidadosamente para maximizar la calidad de reconstruccion. Cabe
recalcar que en este experimento, se reconstruyen todas las bandas de la imagen

espectral.

4.4 EXPERIMENTOS Y RESULTADOS

4.4.1 Reconstruccién selectiva de la imagen espectral: Este experimento
verifica el disefio de las aperturas codificadas selectivas, y del método de

reconstruccion expuesto en el capitulo 3.

El perfil espectral deseado para este experimento se muestra en la Figura 19, las
bandas de interés son {5,6,7,8,9,10,18,19,20,21,22}. Los valores de transmitancia

fueron escogidos de manera arbitraria.

Figura 19. Perfil espectral deseado para el experimento 4.4.1.
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Se crearon 24 aperturas codificadas para el proceso de sensado, con un
pardmetro para la creacién de las componentes aleatorias p = 0.5. En la Figura

20 se muestran 3 aperturas codificadas en escala de grises selectivas.

Apertura codificada 1 Apertura codificada 12 Apertura codificada 24

El GPSR es ejecutado para 200 iteraciones y se buscé un valor de t que
maximizara la calidad de reconstruccién. La reconstruccion selectiva de la imagen

espectral se muestra en la Figura 21, el PSNR promedio fue de 29.18 dB.

Figura 21. Reconstruccion selectiva de la imagen espectral.
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4.4.2 Comportamiento del parametro p: Este experimento investiga la

relevancia del parametro p, en un conjunto de aperturas codificadas.

Se utilizé6 un conjunto de 24 aperturas codificadas, cada simulacion en este
experimento fue repetida 5 veces. El valor de p varia en el intervalo
{0.1,0.2,0.3,...,0.9}. No se tiene en cuenta el valor p = 0 porque éste genera
aperturas codificadas completamente oscuras sin ningun valor de transmitancia.
Tampoco se tiene en cuenta p =1 dado que desapareceria el efecto del

componente aleatorio de la apertura codificada.

El perfil espectral utilizado se muestra en la Figura 22, las bandas de interés en
este experimento son {1, 2, 3, 9, 10, 11, 12, 13}. Los valores de transmitancia son

escogidos arbitrariamente.

Figura 22. Perfil espectral deseado para el experimento 4.4.2.
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El GPSR fue ejecutado con un maximo de 100 iteraciones, y el valor de t fue
escogido para maximizar la calidad de la reconstruccion en cada caso. En la Tabla

4 se muestra el PSNR de la reconstruccion para cada valor de p.
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Tabla 4. PSNR de las reconstrucciones segun parametro p.

p Promedio (dB) Méaximo (dB) Minimo (dB)
0.1 24.76 25.10 24.32
0.2 29.89 30.22 29.42
0.3 28.24 28.61 27.75
0.4 27.28 27.37 27.08
0.5 25.28 25.76 25.25
0.6 23.81 24.24 23.40
0.7 22.51 22.80 22.34
0.8 21.34 21.44 21.09
0.9 19.97 20.07 19.83

Notese que para valores cercanos a p = 0 el PSNR decae rapidamente, esto se
debe a que las aperturas creadas con este valor, poseen una transmitancia muy
pequefia, capturando poca cantidad de informacion. También puede observarse
que para valores cercanos a p = 1, el PSNR decae. Esto se debe a que para
valores de p muy altos, la aleatoriedad del componente r, se hace menos

relevante.

4.4.3 Reduccién del nUmero de capturas: Este experimento verifica el método

de reduccién del numero de capturas, expuesto en el numeral 3.5.

Se crearon grupos de aperturas para 24, 21 ,18, 16, 14 y 12 capturas, utilizando
un mismo perfil espectral deseado. El punto escogido para la creacion del perfil
espectral se muestra en la Figura 23. Las bandas de interés en este experimento
son {1, 2, 3, 4, 5, 21, 22, 23, 24}. El sensado para cada numero de capturas fue

repetido 5 veces.
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Figura 23. Perfil espectral deseado para el experimento 4.4.3.

1
09k .
08k
07
06
05
041
031
0.2
0.1

transmitancia

; ;
10 15
bandas espectrales

El parametro p fue escogido cuidadosamente para maximizar la calidad de la
reconstruccién. El GPSR es ejecutado para 200 iteraciones y un valor de t que

maximizara la calidad de reconstruccion.

En la Figura 24 se muestran los promedios en PSNR de las reconstrucciones por

ndamero de capturas. La reduccion en la calidad de reconstruccién puede

explicarse, ya que la recuperacion del conjunto de mediciones {y,-}f;(}, realizada

con la ecuacion (3.15), no es exacta. El ruido presente en ésta recuperacion, es
anexado al ruido producido por el GPSR, resultando en una menor calidad de
reconstruccién. También puede notarse que los valores de PSNR obtenidos en el
presente experimento, no se equiparan a los obtenidos en el numeral 4.3. Esto se
debe a que en esta metodologia, algunos pixeles de la medicion con informacion
espectral de interés, son descartadas por poseer también informacion espectral
gue no es de interés (ver numeral 3.5), mientras que en la reconstruccién no
selectiva del numeral 4.3, se utilizan todos los pixeles de la medicién para la
reconstruccion. Esto hace que la reconstruccion selectiva cuente con menor

cantidad de informacion, para lograr un estimado de la imagen espectral original.
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Figura 24. PSNR promedio de las reconstrucciones para el experimento 4.4.3.
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4.4.4 Beneficios del sensado selectivo mediante perfiles espectrales grises:
En este experimento se explora los beneficios de utilizar perfiles espectrales

grises, en un sistema CASSI para el sensado selectivo de una imagen espectral.

Para este experimento se compara el desempefio de un sistema de selectividad
espectral que utiliza un perfil espectral binario (aperturas codificadas binarias), y 2
sistemas que utilizan perfiles espectrales grises (aperturas codificadas en escala
de grises). Se propone sensar de manera selectiva la imagen espectral para un
conjunto de bandas de interés { 2, 3, 4, 11, 12, 13, 14, 15, 22, 23, 24 }. La Figura
25 a) muestra el perfil espectral binario para las bandas de interés, en b) se

muestra una de las posibles distribuciones para un perfil espectral grises.

Noétese que los valores de transmitancia del perfil espectral gris se encuentra
completamente ajustado a las bandas de interés. Esto no sucede en los filtros
paso banda, donde existe un pequefo porcentaje de transmitancia de las bandas

espectrales adyacentes, dada la naturaleza 6ptica del instrumento.
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Figura 25. a) Perfil espectral binario, junto con b) perfil espectral gris ajustado.
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Una de las ventajas importantes de la selectividad espectral basada en aperturas
codificadas en escala de grises, es que es posible realizar un sensado mas
realista de la sefal espectral, tal y como los filtros 6pticos funcionan, permitiendo
capturar una gama mas amplia de informacion. De esta manera, es posible
asignar valores bajos de transmitancia, a las bandas espectrales adyacentes al

conjunto de bandas de interés, simulando el comportamiento de los filtros reales.
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En la Figura 26 se observa una variante del perfil espectral gris, con valores de
transmitancia bajos en las bandas adyacentes al conjunto de bandas de interés. Al
perfil espectral gris expuesto en la Figura 26 b) se le denominara perfil espectral

expandido.

Figura 26. a) Perfil espectral binario, junto con b) perfil espectral gris expandido.
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Para el presente experimento, se considera el perfil espectral binario expuesto en
la Figura 25 a), el perfil espectral gris ajustado de la Figura 25 b), y el perfil
espectral gris expandido de la Figura 26 b). Se utilizaron conjuntos de aperturas

para 20 capturas, cada caso fue repetido 5 veces, y el PSNR presentado es el
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promedio. También se buscO un parametro p que maximice la calidad de la
reconstruccion. EI GPSR fue corrido a 200 iteraciones y el parametro t fue

escogido para cada caso. El resultado del experimento se muestra en la Tabla 5.

Tabla 5. Resultados en PSNR del experimento 4.4.4.

PSNR (dB)
Perfil espectral promedio maximo minimo
Binario 25.72 26.33 24.94
Gris ajustado 26.46 27.72 26.12
Gris expandido 28.57 29.91 27.03

Como se puede observar, la inclusion de bandas adyacentes al conjunto de
interés, mejora la calidad de la reconstruccion, a pesar de que posean niveles
bajos de transmitancia. Esto se debe a que existe mas informacion espectral de

interés, que se puede utilizar en el algoritmo de reconstruccion.
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5. CONCLUSIONES

Se realiz6 la simulacion del proceso de sensado de un sistema de captura
de imagenes espectrales (CASSI), obteniendo una medicidbn compresa,

modulada por una apertura codificada en escala de grises.

Se implementé un algoritmo de reconstruccion que permite recuperar un
estimado de la imagen espectral, a partir de la medicion obtenida por el
CASSI.

Basandose en el modelo matricial para el CASSI, se desarrollé una
metodologia para la creacion de aperturas codificadas en escala de grises
selectivas. Esta metodologia permitié el sensado y la reconstruccién de las
bandas espectrales de interés de una imagen espectral, llegando a obtener

valores de PSNR cercanos a 32 dB.

Se demostré que el parametro p influye en la calidad de la reconstruccion.
Valores oOptimos pueden ser calculados para maximizar la calidad de la

reconstruccion.

Se demostré que la metodologia de reduccion de capturas, expuesta en el
numeral 3.5, permite obtener un estimado de la imagen espectral a partir de

un nimero menor de capturas.

Se model6 el sensado selectivo de la imagen espectral, con perfiles
espectrales que incluyen bandas adyacentes al conjunto de interes,
mostrando un aumento en el PSNR de entre 2 y 3 dB con respecto al
sensado con perfiles binarios y grises de concordancia exacta al conjunto

de bandas de interés.
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Los sistemas de selectividad en imagenes espectrales basados en
aperturas codificadas en escala de grises requieren mayor investigacion,
debido a que aun estan por debajo en cuanto a calidad de reconstruccion,
comparados con los sistemas de reconstruccion completa del cubo de
datos. Esta investigacion es el primer paso para el desarrollo de una
metodologia de sensado selectivo, que permita obtener reconstrucciones

de mayor calidad.
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6. RECOMENDACIONES

Realizar el proceso de sensado selectivo utilizando perfiles espectrales con
valores de transmitancia basados en aplicaciones concretas, que permitan
evaluar la utilidad de la presente metodologia en diferentes campos de

aplicacion.

Basandose en el modelo expuesto en el presente trabajo, investigar la
selectividad espectral en un sistema CASSI para iméagenes
hiperespectrales. Estas imagenes poseen mayor cantidad de bandas

espectrales.

Desarrollar una metodologia de sensado selectivo de imagenes espectrales
basado en aperturas codificadas en escala de grises, que permita utilizar el
100% de la informacion espectral de interés en el proceso de

reconstruccion.

Desarrollar una metodologia para la creaciéon del elemento aleatorio r, que
maximice la incoherencia entre la matriz operador del sistema # y la base

de representacion Kronecker W.
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