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“In general we look for a new law by the following process. First we guess it. Then we
compute the consequences of the guess to see what would be implied if this law that we
quessed is right. Then we compare the result of the computation to nature, with
experiment or experience, compare it directly with observation, to see if it works.

If it disagrees with experiment it is wrong. ”

R. P. Feynman

“It is not unscientific to make a guess, although many people who are not in science
think it is. ”
R. P. Feynman

“Nothing is impossible. Not if you can imagine it. That’s what being is a scientist is
all about. ”
Professor H. J. Farnsworth.
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Resumen

TITULO: El MECANISMO DEL UNIVERSO RELAJADO: POSIBLE SOLUCION
DINAMICA Y LIBRE DE AJUSTES FINOS AL VIEJO PROBLEA DE LA
CONSTANTE COSMOLOGICA!

AUTOR: RODRIGUEZ RUIZ, José Fernando'.

PALABRAS CLAVES: Constante Cosmoldgica, Energia Oscura, Gravedad Modifi-
cada.

DESCRIPCION: Las contribuciones a una constante cosmoldgica efectiva Ag
corresponden por un lado, a la presencia de una constante Ap, llamada la constante
cosmoldgica “desnuda” y, por otro lado, a la energia del estado de vacio de los campos
presentes en la accién. Al comparar el valor deducido a partir de las observaciones
cosmolégicas con el vacio electrodébil, se observa una diferencia de 55 6rdenes de
magnitud. Para obtener concordancia entre los valores, es necesario realizar un ajuste
fino en Ap de tal manera que se cancele la enorme discrepancia. La imposibilidad
de evitar que la contribucién de los campos altere significativamente la constante
cosmoldgica efectiva, sin recurrir a un ajuste fino, se denomina el viejo problema de
la constante cosmoldgica. Distintas interpretaciones a Ap se han planteado, tales como
su reemplazo por un campo escalar; sin embargo, ésto no resuelve el problema. Se
pretenderd dar una solucion alternativa, en donde Ap es complementada por un término
originado a partir de modificaciones en la gravedad. La modificacion se realiza mediante
la introduccién de un funcional f(R,G) que involucra el invariante de Gauss-Bonnet
G. El término nuevo en las ecuaciones de campo, interpretado como un fluido césmico
con una ecuacién de estado inhomogénea, relaja de manera dinamica el valor de Ag |
y reproduce satisfactoriamente la cosmologia estandar.

iTrabajo de grado.
iFacultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Yeinzon Rodriguez Garcia (Director).
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Abstract

TITLE: THE MECANISM OF THE RELAXED UNIVERSE: POSIBLE DYNAMI-
CAL SOLUTION, AND FREE OF FINE TUNNING TO THE OLD PROBLEM OF
THE COSMOLOGICAL CONSTANT!

AUTHOR: RODRIGUEZ RUIZ, José Fernando'.
KEYWORDS: Cosmological Constant, Dark Energy, Modified Gravity.

DESCRIPTION: The contributions to an effective cosmological constant Ag are
the constant Ap, called the “bare” cosmological constant, and the vacuum energy of
the fields present in the action. Comparing the deduced value from the cosmological
observations with the electroweak vacuum, is observed a difference of 55 orders of
magnitude. It is neccesary to make a fine tunning in Ap in order to obtain concordance
between this values. The imposibility to avoid a significative contribution from the fields
without recurring to a fine tunning, is known as the old problem of the cosmological
constant. Interpretations of Ap, such as its replacement by a scalar field, don’t really
solve the problem. We present an alternative solution, where Ap is supplemented with
a term constructed from the modification of gravity. The modification is made by the
introduction of a function f(R,G) that involves the Gauss-Bonnet invariant G. The new
term, interpreted as a cosmic fluid with an inhomogeneous equation of state, will relax
dynamically Ag without a fine tunning, and it will reproduce the standard cosmology.

iliDegree project.
VFaculty of Sciences, School of Physics, Yeinzon Rodriguez Garcfa (Supervisor).
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Notacion

Los indices griegos representan cualquiera de los nimeros {0, 1,2, 3} y los indices latinos
cualquiera de los nimeros {1, 2, 3}.

La derivada parcial 9, A" se denotard por A”  y la derivada covariante V,A” por A”, .
La signtura de la métrica g, es (+,—, —, —).

Los simbolos de Christoffel estan dados por:

1 g
FZJ/ = Egp [g,uo,u + Guou — g;w,o] )

Las componentes del tensor de Riemann y Ricci por:

R’ re =17

UAV = JI79 UV

— pr
R, = Rupy.

P TO _TP T
+F)\0F/u/ FI/O' B

En resumen, la notacién es (—, +, —) segun la Ref. [1]



Introduccion

En la Teoria Cléasica de Campos, un campo escalar ¢ puede ser visto como una coleccion
continua de osciladores arménicos [2]. De esta manera, se entiende intuitivamente la
cuantizacion del campo ¢, como la cuantizacion de cada uno de los osciladores que lo
conforman. Durante el proceso formal de la cuantizacion, se define el estado de vacio
como aquel estado que posee la menor energia posible, y en el cual, el nimero de
particulas es igual a cero. La interpretacion del campo ¢ en términos de osciladores
armoénicos, implica que la energia del estado de vacio es igual a la suma de la energia
minima de los osciladores. Debido a lo anterior, la energia del estado de vacio es diferente
de cero, i.e. en la Teoria Cuantica de Campos la ausencia total de particulas no implica
un estado con energia igual a cero. Confirmacién experimental de esta prediccion se
encuentra en las Refs. [3, 4, 5].

Por otro lado, en la Teoria General de la Relatividad el tensor energia-momento se
constituye en la fuente del campo gravitatorio, por lo tanto, es el valor mismo de la
energia, y no la diferencia entre estados, la cantidad decisiva en el comportamiento de
los fenémenos gravitacionales. De este modo, cualquier energia, incluyendo la energia
del estado de vacio, debe ser incluida en el analisis de la fisica gravitacional. Una energia
de vacio que permea el Universo entero, induce un campo gravitacional que provoca una
expansion acelerada, lo cual, es fisicamente equivalente a la presencia de una Constante
Cosmolégica (CC) en la ecuaciones de campo de Einstein. Por lo tanto, el valor efectivo
de la CC o energia de vacio, debe comprender dos contribuciones: una relacionada con
una constante Ap, llamada la CC desnuda y, por otro lado, la contribucion del estado

de vacio de los campos. El valor tedrico de la contribucién de los campos es del orden
de 10% GeV* [6]".

Los resultados experimentales del estudio de la supernova tipo la [8, 9] y los datos de

VEste valor se obtiene teniendo en cuenta tUnicamente el vacio electro-débil; a una escala de gran
unificacién el valor es del orden de 106* GeV* [7].
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la radiacion césmica de fondo, implican la existencia de una forma hipotética de energia
denominada Energia Oscura (EO). La EO constituye un 73 % de la energia total del
Universo [10, 11, 12] y es responsable de una expansién acelerada. Por consiguiente, es
razonable tomar como medida experimental de Ag, la cantidad de EO presente en el
Universo. El valor experimental de la densidad de EO es del orden de 10747 GeV*. Al
comparar éste valor con la contribucion de los campos, se obtiene la enorme diferencia
de 55 6rdenes de magnitud. Con el tinico fin de obtener concordancia entre los resultados
tedricos y experimentales, se elige el valor de Ap, de tal forma que se cancelan 55 cifras
decimales de manera exacta. Sin embargo, es evidente que ésta eleccién no proporciona
una explicacién satisfactoria del porqué del pequeno valor observado de Ag, a pesar de
la enorme contribucion de los campos. La imposibilidad de evitar la contribucién de los
campos sin recurrir a un ajuste fino, se denomina el primer o viejo problema de la CC.

Como solucién al viejo problema de la CC se ha reemplazado Ap por campos
escalares [13, 14, 15, 16, 17, 18]; sin embargo, este reemplazo no resuelve realmente el
problema [19]. Para dar una verdadera solucién al primer problema de la CC se deben
garantizar dos hechos: primero, la cancelacién libre de ajustes finos de la contribucién
de los campos; y segundo, no se debe alterar la historia térmica del Universo. Se
presentara una posible solucién en donde estos dos hechos se satisfacen [20, 21, 22].
En la solucién la CC desnuda no es reemplazada por campos escalares, sino que es
complementada por un término proveniente de una teoria modificada de la gravedad.
La modificacién de la gravedad se realiza a través de la introduccion de un funcional de la
forma f(R, G), que involucra el invariante de Gauss-Bonnet G. La construccion del nuevo
funcional garantiza que en la nueva teoria de la gravedad, el Principio de Equivalencia y
la Conservacién de la Energia-Momentum se sigan cumpliendo. El resultado efectivo de
la modificacion, es la aparicion de una nueva forma de EO llamada el “Cosmoén” X, cuya
ecuacion de estado es no homogénea y dependiente del pardmetro de Hubble H y del
parametro de desaceleracién q. La presencia del Cosmén en las ecuaciones de Friedmann
y en la ecuacion de continuidad provoca la cancelacion dindmica de la contribuciéon de
los campos. Gracias al origen gravitacional del Cosmoén, la misma expansién del universo
pone en accién el mecanismo de cancelacion y a su vez, la cancelacién garantiza que la
expansién del Universo sea la esperada, y ademads, la construccién de la funcién f(R, G)
provee una correcta transicion entre las etapas conocidas del Universo. Un andlisis
numérico del modelo muestra que no se realizan ajuste finos en sus parametros libres y
que en efecto se reproduce la Cosmologia estandar.
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Gravedad de Einstein y Cosmologia
Estandar

Se presentara a continuacién un resumen acerca de la Teoria General de la Relatividad
de Einstein y de la Cosmologia Estandar, haciendo énfasis en los principios que las rigen,
y en la manera que estos fueron incorporados. Todos estos principios deben mantenerse
en la nueva teoria de la gravedad a construir. Se mostrara el papel que cumple el valor
de la energia en la fisica gravitacional en contraste con las otras areas de la fisica, las
ecuaciones que gobiernan el comportamiento del universo y su historia.

1.1. El Principio de Equivalencia

El corazon de la teoria de Einstein se encuentra en el Principio General de la Relatividad,
el cual consiste en la afirmacién que todos los sistemas de referencia, sin importar su
estado de movimiento, son equivalentes para la formulacion de las leyes de la fisica,
i.e. es imposible la definicion de un de sistema de referencia absoluto. Ahora, es bien
conocido que no es posible conseguir tal cosa en un sistema de referencia acelerado, a
menos que se asuma un principio adicional. Desde la época de Galileo Galilei, quien
fue el primero en afirmar que el movimiento de cualquier cuerpo en caida libre es
independiente de su composicién y estructura [23], aparecen vestigios del principio de
la igualdad entre la masa inercial y la masa gravitacional, también conocido como el
Principio de Equivalencia (PE). Sin embargo, es Roland Eotvos en 1889 [24] quien
logra demostrarlo experimentalmente. Una consecuencia inmediata de este principio es
la imposibilidad de diferenciar, mediante la realizacién de experimentos (locales), un
sistema de referencia acelerado de un campo gravitacional. Por lo tanto, es imposible el
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concepto de un verdadero sistema de referencia acelerado y ademas, la eleccién adecuada
de un sistema de referencia elimina los efectos gravitacionales. Todo lo anterior hace
finalmente posible el Principio General de la Relatividad. En resumen, el PE afirma que
en presencia de cualquier campo gravitacional, es posible para todo punto, construir un
sistema de referencia local inercial, en el cual, las leyes de la fisica tienen la misma
forma que en un sistema de referencia no acelerado y libre de campos gravitacionales,
y por ende, es la condicién necesaria para el Principio General de la Relatividad [25];
también hace que este ultimo no se constituya en una simetria, sino en una simetria
dinamica, debido a la necesidad de introducir una fuerza fundamental para garantizar
su validez [26]

1.2. Ecuaciones de Campo de Einstein

La mayor importancia del PE en una teoria de la gravedad yace en su capacidad
para realizar afirmaciones acerca de la naturaleza misma del campo gravitacional. El
PE insinda, debido a su semejanza con las coordenadas normales de una variedad
diferenciable, que la fuerza de la gravedad, a diferencia de las otras interacciones
fundamentales, es una manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo, y que el campo
gravitatorio debe ser identificado con las componentes del tensor métrico g,,. Si se
realiza una descripcién geométrica de la teoria de Newton, se intuye que la forma de
las ecuaciones de campo debe ser [27]:

G = 87G T, (1.2.1)

en donde Gy es la constante de gravitacion universal. Ademas, deben cumplirse las
siguientes condiciones: G, es un tensor simétrico construido a partir del tensor de

curvatura de Riemann R” , [28]y T}, es el tensor energfa-momento. Puede demostrarse

J.N%
matematicamente que la forma mas general de G, es [27]:

GHV = ClR/W + CQQW,R. (122)

Como prueba de autoconsistencia de la teorfa, se requiere que la ecuaciones (1.2.1) en
el limite de bajas velocidades y campos débiles, sean equivalentes a la ley de gravitacion
de Newton. Para esto, el valor de las constantes Cy y Cy debe ser igual a —1 y 1/2,
respectivamente. Finalmente, se llega a las ecuaciones de campo de Einstein,

1
R, — §ng, = —87GNT,. (1.2.3)

Es de extrema importancia notar que las ecuaciones (1.2.3) muestran que el tensor
energia-momento es la fuente del campo gravitacional g,,, o dicho de otra manera,

18



el espacio-tiempo se “curva” debido a la presencia de la materia-energia, incluyendo
la misma energia gravitacional. Por esta razon, el campo gravitacional adquiere la
capacidad de interactuar consigo mismo.

1.3. La Constante Cosmoldgica

Aunque las motivaciones iniciales de la introduccién de la Constante Cosmoldgica fueron

totalmente distintas [29], si se quiere una versién ain més general de G, se debe incluir

W
un término de la forma g,, A, dando origen a las ecuaciones de campo de Einstein con

CC: .
RMV — §Rguy + Aguy = —SWGNTMV. (131)

Se obtiene una interpretacion fisica de la CC, al asumir la existencia de la energia
de vacio. Se entiende intuitivamente que la energia de vacio permea la totalidad del
Universo y siempre esta presente; por lo tanto, en un sistema de referencia local,
ésta debe comportarse como un invariante de Lorentz. Debido a que el tinico tensor
invariante de Lorentz, en este sistema de referencia, es el tensor métrico de Minkowski,
el tensor energia-momento del vacio TZ, debe ser proporcional a 7,,. El PE permite
que al reemplazar 7, por g,., se obtenga una expresion valida en cualquier sistema de
referencia,

Ty, =Vgu. (1.3.2)

Si se redefine la constante de proporcionalidad mediante el reemplazo V = A/87Gy, se
observa que el tensor energia-momento del vacio posee la misma forma que el término
correspondiente a la CC en las ecuaciones de Einstein. Por lo tanto, la energia de
vacio es fisicamente equivalente a la CC. Puesto que la energia de vacio no posee una
direccién preferencial, ésta se comporta como fluido que presenta una presién igual
en todas las direcciones. Esta clase de fluido se conoce como un fluido perfecto, cuyo
tensor energia-momento esta descrito completamente por la cuadrivelocidad u, y, por
el valor la densidad de energia y presion en un sistema de referencia comévil, p y p,
respectivamente.

TJL =V =+ p)u,u, — pgu- (1.3.3)
Si se observa el fluido desde el sistema de referencia local inercial comdévil, u, = dg,,
por lo cual, las componentes de (1.3.3) son Ty, =V, TZ‘J/ = —Vn;;. De aqui, se deduce

que la constante de proporcionalidad V' es la densidad de energia del vacio y que ésta
se relaciona con la presion mediante la expresion py = —py.
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1.4. Principio Variacional

En contraste con la Seccién 1, las ecuaciones de campo (1.2.3) pueden ser derivadas a
partir de un principio variacional [30, 31]. Existen varias razones para la utilizacién
de un principio variacional en el estudio de las leyes de la naturaleza. En primer
lugar, la evidente ventaja de trabajar con una sola cantidad, en lugar de las multiples
componentes de un vector o un tensor, permite una facil formulacién de conjeturas
acerca de la forma de las leyes. Ademads, gracias al teorema de Noether [32], se establece
una elegante relacién entre las simetrias de la accién y la existencia de cantidades
conservadas.

En el caso del campo gravitacional se introduce el funcional S que contiene todas
las caracteristicas del campo:

S = /,,Sfd”x. (1.4.1)

La funcién £ que se denomina la densidad lagrangiana, depende de g¢,, y de sus
derivadas { g0, Guvors - - - }. De acuerdo con el Principio General de la Relatividad, las
leyes de la fisica deben ser invariantes ante una transformacion general de coordenadas,
por lo tanto, el valor de S debe ser el mismo en cualquier sistema de referencia, i.e. S
debe ser un escalar generalizado'. Este requerimiento trae como consecuencia que .% sea
un escalar y que d"x deba reemplazarse por \/m d"x. Segun el PE, la métrica ¢g" puede
ser llevada a la forma n*”, y su primera derivada ser igualada a cero, por consiguiente,
cualquier escalar no constante debe contener al menos la segunda derivada de ¢.
El escalar mas simple que puede ser construido a partir de la métrica y que ademas
contiene segundas derivadas es el escalar de Riccil. Se obtiene de esta forma la accién
de Einstein-Hilbert:

1 4
= — \/ . 1.4.2
SeEr 16 d'x ‘Q‘R ( )

(La constante 1/167G se introduce con el fin de conseguir concordancia con la Ec.
(1.2.3))

El Principio de Acciéon Estacionaria postula que, de todas las métricas posibles,
la naturaleza escoge aquélla que es un punto estacionario del funcional Sgg, i.e. la
variacion a primer orden de Sgy con respecto a la métrica g"” es cero:

0SEH
— 4 vo__

Debido a que las ecuaciones de campo son derivadas hallando la variacién de 9, si esta es invariante
las ecuaciones también lo seran.

iiDe hecho, el tinico tensor que puede ser construido a partir de la métrica y de su primera y segunda
derivada, es el tensor de Riemann R, [27] y debido a que R se construye a través de contracciones
de R,.x., R hereda todas estas caracteristicas.
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1

_ 1 4 _ = uy
0SEn = 60 /d /9| (RW qu,,R> ogt = 0. (1.4.4)

Ahora, como consecuencia del lema fundamental del cdlculo variacional [33] se obtiene
que

Vgl o9 167G " = 162G

las cuales son las ecuaciones de Einstein en el vacio. Si se quiere obtener las ecuaciones
de Einstein en presencia de la energia-materia, se debe introducir el funcional Sgy; que

1 68 1 1 1
b (-

— —gu,,R> =0, (1.4.5)

contiene los campos de energia-materia:

S =Sgu+ Sewum, (146)

Siont = /d4x\/|g|,>§,”EM. (1.4.7)

Hallando los puntos estacionarios se obtiene que

55 0Sgn  0Spa
= = 1.4.
Sghv Sghv Sghv 0, (1.4.8)
_ 1 1 0SEM _
= gVl (RW 2g,wR) g = (1.4.9)

lo cual implica:
(1.4.10)

na

1
R, — 3R = —87GT,

en donde 7T}, se define como:
2 0Sgm

T, = —— )
Vgl g

Aunque la ecuacién (1.4.10) poseen la misma forma que la ecuacién (1.2.3), para
que éstas sean fisicamente equivalentes se debe demostrar que la definicién (1.4.11)
corresponde en realidad al tensor energia-momento.

(1.4.11)

1.4.1. El Tensor Energia-Momento

Cuando se aplica la siguiente transformacion infinitesimal de coordenadas, z* >
" + et (x), a un funcional F, el cambio a primer orden es

§F = /d4x\/|g|A“”5W,, (1.4.12)

en donde,
1 o0F

Ay = ————
Vgl og
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Integrando por partes y eliminando los términos de superficie se obtiene que
SF = — / /gl A e, (1.4.14)

Si F' es invariante ante la transformacién, por el lema fundamental del calculo
variacional, se deduce que A", = 0, ie. A" es una cantidad covariantemente
conservada. Debido a que en la construccion de la acciéon Sgpy se impuso su invariancia
ante cualquier transformacion de coordenadas, se garantiza que Sgy es invariante ante
este tipo particular de transformacion. De esta manera, se demuestra que el tensor de
Einstein G, cumple las identidades de Bianchi:

G, =0, (1.4.15)

De acuerdo con las definiciones (1.4.11) y (1.4.13), si se aplica la transformacién
infinitesimal a la accién de energia-materia Sgys se obtiene que 7", = 0, lo cual,
en un sistema de referencia local es igual a 7", = 0. La expresion anterior no es mds
que el principio de conservacién de la energia-momento. Siendo asi, podemos identificar
finalmente 7" (1.4.11) con el tensor energia-momento.

1.5. El Principio Cosmolégico y la Dinamica del
Universo

El Principio Cosmolégico afirma que el Universo es homogéneo e isotropo. Una simple
observacion a través de un telescopio muestra que el Universo no es ni homogéneo ni
isétropo, sin embargo, si se realizan observaciones de grandes porciones del Universo
(distancias mayores a 100 Mpc), éste es en efecto una entidad que es homogénea e
isétropa. Por consiguiente, el principio cosmolégico debe ser entendido del mismo modo
que se entiende la homogeneidad e isotropia en un gas [27], i.e. no deben realizarse
comparaciones de los puntos individuales, sino comparaciones de celdas del tamano de
~ 3-10% anos luz [34, 35].

Como primera aproximacién (orden cero) en el andlisis de la dindamica del Universo,
se propone que el Universo debe estar descrito por un espacio-tiempo maximalmente
simétrico, y como segunda aproximacién (primer orden), se propone la introduccién
de perturbaciones en la métrica original, las cuales vendrian a ser las descripciones
particulares dentro de cada celda. El desarrollo subsecuente en esta propuesta
corresponde a la primera aproximacion.

La tnica métrica Lorentziana de cuatro dimensiones que cumple los requisitos de
homogeneidad e isotropia es la métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW); sus
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componentes en un sistema de coordenadas cartesianas son

;T

en donde a(t) es una funcién del tiempo y K puede tomar cualquiera de los valores
{—1,0,1}, indicando la geometria espacial del Universo como hiperbdlica, plana o
esférica, respectivamente. El elemento de linea definido a través de esta métrica es

ds® = g, datdz” = dt* — a*(t) e

dx* + KM] : (1.5.2)

Para entender el significado fisico de la funcién a(t) basta con observar el elemento
de linea (1.5.2), y percatarse que un desplazamiento netamente espacial, dt = 0, es
igual al producto de a(t) por el cambio infinitesimal en las coordenadas espaciales; por
consiguiente, esta funcién puede ser vista como un “factor de escala” que transforma
una distancia coordenada en una distancia fisica medible, dy = ad.. Debido a que el
factor de escala es dependiente del tiempo, la distancia fisica entre dos puntos cambia
aunque las coordenadas permanezcan constantes:

dy = ad, = gdf. (1.5.3)

La ecuacion (1.5.3) es la expresion matematica de la ley de Hubble, la cual, establece que
las galaxias se estan alejando mutuamente con una velocidad proporcional a la distancia
que las separa; la cantidad a/a se define como el parametro de Hubble H. También se
define el parametro adimensional ¢ = —ia/a?, que indica cuando es positivo, que el
Universo se expande desaceleradamente, mientras que cuando es negativo, indica una
expansion acelerada; por esta razon, recibe el nombre de parametro de desaceleracion.

1.5.1. Ecuaciones Dinamicas

Como consecuencia del principio cosmolégico, el universo en todo punto debe ser
isétropo, asi, el contenido de materia es similar a un fluido que posee una presion
igual en todas las direcciones. La expresion para este tipo de fluido (perfecto) es [27]:

Ty = (p+ p)uyty, — PGy (1.5.4)

Con esta fuente y a partir de la ecuacién (1.2.3) se obtienen las ecuaciones Friedmann-
Lamaitre, las cuales, describen por completo la dindmica de Universo:

87Gp K
a 4rG
5 — _H2q: _T(p—|—3p), (1.5.6)
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1.5.2. Ecuacion de Continuidad

En la Seccién 1.4.1 se encontré que T*%, = 0; reemplazando (1.5.1) y (1.5.4) en esta
expresion se obtiene que
p=—3H(p+Dp). (1.5.7)

La ecuacion (1.5.7), que se denomina la ecuacién de continuidad, también puede ser
obtenida, independientemente de la teoria de la gravedad, a partir de la primera ley de
la termodindmica y asumiendo homogeneidad e isotropia [36].

1.5.3. Soluciones Estandar

Para poder solucionar las ecuaciones de Friedmann se propone que la ecuacién de estado
(EDE) de los fluidos c6smicos es de la forma p = wp, con w constante, lo cual permite
que la ecuacién (1.5.7) sea escrita de la siguiente manera:

p=—-3(14+w)pH, (1.5.8)
y asi, pueda ser facilmente integrada:
p o q 30w, (1.5.9)

Las mediciones experimentales muestran que el Universo es muy cercano a ser plano
[10, 11, 12], por consiguiente, para obtener las ecuaciones que gobiernan la dindmica del
Universo, se debe reemplazar la expresién (1.5.9) en la primera ecuacién de Friedmann

(1.5.5) con K = 0:
N
(2) _81G_po (1.5.10)

a 3 a3(1+w) :

La expresién anterior es matematicamente equivalente a la ecuacion de movimiento de
una particula en un potencial de la forma V (z) = —k/23“*! y, con energfa total igual
a cero. “Las mismas ecuaciones matemadticas tienen las mismas soluciones” [37], por
lo tanto, si se desea un desarrollo méds intuitivo de la dinamica del Universo, se puede
estudiar el movimiento de una particula en un potencial V(z) = —k /23",

Universo dominado por la Radiacién

Después de la época de recalentamiento, en donde se crean todas las particulas del
Modelo Estéandar, el contenido energético del universo estd dominado por un conjunto
particulas con velocidades relativistas, denominado radiacién. La EDE de la radiacion
posee un pardmetro w igual a 1/3. Las soluciones de la ecuaciones (1.5.7) y (1.5.10) son
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pxatyax t1/2 respectivamente. Adicionalmente, este perfodo se caracteriza por
tener un pardmetro de Hubble igual a 1/2¢~! y un pardmetro de desaceleracién igual a
1/2 . Debido a que la radiacién es inversamente proporcional a la cuarta potencia del
factor de escala, la expansién del universo provoca que ésta decaiga rapidamente y el
Universo pase a una nueva etapa dominada por otro fluido césmico.

Universo dominado por la Materia

Esta etapa del Universo estda dominada por particulas no-relativistas, llamadas
“materia”, las cuales poseen parametro w igual a 0; de esta manera, la ecuacién
(1.5.9) adquiere la forma de p o a™® y la solucién de (1.5.10) es a oc t*/3. Este
periodo se caracteriza por una expansion desacelerada del Universo con un pardametro
de desaceleracion igual a 1. Debido a que la densidad de energia de la materia decae méas
lentamente que la densidad de energia de la radiacion, el periodo de tiempo durante el
cual la materia domina sobre los otros fluidos césmicos es mucho mayor que el periodo
dominado por la radiacién.

Universo dominado por la Constante Cosmolégica

Como se vio en la Seccién 1.3, la CC o la energia de vacio poseen una EDE p = —p, por
lo cual, el pardmetro w es igual a —1. De acuerdo con la ecuacién (1.5.9), la densidad
de energia asociada al vacio es constante (como deberfa ser). La respectiva solucién
de la ecuacién (1.5.10) es a exp(\/A_/Z%t). De aqui, se deduce que el pardmetro de
Hubble es constante H = \/A_/B y que el parametro de desaceleracion es igual a —1.
Los resultados experimentales [8, 9] muestran que el universo acaba de entrar en un
periodo de expansion acelerada y de este modo, se ha dado inicio recientemente a la
época dominada por la CC.
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El viejo problema de la Constante
Cosmoloégica

Aunque existen numerosas fuentes de energia de vacio, dependiendo del modelo de
particulas fundamentales que se trabaje, por razones de simplicidad, se ilustrara el
problema en el contexto del vacio electrodebil. Este vacio proveniente del mecanismo de
Higgs es el responsable de la masa de los bosones W* y Z (y de todos los fermiones con
masa). Al comparar el valor deducido teéricamente y el valor experimental se encuentra
una diferencia abismal de 55 érdenes de magnitud. Se mostraran los primeros intentos
para dar una soluciéon a este problema, asi como también por qué tales no lo solucionan
realmente.

2.1. Introduccion a la Cuantizacion Canonica

En Teoria Clasica Campos, la densidad lagrangiana que describe un campo escalar libre
se puede obtener a partir del lagrangiano de una coleccién continua de particulas unidas
por resortes [2]. Cuando se cuantiza el campo, en realidad, se estan cuantizando cada
uno de estos osciladores. Lo anterior sugiere que se deben utilizar las mismas reglas de
cuantizacién de una particula para cuantizar un campo'. La mecdnica cudntica de una
particula se obtiene esencialmente al reemplazar las variables canénicas por operadores y
los corchetes de Poisson por conmutadores [38]. De acuerdo con lo anterior, si 2 (¢, 0,,¢)
es la densidad lagrangiana del campo ¢, la cuantizaciéon se obtiene al exigir que los

'Se hace la extrapolacién de esta conjetura a los campos espinoriales, vectoriales y tensoriales.
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operadores de campo gE(X, t) y momento conjugado 7(x,t) cumplan que
[gfs(x, ), fr(x',t)} = (X — x), (2.1.1)
G, 1), 0, 8)] = [0, 0), 7<)

Adicionalmente, se debe definir satisfactoriamente el estado de vacio del sistema.

0. (2.1.2)

2.1.1. Campo Escalar

Para un campo escalar ¢ libre y de masa m, en el espacio-tiempo de Minkowski, la
densidad lagrangiana que describe su comportamiento es:

1
Ly = 3 (0" 0,90,¢ + m*¢) . (2.1.3)

Mediante la utilizacién del principio de accion estacionaria, se deriva la ecuacion de
Klein-Gordon:
(0% + m?)p(x,t) = 0. (2.1.4)

Como primer paso en la cuantizacién, se eleva a grado de operador el campo ¢(x,t).
Luego se toma la transformada de Fourier de la ecuacién (2.1.4) para obtener la solucién
en términos de los modos de ¢:

dr(k,t) = Age ™ + Byent, (2.1.5)

Se busca ahora obtener una descripcion cuantica de muchas particulas cuya energia
viene en paquetes de valor Aw, en concordancia con la radiacién de cuerpo negro y el
efecto fotoeléctrico. Para esto, se construyen los operadores ay y &L. de manera tal que
la transformada de Fourier de las variables candnicas es

o A2k ) )
p(x,t) = / TEEEIE [ake“k'x—“k”+dj(e—’<k'x—%t)}, (2.1.6)
™ Wi
4’k , .
(x,t) = —i/—(2 BE % [dkez(k'x_w’“t) —df{e—’(k"‘_“”“t)}, (2.1.7)
T

y se define un nuevo operador N a través de ellos:
Ny = a] diy. (2.1.8)

Con el fin de que se cumplan las relaciones de conmutacién (2.1.1) y (2.1.2), los nuevos
operadores deben satisfacer las siguientes reglas de conmutacion:

[ak,ag] = B —k), (2.1.9)

[, ] = [&L,&HZO, (2.1.10)
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las cuales implican que
[Nk,dk] = —dk y [Nk,d;[(] = flL (2111)

Las ecuaciones (2.1.11) muestran que los operadores dL y ax son en realidad los
operadores que transforman el estado propio |ny) del operador Ny en el estado propio
|nk+1) o |nx— 1), respectivamente. Por otro lado, el dlgebra de operadores definida por
las relaciones de conmutacién (2.1.9, 2.1.10) permite escribir el operador Hamiltoniano
(tal como se esperaba) de manera similar a la energia de un oscilador arménico cuantico,

j7- /d3x ($+V2<ﬁ+m%) _ /d3khw <N+ %I) . (2.1.12)

Al exigir la existencia de un estado de vacio |0) que cumple la condicién a|0) = |°),
se puede demostrar que los valores propios de N son nimeros enteros no negativos.
De esta manera, es correcto interpretar los operadores af y @ como los operadores que
crean y destruyen particulas con una energia igual a Aw. Asi mismo, segin la expresién
(2.1.12), la energia minima del sistema se logra en el estado de vacio, donde el niimero
de particulas es igual a 0:

1
Prmin = /d3k§hw. (2.1.13)

La integral (2.1.13) diverge como k*, dando como resultado una energfa de vacio infinita,
lo cual no es fisicamente viable. Sin embargo, se debe hacer énfasis en que la Teoria
Cuéntica de Campos es en realidad una teoria efectiva de la naturaleza [39], y de esta
manera, no se debe suponer que dicha teoria describa correctamente la naturaleza a
escalas de energia mas altas que la energia de Planck. Por consiguiente, debe realizarse
un corte en esta escala para poder calcular el valor de la integral (2.1.13). Realizando
este corte el valor de la energia de vacio es finito y del orden de 1 en unidades de Planck,
i.e. pmin = 107 GeV* [40].

2.1.2. Vacio Electrodébil

El campo del Higgs formalmente se describe por un doblete de campos escalares,
sin embargo, por razones practicas, se utilizard un solo campo escalar ¢. La accion
del sistema contiene una constante Ap, llamada la CC desnuda, cuya naturaleza es
netamente geométrica:

1
_ 4 _

R
= /d4$ \g\ {m — PAp +.,§/ﬂ¢:| . (2114)
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De acuerdo con el PE, la densidad lagrangiana de un campo escalar ¢ en cualquier

sistema de referencia, se obtiene al reemplazar n** por gh* 1

1
Zs = 59" 0u00,9 = V(9), (2.1.15)
en donde, el potencial V(¢) contiene un término de masa y otro de interaccién:
L 50 1\ 4

Puesto que las consecuencias gravitacionales de la constante p,,, son equivalentes a
las de la densidad de energia de vacio, los términos en la densidad lagrangiana se
reorganizan de la siguiente manera:

= ﬁ d*z+/]g|R + Suld], (2.1.17)
en donde,
S[¢] :/d‘lx\/m.i%, (2.1.18)
con

~ 1
Ly = ig‘“’@@&,qﬁ — V(o) — pap- (2.1.19)

A partir de las expresiones (2.1.18) y (2.1.19) se calcula el tensor energfa-momento,

) 2 69 0.
Fo _ 9l _,02 G = Guopry + T2, (2.1.20)

2 \/m 6gp,u o ag,u,u
en donde,
1
T;?y = aﬂ¢au¢ - §g,uuao¢ao¢ + QWV(@ (2121)

En el estado de vacio no existe energia cinética ni gradiente, por consiguiente sélo
contribuyen la constante ps, y el valor esperado en el vacio del potencial V(¢):

(T9) = gupnp + (T0) = guw (pap + (V) = (pap + P) 9w = PAGuw- (2.1.22)

Es decir, la “verdadera” densidad de energia asociada con la CC, que se denotara por
pa, comprende dos contribuciones: una dada por la constante geométrica p,,,, y otra
dada por el valor esperado en el vacio del potencial V(o).

iEn realidad, el principio de equivalencia establece que se debe reemplazar n*¥ por g*¥ y las
derivadas parciales por derivadas covariantes, sin embargo, en el caso de un campo escalar las derivadas
parciales y covariantes son iguales. En el caso de un campo vectorial, donde el término es de la forma
F,, = A, — Ay, se cancelan los simbolos de Christoffel y de nuevo no es necesario reemplazar las
derivadas parciales por derivadas coraviantes, F,, = A, , — A, ..
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Como se observa en la figura 2.1, para que se active el mecanismo de Rompimiento
Esponténeo de Simetria, se requiere que m? < 0, lo cual implica que el valor esperado
en el vacio de ¢ sea diferente de cero:

(¢) = _imQ. (2.1.23)

m2 <0 m2 >0

Figura 2.1: El potencial V' (¢) para los casos m* < 0 y m? > 0. El primer caso presenta
dos minimos, lo cual crea un rompimiento espontaneo de la simetria al tener que elegir
entre uno de ellos. En el segundo caso sélo existe un minimo y por lo tanto la simetria
no se rompe.

En resumen, la transicion de fase electrodébil requiere que (0|¢|0) # 0, lo cual induce
una densidad de energia de vacio py. En un nivel clasico, la densidad de energia del
vacio electrodébil tiene el valor de:

4

Py = (V(¢)) = —32% = —éMi@)? = ﬁMftM]% ~ —10° GeV*, (2.1.24)
en donde MZ = 2m? =~ 100 GeV? [41] es la masa fisica del Higgs. El valor de
(0]¢|0) en la expresién (2.1.24) se obtuvo a partir de la constante de Fermi Gp, o
de manera mas precisa, de la escala de Fermi Mz := G;l/ 2~ 290 GeV, por dos
razones: primero, el valor esperado en el vacio de ¢ permite que los mediadores a la
interaccion electrodébil W* y Z obtengan masa, y asi, la interaccién adquiera todas
sus caracteristicas fundamentales; y segundo, es la constante de Fermi el valor que
caracteriza las interacciones electrodébiles.
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2.2. El viejo problema de Constante Cosmolégica
como un problema de ajuste fino

Los resultados experimentales [8, 9] muestran que el Universo no sélo se expande, sino
que lo hace de una forma acelerada. Este hecho llevo a la hipdtesis de la existencia de
una nueva forma de energia llamada la EO, cuyas caracteristicas deben ser similares
a las de la CC efectiva, con el fin de obtener el tipo de expansién observada. De esta
manera, la EO se constituye en la medida experimental de la CC efectiva. Por otro lado,
los resultados de las Refs. [10, 11, 12], muestran que el universo es muy cercano a ser
plano, sin embargo, si esto es cierto, existe un 73 % de energia faltante. La EO también
proporciona una solucién a este problema, constituyéndose en la cantidad de energia
faltante. El valor experimental de esta energia faltante es del orden de 10747 GeV* [12].
En definitiva, este ultimo valor se constituye en el valor experimental de la CC efectiva.

En la Seccion 2.1.2 se encontré que el valor tedrico de la contribucion del vacio
electrodébil es del orden de 108 GeV?, y ya que los experimentos descritos en las Refs.
[3, 4, 5] demuestran la realidad indiscutible de la energia de vacio, el vacio electrodébil
se constituye en una fuente real del campo gravitatorio. Al comparar este valor teérico
con el valor experimental mostrado anteriormente, se puede decir que la teoria predice
una cantidad que es 55 6rdenes de magnitud mayor que el valor observado. Esto ha
sido llamado por algunos autores como “la peor prediccién tedrica en la historia de la
fisica” [42]. Ahora, si se supone que los campos sélo contribuyen con el valor exacto
de pi, = —10® GeV* y que el valor observado es exactamente 1077 GeV*; la teoria
muestra que para conseguir, por si sola, concordancia entre los dos resultados, se debe
escoger el valor pa, con una precisiéon de 55 cifras decimales. Es mas, debido a que en
Teoria Cuantica de Campos lo importante no es el valor mismo de la energia sino la
diferencia existente entre dos estados diferentes, podemos cambiar el valor de la energia
de vacio anadiendo una constante arbitraria; sin embargo, lo anterior nos indica que
se debe escoger la constante con 55 cifras de exactitud, es decir, la constante ya no
es arbitraria sino que esta restringida de una manera tan fina (55 cifras exactas) que
cualquier desviacion provocara que los resultados experimentales no coincidan con los
tedricos. Esto muestra en realidad que las teorias actuales son incapaces de dar una
explicacion satisfactoria de la existencia del pequeno valor observado de p,,, a pesar
del enorme valor de py. Este problema se conoce como el primer o viejo problema de

la CC.

En sintesis, quien quiera resolver el viejo problema de la CC debe preguntarse:
. Cémo cancelar, sin recurrir a ajustes finos, la enorme contribucién de los campos de
energia-materia? Como solucién a este cuestionamiento, se ha reemplazado pp, por

31



campos escalares; sin embargo, en la Ref. [19] se mostré que esto no es realmente
la solucion del problema. La demostracion consiste basicamente en que si se logra la
cancelaciéon dinamica del vacio cudantico, los campos no satisfacen las ecuaciones de
movimiento que se derivan a partir de su densidad lagrangiana, y viceversa; si los
campos satisfacen las ecuaciones de movimiento, no logran solucionar el problema de
ajuste fino [43].
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3

Posible Solucion

La motivacién principal para plantear esta posible solucién se encuentra en la Ref. [44],
en donde se muestra un modelo cosmoldgico con una CC efectiva complementada por
una funcién de la forma 1/H?". Alli, es posible cancelar en épocas tardias y sin necesidad
de recurrir a un ajuste fino, la contribucién de los campos presentes en Sgys. Esto se
debe esencialmente a que en épocas tardias el parametro de Hubble es muy pequeno. De
manera méas general, un modelo cosmolégico en donde la CC es complementada por un
nuevo fluido césmico X, llamado el Cosmoén, y cuya EDE es de la forma p = wp+SH ¢,
con a > 0, exhibe en épocas tardias una expansion acelerada producto de una CC
efectiva de pequeno valor [44]. Este mecanismo dindmico, originado en la presencia del
Cosmon, que cancela el gran valor de py, se llamara de ahora en adelante el “mecanismo
de relajacion” de la CC. Para épocas dominadas por la radiacién o la materia, el valor
de pa se relaja mediante la introduccién de términos de la forma 1/(¢—1) 0 1/(¢—1/2),
respectivamente [20].

En la Ref. [45] se mostré que una EDE no homogénea es en realidad la descripcién
efectiva de una teoria modificada de la gravedad; por consiguiente, el Cosmon debe tener
un origen gravitacional. Debido a la forma que poseen los invariantes de curvatura en la
métrica de FRW se puede, en principio, obtener algebraicamente los términos 1/(q—1)
y 1/(q — 1/2) a partir del escalar de Ricci y del invariante de Gauss-Bonnet. Todo lo
anterior sugiere que una teoria modificada de la gravedad, la cual, involucre el escalar
de Ricci y el invariante de Gauss-Bonnet es una posible solucién al viejo problema de
la CC. Se debe mencionar que la solucion al ser de origen gravitacional y en contraste
con las soluciones en términos de campos escalares, goza de la gran ventaja de ser un
mecanismo autointeractuante, i.e. aparte de conseguir la relajacion dinamica de py, este
mismo proceso provoca que el mecanismo evolucione a través de la historia térmica del
Universo. Como ultimo beneficio, el enorme valor de p, no se constituye en un problema
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sino que garantiza el mismo éxito de la solucion.

3.1. Principio Variacional

En las Refs. [20, 21, 22] se presenta la siguiente teoria modificada de la gravedad como
la posible solucion del problema:

1
= [d —— (R—2Ag) — 1.1
5= [/l |5 (= 200) - 1(R.G) + 2] (3.1)
en donde G es el invariante de Gauss-Bonnet dado por:
G = R? — 4R, R" + R, R". (3.1.2)

Puesto que el invariante de Gauss-Bonnet es un escalar que se construye a partir
de sumas algebraicas de contracciones del tensor de Riemann, la presente teoria es
coherente con el principio general de relatividad, el principio de equivalencia y la
conservacion de la energia-momento, ver Seccién 1.4.

La forma especifica de f(R,G) es:

s

f(R,G) = BR.G) + A(R), (3.1.3)
donde A(R) es un polinomio de orden bajo (empezando desde el orden 2 debido a
que los ordenes 0 y 1 ya estan incluidos en la accién de Einstein-Hilbert con CC); las
motivaciones para la introduccion de este término no son relevantes en la solucion del
problema de ajuste fino ya que su importancia se encuentra en épocas tempranas del
universo. El invariante de Gauss-Bonnet no se incluy6 en este polinomio ya que al ser
un invariante topolégico no tendra ningun efecto en las ecuaciones de campo resultantes
[46]. El primer término en (3.1.3) conformado por la constante 5 y el polinomio B en R
v G, es el responsable de la cancelacién dindamica de la energia de vacio. Con el proposito
de obtener una densidad lagrangiana con una dimensién de masa correctal, la constante
[ debe poseer una dimension de masa de:

18] = M, (3.1.4)

en donde n es la dimensién de masa caracteristica del polinomio B(R,G).

'La Accién S posee dimensiones de energia integrada en el tiempo, por lo tanto en unidades naturales
su dimensién de masa es 0. En consecuencia, la dimensién de la densidad lagrangiana debe de M*
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Para comprender cémo se origina la cancelacion dinamica a partir del funcional
(3.1.1), se derivan las ecuaciones de campo correspondientes utilizando el Principio de
Accién Estacionaria:'.

0S
6S = /d4:c—5g“” =0, (3.1.5)
ogH
y por el lema fundamental del cdlculo variacional se obtiene:
0S 1
=—G,. —-2F,,+T, =0. 3.1.6
b BaG o T PA T R (3.1.6)

De aqui se concluye que las ecuaciones (1.3.1) se ven modificadas por la introduccién
del tensor E,,:
G,uzz = —87‘(’G(pAguV —'— T/“/ - 2E/“’)' (317)

El término p, corresponde a la CC efectiva pero sin realizar un ajuste fino. Observando
en este punto, se puede intuir que el resultado efectivo de la modificacion de la
gravedad consiste en la introduccion de un nuevo “tensor energia-impulso” inducido
gravitacionalmente.

3.2. Cosmologia f(R,G)

Es obvio que la modificacién de la gravedad ocasiona que la cosmologia sea distinta a una
cosmologia dictada por las ecuaciones de Friedmann. Sin embargo, como se podra notar
mas adelante, el resultado es simple: la introduccién de un nuevo fluido césmico, llamado
el Cosmén, que complementa la CC efectiva. Debido a que el tensor F,, es originado a
partir de modificaciones de la gravedad, en un Universo de FRW las expresiones para su
densidad de energfa y su presién serdn una funcién del parametro de expansién a''. Por
consiguiente, el Cosmén no sera un ente estatico sino un ente dindmico que evoluciona
a medida que el Universo se expande.

3.2.1. Ecuaciones modificadas de Friedmann

Con el propésito de obtener las expresiones para la densidad de energia y la presion

del Cosmon, se hallan las componentes de las ecuaciones de campo con el primer indice
contravariante y el segundo covariante. La componente %, es:
G% =3H* = 871G(py —2E% +TY),

= 871G (psr — 2E°% + pm + pr), (3.2.1)

iiSi se desea conocer los destalles de este célculo, ver el Apéndice A.
iiiVer el Apéndice B.
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en donde

1 . . . .
E% = 51 - 24H*(H + H*) f9 —6(H + H*) f + 6H {1 + 24H3fg] . (322)
con f¥ = 0f/0Y. Esta ecuacién corresponde a la primera ecuacién de Friedmann

modificada. Si se compara con la ecuacién (1.5.5), la dnica diferencia que existe es
el término EY. Cualquier persona que trabaje la ecuacién (3.2.1) desconociendo su
verdadero origen, podria interpretar el término EY como una densidad de energfa que
evoluciona en el tiempo. Es decir, el resultado efectivo de la modificacion es la aparicién
de una nueva densidad de energia variable en el tiempo:

pr = —2EY,. (3.2.3)

Generalizando el resultado anterior, el tensor £, se identifica con las componentes
de un nuevo tensor Tg, de origen puramente gravitacional. Debido al Principio
Cosmoldgico, el Cosmén debe comportarse como un fluido perfecto, T, = (p+p)u,u, —
Pguw- En un sistema de referencia donde el Cosmén esté en reposo u* = 4, su densidad
de energia y presion son:

TS =pr=—2E% y T, =-3pr=+2E", (3.2.4)
con:

E'; = ! [f +8H2f9 4+ 2f R — 2(H + 3H?) f* — 24H*(H + H?) f9
2 (3.2.5)

V16H (H + HQ)f'Q} 5.

Gracias a que la funcién f(R,G) se construyé a partir de invariantes de curvatura,
la integral [ d*z+/|g|f(R,G) es un escalar, y de acuerdo con la Seccién 1.4.1, el
tensor E,, cumple la identidad de Bianchi E*, = 0. Por lo tanto, el Cosmén cumple
individualmente la ecuacién de continuidad:

pr+3H(pr + pr) = 0. (3.2.6)
Para derivar la segunda ecuacién modificada de Friedmann se halla la componente

i. de las ecuaciones de campo:

G, = —3(2H + 3H?) = 87G(3pa + 3pr + 3pr),
= 6H%q—3H? = 87G(3ps + 3pr + 3p,). (3.2.7)

Reorganizando la ecuacién (3.2.7), y teniendo en cuenta que la presién de la materia es
cero, se obtiene una ecuacion que involucra tnicamente la radiacion, la CC y el Cosmén:

H*(q—1/2) = 4G (p, + pa + pr). (3.2.8)
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Si se ignoran los términos correspondientes a la CC y al Cosmén, se deduce que en
una época dominada por la materia g debe ser igual a 1/2, es decir, cuando el Cosmén
se cancela con la CC, se obtiene el resultado esperado por la cosmologia estandar.
La ausencia del Cosmoén en las ecuaciones no permitiria el desarrollo de una época
dominada por la materia a menos que se realice un ajuste fino en la CC efectiva.

Al sumar la Ec. (3.2.1) con la Ec. (3.2.7) para eliminar H? se llega a la segunda
ecuacion de Friedmann modificada:

3H?q = 4nG(pa + 3pa + pr + 3pF + pm + pr + 3py). (3.2.9)

Por dltimo, restando la segunda ecuacién de Friedmann modificada de la primera, se
obtiene una ecuaciéon en donde se incluyen tnicamente la materia, la CC y el Cosmon:

3H?(1 — q) = 47Gpm + pa + pr — 3(pa + pr)]- (3.2.10)

Nuevamente haciendo un andlisis similar, la presencia o ausencia del Cosmén en las
ecuaciones permite o prohibe la existencia de una época dominada por la radiacién con
parametro de desaceleracién igual a 1.

En resumen, la EO real (medible) es un fluido césmico constituido por dos partes:
la CC efectiva y el Cosmén. La densidad de energia y la presion de la EO real estan
dadas por:

PAg, = Pat+DF. (3.2.11)
La EDE de la EO real es pa,,, = wyispa,,,- Tal como se puede observar de las ecuaciones
(3.2.2) y (3.2.5), el pardmetro de estado wy;s es una funcién no trivial de a y por

consiguiente la EDE no es homogénea. La ecuacion de estado permite reescribir la
segunda ecuacién de Friedmann de la siguiente manera:

3H%q = 4nG2p, + pm + (1 + wris)pa,..)- (3.2.12)

Y a partir de la EDE para cada fluido y de la ecuacién (3.2.9), se obtiene una expresién
para el parametro de desaceleracion g:

Q, Pn 3H?
— 1 n) QTL = —, e = ——, 3213
0= 20+ " =g (3:2.13)
la cual permite obtener una expresion para g hoy en dia:
QO
Go=—"+ Q) + (1 + wris) ., - (3.2.14)
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3.3. Condiciones sobre f(R,G)

En virtud que la presente soluciéon no solamente debe cancelar de manera dinamica el
valor de la energia de vacio, sino que también debe reproducir satisfactoriamente la
cosmologia estandar, f(R,G) debe cumplir ciertas condiciones que garantizan que se
logre tal objetivo. Las condiciones son [20]:

1. Debido a que en la época de recalentamiento aparecen todas las particulas del
modelo estandar, justo después y en el principio de la era dominada por la
radiacién, en donde el pardmetro de Hubble tiene un valor de H?,, la densidad de

energia py,,, debe coincidir practicamente con el enorme valor de la densidad de

energia de vacio. Para una época anterior el mecanismo de relajaciéon no debe
funcionar, puesto que ocasionaria danos en el funcionamiento de los modelos
inflacionarios. La primera condicion es:
_P f(R,G) = aaR* + para H > H' (3.3.1)
B(R.G) , , rad: 3.

La presencia de A(R) no provoca que el valor de py se altere ya que a una escala de

gran unificacién, en donde py ~ paur ~ MGy, se tiene que R ~ H? ~ méyp/m.,

y por lo tanto R?/py ~ 1079, i.e R? es despreciable; la razén para introducir

el polinomio A(R) consiste en producir una inflacién de tipo Starobinsky [47]

o una inflacién de tipo anémala [48, 49, 50]. El polinomio A también provee

una via de escape a inestabilidades encontradas en el formalismo métrico [51] y

posibilidades de renormalizacion a altas energias. No obstante, el polinomio no

cumplird ninguna funciéon en el mecanismo de relajacion y serd ignorado en el
analisis subsecuente.

2. La presencia del Cosmoén no debe distorsionar la historia térmica del universo,
por consiguiente, el valor ps,, hoy en dia debe coincidir esencialmente con el
valor medido experimentalmente de 10747 GeV*. En vista de que la diferencia
entre el valor experimental y el valor arrojado por teoria cuantica de campos es
abismal, se necesita basicamente que los dos valores se cancelen mutuamente, i.e.
pv ~ —pr; para esto, B deber ser tan pequeno como para que el cociente crezca
y se produzca la cancelacion. La segunda condicion se puede resumir en:

B(R,G) =0 para H < H',,. (3.3.2)

Se deber resaltar que en el presente modelo el origen gravitacional del mecanismo
garantiza que la cancelacion se realice mediante un proceso espontineo que
evoluciona en el tiempo, y no mediante ajustes finos en la CC efectiva. Al tratar
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de satisfacer esta condicion en cada una de las etapas de la historia térmica,
se podra construir la forma explicita de la funciéon B. Los detalles acerca de la
cancelacion dindmica y de la construccion de B, se mostraran en el siguiente
capitulo.
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4

Mecanismo Dinamico

La idea basica es introducir el término pg, de origen gravitacional, con el proposito
de neutralizar el gran valor de p,. Sin embargo, gracias a que el nuevo término es
dependiente del parametro a, el mecanismo evoluciona en el tiempo a medida que el
universo se expande. Esto permite que la cancelacién se realice mediante un ajuste
natural que se detiene cuando se alcanza la neutralizacion deseada. Para entender de
manera mas precisa el mecanismo, se analizarda un modelo de juguete en tres escenarios
diferentes. Posteriormente se podra construir un modelo acorde con las observaciones
experimentales.

4.1. Modelo de juguete

En la Capitulo 2 se mostré que para solucionar el primer problema de la CC, se debe
dar razon acerca del pequeno valor medido para la CC efectiva a pesar del enorme valor
del vacio cuédntico. La razén consiste, segun [20], en que se estd ignorando un término
en las ecuaciones de campo, el cual cancela de manera espontanea el vacio cuantico
provocando que el valor observado sea muy pequeno.

loa + pr| < |pal (4.1.1)

El término pp no es ajustado por el hombre, sino que varia en el tiempo hasta que se
alcanza la cancelacion que provoca que el valor sea el correcto.
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4.1.1. Epoca Actual

La cancelacién en épocas tardias del Universo se obtiene con pp = /H?. Al reemplazar
en la primera ecuacién de Friedmann se obtiene:

_3H?
n 87TGN

H? = (p%) / (% - 1) . (4.1.3)

Actualmente p,,, p. < |pal, por consiguiente el primer término del denominador de la
expresién (4.1.3) se puede despreciar y la solucién es H = —3/pa. El enorme valor de
pA no es un problema dentro de este modelo, sino que por el contrario, ocasiona que

s
= P+ A+ PF = P+ pa+ T3 (4.1.2)

pC H27

cuya solucién es:

el parametro de Hubble actual sea pequeno. Sin la presencia de pg, la ecuacién estaria
dominada por enorme la CC efectiva provocando que H sea grande en oposicién con
los resultados experimentales.

El mecanismo también puede ser analizado desde un punto de vista diferente. Debido
a que el parametro de Hubble hoy en dia es muy pequeno comparado con la CC efectiva,
el término 1/H? se hace muy grande y, escogiendo correctamente el signo de 3 se obtiene
la cancelacion de la CC efectiva. De ahora en adelante cada vez que se hable de relajar
la CC se estard hablando de hacer que B — 0. La eleccién de la constante § no se
constituye en un ajuste fino ya que pequenos cambios en [ no produciran grandes
cambios en Hy; el pequeno valor de Hy es debido al gran valor de py, solo es necesario
ajustar las unidades.

4.1.2. Epoca de Radiacion y de Materia

Para analizar la época dominada por la radiacion se toma como ejemplo el vacio electro-
débil cuyo valor es negativo. El efecto de una CC negativa en esta época se deduce de
la solucion de la ecuacion de Friedmann con densidades de energia p, y pao comparables
en magnitud, y bajo la condicién de p, — [pa] > O:

a ? Pr — |p/\| 1
- ) =22 con my, =4/——
a 3m? P 8tG’
da _|p} — |pala*
dt 3m2a ’
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La solucién viene dada por:

IR KA Y ORVITN
a(t) = LPAJ sin 2\/§mpt : (4.1.4)

act)

20 -

05

T S M R
1 2 3 4 5 6

Figura 4.1: La linea azul muestra el comportamiento del pardmetro a cuando la CC
negativa es comparable con la densidad de energia de la radiacion. La linea roja muestra
el comportamiento asintético cuando la CC es despreciable.

De la figura 4.1 se observa que la presencia de una energia de vacio negativa en la
época de radiacion provoca el recolapso del universo. Para evitar que esto suceda se
introduce nuevamente un término que contrarresta el enorme valor de vacio electrodébil.
Sin embargo, en este caso, el pardmetro de Hubble es grande y no funciona el método
utilizado para la época actual. Se debe complementar la funcién B con un término que

tienda a cero en esta época:
B o H*(1 —q). (4.1.5)

Justo al inicio de la época de radiacién, la energia de vacio negativa provocard que el
parametro de desaceleracion tienda a valores positivos, debido al recolapso del universo.
A medida que ¢ se acerca a 1, B — 0, por consiguiente el valor de la densidad de
energia inducida gravitacionalmente tiende a ser muy grande, cancelando el valor de la
CC efectiva. El valor de ¢ serd muy cercano a 1 debido al enorme valor de la CC, pero
nunca sera igual a 1 debido a que el proceso se detendra cuando la cancelacién sobre la
CC sea tal que la radiacién domine. Si ¢ llegard a ser mayor que 1, pr dominaria sobre
pa, lo cual serfa equivalente a la presencia de una CC efectiva positiva que nuevamente
produciria que g tendiera a 1. Por esta razén se concluye que el modelo con ¢ = 1 es
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estable. En resumen, el mecanismo de relajacién provoca que se presente un periodo
de radiacion, y a su vez, la misma exitencia de la época de radiacién permite que el
mecanismo funcione. Para la época dominada por la materia la expresion(1/2—q) relaja
la CC debido a razones similares.

4.2. Modelo Realista

En la Seccién anterior se mostré como relajar la CC en las diferentes épocas del
Universo. Sin embargo, cada modelo implica un periodo de existencia infinita sin una
transicion entre épocas. A partir de lo trabajado anteriormente, se infiere que para
lograr este acometido se requiere que la funcion B contenga cada uno de los términos
H? (1 —¢q)y (¢—1/2). En los articulos [20, 21, 22] se propone el siguiente ansatz:

B(R,G) = byR* + ¢,G + b, R". (4.2.1)

Del Apéndice B, se observa que cualquiera de los términos en (4.2.1) aporta un término
proporcional a H?". Si se elige by = 2/3 y ¢ = 1/2, se obtiene (¢—1/2). El dltimo término
proporciona (1 — ¢) sin necesidad de fijar la constante b,, la cual se denotard por y. De
acuerdo con lo anterior el ansatz mejorado es:

2

B(R,G) = 3

1 n

R* + 59+ (yR)" =24H?(q—1/2) (¢ —2) + [6yH* (1 —¢q)]". (4.2.2)
El término proporcional a (1 — g) sera el responsable de relajar la CC en la época de
radiacién, donde H es grande; por consiguiente, éste debe dominar sobre el primero
y para esto se necesita que n > 2. En la época de equivalencia entre la radiacién y
materia, los dos términos deben ser del mismo orden y por lo tanto:

y ~ HGm (4.2.3)
Se realizarda a continuacién un andlisis detallado del comportamiento de la funcion
(4.2.2) en cada época del Universo. Pero antes de ello, es importante mencionar que la
manera como B — 0 es diferente a la presentada en el modelo de juguete.

4.2.1. Epoca de Radiacion

La época de radiacion estd caracterizada por ¢ ~ 1, y por H? « p, o< a~*. Para relajar
la CC se requiere que B — 0. Debido al valor ¢, los términos en B poseen signos
contrarios y es posible la cancelacién aproximada de ambos si [H2(1 — ¢)]" ~ H*. De
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aqui se deduce que H%(1 —q) ~ H*™ o a=*?/"), Reemplazando en la ecuacién (3.2.10)
se encuentra que

BH*(1 —q) = 47G(pm + pa,,. — 3pa,..) oc a™/™, (4.2.4)

y por lo tanto pa,,, = 1/3pm+1/3pa,., +c¢1a~%™. Cuando finaliza la época de radiacién, g
se hace diferente de 1; por lo tanto, para que se presente una transicion suave a la época

3

de materia, en donde H? o< a3, se requiere que n = 8/3. Utilizando la ecuacién de

continuidad y la regla de la cadena, se llega a la siguiente ecuacion diferencial ordinaria
con coeficientes variables:

1 11 o
p;\fis - 35 <pAfis + gpm + gpAﬁs +cra”® > =0. (4.2.5)

Al solucionar (4.2.5) con la ayuda del sistema de dlgebra computacional MATHEMATICA,
se obtiene una expresion para py,,:

Pagi = Coa = pp +3(—4+8/n) ta ", (4.2.6)

A partir de la expresién anterior se puede hallar el parametro de estado wy;s valido en

esta época:
1 1/3pm + 1/3pa,,, + cra™8/m
Wris = (—) /3 [3pny — . (4.2.7)
3) \ca™*—pp+3(—4+8/n)" a8/

Si se reemplaza n por 8/3, en el limite cuando a — 0, es decir, en la época temprana de
radiacién, se obtiene que wy;s — 1/3; en la epoca tardia de radiacién, cuando a — oo,
Wris = 0.

4.2.2. Epoca de Materia

La época dominada por la materia esta caracterizada por q ~ 1/2, H*> o p,, o< a 3.
Realizando un analisis similar, la condicién B — 0 implica que H*(q — 1/2) ~ H*". A
partir de la ecuacién (3.2.8) se obtiene que:

H*(q—1/2) = 4nG(1/3p, + pa,,.) ~ H" 2 o a®7 V), (4.2.8)

y por lo tanto py,,, = —1/3p, +c3a73m=1) Al escoger n = 7/3 se obtiene una transicién
suave entre la radiacién y materia. Nuevamente utilizando la ecuacién de continuidad
se llega a una ecuacion diferencial para py,,,:

1 1 —3(n—1
P;\ﬁs - 35 (PAﬁS 3P + cza™™ )> =0, (4.2.9)
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cuya solucién es:

B c a73(n71)
pAf'Ls = C4Q 3 Pr + 37’LT (4210)
El parametro de estado en esta época es:
_1 —3(n—1)
» + C30
Wpis = 3fr T 50 (4.2.11)

C4CL73 —pr + _32a73(n71) ’

n—

Con n = 7/3, en la época temprana de materia (a — 0) el pardmetro tiende a 1/3, y
para la época tardia (a — oo) tiende a 0.

Anteriormente se mostré como se debe escoger el valor de n para producir una
correcta transicion entre las etapas. Sin embargo, el valor obtenido en los dos casos es
diferente y por consiguiente se escogera un valor cercano a las dos condiciones, n = 3.
Esta seleccion también es congruente con la condicion que se impuso al principio de
n > 2. Por consiguiente, el ansatz completo es:

B(R,G) = §R2 + %g + (yR)? = 24H* (¢ — 1/2) (¢ — 2) + [6yH” (1 — q)f’ . (4.2.12)

Para la época actual el pardmetro de Hubble H es muy pequeno y por lo tanto se
desprecia el segundo término en (4.2.12). En este caso, no se puede producir una
cancelacion aproximada entre dos términos, por lo cual la relajaciéon de la CC esta
soportada en el pequeno valor de H, del mismo modo que se analizé en el modelo de
juguete.

Se podria alegar en este punto que el andlisis presentado no es valido ya que la
densidad de energia inducida no contiene tnicamente la funcién 1/B. Sin embargo, al
examinar los términos adicionales se observa que estan acompanados por la derivada
de la funcién 1/B, lo cual implica que pr sea una funcién de la forma:

BN (a,a,a, @)

= : (4.2.13)

PF =

De esta manera, se mantiene la idea de hacer B — 0 para que pp neutralice el enorme
valor de py.
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Solucion Numeérica

La extrema complejidad de las expresién (3.2.2) hace necesaria la utilizaciéon de métodos
numéricos para resolver las ecuaciones. Debido a que la primera ecuacién Friedmann es
de tercer orden, se realiza el siguiente cambio de variable para obtener una ecuacién de

menor orden:

(5.0.1)

0.5
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0.2 ///ffi
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Figura 5.1: Comportamiento del parametro de desaceleracion ¢ versus el corrimiento al
rojo z, para diferentes valores de [3.
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La ecuaciéon que se obtiene es de segundo orden para H en funcién de a. El método
numérico utilizado por el autor para resolver la ecuacion es Runge-Kutta de cuarto
orden. Para ver los detalles del calculo y el cédigo utilizado ver el Apéndice C. El
comportamiento matematico del modelo se puede analizar a partir de condiciones
iniciales no reales'. La figura 5.1 contiene la grafica obtenida por el autor. Se puede
observar cémo el parametro de desaceleracién evoluciona hacia atras en el tiempo,
desde una época con parametro de desaceleracién aproximadamente igual a 0,6 (época
actual) hasta un periodo con un valor cercano a 1/2. Es decir, el modelo muestra que la
época anterior a la actual es necesariamente una época dominada por la materia, lo cual
es coherente con la cosmologia estandar. Es importante notar que el comportamiento
del modelo para diferentes valores del parametro [ es esencialmente el mismo, por lo
tanto, se muestra que en verdad no es necesario realizar un ajuste fino en [ para que
el mecanismo funcione.

1,0 — T T T T T — 1'0 — T T T T - [T —F-T——
05 B - o e -

q 00 4 oof -
'0,5 | //_// ] _0,5 | 'i’ —
'1,0 —--”."/ | 1 | 1 | 1 — '1,0 —"l"j| [ T T T T
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3 4 5 6
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L | 1 _|

00+ — i ]
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z log,,(z+1)

Figura 5.2: La linea de color naranja representa p, ,,, en todas gréficas. La linea punteada
de color negro en el primer par de graficas representa el resultado obtenido por el modelo
(ACDM). En las graficas del fondo, la linea punteada de color negro representa materia
oscura y la linea punteada de color rojo representa radiacion.

{Cuando se utilizaron condiciones reales el cédigo presenté inestabilidades producto de propagacién
de errores, las cuales fueron imposibles de corregir para el autor hasta la fecha.
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En la figura 5.2 se encuentran las gréficas obtenidas por otros autores [20]. En ellas
se utilizaron los datos reales: y = 0,7 x 1073 H0_2/3, pr = —10% GeV?, Q0 = 0,27,
00 = 1074, gy &~ —0,6. Se observa del primer par de graficas, que el comportamiento del
parametro de desaceleracion q es el esperado: hacia atras en el tiempo, ¢ pasa desde la
época actual (¢ = —0,6) a una época dominada por la materia (¢ ~ 1/2). A partir del
segundo par de gréaficas, se observa que el parametro de estado wy;s, correspondiente
a la mezcla de CC efectiva-Cosmén, es igual a -1 en la actualidad (z = 0), de esta
manera, pp,,, Se comporta como energia de vacio. En el final de la época dominada
por la materia el pardmetro wy;, tiende a 0, tal como se habia predicho en el capitulo
anterior. Finalmente, el tercer par graficas muestra que la densidad de energia relativa
de la radiacion es despreciable tanto en la época actual como en la época dominada
por la materia, lo cual es coherente con los datos experimentales. Ademas muestra
el correcto comportamiento de la densidad relativa de la mezcla CC-Cosmén pasando
de ser despreciable en la época dominada por la materia hasta un punto en el cual
iguala la densidad relativa de la materia, para luego dominar la época actual. Como
ultima observacion, la suma €2, + €, + Qx e =L mostrando concordancia con el
resultado de que el Universo es practicamente plano. En conclusion, el modelo de
gravedad modificada reproduce satisfactoriamente la Cosmologia estdndar sin necesidad
de realizar un ajuste fino en la CC efectiva.
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6

Conclusiones

Se estudio la posible solucién al viejo problema de la Constante Cosmoldgica, originada
en un modelo de gravedad modificada (3.1.1), el cual involucra una funcién f(R,G)
dependiente del escalar de Ricci y del invariante de Gauss-Bonnet. La forma como se
construyé el funcional es tal que los Principios de Equivalencia y de Conservacion de
la Energia-Momento siguen vigentes. Las ecuaciones de campo derivadas a partir del
Principio de Accién Estacionaria, muestran que el resultado efectivo de la modificacion
consiste en la introduccién de un nuevo tensor energia-momento £,,. Al estudiar la
nueva cosmologia inducida por las ecuaciones modificadas de Friedmann, se mostré que
la idea esencial detras de la modificacion de la gravedad, consiste en introducir un
término variable que cancela dinamicamente el enorme valor de la densidad de energia
de vacio. Con el fin de obtener la conocida historia térmica del Universo, se impusieron
condiciones que permiten acotar la forma funcional de f(R,G).

A partir del estudio de un modelo de juguete se mostré cémo el mecanismo, sin
necesidad de realizar un ajuste fino, relaja de manera dinamica el enorme valor del
vacio cuantico en diferentes épocas del Universo. Asimismo, se evidencié la existencia
de un proceso de retroalimentacién. El escogimiento de la forma de f(R,G) como:

f(R,G) = % + A(R), (6.0.1)
B(R,G) = §R2 + %g + (yR)?, (6.0.2)

mostré que el comportamiento tedrico del modelo permite la correcta transicion entre
las diferentes épocas del Universo, convirtiéndose en un modelo realista.

Por ultimo, se traté de resolver la primera ecuacién de Friedmann modificada
mediante la utilizacién del método de Runge-Kutta. Aunque no se utilizaron datos reales
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en la grafica obtenida, el anélisis permitié mostrar cémo el modelo no realiza un ajuste
fino en el parametro 5. Por otro lado, a partir de las graficas obtenidas numéricamente
por otros autores [20], se mostré como el modelo en efecto se comporta correctamente
en las diferentes etapas del Universo. No obstante, debido a que no se estudié su
comportamiento a escalas del sistema solar, en donde esencialmente, debe comportarse
como la gravedad de Einstein, no se puede concluir que la solucién es completa (véase
sin embargo [52]). Como conclusién final, se puede decir que el modelo de gravedad
modificada es en realidad, un modelo efectivo que soluciona el viejo problema de la
Constante Cosmoldgica, pero sélo es valido en escalas cosmoldgicas.
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Apéndices



A

Gravedad Modificada

A continuacion se mostrara los detalles del cédlculo de las ecuaciones de campo para
una gravedad modificada del tipo F(R,S,T) y a partir de esta expresién general se
obtendran las respectivas ecuaciones para la gravedad de tipo F(R,G).

A.1. Gravedad F(R,S,T)

El funcional que describe este tipo de gravedad es:
S = /d”‘x\/_—gF(R, S, T), (A.1.1)

en donde S = R R, y T = RP“’\”RP#,\V.

Para obtener la ecuaciones de campo se realiza una variacion a primer orden al
funcional S. Debido a que ¢"?g,, = 0¥, las variaciones del tensor métrico doblemente
covariante y doblemente contravariante se pueden expresar por medio de

6 (9" 900) = 0,
09" 9o + 97095, = 0,
09" 9o = —9"" 0G0,
0" = —g""g"0q,.,. (A.1.2)

Haciendo un procedimiento similar se obtiene

5gpu = —gpuguﬁgw- (A.l.?))
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La variacién de los simbolos de Christoffel es:
1 g
5Ffw = Egp (591/0,” + 6guv,u - 5g,uu,a)
+5gpa (g;w,z/ + gua,u - g;u/,a) . (A14)

Utilizando la expresién para los simbolos de Christoffel y (A.1.2) se obtiene:

1
6T, = 59" (8Guous + 6Gpow — 0Gue — 26goal),) - (A.1.5)

Por conveniencia, se hallan las derivadas covariantes de las variaciones de la métrica,
calculadas respecto a la métrica g,

5gua;u = 5gua,u - Fz\yég)\a - FZ‘U(SQV)\- (A16)
(59#0;11 - 5gu0,l/ - Fﬁﬁgxa - F?,ﬁgm- (A.1.7)
69#!/;0 = 59;”/,0 - Fgﬁgxu - Tﬁuégux- (A.1.8)

Utilizando la propiedad de simetria de los simbolos de Christoffel F;\W = F,),‘N y res-
tando la ecuacién (A.1.8) de la suma de las ecuaciones (A.1.6) y (A.1.7), se obtiene la
expresién dentro del paréntesis en (A.1.4), y ast:

1
oL = 59" (0Gvoi + 0Guow — 0Guie) - (A.1.9)

Debido a que las variaciones son respecto a g" se debe reemplazar (A.1.3) en (A.1.9)

1 .
OTY, = =5 (9009 + 939", = 9agusdg™™") - (A.1.10)
La variaciéon del tensor de Riemann es:

SR’ = oI , —dT%,  +T% 617, + T4 I

UAV LU UV Ao pv

~T%, 6T, — T%, T (A.1.11)

Vot pA®

Puesto que la diferencia de dos simbolos de Christoffel es un tensor, se halla su derivada
covariante:

or%, .\ = 6", + 14,009, — [7,80%, — I,6%,. (A.1.12)
O = 0L, + 10,000 — 17,015, — I5,01,. (A.1.13)

Si se resta (A.1.13) de (A.1.12) se obtiene una expresion més adecuada para la variacién
del tensor de Riemann:

5Rpu)\1/ = (5FZV>;>\ - (6FZ)\);V‘ (A114>
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Con las expresiones anteriores se mostrara la variacién del funcional (A.1.1). Debido a
que la operacion variacion o cumple la regla de Leibniz, se divide la variacién en dos
partes:

58S = /d4:c [6v/=gF(R,S,T)] + 6F(R,S,T). (A.1.15)
en donde 0F (R, S,T) es:
OF(R,S,T) = 0Sg + 0Ss + 6Sr. (A.1.16)

La variacién del primer término de la integral, ,/—g es:

_ 1
o/—g = et (A.1.17)

Para hallar g se utiliza el hecho que In(det A) = Tr(In A)

§(det A) = Tr[5(In A)] = Tr(A 15 A). (A.1.18)

det A

Realizando la sustitucién A = g,,,, A~' = g"” se obtiene:

69 = 9(9"09w) = —9(9,,9"), (A.1.19)

y reemplazando en (A.1.17) se llega a la expresion:

1 LOgH” 1 y
5(v—=g) = ég(gu—_z) = =5V =9909"". (A.1.20)

A partir de este punto, el superindice que acompane la letra F denotara derivacién
parcial con respecto a este, F'X = 9F/0X. La variacién dS es:

0Sk = /d4a:\/—gFR6R = /d4x\/—gFR5 ("R,
= /d4$\/—gFR (Rw0g"” + ¢g"0R,,). (A.1.21)
Para hallar la variacion del tensor de Ricci se utiliza la expresion (A.1.14)

5R/U/ = 5Rp;u/p = (5FZp)§V - (5FZV)§P’ (A122)

y a partir de (A.1.12) se obtiene:

1

5RIW = 5 { [g)\u(dg)\p);,u + g/\u((sg)\p);u — Yap9pv (ga,@)m] p

_ [gAp (5) ;J ;V} :

(A.1.23)
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Reemplazando la expresién anterior en (A.1.21)

)

0SRr = /d4x\/ —g {FRRw,(sgﬂV + FR |:(5g)\a') = G (59111/);0] } . (A1.24)

Se realiza integracién por partes dos veces' para que asi se obtenga una expresién en
donde la variacién de la métrica no sea operada por una derivada covariante. Cada vez
que se realiza este proceso se ignoran los términos de superficie debido a las condiciones
de frontera dg" = (6g"), = 0. De este modo, la variaciéon del primer termino en

(A.1.16) es:
0Sr = / d*z/—g (F*R,, + FT,, — g (FT)9,) 69" (A.1.25)

La variacién 6Sg es:
6Sg = /d”‘x\/—gFSd(RWRW). (A.1.26)
Ahora,
S (R,R") = RMR,, + R, 0R",

R"6R,, + R0 (gwgw\Raﬁ) ’
= 2R"G§R,, + 2R\09" R, (A.1.27)

Utilizando la expresién (A.1.23):

5 (RusB™) = 2R (g3 (69™),, = B [gngan (5°°)

» (A.1.28)
-’ [g)‘P (59/\;));#] w + 2R>"’59WRMA‘

Reemplazando en (A.1.26), integrando por partes dos veces y eliminando los términos
de superficie se obtiene:

0S5 = /d4x\/ -9 [2(FSRU)\)WUQV>\ - (FSR#V);?(T - g#V(FSRU)\);OA
+2F Ry R, 09"

(A.1.29)

"Este procedimiento es valido gracias a que el operador derivada covariante cumple la regla de
Leibnitz. Asi, integrar por partes en este caso es:

/d49:\/ngﬂBl,;a = /d4:c\/fg(A/LBu);a —/d49:\/7gBVAW7

Cada vez que se integra por partes, la operacién derivada covariante pasa de un término al otro en el
producto. En virtud del teorema de Gauss, se observa que el primer término en la expresién anterior
es igual al integrando evaluado en la superficie que rodea el volumen de integracién. De aqui, proviene
el nombre de términos de superficie.
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La variacién 0Sr es:

55r = [ ey =gF"S (R, R (A1.30)

con

(R yuns RPM) = (R pyns )R + Ryun, (RPN, (A.1.31)

Utilizando las propiedades de simetria del tensor de Riemann se llega a:

RY5(Ryunn) = =R Ryunw + RJNORY (A.1.32)
RO RPN = 2R " Ryyp + RN Rppny + RJNOR . (A.1.33)

Por lo tanto, (A.1.31) queda expresada como:
§(Rpprs RM) = 2R V7" Ry + R JNORE . (A.1.34)
A partir de (A.1.10) y (A.1.14) se llega a:

5(Rpu/\l/RpMV) = 2R™ Ry p + 2Rp“>\y [<5FZZ/>§)\ - (5112)\);,,} )
= 2R Ryypu + ARJN (ST0,).n. (A.1.35)

Al reemplazar la expresién (A.1.10) y emplear la primera identidad de Bianchi R, =
Ry + Roau se obtiene:

5(Rpp)\l/RpH>\V) _ 2RQVWR>\upu _ QRP;MV (gm/(sgo;:u)\ + gguégop;y)\ - g/mgyﬂégaﬁ;;j)) 7
0
= 2R oy — 2R,”,89" 0 + R,G867 0+ ROF6GT

B2
p 2.V

= 2R Ry, — AR 6¢7° .. A.1.36
« PH p o 2\

Si se reemplaza lo anterior en (A.1.30) y se eliminan nuevamente los términos de
superficie al integrar por partes, (A.1.30) es:

0SSy = / d*z/=g [2F" RynopR,) " — 4(FTR,) 0] - (A.1.37)

Finalmente se obtiene la expresién completa para la variacion a primer orden de (A.1.1):

1 .
0S8 = /d41'\/ _g[_éguuF(Rv Sv T) + FRRMV + F};%;w - gw/(FR)’(;Ta

+ 2(F5R™)09un — (FS R )%, — u(FER™)iox + 2F Ry R )5 g™
+2F" R gy R)7P — 4(FTRu"”V);Up]5g"“ + (Términos de superficie).

(A.1.38)
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De acuerdo con el principio de accion estacionaria, las ecuaciones de campo en el vacio
para una gravedad del tipo F'(R,S,T) son:

1 .
Dy = =59 F (R, S.T) + F' Ry, + FY,, = 9. (F)7,

+ 2P R o = (FSByu) % = gu(FSR™) o + 2FS Ry R Mg (A-1:39)
+ 2F" RupopR,)? — 4(FTR ) .0p = 0

A.2. Gravedad f(R,G)

Las ecuaciones de campo para una gravedad de tipo F(R,G) se obtienen utilizado la
regla de la cadena en las derivadas parciales de F' de la siguiente manera:

F(RST)=f(RG) = Ff={7f9 4 (=R + "

G ¢ .
I = 10 (A2.1)

Por consiguiente las respectivas ecuaciones de campo en el vacio son:

P = g—gfg =—4f9, F' =

Fuw = — 5 F(R, Q) + By (2RI + F7) + (2R 4 17)
= 9w g™ QR+ f1), 5 = 8fT BB + 49, (fRY )0 (A-22)
- 8(ngaB);uaguﬂ + 4gaﬂ(ngW);aB + 2fgRWB“/RV&&Y
- 4(ngaWﬁ>;a/3 =0.

Por tltimo, la expresién (A.1.39) con Ff = 1,FS = 0,FT = 0 corresponde a las
ecuaciones de campo de Einstein en el vacio:

1
Gy = =59 R+ Ry = 0. (A.2.3)
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B

Cosmologia f(R,G)

Se presentard en detalle el calculo de la cosmologia f(R,G) y en especial la expresién
para el tensor inducido F,, en la métrica de FRW plana. Los simbolos de Christoffel
en FRW son:

F?j = ad&ij, (BOl)

Las componentes que no se mencionen son cero. Con las expresiones anteriores se hallan
las componentes del tensor de Riemann:

Ry = (0005 = 0,0m)a’, (B.0.2)
R%, = aidy,
i e
R 00 — 55]-,
Roij = aidij,  Rijmn = —(0imOnj — dinGjm)a’a’, (B.0.3)
) Y
RO = 5ot R = (3 — 66 (B.0.4)

y las componentes del tensor de Ricci:

Ryo = 3%, Ry = —(ai + 2a)d;;, (B.0.5)
RO _ 3@ R — _(i + 2_d2)5ij (B.0.6)
T e at o

El escalar de Ricci, los escalares S, T y el invariante de Gauss-Bonnet G se obtienen a
partir de las expresiones anteriores:

i a?
R=g"R,, =6 (5 + —) — 6H2(1 — q). (B.0.7)

a
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, a?  aa*  at
S =R, R" =12 (? +—+ E) =12H*(¢* —q+1). (B.0.8)
PUAY a2d2 a4 2( 2
T = Ry RV =12 ( —+ = | = 12H (¢ +1). (B.0.9)
G=R*—4S+T = —24H"q. (B.0.10)

B.1. Tensor de Einstein y £,

Las componentes del tensor de Einstein G, = R, — % g, 12 se obtienen a partir de las
expresiones (B.0.5) y (B.0.7). La componente GY:

1
Go = Ry — 590037

2

— 3232 3%
a a a
= -3H” (B.1.1)
GOO = go‘uGHO = G()O = —3H2 (B12)
La componente G :
i i L
G i = g'uGMj = _E(SlGily (B13)
1 1
~ Ly (sz _ 5%3) | (B.1.4)
&2 G\
ahora H = i/a — 42 /a?, por lo tanto:
i ‘ 2 5i
G = — (201 + 3125, (B.1.6)

Para hallar F,,, es muy conveniente hallar las siguientes derivadas covariantes:

fv = fu (B.1.7)
(fR™)o = (fR™)o, (B.1.8)
(fR®).; = 0, (B.1.9)
(fR™)o = 0, (B.1.10)
(fR™),; = T9,.fR™+T}fR", (B.1.11)
(fRY) = (fRY)o+T4,fR™ + T}, fR™, (B.1.12)
(fRY)m = 0. (B.1.13)
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De acuerdo con el apéndice anterior el tensor F,, es:

E. = _%f(R, G)9uw + R (Zng + fR) + (2ng + fR);W

- ngaﬁ (2ng + fR) aBf SfQR/MRu/\ + 49uV(ngaﬁ);aﬁ (B.1.14)
- S(ngaﬁ);uaguﬁ + 49a6<nguV);a5 + 2ng#a67Ruam
- 4(nga;w6);0¢B’ :

Expandiendo esta expresion se obtiene:

B =~ 0 + 2B RIS+ R4 (2Rf ™) + 1,
— guwlg™ R + )00 + g7 CRIT + )] = 8/ RuaR,
+4g[(fOR).00 + (FOR").0i + (fOR®).i0 + (f7RY) 4] (B.1.15)
- 8[<ngOO);M09uO + (ngOi>;M09Vi + (ngiO);uigW + (ngij)uing]
+ 4[900(ng/w);00 + gij (ngw);ij] + 2ngua67Ruam
—4[(f9R",)00 + (fOR D)o + (FOR%,))0i + (FOR ,D)sis]-

Segtin (B.1.15) la componente EY es:
1 .
Eoo = g°°Fpo = Ego = _§f + Roong + Roo ff — g" (2ng + fR);ij

— 8f9Rp\R, — 4[(fIR" 100 ‘(i)‘ (ngOi);Oi] + 4[(ngi0);i0 + (ngij);iJ'] (B.1.16)

0 ..
+4[(f9RwT00 + 97 (f9Roo) i) + 29 Roag, Ry™
—4[(f9R")s00 + (FTR 000 + (FTR 00 )s0i + (FTR og )uis]-

Se procedera al calculo de cada uno de los términos de la expresién anterior:

9RwRf9 =2 (3%) (63—2) ok

..2 . .2
— <36“ +36%) 1.
a

a?

Rooff = 3ng. (B.1.17)
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Utilizando (B.1.8):

0

g7QRf+ M) = g7 (2RSS )i — TH QR+ )],
1 )
= Eéijaaéij (2ng + fR)vo,

_ 3¢ KHQ + 1212) £+ fR] :
,0

—36 fg+36 fg+3 fR+36 fg
g g
+36¥f —729f.

..2

89 Rz Ry = 72“—2. (B.1.18)
(FOR™)0i = (FIR") 0 + Ti (FOR™ )0 + Tig (F R™) 0,
B Fg?(ngOl);ma
=0, (f9R™) o+ T3, TG R" +MO
T DR IR TR o IR + To(F9R™) o

. 2 2 PR
. aa g a~a aa G
—6(§——>f (18——24 6—2>f.

(PR ) = (PR a0 + T FERTT 4 TR, TR,
= (f¢ ¢0+ (T f9RY) o+ (T9 f9R™) s  R™ es diagonal,
. 2 2 . vee . 4
(6—2 6L ) 9+ <6— - 3oﬂ 6 + 18“—4) 7.
a a a
(F9R7)45 = (f9R7),5 + Tig(fIRY) + DI (fORO)y — T4 (fIRY ) 0. (B.1.19)
Los tres simbolos de Christoffel son debido a que la contraccién no es completa.
Utilizando (B.0.1) y las expresiones (B.1.9-B.1.12) se obtiene:

) y Ly
(f9RY),; = (33ﬂ - 36a— + 3—) 9+ (32—3 + 6%) 9. (B.1.20)
9919 Ran)sy = — 5 (2R T~ T/ R — T/ B
—T9(f9Roo)0]

4
( 21ﬂ + 12@_ + 9—) 9+ 9—fg
219 Roap Ry = 219 goo Roagy R?" = 2f9 Ry, R%? = 4f9 Ryio; R¥™,  (B.1.21)
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..2
2f9 Roapy Ry™" = 12% 7. (B.1.22)

Finalmente, la parte que involucra al tensor de Riemann.

(f9R%")00 = O, (B.1.23)
(ngoooi);Oi = 0, (B.1.24)
(f9R'o)i0 = 0, (B.1.25)
(ngiooj);ij = (ngiooj);i,j + F;"o(ngOooj);i + F;io(ngiooO);i
- FgJL‘ (nglm%);i - FS} (ngZOn]q);i - F?j (ngZOOJ);Oy (B.1.26)
a’i aa at a
_ g

A continuacién se reemplazaran todos los términos anteriores en la ecuacién (B.1.16):

0 0 0
1 . ...2 . .... .3. . .
R AL R L LI
2 a? a3 a a? a? a
0 0 0 0 0
9a a2 a G Qi a3
— 365 9 — 36— f9 + T2 — T2 f9 — 24=f9 4 24<f9
a a a a a a
L9 -4 0 0 0 . 3 0 ) 0
A g 2ol g_/a% 0%g _ 9 0% %G
0
i, o ad g al g aii g N P
—120— f9 + 24=TF9 4 T4=f9 4 132— f9 — 144=f9 4+ 12— f
a a a a a a
0 0 0 0
a4 ad g a%i g a7 ai 7 aid 5"
+ 2459 4127 f9 — 84— f9 + 48<f9 4 36<f9 + 36—
a a a a a a
0 0 0
a2 a%i g i ad g d
1259 — 12— f9 + 1259 — 12>=79 + 24<f9,
a a a a a

1 .2.. .. . . .3 .
B = f+12°0 f9 432 fF 3% fR 1276,
2 @t on a | | (B.1.28)
= =5 |/ — 24H2(H + H)° — 6(H + H)f" + 6H " + 24H° )
Se obtiene la componente E' ; al contraer E,; con la métrica:
% i m 1 m 1
E i =9 Eaj =g Emj = _ﬁd Emj = —EEZ']'. (B.1.29)
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Segtin la ecuacion (B.1.15) la componente E;; tiene la forma:
By = %cﬂfaij + 2R RfY + Ry f* + 2R [f9)5 + [T
+ a0y {(2ng + .00 — %67”"(21%1”9 + fR);mn}
— 8RR — 4a® [0, (f7R™).00 + (fR"™).om (B.1.30)
F(FIR™),00 + (ngm");mn} + 8a? [(ngom);iO(sjm
+(fIR™)im0jn) + 4 [(ngij);OO - %5mn(ngij);mn]
+ 2/ Riogy B, — A(f9R% ) as

Se proseguird al desarrollo de cada uno de los términos que conforman la exprsion
anterior:

.. '2
2R, Rf9 = —2(ait + 242) (6% n 6%) £96,;,

e (B.1.31)
= —12 (aﬂ +3— + 2—) f96;.
a a2
Rijff = —(ad + 2a%) f16;5. (B.1.32)
(2Rf9); = 2RFHr; = T (2Rf9)0 = —aa(2R ) by;. (B.1.33)
fh = _rgj Y = —aaffs;. (B.1.34)
0
(2Rf% + [P0 = (RSO + fF)00 — DhRRFET ).
= (2Rf9) 00 + 1",
.. .2 .
= 36 [9+a—2} + /2,
a a .00
. i . Py (B.1.35)
— 12279 4+ 24209 4 042 f9 9621 9
a a a a
) .9 B .
+ 12a_fg + 122]09 + 12a_f9 _ 48gfg
a? a a? a?
at ..
+ 72— 9+ fE.
a
8" 2RI+ [T )imn = =0T, (2RFT + 1) 0,
2RfY + 1), | 2Rf f.)éo (B.1.36)
= —3aa(2RfY) o — 3aafr.
8RinR; = 8Rig"’ Rjp = 8Rimg™" Rjn,
(ai + 24%)°
= —8———5—"0im0"" Ojn,
02 j (B.1.37)
(ai + 24%)°
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(f9R”)00 = (fYR™) go- (B.1.38)
(ngom)Om =D (f9R™) o+ D, T fOR™ — Tf,, T fOR®
(/)

. -4 . see
C6 (9D o (18% _ogaa2iedn ) 9.
a?  a? at a?

(JOR™) g = T (JIR®) g + (0, J5R™) |
- <6a—3—6“—3) f9+(6%—30“—f+6¥+18“—4) 9 (B.1.40)
a a a a a a

(f9R™).nn (33— —36 @ +3 )

(B.1.39)

(B.1.41)
(3— +6— ) 9.
(ngOm);ioajm == (ngOj)io == (ngjO);io. (B142)
Ahora
(fOR™) .m0 = Srn (FR™).n0, (B.1.43)
por lo tanto,
(f9R™).m00s; = 3(f9RY).40, (B.1.44)

(ngmn) zm jTL - (ngmj) 1m7
= (fORPH 4 T (FORY), + T o (FIR™), — T (F9R™),,

a2i at ad ai a3\
_ g g
= (?—HWﬂf * (ﬁ”ﬁ)f ’

0
(f9Rij)00 = (ngij);o,o — T3 (9 Rims):0 — D5 (f9 Rim):0 —M

, 3

= (—ad — 24%) f9 + ( 8; — 6aa — 2a'd> fe (B.1.46)

(B.1.45)

+(18——3a —24d —a'd — 12— >fg

nglJ W ngOJ - F?m(nglo)ﬂn - F?nm(ngij)§07 (B147)
= (13aaa — 164* +3aa a) 19+ (3da2d—|—6d3a) 19,
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2f9 Riagy RS = 2f9 Riagygj0 R™,
= 2f9Riapygim R,
= —2a® f9 Rjn3, R7*",
= —2q? fg(RiOmoRjOmO + Rigom R70°™ + Rimijm”l),

a? 1 .
= —2a2fg |:2?(51J —+ E(éméml — §llc5mn)(5]n6ml — 5ﬂ(5mn)a2a4 s

d4
= —2f9 [2@2 + 4—2} Oij-
a

(B.1.48)
Por dltimo el tensor de Riemann:
(fIR%; ")iap = (FIR% %) + ToA(fIR% Mo = T (f R, )i
—T3(f9R% ) e
. a3 2\
= —aif9 + (2— — 2aii — 2aa> F9 (B.1.49)
a
P 2 . 4
+ (Gﬂ — 20 — 2% — i - aa) 1.
a a

Finalmente reemplazando todas las expresiones anteriores en la ecuacién (B.1.29) se
obtiene que

. 1 1, & en dip (4 a2
Jo Ly I By I (N L L (L ) Y
J a2z [ 2f a2f / af +(a+ az)f
...2 ...2‘ )
+2425 19 4 16%]@} 5
a a
1 ; ) . .
=3 [f+8H2fg 4 2FF — 9(F + 3H) fF — 24H?(H + H?) 9

V16H (I + HQ)f'g} .
(B.1.50)
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C

Detalles de la Solucion Numeérica

La ecuacién diferencial a resolver es la primera ecuaciéon de Friedmann modificada:

L (P | P

Para esto es necesario conocer la forma explicita de pr. Del Apéndice anterior se conoce
que pg esta dada por:

pr = —2E° = [f —6(H + H*)fR+6HfR — 24H*(H + H*) f9 4+ 24H*f9|, (C.0.2)

en donde

B
f=%, (C.0.3)

B= §R2 + %g +(yR)® = 24H (¢—1/2) (9 — 2) + [6yH* (1 - ¢)]".  (C.0.4)

Se procede a calcular las diferentes derivadas de la funcién f:

_8f  B/3R+3y°RY)

R .
=R B2 ’ (C.0:5)
of s
g = — = =
f T ag 2B27 (C.0.6)
B= %g + %RR +3y°R?R, (C.0.7)

3 [32y3R3R — 2GR + 36y°R*R + R? (9y3g' + 8R> +R (4g' _ 9y3gR)]

3B3 '
(C.0.8)

2=
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s P (g’/z +4/3RR + 3y3R2R)

T B3 B ’

+G

(C.0.9)

y las derivadas con respecto al tiempo de los invariantes de curvatura en la métrica de

FRW: ' _
R=12H(1 — q)H — 6H?4,

G = —96H>qH — 24H"q.

Al reemplazar las expresiones anteriores en la ecuacion (C.0.2) se obtiene:

. 1 kl kfz k3 k4
pF_B(B+B2+B3+BQ+B3 ’

en donde .
ke = 24H? [2 + 27y H*(1 — q)] (1 — q)(H* + H),

ky = 288H° {1944y6H4(q _ 1) [2(1 —Q)H - Hq] +2g [2(1 Y
_H{] + 288y  H2(—1 + ¢)° [2(—1 ) H + Hq} —6(—1+ q)?x
[4(—1 Y+ 9P HQ) I + H(2 + 9y3H2)q‘] +(1-q) <—16qH ’
—4H G + 54 Hq [—2(—1 ) H - Hq] )}

ks = 12H*(H? + H)
kg = 288 H {—4qH — Hi+ [4— 547 H (-1 + ¢)] (1 — g)x
[—2(—1 )l — Hq’] }

pr = 144H® {324y° H* (4 + q) (=1 + ¢)” + (74 — 241q + 214¢°
—56¢%) H — 18y° H*(—1 + ¢)? [—3 (5 + 162y3H> —6g% (4
+243y3H> TP (4 + 486y3H) + 2 (19 + 729y3H>] + H?x
(—1+q) [4(13 (1 n 333y3H> — 1242 (2 n 375y3H> o7
+783y3H> tq (39 + 4734y3H)] 38885 HP (—1 + ¢) -
6H (7 —10q + 4¢%) ¢ + 36y°H? (—22 + 57¢ — 51¢° + 16¢%) ¢} / B®

(C.0.10)
(C.0.11)

(C.0.12)

(C.0.13)

(C.0.14)

(C.0.15)

(C.0.16)

(C.0.17)

Se puede observar que los términos ks y k4 incluyen la derivada del parametro de

desaceleracién con respecto al tiempo, por lo tanto la ecuacién diferencial es de tercer

grado en a(t). Con el fin de disminuir el orden de la ecuacién, se expresan todas la

funciones como una funcién del parametro a:

f=af'(a) = a>f(a) = al(a)f'(a)
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H(a) = aH(a)H'(a), (C.0.19)

aa H aH'(a)
— - - =1 C.0.20
al@) = =43 H? H(a) ( )
, H H?
"= Tt
2 Hl " /

Al hacer este cambio de variable se obtiene una expresion para la densidad de energia
en donde el parametro de Hubble es una funcién explicita de a:

864H*(M + NH")
B? ’

pr =P (C.0.22)

con

M = 27TH* + 972H%* + 8640 H%° + 80352a H "y H' + 1529284 H%y® H"
+57a° HH" + 6a*H" + 138a°Hy’ H” + 12aH"y* H' (589 4 105484y H")
+3a”H'y’ H™ (3383 + 176040y’ H") + 3a*H* H™ (55 4 506a%y” H"
+288a’y° H') + 3aH*H' (55 + 1971a’y’ H™ 4 3618a"y* H™)
(C.0.23)

N =10368a*H"y® + 207360’ H%y°H' + 4a*HH"” + 6a®H*H' (3 + 16a°y*H")
+54a® HYy* H' (23 4 96a°y* H'™) 4 12a° Hy* (73 4 1296a”y* H')
+3a”H? (7 + 198a°y* H"™ 4 216a"y° H")
(C.0.24)

!/ / !

2 3
4 aH 4 aH 3716 aH
= 4 . .0.
B=12H (1—i— H>+2H (2+ H) + 216y°H (2—|— 7 (C.0.25)

Si se reemplaza(C.0.22) en (C.0.1) se obtiene la forma explicita de la ecuacién de
Friedmann modificada:

AHA(M + NH”
o (2) fraoremy com
m2 B3
con ; ;
F=Lr oy Pm | PA_gp2 (€.0.27)

244 243 2
mpa mpa mp
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C.1. Método de Runge-Kutta

El método numérico consiste basicamente en realizar un “paso de prueba” para
hallar el valor aproximado de la derivada en diferentes puntos de un intervalo de tamano
h. La ecuacion diferencial debe llevarse a la siguiente forma:

y' = f(z,y). (C.1.1)

El primer paso de prueba consiste en y,11 = vy, + Af(2,y,) = yn + hky, el cual,
sera utilizado para hallar el valor de la derivada en la mitad del intervalo:

Yz = [ (@n +h/2,yn + k1/2). (C.1.2)
El valor aproximado de la funcién y al final del intervalo es

Yn+1 %yn+f<xn+h/27yn+kl/2)' (0'1'3)

Lo presentado anteriormente consiste en el método de Runge-Kutta de segundo orden.
El método de Runge-Kutta de cuarto orden sigue la misma linea de pensamiento, con
la diferencia que los valores de la derivada se hallan en el principio, en la mitad y al
final del intervalo, utilizando como paso de prueba la aproximacién hallada en en un
punto anterior. Finalmente, se halla un promedio entre las derivadas dando un mayor
peso al valor encontrado en la mitad del intervalo. El método de cuarto se resume en
las siguientes expresiones:

ki = hf(zn,yn), (C.1.4)
ke = hf(zn+h/2,y, +k1/2),

ks = hf(x,+h/2,y, + ko/2),

ky = hf(zn+ h,y, + ks),

1 1 1 1
Yn+1 = Yn + élﬁ + §k‘2 + gks + gk’4- (C.1.5)

Para poder implementar el metodo de Runge-Kutta se debe llevar la ecuacién a la
forma (C.1.1). Utilizando las expresién (C.0.26) se puede despejar H” facilmente:

m? M+ FB?
"no_ j4
i = (864BH4) ( N > ’ (C-16)

El cédigo utilizado para implementar Runge-Kutta de cuarto orden fue escrito en el
lenguaje de programacién PYTHON y es el siguiente:
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from math import *
###ddH R HE#CONDICIONES  INICIALES########HHH## #HHHHHHHHH#
#estos parametros varian

1.0 #parametro expansion

1.0 # parametro de Hubble

-0.4 # Derivada parametro de Hubble
9.6e-106# beta

3.9e38 # y

-1.0e60 # energia de vacio

mp = 5.5e36

omegar = 0.0001

omegam = 0.27

HO = 1.76e-42

paso = 0.00000001

###dd A ECUACION DIFERENCIAL  #######HHH### S #
def aceleracion(a,h,H):

M= 27*h**4+972xh**6*y**x3+8640*h**8*xy*x*x6+80352*axh**7*y**x6xH
+152928*a**2xhx*xGxy**GxHx*x2+57 *a*x*3xh*xHx*x3+6*a*xx4dxHx*x4
+138*ax*5xh*yx*k3xH**x5+12xaxh**5xy**x3*xHx (5689
+10548*a*x*x2*y**k3xH**2) +3xa*x*x2*xhx*k4xy**x3kH*x*2% (3383
+17604*a*x*x2%y**3xH**2) +3ka*x*x2xh+* 2xH**2* (55
+506*a**2xy**x3kHxk2+288xa*x4*xy*x*6xH*k*4) +3xa*xhr*3xH* (55
+197 1xa** 2k y**3xH**2+3618*ax*x4*xy**GxH*x4)

N = 10368*a*x*x2xhxx7*xy**x6+20736*a**3xh*x*x6xy**x6*xH
+axaxxdkhxH*x*x2+6xa**3khx*x 2k H* (3+16%a**2xy**x3xHx*2)
+54*xaxx3xhk*kdxy*x3xH*k (23+96*a*x*x2*y**k3xH**2)
+12xa*x*k2xhxk5*xyxx3* (73+1296%a**2*xyx*x3kxH*x2)
+3kaxx2khxk 3% (T+198*a** 2k y*x3xHk*2+216*a**x4*xy**x6xH**4)

B = 12xhx*4*(1+(axH) /h) +24xh**4* (2+(a*xH) /h) **2
+216xh**6*xy**3% (2+ (a*xH) /h) **3
F = omegar*HO**2/mp/a**4+omegam*HO**2/mp/a**3+p/mp-3*h**2
k = mp/840/b/h**4
return -kx(M+F*Bx*3)/N

v < om B
I

HESSHHH AR B R R R R
H#HHHHHFHHHHH R AR A HHRUNGE - KUT TA##### R R R

for k in range(2000000) :
z =1.0/a-1.0
q = -1.0-axH/h
print a,z,h,H,q

nl = -pasoxH
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ml

n2
m2

n3
m3

né
mé

-paso*aceleracion(a,h,H)

-paso* (H+m1/2.0)
-paso*aceleracion(a-paso/2.0,h+n1/2.0,H+m1/2.0)

-paso* (H+m2/2.0)
-paso*aceleracion(a-paso/2.0,h+n2/2.0,H+m2/2.0)

-paso* (H+m3)
-paso*aceleracion(a-paso,h+n3,H+m3)

a-=paso
h+=(n1+2.0%n2+2.0*n3+n4) /6.0
H+=(m1+2.0*m2+2.0*m3+m4) /6.0
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