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Resumen
Titulo: Andlisis de la estructura del campo gravitacional en modelos compuestos por la superposicién de un agujero

negro de Schwarzschild con un disco anular
Autor: Cristian Sneydder Urrea Avella

Palabras Clave: Geodésicas, Espacio-Tiempo de Weyl, Discos Anulares, Agujeros Negros, Lineas de Campo Gra-

vitacional.

Descripcion: Se presenta un estudio de la estructura del campo gravitacional en un espacio-tiempo de Weyl corres-
pondiente a la superposicién de un agujero negro de Schwarzschild con el primer miembro de la familia de discos
anulares de Gonzalez, Gutiérrez-Pifieres y Vifia-Cervante (Gonzélez et al., 2009). Las propiedades del sistema com-
puesto se estudian mediante un andlisis de las lineas de campo gravitacional, las cuales se definen como las curvas
integrales de la cuadri-aceleracion de observadores estacionarios con momento angular cero con respecto al eje de
simetria. Se describe el proceso por el cual se obtiene un tensor métrico capaz de describir el sistema compuesto men-
cionado anteriormente y a partir de este se estudia el comportamiento de la cuadri-aceleracién de dichos observadores,

y se estudia igualmente la distorsion en el horizonte de eventos.
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Abstract
Title: Analysis of the structure of the gravitational field in models composed of the superposition of a Schwarzschild

black hole with an annular disk *
Autor: Cristian Sneydder Urrea Avella
Keywords: Geodesics, Weyl Space-Time, Annular Disks, Black Holes, Gravitational Field Lines.

Description: A study of the structure of the gravitational field in a Weyl space-time corresponding to the superposition
of a Schwarzschild black hole with the first member of the family of annular disks of Gonzélez, Gutiérrez-Pifieres and
Vifia-Cervante is presented (Gonzdlez et al., 2009). The properties of the composite system are studied through an
analysis of the gravitational field lines, which are defined as the integral curves of the quadri-acceleration of stationary
observers with zero angular momentum with respect to the axis of symmetry. The process by which a metric tensor
capable of describing the aforementioned composite system is obtained is described and from this the behavior of
the quadri-acceleration of said observers is studied, and the behavior of the quadri-acceleration of said observers is

studied.
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INTRODUCCION
En astrofisica y cosmologia es de gran interés el estudio de la evolucion del universo con el fin de
realizar modelos los cuales nos ayuden comprender los fendmenos que suceden en el mismo. El
estudio de los agujeros negros es de gran relevancia ya que nos permite investigar las condiciones
extremas en las que la gravedad tiene gran importancia, especialmente en el horizonte de eventos.
Ademads, el estudio de los agujeros negros nos da informacién sobre el origen y la evolucién del
universo, los cual es apoyado con las observaciones las cuales han logrado deducir que los agujeros
negros son el resultado de la evolucion estelar y galéctica, es por esto la gran relevancia en estudiar
y comprender todas las interacciones que estos tienen. A su vez el estudio de los discos anulares es
importante ya que nos otorga informacion sobre la evolucion de los planetas, estrellas y galaxias.
Un interés particular radica en el estudio de los sistemas binarios compuestos por un agujero negro

rodeado por un disco delgado (disco anular).

Por medio de la solucidon de las ecuaciones de campo de Einstein podemos analizar el com-
portamiento del campo gravitacional de los cuerpos en el cosmos. La obtencion de estds soluciones
para agujeros negros y discos anulares es una tarea complicada ya que se debe tener en cuenta fac-
tores como la rotacion, la polarizacion, la magnetizacion, la carga, la densidad, la geometria, etc.
Es por esto que al analizar estos cuerpos se hace necesario realizar algunas aproximaciones las
cuales nos reduzcan la complejidad del problema, entre estds aproximaciones estd considerar un

espacio-tiempo axisimétrico y estatico. Considerar nuestro espacio-tiempo estatico descarta feno-
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menos de dindmica de fluidos los cuales pueden estar presentes en el disco anular, considerarlo
axisimétrico nos permite hacer uso de simetrias esferoidales las cuales nos permitan una solucién
mas sencilla de las ecuaciones de campo de Einstein. A su vez, no se tomara en cuenta fendmenos
de polarizacién ni magnetizacion y se considerard el disco anular en el plano ecuatorial del agujero

negro.

El estudio de los campos gravitacionales para modelos compuestos por la superposicién
de un agujero negro de Schwarzschild con un disco anular de polvo son ampliamente estudiados,
ya sea por las perturbaciones del espacio-tiempo, andlisis numérico de las ecuaciones de Einstein
o por la obtencién de soluciones analiticas de las ecuaciones de Eintein. El estudio por medio
de las perturbaciones del espacio-tiempo es amplio, Teukolsky separd las ecuaciones desacopla-
das para las perturbaciones de un agujero negro de Kerr obteniendo las ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden para escalares a partir del tensor de Weyl (Teukolsky, 1973). Poste-
riormente Chandrasekhar encontré las soluciones a estas ecuaciones (Chandrasekhar, 1979). Chr-
zanowsk calculd las perturbaciones del tensor métrico a partir de las soluciones de las ecuaciones
de Teukolsky (Chrzanowski, 1975), posteriormente estudio la distorsion del horizonte de eventos
del agujero negro (Chrzanowski, 1976). Demianski abord6 este problema tomando simetria axial
y estacionaria (Demianski, 1976). Linet determind la funcion de Green estacionaria axisimétrica
de la ecuacion de Teukolsky (Linet, 1977). La perturbacion de la métrica de Schwarzschild por
un anillo ecuatorial delgado no estacionario axisimétrico débilmente gravitante fue estudiado por

Will (Will, 1974), Campanelli y Lousto analizan las perturbaciones gravitacionales invariantes de
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calibre de segundo orden de un agujero negro de Kerr (Campanelli and Lousto, 1999). Poisson
calcula la absorcién de masa y momento angular por parte de un agujero negro cuando procesos

externos producen radiacion gravitatoria (Poisson, 2004).

Por otra parte, el andlisis numérico de las ecuaciones de Einstein en sistemas con agujeros
negros es complicado. Lanza analizé espacio-tiempos que contienen un agujero negro giratorio con
un disco ecuatorial delgado finito (Lanza, 1992), posteriormente Nishida y Eriguchi analizaron un
agujero negro con un toroide grueso (Nishida and Eriguchi, 1994). Sandip y Chakrabarti estudia-
ron procesos astrofisicos para un sistema de un agujero negro y un disco de acrecion (Chakrabarti,
1996), Ansorg y Petroff obtienen resultados numéricos que muestran que las configuraciones pue-
den alcanzar un limite interno de desprendimiento de masa a medida que aumenta la masa del
agujero negro (Ansorg and Petroff, 2005), Duez y Zlochower realizan una revisiéon de los anélisis
numéricos de objetos compactos y objetos binarios compactos realizados en las dos décadas del

siglo XXI (Duez and Zlochower, 2018).

Asi mismo, los estudios correspondientes a la obtencion de soluciones exactas de las ecua-
ciones de Einstein en sistemas binarios compuestos por un agujero negro y un disco anular son
variados. Zatek y Semerdk estudiaron la clase de discos anulares de Lemos-Letelier (discos finos
axisimétricos estdticos gravitatorios obtenidos por inversion de la primera solucién de Morgan-
Morgan) alrededor de los agujeros negros de Schwarzschild (Semerdk and Zacek, 2000), poste-

riormente obtuvieron una secuencia de espacio-tiempos exactos que describen los campos de un
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agujero negro de Schwarzschild rodeado por discos finos axisimétricos y estaticos estables que tie-
nen su borde interior en el menor radio posible (Za¢ek and Semerak, 2002). Gonzilez y Gutiérrez-
Pifieres obtuvieron la solucion exacta de las ecuaciones de campo de Einstein correspondientes
a la superposicién de un disco de polvo contrarrotante con un agujero negro central (Gonzélez
and Gutiérrez-Pineres, 2008), posteriormente Gonzalez, Gutiérrez-Pifieres y Vifia-Cervantes ana-
lizaron discos finos de polvo estaticos con un borde interior obteniendo una familia infinita de
soluciones exactas para las ecuaciones de Einstein en el vacio (Gonzdlez et al., 2009). Semerak,
Zellerin y Za¢ek estudiaron la estructura del campo gravitacional y su distorsién en el horizonte
de eventos para sistemas compuestos por un agujero negro de Schwarzschild y el anillo de Apell

(Semerak et al., 1999).

En este trabajo de grado se busca analizar las lineas de campo gravitacional para la superpo-
sicién de un agujero negro de Schwarzschild con un disco anular. Para realizar este andlisis se par-
tird de las soluciones de las ecuaciones de campo de Einstein (de un espacio-tiempo axisimétrico y
estdtico) para el agujero negro y un disco anular, se realizard la superposicion de estas soluciones,
con esta superposicion se determinard el tensor métrico con el fin de encontrar la expresion de la
cuadri-aceleracion. Posteriormente se realizara la grafica de las lineas de campo gravitacional y se

analizard el comportamiento de estas en el horizonte de eventos.
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1. METRICA DE WEYL
La métrica de Weyl para un espacio-tiempo axisimétrico y estatico tiene la forma (Stephani et al.,

2009)

dS2 — —ezvdtz+€_2v(p2d¢2+€2Adp2+62AdZ2), (1)

en coordenadas de Weyl (¢, ¢, p,z). Reescribiendo la métrica de la forma

ds* = —e?Vdt* + e 2VdlI?, )

con el elemento de linea dI* dado por

dI* = W3 (dx")? + 13 (dx*)* + 13 (dx*)?, (3)
donde h;, con i =1,2,3, corresponde a los factores de escala, la métrica de Weyl se expresa

como
ds* = —e>Vdt* + e " (hgd 9> + hidp® + hldz?). (4)

Los factores de escala para la métrica de Weyl se obtienen de la ecuacion (1) y estdn dados

por
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hy = p, hp = e, h, = . (5)

Analizando la métrica se obtiene el tensor métrico gqp el cual tiene la forma

—e?v 0 0 0
0 hée’z" 0 0
8ap = : (6)
0 0  hie? 0
0 0 0 he=?

Weyl demostré que en las coordenadas candnicas de Weyl la métrica se puede escribir en
términos de dos funciones, v y A, las cuales solo dependen de las coordenadas p y z (Weyl, 1917).

Las ecuaciones de campo de Einstein tienen la forma (Semerdk et al., 1999)

Aow + e V20 03 2 =400 17470 o
pilv,p—kv./pp—"v’a:vzv :47[@2(A7V)<T¢¢_7;t)’ (8)

p'Ap—VH+VE=4n(Tpp — T2), )

V4
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p A —2v,v, = 87T, (10

donde Typ es el tensor de energia-momentum. En el caso del vacio tenemos que Tp = 0,

por lo tanto la funcién v es solucién de la ecuacién de Laplace (ver ecuacion 8)

VZy = 0. (11)

De las ecuaciones (9) y (10) se obtiene la expresion para A, la cual es de la forma

Alv] = /p[(vi, —v2)dp +2v,v.dg. (12)

Proponiendo una solucién para la ecuacion (8) de la forma

v=y+o, (13)

donde y corresponde a la solucidn para el agujero negro de Schwarzschild y ¢ corresponde

a la solucién del disco anular, de las ecuaciones (12) y (13) se obtiene

Alv] = Aly]+Ale] +2A]y, 9], (14)
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donde

Aly, 0] = / PlWp®p—V:0.)dp+2(Wp .+ v 0,)dz]. (15)
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2. CAMPO GRAVITACIONAL
Para obtener una correcta interpretacion del campo gravitacional se realizard el andlisis de la
cuadri-aceleracion y se analizardn las lineas de campo gravitacional las cuales son definidas como
las curvas integrales de la cuadri-aceleracion. Estas lineas nos proporcionan informacién sobre las
trayectorias y el comportamiento de las particulas bajo la influencia de la fuerza gravitacional.
2.1. Cuadri-aceleracion
Partiendo de la definicién de la cuadri-aceleraciéon en términos de la derivada covariante de la

cuadri-velocidad se obtiene

P = i+ T8 vt (16)

donde Fﬁr son los simbolos de Christoffel, los cuales cumplen la relacién

1
Fﬁr = Egﬁy(gyv,r + 8ty _gUT,’)/)u (17)

obteniendo asf la expresion para la cuadri-aceleracion en términos del tensor métrico

1
aB = “””{L + Egﬁy(gyv,r + &y —gvr,y)uvur~ (18)

La expresion anterior se puede reescribir de forma covariante de la forma
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w, B 1oy v T
Ao = 8apU u7/.t+§5a(gyv,r +gry,v—gvr,y)u u. (19)

Considerando un espacio-tiempo axisimétrico y estacionario, la métrica en coordenadas

cilindricas (Weyl-Lewis-Papapetrou) tendrd la forma (Semerék et al., 1999)

ds? = gy dt* +2g5dtde + ggedp? + g..d2%, (20)

donde el tensor métrico g4 solo depende de las coordenadas p y z. Las funciones métricas
it» 819 Y 8o estdn dadas por los vectores de campo de Killing n% = dx*/dr y £* = dx*/d¢

como

gll:nanav gt(]) :Tlaéaa g(])(l) :‘Saga- (21)

Los observadores que se mueven a lo largo de las lineas de campo observan que este no
cambia, estos observadores se consideran observadores estacionarios y son utilizados como siste-

mas de referencia comovil, los cuales tienen una cuadri-velocidad de la forma

u® = (1,9,0,0), (22)
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U = (—gu — 28102 — 899 Q%) (23)

Partiendo de la definicion de la cuadri-velocidad descrita en la ecuacidn (22) se tiene que el

B

termino u* u'y, de la ecuacion (19) toma la forma

utt uﬁl =u u{i +uf u{fp, 24)

donde se puede evidenciar que debido a la definicién de ' en términos del tensor métrico

8op (descrita en (23)) las derivadas ¢ y ¢ de uP son igual a cero, por lo tanto

utub, = 0. (25)

Reemplazando (25) en (19) se obtiene

1
aa = —Egvﬂc7auvur+gaf’vuvur. (26)

Analizando el segundo término de la ecuacion (26) se tiene que se puede expresar de la

siguiente manera

gar,vuvuT = gar,p’f“p + gar,z”T”Z =0, (27)

debido a que el tensor métrico solo depende las coordenadas p y z se tiene que las derivadas
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con respecto at 'y ¢ son igual a cero y haciendo uso de la definicion de la cuadri-velocidad descrita
en la ecuacion (22), se tiene que las componentes uP y u* son iguales a cero por lo tanto la expresion
(27) es igual a cero. Simplificando (26) se obtiene al final una expresion para la cuadri-aceleracion

la cual solo depende de la derivada covariante del tensor métrico y de la cuadri-velocidad

o = __gvr,auvur- (28)

Para observadores estacionarios con momento angular cero respecto al eje de simetria la

velocidad angular azimutal sera

Q=—89p/8pp = ©. (29)

Por lo tanto la componente temporal de la cuadri-velocidad serd entonces

U = (g — grp®) V2 = /¢t (30)

En el espacio-tiempo de Weyl tenemos que g;9 = 0, por lo tanto @ = 0, entonces la compo-

nente temporal de la cuadri-velocidad para un observador estacionario sera

u' = (gu) 2, G
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y la expresion de la cuadri-aceleracion (19) toma la forma

gt 1
=== =—|In(— a. 32
aOC 2gtt 2[ n( gtt)]? ( )
Analizando el elemento de linea para un espacio-tiempo de Weyl tenemos que g,; = —e?,
por lo tanto la cuadri-aceleracion tendrd la forma
ag =V q- (33)

2.2. Lineas de campo

Las lineas de campo gravitacional nos ayudan a visualizar como el espacio-tiempo se curva debido
a la presencia de la masa y la energia. El campo gravitacional en relatividad general no es descrito
mediante lineas tridimensionales como en la mecénica Newtoniana, sino que es descrito mediante
la curvatura del espacio tiempo en un diagrama de espacio-tiempo. Estas lineas de campo gravita-
cional son definidas como las curvas integrales de la cuadri-aceleracion, con el fin de determinar

una expresion de estas lineas se partird de su definicién en forma diferencial, la cual tiene la forma

dx* = gaﬁaﬁdl, (34)

donde A corresponde al pardmetro. Determinando cada componente de la ecuacion diferen-

cial (34), se tiene
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dx® = g%qpd ) =0, (35)
dx' = g''a1d) =0, (36)
d® = ¢Pard) = 62}:2“2611, (37)
2
dx’ = gPasd) = "’2}:2“3 da. (38)

3
Las ecuaciones (35) y (36) son iguales a cero debido a la definicion de la cuadri-aceleracion

presentada en (33), el tensor métrico g"‘[3 se puede obtener analizando la métrica definida en (2).

De las ecuaciones (37) y (38) se tiene que el diferencial del parametro A es igual a

IR PN )

az as

Por dltimo, despejando la expresion (39) se tiene la siguiente ecuacion diferencial

hazdx* — handx® =0, (40)

la solucidén a esta ecuacidn representa las lineas de campo gravitacional. Multiplicando la
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ecuacion (40) por los factores de escala se obtiene

hyh hih
A2y e -8y ad =o. (41)

h3 ’ h2 ’

Definiendo

hyh

M) = 22y, (42)
hy

hyh
NG o) = ===, (43)

2

suponiendo que M(x?,x%) y N(x?,x) tienen primeras derivadas parciales continuas para

todo (xz,x3) y expresando la ecuacién (41) en términos de (42) y (43), se tiene

M(x?,x*)dx* + N (x*,x%)dx® = 0. (44)

Definiendo una funcién V tal que la expresion (44) toma la forma

AV Vv
M(x?,x*)dx* + N(x*,x3)dx® = dez + ﬁde. (45)

Por lo tanto
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av A%
2 3\ _ 2 3\
M(X X )_axzv N(X X >_ax37 (46)

al derivar a M(x?,x) con respecto a x> y a N(x?,x%) con respecto a x?, se obtiene
oM 9 (VN 9*V. 9 [(dV\ ON 47
ox3  9x3\9dx2)  oIx2dx3  Ix2\dx3) oIx%
Por lo tanto
ION oM
= = 48
ox?  ox3 (“8)
Reescribiendo (48) se obtiene
8 h1h3 8 ]’llh2 2
— | ——V — | ——v3|=Vv=0. 49
8x2< hy ’2>+8x3( hj 3 “49)

La cual corresponde a la ecuacién de Laplace, por lo cual la funcién v es solucién de la

ecuacion de Laplace.

Partiendo de la definicién de M (x?,x?) presentada en la ecuacion (46) se puede encontrar la funcién

V al integrar con respecto a x>, obteniendo

V(x?x) = /M(xz,x3)dx2—|—g(x3), (50)
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donde la funcién g(x*) corresponde a la constante de integracién. Al derivar a V (x?,x%) con

respecto a x> y tomando N (x?,x%) = 2% definida en (46), se tiene

V(2x) s = M/M N +g3(x%) = N2, ). (s1)

Por lo tanto

d
g3(x%) =N x) - ﬁ/M(Xzf’)dXz- (52)
X
Por tltimo se integran (52) con respecto a x> y se sustituye el resultado en (50).
De manera similar se puede realizar el anterior anélisis pero esta vez partiendo de la defini-

ciéon de N (xz,x3) presentada en (46) integrando con respecto a x>, obteniendo asf la expresién para

la funcidn V' y la constante de integracion que en este caso se denota por h72(x2)

/M N+ h(:2), (53)

ho(x?) = M(x*,x°) — %/N(xz,f)dﬁ. (54)
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3. SISTEMAS BINARIOS AGUJERO NEGRO DE SCHWARZCHILD Y DISCO ANULAR
Con el fin de obtener soluciones analiticas se toma un agujero negro de Schwarzschild y un disco
anular los cuales se representan en un espacio tiempo axisimétrico y estdtico lo cual reduce la com-
plejidad de los célculos, analizando las soluciones particulares y obteniendo la cuadri-aceleracién
y lineas de campo del agujero y disco se obtiene de manera mds sencilla las lineas de campo del
sistema binario compuesto por estos dos objetos.

3.1. Agujero negro de Schwarzschild

Para el agujero negro se toma la solucién de Schwarzschild, donde y tiene la forma (Gonzalez and

Gutiérrez-Pineres, 2008)

1 E—1
y/_iln [—é—l—l}’ (55)
y A es de la forma
1. [E2—1
Aly]=n [m} (56)

con & y 1 las coordenadas esferoidales prolatas, las cuales se definen por medio de

p>=m’(&—-1)(1-n?), z=mén, (57)
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con 1 <& <oy —1<1n < 1.Haciendo uso de la expresion (33) se obtiene asi la cuadri-

aceleracion correspondiente al agujero negro

B 1
aé_éz_lv

an =0, (58)

la cuadri-aceleracion se descompone en dos componentes, dag y dan. Debido a la naturaleza

de las soluciones, se observa que la cuadri-aceleracién no depende de la coordenada 1.

Partiendo de la ecuacion (40) la cual nos define las lineas de campo gravitacional en térmi-
nos de las componentes de la cuadri-aceleracion obtenemos la expresion para la ecuacion diferen-

cial de las lineas de campo

hpagdn —hzand§ = 0. (59)

Para obtener los factores de escala correspondientes se partird de la definicion presentada
en la ecuacién (57) la cual nos relaciona las coordenadas prolatas con las cilindricas. Se puede

obtener la forma que tendra la métrica de Weyl donde

— ==, (60)
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dz =mnd& +médn. (61)

Al introducir (60) y (61) en (1) se tiene

2 2AN(E2 2 2 2A(E2 2
ds* = —e*Vdt* + e % (m ¢ 5gé_1 l )déz-l—mz(‘g'z— 1)(1—n2)d(p2+m € 1(_5172 n )dnz)

(62)

Analizando (62) se obtienen los factores de escala los cuales tienen la forma

hézeA,/égz—_T, hnzeA,/ﬁz_‘n"f, o=\JE@-11-1)  ©

multiplicando la ecuacidén (59) por los factores de escala se obtiene

hghny 4 hohg

e gdn — . and€ =0, (64)

Definiendo
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hoh hoh

M(&n) == "ag =1, N(Em) = ———ay =0, (65)
§ n

la ecuacion diferencial (64) toma la forma

M(gvn)dn +N(§7r’)d§:07 (66)

donde se puede demostrar facilmente que la ecuacién (66) cumple con la condicién de

integrabilidad dgM(&,n) — dyN(&,n) = 0, obteniendo la solucién correspondiente

V(&) = [ M(E,m)dn +¢(8) = +8(E) (©7)

donde la funcién g(&) es la constante de integracion.

Ahora, al derivar la ecuacién (67) con respecto a § y suponiendo que Vy, ¢(&,1) =N(&,n)

Vye(&m) = 3z [ M(E )0 +¢c(8) = N(E). 68)

Debido a qué an = 0, se tiene que N (£,m) = 0 (ver (65)), por tanto de la ecuacién (68) se
obtiene

98(§) _
e 0 (69)

g
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obteniendo asi que la funcién arbitraria g(&) = 0, por lo tanto, se puede determinar la

funcién Vi, la cual nos expresa el comportamiento de lineas de campo gravitacional

Vy(&,n)=n. (70)

En términos de las coordenadas de Weyl tenemos que la expresion correspondiente que

representa las lineas de campo gravitacional toma la forma

V(@ t+m)?+p?—\/(z—m)>+p?
2m

Vl[/(p,Z) = ) (71)

donde se tiene que las coordenadas esferoidales prolatas (&, 1) cumplen la siguiente rela-
cién
R +R Ri—R;

, n="5 (72)

2m

donde

R172 = (zim)2+p2. (73)

3.2. Disco anular
Para el disco anular se toma la primera familia de soluciones de Gonzalez, Gutiérrez-Pifieres y

Vifia-Cervantes (Gonzalez et al., 2009), donde ¢ es de la forma
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_ oy
¢= a(x®2+y2)’

y A es de la forma

2 1— 2
=~ ||

con x y y las coordenadas esferoidales oblatas, las cuales se definen por medio de

pP=a*(1+x°)(1-y?), 2= axy,

29

(74)

(75)

(76)

con —oo < x < ooy () <y < 1.Obteniendo asi la cuadri-aceleracion correspondiente al disco

anular

descomponiendo asi la cuadri-aceleracién en componentes a, y ay.

(77)

(78)
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Partiendo de la ecuacién (40) la cual nos define las lineas de campo gravitacional en térmi-
nos de las componentes de la cuadri-aceleracion obtenemos la expresion para la ecuacion diferen-

cial de las lineas de campo

hiaydx — hia.dy = 0. (79)

Para obtener los factores de escala correspondientes se partird de la definicion presentada en
la ecuacion (76) la cual nos relaciona las coordenadas oblatas con las cilindricas. Se puede obtener

la forma que tendrd la métrica de Weyl donde

V1—y? Vxz+1

dp = ax—ydx - ayx—+dy, (80)
x2+1 1—y?

dz = aydx+ axdy. (81)

Al introducir (80) y (81) en (1) se tiene

2 2A (.2 2 2 2A(.2 2
_ a’e™M(x* + ate*M(x* +
ds®* = —e*Vdt* +e 2 (a2(1 +x2)(1 —yz)dq)z—l— xz( 0 Y >dx2+ 1( 7 Y )dyz) )

(82)

Analizando (82) se obtienen los factores de escala los cuales tienen la forma
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hy=eM Y 17 x2+y2 hy=eM Y 7 x2+y2
X — y

o = heyERE0-2). 6

multiplicando la ecuacidén (79) en términos de los factores de escala se obtiene

hohy hohy

n aydx — I axdy = 0. (84)
Definiendo
hohx Y= Py 4P
hehy (2 + 1)xy

N =— =20———5— 86
(X,y) hx Ay (X2—|—y2)2, ( )

por lo tanto la ecuacion diferencial (84) toma la forma
M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0 (87)

donde se puede demostrar facilmente que la ecuacion (87) cumple con la condicién de

integrabilidad dyM (x,y) — d:N(x,y) = 0, obteniendo la solucion correspondiente

B ax(x>+1)

21 +8(x), (88)

Vo(x,y) = /N(x,y)dy+g(X) =
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donde la funcién g(x) es la constante de integracion.

Ahora, al derivar la ecuacién (88) con respecto a x y suponiendo que Vi »(x,y) = M(x,y)

d
Voulny) = 5= [ NGy -+.x) = M) 59)

Reemplazando N(x,y) en la ecuacién (89) se obtiene

=a, (90)

obteniendo asi que la funcién arbitraria g(x) = ax, por lo tanto, se puede determinar la

funcién Vj, la cual nos expresa el comportamiento de lineas de campo gravitacional

-1

En términos de las coordenadas de Weyl tenemos que la expresion correspondiente que

representa las lineas de campo gravitacional toma la forma

(R3+R4)(4a® +R3 —2R3R4 + Rj)

92)

donde se tiene que las coordenadas esferoidales oblatas (x,y) cumplen la siguiente relacion
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R3+ Ry R3—Ry
= = 93
2a YT 2ia ©3)
donde
R3’4 = (Z + ia)2 + pz. 94)

0.4
0 =
0 0.5 1 1.5 2
r/a

Figura 1. Lineas de campo gravitacional para un agujero negro de Schwarzschild, graficadas en
coordenadas de Weyl. Normalizada en términos de a y tomandom =a = 1
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Lineas Equipotenciales

] 0.5 1 1.5 2

Figura 2. Lineas equipotenciales de un agujero negro de Schwarzschild, graficadas en
coordenadas de Weyl. Normalizada en términos de @ y tomandom =a =1

En la figura 1 se presentan las lineas de campo gravitacional para el agujero negro en coor-
denadas de Weyl, donde se puede evidenciar la representacion elipsoidal alargada del agujero negro
el cual se representa en el eje en el rango de —1 < z < 1, la cual en esta representacion hace alu-
si6n al horizonte de eventos del agujero negro y se puede evidenciar que para valores de r < 0.5
se obtiene una mayor curvatura. En la figura 2 se presentan las lineas equipotenciales del agujero
negro las cuales permiten visualizar de igual manera la representacion elipsoidal del agujero negro

al graficar en coordenadas de Weyl.
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Lineas de Campo Gravitacional
2

I I I
18 B R S
) B A S S
1.4 =

o2

N1

0.4 —

0.2 —

Figura 3. Lineas de campo gravitacional de un disco anular, graficadas en coordenadas de Weyl.
Normalizada en términos de a y tomandom =a =1

Lineas Equipotenciales

2 T T

z/a

0.6 = ; ' :
04 B——— ey
02 E

Figura 4. Lineas equipotenciales de un disco anular, graficadas en coordenadas de Weyl.
Normalizada en términos de a y tomandom =a =1
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En la figura 3 se presentan las lineas de campo gravitacional para el disco anular en coorde-
nadas de Weyl, el disco anular es un disco infinitesimalmente delgado en la cual se toma el radio
interno del disco a igual a 1, para valores de z < 1 se logra evidenciar una mayor curvartura. En la
figura 4 se presentan las lineas equipotenciales correspondientes al disco anular en coordenadas de

Weyl.

Lineas de Campo Gravitacional
2

1.8
1.6
1.4
1.2

z/a

1
0.8
0.6
0.4
0.2

0 0.5 1 1.5 2
r/a

Figura 5. Lineas de campo gravitacional para la superposicion de un agujero negro de
Schwarzschild y un disco anular, graficadas en coordenadas de Weyl. Normalizada en términos de
aytomandom =a =1
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Lineas Equipotenciales

0 0.5 1 1.5 2

Figura 6. Lineas equipotenciales para la superposicion de un agujero negro de Schwarzschild y
un disco anular, graficadas en coordenadas de Weyl. Normalizada en términos de a y tomando
m=a=1

En la figura 5 se presentan las lineas de campo gravitacional para la superposicion del
agujero negro y el disco anular en coordenadas de Weyl, en las cuales se logra evidenciar mayor
curvatura conforme se acerca al horizonte de eventos del agujero negro y al plano ecuatorial de
este sistema binario. En la figura 6 se presentan las lineas equipotenciales para esta superposicion

las cuales cerca al horizonte de eventos no se ven muy afectadas con respecto a las equipotenciales

del agujero negro presentadas en la figura 2.
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4. CONCLUSIONES
Se ha logrado analizar sistemas binarios compuestos por un agujero negro de Schwarzschild y un
disco anular, obteniendo las expresiones de la cuadri-aceleracion en términos de las coordenadas
de Weyl, con estas expresiones se logré obtener las lineas de campo gravitacional en donde el
agujero negro en coordenadas de Weyl tiene una representacion elipsoidal alargada lo cual permite
visualizar el comportamiento de las lineas de campo gravitacional y las lineas equipotenciales, por
ultimo la visualizacion de las lineas de campo y equipotenciales para la superposicion del agujero
negro y disco anular, las cuales se ha evidenciado que tiene un buen comportamiento de acuerdo a

la métrica utilizada y . Donde las graficas se normalizan en términos del parametro “a” tomando

a=m=1.

Al realizar la representacion gréfica de las lineas de campo gravitacional se logra eviden-
ciar el comportamiento de estas lineas en el horizonte de eventos lo cual conlleva a visualizar una
mayor curvatura, en la superposicion del agujero negro y el disco anular las lineas de campo cerca
al horizonte de eventos presentan un comportamiento similar a solo tener el agujero negro ( ver
1) pero cerca al plano del disco anular si se nota un cambio en comparacion a la grifica del disco
anular (ver 3) correspondiente a las lineas equipotenciales se logra evidenciar que para la superpo-
sicion del agujero negro con el disco anular estas lineas no se ven muy afectadas en el horizonte
de eventos comparadas con las del agujero negro sin presencia del disco anular y al alejarnos del

horizonte de eventos estas lineas equipotenciales varian en gran medida, por lo cual de logra evi-
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denciar que el agujero negro es el mayor influyente en la curvatura.

Los resultados obtenidos en este trabajo de grado fueron presentados en el XXIX Congreso

Nacional de Fisica.
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