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DESCRIPTION

The study of discrete dynamic systems has got great relevance in the last years. It has
been so important than around this topic there have been published many articles, books
and there have been performed several regional and international congresses. Its treat-
ment is generally achieved from a topologic point of view and it is directed to study the-
mes such as chaos theory, fractals and their applications. This work carefully analyzes
some algebraic aspects of discrete dynamic systems.

It has been divided into four chapters. The first one is dedicated to remember some con-
cepts and set theory properties, which will be used in this work development. Then, in
the second chapter it is worked with sub algebra (invariant and strongly invariant sets)
and the morphisms among these structures. Moreover, it is defined the direct sum and
product among discrete dynamic systems. The third chapter is dedicated to the connec-
tedness of discrete dynamic systems. Finally, in the fourth chapter it is visualized the
mathematical induction, which is a clue tool to analyze some properties of connected
discrete dynamic systems.
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DESCRIPCION

El estudio de los sistemas dinamicos discretos en los ultimos afios ha tomado gran
importancia, tanto que alrededor de éstos se publican muchos articulos y libros y se
realizan numerables congresos académicos regionales e internacionales; su tratamiento
se lleva a cabo generalmente desde un punto de vista topoldgico y va dirigido a estudiar
temas como la teoria del caos, fractales y aplicaciones. Este trabajo analiza algunos
aspectos algebraicos de los sistemas dinamicos discretos.

Se ha dividido en cuatro capitulos: el primero de ellos esta dedicado a recordar algunas
conceptos y algunas propiedades de la teoria de conjuntos, las cuales se utilizaran en
el desarrollo de este trabajo; en el segundo capitulo se trabaja con las sub-algebras
(conjuntos invariantes y fuertemente invariantes) y los morfismos entre estas estructu-
ras, ademas se define el producto y suma directa entre sistemas dindmicos discretos;
el tercer capitulo esta dedicado a la conexidad de los sistemas dinamicos discretos; en
el cuarto y ultimo capitulo se visualiza la induccidon matematica, herramienta clave para
analizar algunas propiedades de sistemas dindmicos discretos conexos.
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Notacion

f—l

CFI(E)
CFI*(E)
CI(E)
CI*(E)
Endo(E)
SY)

I1

: imagen directa de un conjunto.

: imagen inversa de un conjunto.

: imagen de un elemento por medio de f.
. funcién inversa a f.

: sistema dinamico discreto.

: conjunto fuertemente invariante de E.

: conjunto fuertemente invariante no vacio de [E.
: conjunto invariante de E.

: conjunto invariante no vacio de E.

: conjunto de morfismos de E en E.

: suma directa.

: producto directo.



Introduccion

El estudio de los sistemas dindmicos discretos en los tltimos anos ha tomado gran
importancia, tanto que alrededor de éstos se publican muchos articulos y libros y
se realizan numerables congresos académicos regionales e internacionales; su trata-
miento se lleva a cabo generalmente desde un punto de vista topologico y va dirigido
a estudiar temas como la teoria del caos, fractales y aplicaciones. En este trabajo
queremos analizar solo algunos de los aspectos algebraicos de los sistemas dinamicos

discretos.

Desde el punto de vista del algebra universal los sistemas dinamicos discretos son
simplemente un conjunto junto con una operacién unaria, que es una funcién del
conjunto en si mismo. Estas estructuras son las mas sencillas que se pueden estudiar
con algun interés (o las 0 — arias que solo tienen constantes, las cuales no son
de interés), por tal razon no es raro que objetos matematicos muy elementales
aparezcan de manera natural como sistemas dindmicos discretos, estos son : los
naturales, los enteros y Z,. Nuestro interés es mostrar el papel que juegan estos

sistemas elementales dentro de la categoria de los sistemas dinamicos discretos.
El trabajo se ha dividido en cuatro capitulos de la siguiente manera:

El primer capitulo estd dedicado a recordar algunas definiciones y propiedades de
teoria de conjuntos y a fijar la notacion. En el segundo capitulo se entra ya en el

tema, y se estudia las sub-algebras (conjuntos invariantes y fuertemente invariantes),

II
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también se estudian los morfismos entre estas estructuras, asi como el producto y
suma directa de los sistemas dinamicos, que son formas de construir nuevos sistemas
dindmicos. El tercer capitulo estd dedicado fundamentalmente a la conexidad de
los sistemas dindmicos discretos, concepto topologico que se estudia de manera
algebraica basados en el estudio de las subélgebras. Se presentan los naturales con

la funcion siguiente de Peano como un sistema dinédmico discreto conexo.

En el cuarto y tltimo capitulo se visualiza la induccién matematica, ésta nos permi-
tira estudiar los sistemas dindmicos discretos conexos elementales: los naturales, los
enteros y Z,. Se ha evitado utilizarlos anteriormente en la construccién que se hace,
para resaltar que con el lenguaje establecido, estos sistemas se pueden caracterizar

de manera sencilla y coherente.

Este estudio presenta desde otro punto de vista, temas que se tratan en las matemé-
ticas elementales, algo que ademéas de poder ser ttil desde una mirada pedagogica,

eventualmente podria ser de interés para la propia matematica.



Capitulo 1

Preliminares

Empezamos recordando algunas proposiciones de la teoria de conjuntos que nos

seran de gran ayuda para nuestro proposito.

Propiedades basicas

Definicion 1. Sean A, B,C,D conjuntos, f : A — B y g: C — D funciones,
se define f x g : Ax C — B x D asi: (f x g)(x,y) = (f(x),9(y)) para todo
reAyeC.

Definicion 2. Sean A, B conjuntos, f: A — B una funcion, X C A, Y C B; se
define:

1. fIX]={f(x)eB|xzeX}.
2. [Y]={z€A]|f(zx)eY}.

Proposicion 1.1. Sean A, B conjuntos, f : A — B una funcion, X C A, Y CB

se tiene que:

1. X C X

2. fHUfIX) C X, si f esuno a uno.
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s fIYcy.
4. Y CfIfUY]], si f es sobre.

Proposicion 1.2. Sean X,Y conjuntos f : X — Y una funcion, {A;}ier una

coleccion de subconguntos de X, { B;}icr una coleccion de subconjuntos de'Y se tiene:
Lo [lUies Ail = Ui, F1AiL;
2 [ Uier Bl = Uie, F71B;
3. flMier Ail € Mier F1AL;
4o I Mier Bil = Mier 7 [Bil;
5. si f es biyeccion se tiene que f[(;c; Ai] = Nies [1A-

Proposicion 1.3. Sea f: X — Y una funcion, A C X, B C X, si f es biyeccion
entonces f[A — B] = f[A] — f[B].

Proposicién 1.4. Principio de Palomar

Sean A y B conjuntos finitos con igual nimero de elementos, f : A — B funcion,

si f es sobre entonces f es uno a uno.

1.1. Operaciones generalizadas y tipo de algebra

En las materias de dlgebra moderna de la licenciatura se estudian algunas estructu-
ras algebraicas, especialmente grupos, anillos y campos. El algebra universal genera-
liza el concepto de estructura algebraica y las técnicas para estudiarlas. Para definir

un algebra en este sentido, necesitamos primero ampliar el concepto de operacion.

Definicion 3. Sea A un conjunto, una operacion n-aria o de ariedad n es una

funcion f: A" — A; ademds se dice que:

1. f es una operacion unuaria, n =1, si f esta definida de A en A,
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2. [ es una operacion binaria, n = 2, si f esta definida de A x A en A,

3. Las constantes son operaciones de ariedad 0 ( operacion nula).

Al referirnos a una operacion n — aria esta implicito que se cumple el axioma de

clausura para esta operacion.

Definicion 4. Un dlgebra es una estructura en la cual interviene un conjunto, una

o varias operaciones de la misma o de diferente ariedad.

Definicion 5. Un tipo 7 es wuna sucesion no wvacia finita de naturales
T={(ny,...,ng), k> 1. Un dlgebra de tipo T se entiende como una pareja (A, F),
donde A es un conjunto no vacio y F' = (f1,..., fr) donde cada f; es una operacion

de ariedad n; en A.

Ejemplos de algebras

Veamos como, ciertas estructuras que se estudian en la licenciatura, corresponden

a esta nocion general de algebra.

Ejemplo 1. Los grupos son algebras de tipo (2,1, 0), es decir con tres operaciones
una binaria, una unuaria (el inverso) y una operaciéon nula (el modulo), donde se

cumplen las siguientes igualdades:
)a-(y-z)=(x-y)z
i) z-1=1-z=ux;
1 —1

i) -z t=a"t z=1

Ejemplo 2. Los monoides son algebras de tipo (2,0), es decir dos operaciones:

una binaria y una operaciéon nula (el modulo) que cumple:

) - (y-2)=(z-y) 2
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Los grupos también se pueden considerar como algebras de tipo (2, 0) con un axioma

adicional.

Ejemplo 3. Los semigrupos son algebras de tipo (2), es decir con una tnica ope-
racion binaria que cumple:
- (y-2)=(z-y) 2

Los monoides y los grupos también se pueden considerar como algebras de tipo (2)

con ciertos axiomas adicionales.

Ejemplo 4. Los anillos son algebras de tipo (2,2,1,0), es decir con cuatro
operaciones: dos binarias (la suma y el producto), una unuaria (inverso de la suma)

y una nula (el modulo de la suma), en donde se cumplen ciertos axiomas:

i) Con +, —,0 se forma un grupo conmutativo.

ii) Con - se forma un semigrupo.

i) wax-(y-z)=(z-y)+(z-2);

= (zy)-z=(x-2)+(y-2).

Algebras del mismo tipo se pueden comparar por medio de morfismos y permiten
ademas construcciones como el producto. Por otra parte, el estudio de las subalge-
bras (subconjuntos que con las operaciones forman una estructura del mismo tipo)

es generalmente muy revelador.



Capitulo 2

Fundamentos algebraicos

Los sistemas dinamicos discretos son algebras de tipo (1), esto es, conjuntos con
una operacion unaria, es decir una funciéon del conjunto en si mismo. Desde este
punto de vista del algebra universal, son las estructuras mas sencillas que podemos
encontrar y esto tal vez explica que desde el punto de vista algebraico, poco se

estudian.

Nuestro estudio se fundamenta en observaciones sobre las subélgebras, que llama-
mos conjuntos invariantes, y cierta clase de subélgebras, los conjuntos fuertemente

invariantes.

2.1. Conjuntos invariantes y conjuntos fuertemente
invariantes

Definicion 6. Un sistema dindmico discreto E es una estructura algebraica
compuesta por una pareja E = (E, f) donde E es un conjunto y f : E — E es

una funcion. En este contexto, siendo X C E diremos ademds que:

i) X es un conjunto invariante (brevemente un CI) si f[X] C X.
ii) X es un conjunto fuertemente invariante (brevemente un CFI) si

5
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fIX] = X.

La familia de CI de E la notaremos CI(E) y la familia de CFI de E la notare-
mos CFI(E), cuando nos refiramos a los CFI(E) y CI(E) no vacios lo notaremos
CFI*(E) y CI*(E) respectivamente. Es claro que los conjuntos fuertemente inva-

riantes de un sistema dindmico discreto [E son conjuntos invariantes de E; es decir

CFI(E) C CI(E).

Ejemplos

Los sistemas dindmicos discretos son todas las élgebras de tipo (1), como no se

exige ningin axioma tendremos infinidad de ejemplos. Veamos algunos:

Ejemplo 5. Sea E = (F, f) un sistema dinamico discreto, donde F = {1,2,3,4,5}
y [ esta definida asi: f(1) =5, f(2) =4, f(3) =3, f(4) =4, f(5) =2.

Tenemos que:

CI(E) ={{3}, {4}, {2,4}, {3,4}, {2,3,4}, {2,4,5}, {1,2,4}, {2,3,4}, E, 0}
y

CFI(E) = {{3,4}, {4}, {3}, E, 0}.

Ejemplo 6. Sea E = (FE,f) un sistema dindmico discreto, donde E = Zj
y f(z) = 2 4+ 2, veamos quienes son los CFI(E) y CI(E).

Zs = {0,1,2,3,4}, en este caso los CI(E) coincide con los CFI(E) y son:
{0,2}, {1,3,4}, E y 0. Esto también lo podemos ver en la Figura 2.1.
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1/\3
4

Figura 2.1: (Zs, f), f(z) = 2® + 2.

Ejemplos favoritos

Queremos mostrar algunos ejemplos de sistemas dinamicos discretos que se trabajan
en diferentes instancias desde la infancia: (N, s), (Z, s) y (Zy, s), donde s es la funcion
siguiente de Peano s(n) = n + 1. Esta funcién que esta definida inicialmente para
el conjunto de los niimeros naturales, también esté definida en el conjunto de los

enteros Z y en las clases residuales moédulo m es decir Z,,.

Ejemplo 7. Sea E = (N, s) el sistema dindmico discreto donde N es el conjunto de

los naturales y s es la funcién “siguiente” de Peano,

s(n)=n+1

Figura 2.2: (N, s).

Este sistema no contiene ningtn conjunto fuertemente invariante finito no vacio,
ademas tiene la propiedad que si asignamos 0 a cualquier elemento de otro sistema
dinédmico discreto F = (F,g) , digamos zy € F' siempre existe un tnico morfismo

[': N — F tal que I'(0) = =g, esto se demostrara en el capitulo 4.

Ejemplo 8. Sea E = (Z, s) un sistema dinamico discreto, donde s(z) = z + 1,

z €.
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—2 -1 0 1 2 3

Figura 2.3: (Z, s).
Al igual que (N, s), este sistema no posee ningtin conjunto fuertemente invariante
como se ve en la Figura 2.3.

Ejemplo 9. Sea (Z,, s) un sistema dinamico discreto, donde s es la funcion siguiente

de Peano, s(m) =m+ 1, m € Z,.

AT
.. \

N

Figura 2.4: (Z,, s)

En este sistema los CFI(E) coinciden con los CI(E) y son: {0,Z,}.

En general cuando nos refiramos a N, Z y 7Z,,, como sistemas dinamicos se sobrentien-
de, mientras no se especifique lo contrario, que la funcién que actia es precisamente

S.

Operaciones conjuntistas entre conjuntos invariantes

Las familias de los conjuntos fuertemente invariantes y los conjuntos invariantes son
cerradas para la unién, en cambio la intersecciéon solo es cerrada en los conjuntos

invariantes; esto se veré en las siguientes proposiciones.

Proposicion 2.1. Sea E un sistema dindmico discreto.

i) La union de conjuntos fuertemente invariantes de E es un conjunto fuerte-

mente invariante de E.
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ii) La union de conjuntos invariantes de E es un conjunto invariante de E.

Demostracion.

i) Sea {A,;}icr una coleccion arbitraria de conjuntos fuertemente invariantes de

E, debemos ver que:

rlJal =Ua

iel i€l

sabemos que

fiJa] =Usal (2.1)

iel il

como cada A; es un conjunto fuertemente invariante de [E entonces:
flA] = 4

por tanto

U A=A (2.2)

iel iel
de 2.1 y 2.2 tenemos que
f [U Az} - 4.
iel iel

ii) La demostracion es anéloga a la de la parte i), por ello la omitimos.

U

Proposicion 2.2. Sea E un sistema dindmico discreto, la interseccion cualesquiera

de conjuntos invariantes de E es un conjunto invariante.

Demostracion. Sea {A;};c; una coleccion arbitraria de conjuntos invariantes de

E, debemos ver que:

rlNal <Na.

iel el
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Sabemos que

rlNa] <N ral (2:3)
iel iel
como cada A; es un conjunto invariante de E entonces:

flAi] € A

por lo tanto

(1Al <) A (2.4)

el icl
de (2.3) y (2.4) tenemos que

f[ﬂAi] C ﬂAi.

icl icl

O

La interseccion arbitraria de conjuntos fuertemente invariantes de un sistema diné-
mico discreto [E no siempre es un conjunto fuertemente invariante, esto lo podemos

ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 10. Sea E = (F,f) un sistema dindmico discreto, donde

E={NUNx {+*}UNx {x}} v f: E — F definida as:

f(n) = n+1
_Jn—=1, sin#0
fm“)_'{o Sin=0
_Jn—=1, sin#0
fln,%) = {0 sin=0

Sea B={NUNx {x}} y C' = {NUN x {x}}, como se puede ver en la Figura 2.5,
By C son conjuntos fuertemente invariantes de E, B N C' = N, pero (N, f) no es

un conjunto fuertemente invariante.
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%) 1

;>(.)
* s
o )(2&}

@
/ §7L

Figura 2.5: (N x NU {x} x NU {x}, f).

Proposicion 2.3. A€ CI(E) <= (V(a € A= f(a) € A)).

Demostracion.
=) Si A € CI(E) tenemos que f(A) C A; luego Va € A, f(a) C A entonces
fla) € A.

<) Veamos que f(A) C A.
Sea y € f(A) entonces para algin a € A se tiene f(a) = y pero como

Va € A, f(a) € A entonces y € A; luego f(A) C A por tanto A € CI(E). O
Proposicion 2.4. Sea E = (E, f) un sistema dindmico discreto con f sobre,

A€ CFIE) siy solo si (Va(a € A<= f(a) € A)).

Demostracion. La demostracion es muy similar a la anterior por eso la omitimos.

O

La imagen directa y la imagen inversa de conjuntos invariantes y fuertemente inva-

riantes de un sistema dindamico discreto E, son conjuntos invariantes y fuertemente
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invariantes de [E respectivamente, es decir:

e Si A€ CFI(E) entonces f[A] € CFI(E).

e Si A€ CI(E) entonces f[A] € CI(E).

e Si A€ CFI(E) entonces f~'[A] € CFI(E).

e Si A€ CI(E) entonces f~[A] € CI(E).

Se vio que los naturales con la funcién siguiente de Peano no contiene ningin
conjunto fuertemente invariante, es decir que CFI(N,s) = {0}, sin embargo en

los sistemas dinamicos discretos finitos existen conjuntos fuertemente invariantes

diferentes de vacio, esto lo enunciamos en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.5. Si E es un sistema dindmico discreto finito, entonces

CFI(E) # {0}.

Demostracion. Los CI*(E) estan ordenados por la inclusion, como E es finito
entonces existen C'I minimales no vacios, sea A uno de ellos A # (), es decir que
f(A) C A, pero como f(A) € CI(E), f(A) # 0y A es minimal entonces f(A) = A,
luego A € CFI(E). O

2.2. Orbitas

Definiciéon 7. Sea E = (E, f) un sistema dindmico discreto, si xy € E llamaremos
la orbita de xo, la cual notaremos Ty, al menor conjunto invariante de E que

contiene a xy; es decir

Fo=[ {A| A€ CIE),z € A}.
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La orbita de un elemento de un sistema dinamico discreto [E, siempre sera diferente
de vacio, esto es porque xy € Ty y ademés por la Proposicion 2.2 la interseccion de

conjuntos invariantes de £ es un conjunto invariante.
Proposicion 2.6. Sea E un sistema dindmico discreto, si A € CI(E) y

x € (A— fl|A]) entonces A —{z} € CI(E).

Demostracion. Debemos ver que

fIA=A{z}] € A—{a}.

Sabemos que A — {2} C A entonces

flA=A{a}] < f1A4],

como A € CI(E) se tiene:
fIA=A{z}] € A.

Como z ¢ f[A] = x ¢ f[A — {z}] por lo tanto

flA=Az}] € A—{az}.
O

Proposicion 2.7. Sea E = (E, f) un sistema dindmico discreto, sia € E, se tiene

que @ — fld) =0 6 d— fld] = {a}.

Demostracion. Supongamos que existe y € (@ — f[d]), y # a, por la Proposicion

2.6 tenemos que @ — {y} € CI(E).

Como a € dy a # y entonces a € (@ — {y}), lo cual significa que @ no es el menor
CI(E) que contiene a a, absurdo. Luego si @ — f[d@] no es vacio entonces se debe

tener que a — fla] = {a}. O
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De esta proposicion se deduce que en un sistema dinamico discreto todo elemento

de ¥y o es “sucesor” de otro elemento de g 6 es xg.

Corolario 2.1. Si x € ¥y entonces x = xg 6 x € f[Zy], es decir que eziste y € T

tal que f(y) = x.

Proposicion 2.8. Sea E un sistema dindmico discreto, si a #b y a@ = b entonces

aesun CFI(E).

-

Demostracion. Como @ = b entonces @ — f[d] = b — f[b], si @ — f[d] es no vacia,
por la Proposicion 2.8 tenemos que @ — f[a] = {a} y b — f[b] = {b}, luego a = b,
imposible entonces @ — f[@] = ), por lo tanto @ € CFI(E). O

Si A € CFI(E) tal vez podriamos pensar que al restringir f a A se tendra una bi-
yeccion, pero esto no siempre ocurre, para lograr que f | 4 sea biyeccion es necesario

que el conjunto A sea finito. Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 11. Sea f : N — N, f(n) = [|3]], recordemos que [|z|], es la parte entera

de un real y esta definida como el mayor entero igual o menor que x.

Figura 2.6: (N, f), f(n)=[|5]]

Los naturales bajo esta funciéon es un conjunto fuertemente invariante pero no se
puede hacer ninguna restriccion a un conjunto A C N, A no finito tal que f |4 sea

biyeccion.
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Proposicion 2.9. Sea E = (E, f) un sistema dindmico discreto, A C E, si A es

finito y A € CFI(E) entonces f | a es biyeccion.

Demostracion. Debemos ver que f |4 es uno a uno y sobre.

i) Como f[A] = A, entonces f |4 es sobre.

ii) Por ser A finito, A sobre y por el principio de Palomar (Proposicion 1.4 del
Capitulo 1) tenemos que el conjunto A bajo la funciéon f es uno a uno, es

decir que f |4 es uno a uno.

de i) y ii) se tiene que f | 4 es biyeccion. O

2.3. Morfismos

Definicién 8. Sean E = (E,f) y F = (F,g) sistemas dindmicos discretos;
I' : E — F funcion, se dird que I' es un morfismo si y solo si I'f = gI'; es

decir que el siguiente diagrama conmuta:
r
E—F
E—F
Definiciéon 9. Sea E = (E, f) un sistema dindmico discreto, I' : E — E morfismo,

se llamara endomorfismo al conjunto de todos los morfismos de E en E y lo

notaremos Endo(E).

Propiedades de los morfismos

Proposicion 2.10. Sean E, F, G sistemas dindmicos discretos; siI' : E — F y

A F — G son morfismos entonces Al' : E — G es un morfismo.
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Demostracion. Sea E = (E, f), F=(F,g9) y G = (G,h)

E-—‘+vFr 2.0
{
E——F—3

Debemos ver que (AT') f = h(AT).
Como I' y A son morfismos tenemos que I'f = gI" y Ag = hA.

(AT) f = A(Tf) por ser la composicion de funciones asociativa
= A(gl) por ser I morfismo
= (Ag)l por ser la composicién de funciones asociativa
= (hA)I por ser A morfismo
= h(AT).

Proposicion 2.11. La funcion idéntica es un morfismo

De las Proposiciones 2.10 y 2.11 podemos asegurar que los sistemas dinamicos dis-
cretos con estos morfismos forman una categoria, razén que nos permite adoptar la

terminologia propia de éstas, por ejemplo podremos hablar de isomorfismos.

Definicion 10. Sea E, F sistemas dindmicos discretos y I' : E — F un morfismo,

se dice que I' es un tsomorfismo si y solo si I' es una biyeccion.

Cuando para dos sistemas dinamicos discretos E, [F existe el isomorfismo
I' : E — T, se dice que el sistema dindmico discreto E es isomorfo al sistema

dindmico discreto I y se representa E = [F.

Proposicion 2.12. Sean E, F sistemas dindmicos discretos, si ' : E — F es un

isomorfismo entonces ™1 : F — [ es un morfismo.
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Demostracion. Debemos ver que I''lg = fI!

'f="TIy Por ser I" morfismo
I 'I'f=Tr"1¢I operando a ambos lado por '™
f=T7"gr
frt=r"tgrr! operando a ambos lado por '
fIt=1"14.

O

Proposicion 2.13. Sean E y F sistemas dindmicos discretos, si I' es un morfismo

de E en IF, entonces ¢ : E — T, donde ¢ =T'f es un morfismo de E en F.

Demostracion. Veamos que ¢f = go¢:

of aet? ['ff como I' es morfismo tenemos que: ¢f = gI'f = g¢, por lo tanto ¢ es

morfismo. O

Definicién 11. Sean E = (E, f), F = (F,g) sistemas dindmicos discretos, el
congunto de todos los morfismos de E en F forman con ¢ un sistema dindmico

discreto, donde ¢(I') = T'f. Cuando E = F se tiene el sistema dindmico discreto

(Endo(E), ¢).

Hasta el momento hemos visto algunas propiedades de los morfismos en los sistemas
dinamicos discretos, propiedades que no estan relacionadas con los conjuntos inva-
riantes de éstos, a continuacion enunciaremos unas propiedades con sus respectivas
demostraciones que relacionan los morfismos de los sistemas dindmicos discretos

con sus conjuntos invariantes.

Proposicion 2.14. Sean E, F sistemas dindmicos discretos, I' un morfismo de E

en I se tiene que:

1. SiAe CFI(E) entonces I'|A] € CFI(F).



2. Fundamentos algebraicos 18

2. SiAe CI(E) entonces I'[A] € CI(F).

3. Si B € CI(F) entonces T'[B] € CI(E).

Demostracion.

1. Como A€ CFIldeE= f[A] =

LAY = TA]
= (I'f)[A] =T[A] Por definicién de composicion de funciones
= (g")[A] = T'[A] Por ser I' morfismo

= g[I'[4]] =T[4] Por definicién de composicién de funciones

— I'[A] € CFI(F).
2. La demostracion es analoga a 1 y por lo tanto lo omitimos.

3. Sixz € I'"![B] existe I'(x) € B, como B € CI(F) entonces g(I'(x)) € B pero
por ser I' morfismo ¢g(I'(z)) = I'(f(x)) € B por tanto f(z) € T7!B].

La imagen inversa por un morfismo de un C'F'I no necesariamente es un CFI (se
le deja al lector encontrar un ejemplo). Esto se puede garantizar cuando se tiene un

isomorfismo.

Proposicion 2.15. Sean E,F sistemas dindmicos discretos, I' : E — F un iso-
morfismo, si B € CFI(F) entonces I"'[B] € CFI(E).

Demostracion. Apliquese la Proposicion 2.14 a I'"1. O

Corolario 2.2. Sean E, F sistemas dindmicos discretos, st E = F entonces el

numero de conjuntos invariantes de [E es igual al nimero de conjuntos invariantes

de IF.
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Los morfismos también se comportan muy bien con las érbitas:

Proposicion 2.16. Sean E = (E, f), F sistemas dindmicos discretos, I' : E — F
un morfismo

—_—

Vo € E se tiene que I'[Z] = I'(xo).

Demostracion.
i) I'(xg) € T'[Zo] porque x¢ € Zo; por la Proposicion 2.14 tenemos que
I'[#y] € CI(F) y como F(—JIOS es el menor CI(F) que contiene a I'(zg) se tiene
que:

—_—

['(zg) C T[]
ii) Sea £={Ac€CIE) |z A} yM={BeCIE)|I'(z) € B}

T[Z] =T[() Al € () [[A] (2.5)

Aeg Aeg
como B € CI(F) y T' es morfismo entonces I''[B] € CI(E), es decir que

['~![B] € £; pero como I'T™}[B] C B, VB € £ entonces existe A € £ tal que
['[A] C B, luego
—
A A () B=a) (26)

Aeg Bem
por tanto de (2.5) y (2.6) se tiene:

I'[Zo] C ﬂ B:m

—

de i) y ii) se concluye que I'[Zy] = ['(xo). O

2.4. Producto directo y suma directa

Como ya hemos dicho, los sistemas dinamicos discretos forman una categoria y por
ello podemos hablar de algunas de sus construcciones; en este caso nos referimos al

producto directo y suma directa.
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Definiciéon 12. Sea E = (E,f) y F = (F,g) sistemas dindmicos discretos, se
define el producto directo como: ExXF = (E X F, f x g), ademds m : ExXF — E y
o : E X F — F son las proyecciones de E X F en E y F respectivamente, donde

para cada (x,y) € E X F, por definicion m(x,y) =z y mo(z,y) = y.

Es muy facil ver que m; y mo son morfismos.

Definicién 13. Sea E = (E, f) y F = (F,g) sistemas dinamicos discretos se de-
fine la suma que notaremos E@TF y las inclusiones naturales iy : E — EPF

pe : F— E@F asi:

i) SSENF=0E@F = (EUF,h) donde h esta definida asi:

o) = f(z), sixekFE,
he) {g(aﬁ), six € F

ademds pn(x) =z, Vr € E y uo(y) =y, Yy € F.

ii) SiENF # () se define de la siguiente manera: E@TF = (Ex {0}UF x {1}, h),
donde para todo x € E y para todo y € Fse tiene que h(z,0) = (f(x),0) y
h(y,1) = (9(y), 1), ademds ju(z) = (2,0), Vo € E y ua(y) = (y,1), Vy € F.

Ejemplos

Ejemplo 12. Calcular Zs X Zs.

Solucién.
ZQ X ZQ = {(07 O)v (Oa 1)7 (17 0)7 (17 1)}

f = s x s actiia como se aprecia en la figura 2.7:
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(0,0) (0, 1)>

(1,1) (1,0)
Figura 2.7: Zy X Zso.
Ejemplo 13. Calcular Zs x Zs.

Solucioén.
Ly X Z3 = {(07 O)v (Oa 1)7 (07 2)7 (17 0)’ (1’ 1)7 (1’ 2)}

f = s x s actiia de la siguiente manera:

Figura 2.8: Zsy X Zs.

Ejemplo 14. Calcular Z, P Zo.

Solucion.

E =17, x {O} UZsy x {1} = {<07 O)? (17 0)}7 {<07 1)7 (17 1>}
asi Zo @ Zs = (E, f) donde f : E — E acttia de la siguiente manera:
(0,0) (0 1)>

(1,0) (1,1)

Figura 2.9: Zy @ Zs.
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Observando las graficas de los ejemplos 12, 13 y 14 nos podemos dar cuenta que
Lo X Ly = 7o @ Zs. Para no pensar que esto es general el lector debe comprobar

que Zg X Z3 (ejemplo 14) no es isomorfo a Zy P Zs.

Estas definiciones de suma y producto directo las podemos ampliar para una co-

lecciéon de sistemas dindmicos discretos:

Definicion 14. Sea E; = {(E;, f;) }ier una coleccion de sistemas dindmicos discretos

se define el Producto directo como:
H]Ei = H(Eiafi) = (H Ei’fz)
i€l
donde f esta definida por
f(@i) = (fi(xi))ier
para cada © = (z;);e; €[] Ei.
Definiciéon 15. Sea E; = {(E;, i) }ier una coleccion de sistemas dindmicos discretos

se define la suma directa asi:
P Eics = P(E:, fi)ier = (U E; x {i},f)
donde f(x;,i) = (fi(x),1) con x € E;.

Notese que si los E; son disjuntos @@ E; = (|J E;, f) donde para cada =z € A,
f(x) = fi(x).

Las siguientes dos propiedades son propiedades universales para el producto directo
y la suma directa de sistemas dinamicos discretos, solo trabajaremos con dos siste-

mas, pero se pueden generalizar para una coleccion de sistemas dindmicos discretos:

Proposicion 2.17. Sean E,F y H sistemas dindmicos discretos y
pr - H — E, po : H — F, morfismos entonces existe un unico morfismo

' H— E X, tal que el siguiente diagrama conmuta:
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es decir que 1" = p1 y mol' = po.

Demostracion. Sea I'(d) = (p1(d), p2(d)), pars todo d, d € H.
Veamos que I'h = (f x ¢g)T', Vd € H.

Ih(d) = (p1(h(d)), p2(h(d))), tenemos que p1h = fp; v pah = gps puesto que p; y
p2 son morfismos por lo tanto se tiene que (p1(h(d)), p2(h(d))) = (fp1(d), gp2(d))) =
(f x g)(p1(d), p2(d)) (esto es por la Definicion 1 del Capitulo 1) luego tendremos
que (f x g)(p1(d), p2(d)) = (f x g)I'(d), por lo tanto I' es morfismo. O

Proposicion 2.18. Sean E, F y H sistemas dindmicos discretos, si
m : E — H, n : F — H morfismos entonces existe un wunico morfismo

I':E@PF — H, tal que el siguiente diagrama conmuta:

E
H %
E@F--—oos SH
2
2
F

es decir que 'y = mp y Tpg = ns.

Demostracion. Es similar a la de la Proposicion 2.17. 0
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A continuacién nos haremos una pregunta referente a lo que hemos venido traba-
jando en este capitulo y que es de gran importancia: dados dos sistemas dinamicos
discretos E = (E, f) yF=(F,gq) ,ACE, V: A— F jexiste una extension de ¥
tal que sea morfismo? en otras palabras existe una funcion I' : F — F morfismo,

tal que I' [ 4= W ;si existe es tnico?
Veamos el siguiente ejemplo:
Ejemplo 15. f:Z¢ — Z3, f(n) =n+1, n € Zg, ademéas sea A = {1}

U:A— Zy, U(1) =2.

_————— ————
e m— == o -
~ -
-~
=~ //>.\
~
~1 ~~_
- >
- == —
- -
_—— —
4___-—-—'__ -
I

Figura 2.10: I : Zg — Zs.

En este ejemplo vemos que el morfismo existe, jtendra algo que ver que el méximo
comun divisor entre 6 y 3 es diferente de 1 y que las funciones sean biyecciones?
Podriamos pensar que entre (Z,, ) v (Zmn, f) existe el morfismo siempre y cuando
que m y n no sean primos relativos y que las funciones sean biyecciones y claro,

para que I sea funcién el dominio debe ser mayor o igual que el recorrido.

Por ahora dejamos la inquietud pero en el capitulo 4 trabajaremos para dar las

condiciones suficientes y necesarias para que en ciertos casos el morfismo exista.
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2.5. Ejercicios

Las demostraciones de las siguientes proposiciones las dejamos al lector.
Proposicion 2.19. Sean E,F sistemas dindamicos discretos, se tiene que:
i) NN = (N, 2n);
i) NxN=3"  N;
iii) EPQF=FPE;
iw) ExF=TF xE.

Proposicion 2.20. Sean E, F, E' y F’ sistemas dindmicos discretos, si E = E' y

FTF entonces E x F2E x F.

Proposicion 2.21. Sea E = (E, f) un sistema dindmico discreto, {A;}icr una

particion de CI(E), si (,c; Ai = 0 entonces @(A;, f 14,) = E.



Capitulo 3

Conexidad

Intuitivamente ser conexo significa estar formado por una solo pieza; en topologia
este concepto es uno de los que se asimila més facilmente, alli se define basado en los
conjuntos abiertos; en este capitulo pretendemos ver la conexidad de los sistemas

dindmicos discretos basdndonos en los conjuntos invariantes.

Definicion 16. Sea E un sistema dindmico discreto, E es conexo si y solo si no
hay en E conjuntos invariantes no vacios disjuntos, es decir si A,B € CI*(E)

entonces AN B # ().

De la anterior definiciéon podemos decir que en un sistema dindmico discreto [E
conexo, si A y B son conjuntos invariantes de E 'y AN B = () entonces A = () 6

B = (); ademés el sistema dinamico (Z, f) siempre es conexo.

La definicion de conexidad se puede ver en términos de las érbitas de los elementos

de un sistema dinamico discreto E de la siguiente manera :

Proposicion 3.1. Sea E un sistema dindmico discreto, E es conexo si y solo si

Ve,y € E, TNy # 0.

26
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Demostracion.

=) Por definicion de 6rbita tenemos que 7, € CI(E), como E es conexo entonces

Vr,y € F se tiene que £ Ny # 0.

<) Sean A, B € CI*(E). Tomemos = € Ay y € B, por la hip6tesis tenemos que
TNy # (0 entonces AN B # (), por tanto E es conexo.

U

En el Capitulo 2 vimos algunos ejemplos de sistemas dinamicos discretos como N, Z
y Z,, una propiedad que no se mencioné es que estos tres sistemas dindmicos bajo

la funcién “siguiente” siempre son conexos.

Ejemplo 16. Sea E = (F, f) un sistema dindmico discreto, donde £ = Z; y
f(z) = z* + 3. Analizar la conexidad de E.

(@]
w

4\
1/ 6
Figura 3.1: (Zz, f), f(z) = 2"+ 3.

Como podemos observar en la Figura 3.1 los conjuntos A = {0,1,3,4,6}
y B = {2,5} son conjuntos invariantes puesto que f[A] C Ay f[B] C B; pero

AN B = por lo tanto E es no conexo.

Ejemplo 17. Sea E = (F, f) un sistema dindmico discreto, donde £ = Z; y
f(x) = 2% + 3. Analizar la conexidad de E.
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Figura 3.2: (Zz, ), f(z) =23+ 3.

Como podemos ver en la Figura 3.2, para cualquier par de conjuntos invariantes no

vacios de [E, su interseccion es no vacia, por tanto este sistema es conexo.

Ejemplo 18. Sea E = (F, f) un sistema dindmico discreto, donde E = Zs y

f(n) =n*+a, a# 0. Analizar la conexidad de E, cuando a toma los valores de 1,

2,3y 4.

T/?’ 4

flx) =2+ 1.

T 1 4

0

flx) =2+ 2.
T,

1 2 3

flx) =2+ 4.
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Como se ve en la Figura 3.3 para cualquier par de conjuntos invariantes de [E, no
vacios la interseccion es no vacia, por lo tanto [E siempre es conexo; ademas cuando

a toma el valor de 1, 2 o 3, estas estructuras son isomorfas.

JEn cualquier sistema dinamico discreto E = (E, f), donde f es biyeccion y E es

conexo, se tiene que el tinico conjunto fuertemente invariante no vacio de E es E7?

En el Ejemplo 11 del Capitulo 2 se trabajo con el sistema dinamico discreto conexo
E = (N, f), donde f = [|5]], en esté ejemplo el tnico C'F[ finito diferente de vacio es
el conjunto cuyo tnico elemento es el cero, sin embargo hay C'F'I no vacios diferentes
de E pero infinitos, por ejemplo {2"},eny U {0}, la siguiente propiedad generaliza

este resultado.

Proposicion 3.2. Si E es un sistema dindmico discreto conexo entonces a lo mds

hay un conjunto finito fuertemente invariante no vacio.

Demostracion. Supongamos que existen dos conjuntos finitos fuertemente inva-

riantes.

Sean A, B € CFI*(E), A # B, entonces f[A] = Ay f[B] = B, como Ay B son
conjuntos finitos, por la proposiciéon 2.9 del capitulo 2, f|4 y f;p son biyecciones

sobre A y B respectivamente, por tanto f[A — B] = f[A] — f[B]=A— B

Tendremos entonces que A — B € CFI(E), luego A— B e CFI(E), Aec CFI(E),
pero (A — B) N B = (). Absurdo puesto que E es conexo; entonces a lo mas hay un

CFI*(E) finito. 0

3.1. Funciones uno a uno pero no sobre

Lema 3.1. Sea E = (E, f) un sistema dindmico discreto, si f es uno a uno y

x, € E — f[E] entonces para todo y en E se tiene que § — Ty € CI(E).
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Demostracion. Por la definicién de o6rbita y por la Proposiciéon 2.1 del Capitulo

2 se tiene que Ty Uy € CI(E), ademés por teoria de conjuntos tenemos que:

—

ToUy = (Lo —¢) N (Zo NY) U (¥ — To)

supongamos que § — &y ¢ CI de E, es decir f[§ — Zy] € § — % por lo tanto se

tendria que:

f[gj—fo]ﬂ(fo—gj)#(b, Vv, f[g—fg]ﬂ(foﬂg)#w

i) Si fly— %] N (Zo — §) # 0 entonces Jy € (§ — &) tal quef(y) € (T — §) es

decir que y € ¥y f(y) ¢ ¥ imposible.
ii) Si fly— o] N (ZoNYy) # D entonces existe x € (i — Zp) tal que f(x) € (ZyN7),
es decir que f(x) € Ty y f(x) € 7.

Si f(z) ¢ f[¥o] entonces f(x) = xy (esto es por la Proposicion 2.7 del Capitulo
2), pero esto no puede ser porque contradice que zg ¢ f[E], por lo tanto
f(x) € f[¥], pero = ¢ Ty, lo cual implicaria que f no sea uno a uno.

por lo tanto de i) y ii) se tiene que y — @y € CI(E). O

Proposicion 3.3. Sea E = (E, f) un sistema dindmico discreto conezo, si f es
uno a uno pero no sobre existe un unico vg € E — f[E] con ¥y = E.
Demostracion. Como f no es sobre entonces existe g € F — f(FE). Veamos que
Ty =FE.

i) Por la definicion de orbita tenemos que 7y C E.

ii) Como E es conexo y por el Lema 3.1 tenemos que Yy € E, §— &y = 0 (ya

que § — Zp es un C1 disjunto de ¥y) entonces y € &y, es decir que E C .
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Luego de i) y ii) tenemos que E = Zj.

Veamos que es zg es Gnico: supongamos que existe yo € F — f[E], como F = &
entonces yo € Ty — f[Zo] pero por la Proposicion 2.7 del Capitulo 2 se tiene que

Yo = Lop- [l

Proposicion 3.4. Sean E = (E, f) yF = (F,g) sistemas dindmicos discretos,
[': E — F un morfismo; si E es conexo entonces G = (I'[E], g) es un sistema

dinamico discreto conezxo.

Demostracion. Sean A, B € CI*(G) entonces por la Proposicion 2.14 del Capi-
tulo 2 tenemos que:

[~!'[A] y T7'[B] € CI(E) no vacios; como E es conexo entonces
I HAINT ' [B] #0
como la funcién inversa respeta operaciones tenemos:
I 'ANB]#0

luego existe z € E tal que I'f[z] € AN B, es decir que AN B # (), por lo tanto G

€s conexo. ]

Podriamos llegar a pensar que la suma y el producto directo de sistemas dinamicos
discretos conexos es conexo respectivamente, pero la manera como se define la
suma directa en los sistemas dinamicos discretos, (Definicion 15 del Capitulo 2) es
imposible que sea conexa; mientras que el producto directo de sistemas dindmicos
discretos conexos no necesariamente es conexo, esto se puede ver en los Ejemplos
12 y 13 del Capitulo 2, recordemos que el sistema dinamico discreto Z,, siempre es

conexo, pero E = Zy X Zs no es conexo, mientras que E = Zy X Zs3 es conexo.

Definiciéon 17. Sea E = (E, f) un sistema dindmico discreto, A € CI(E), A es

conexo si el sistema dindmico discreto A = (A, f |4) es conexo.
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Proposicion 3.5. Sea E un sistema dindmico discreto conexo, si A € CI(E) en-

tonces A es conexo.

Corolario 3.1. Sea E un sistema dindmico discreto si A,B € CI*(E) entonces

AN B es conexo.

En topologia la interseccion de dos conexos s6lo es conexa en algunos espacios
topologicos, en los sistemas dinamicos discretos la intersecciéon de dos conexos no

vacios siempre es conexa. Para la union se tiene el mismo resultado que en topologia.

Proposicion 3.6. Sean E un sistema dindmico discreto, {A;}icr una familia de

conguntos invariantes conexos de E, si (,.; A; # 0 entonces se tiene que |J,c; A; es

i€l
conexro.

Demostracion. Sean z,y € |J,.; Ai, luego existen A;, A; conjuntos invariantes

iel
conexos tales que z € A; y y € A;, como [;o; A # 0 existe u € (,.; A; ademas
como A;, A; son conjuntos invariantes conexos, se tiene que TN # 0, y yNa # 0,
es decir que tanto existe ug € TNuU y u; € yNu; por la definicion de érbita tenemos

que:

iy CEndy @ CyNd, (3.1)

luego obtenemos que wug, u; € @ entonces iy N iy # 0, o sea que existe z € Uy N Uy,
es decir que z € 1y y z € Uy, esto significa que z € £y z €  ( por (3.1)), por tanto

z € TNy, es decir que ZN Y # D, luego | J,.; A; es conexa. O

el

Definiciéon 18. Sea E = (E, f) un sistema dindmico discreto, v € E. La compo-
nente conexa de x es el mayor conjunto conexo que contiene a x, (que existe por

la Proposicion 3.6).

Proposicion 3.7. Todo sistema dindmico discreto E, es la suma directa de sus

componentes conexras.
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Demostracion. Veamos que dos componentes conexas de un sistema dinami-
co discreto son iguales o son disjuntas. Sean C, y C, componentes conexas,
si C, N Cy, # 0 entonces por la Proposicion 3.6 tenemos que C, U C, es conexo,

por la definicion de componente tenemos que C, = C,.

Luego se tiene que las componentes conexas de E forman una particion de F,
sea {A;}icr esta particion, sea A; = (A;, fi 1a) por la definicion de suma directa

(Definicion 15 del Capitulo 2) tenemos que @ A; = E. O



Capitulo 4

Induccion matematica

Hay dos tipos fundamentales de sistemas dinamicos discretos conexos: cuando f es
uno a uno y no sobre se obtiene una tnica estructura que es isomorfa a los naturales
con la funcién siguiente; cuando f es uno a uno y sobre se obtienen los ciclos que
son isomorfos a Z, y el propio Z, es decir los mismos enteros. Estos dos tipos de

sistemas cumplen alguna forma de induccién matematica.

La orbita de un elemento es el menor conjunto invariante que contiene al elemento,
es claro que si un C'I contiene a xy entonces contiene a Ty. Este resultado lleva
a que se cumpla de alguna forma la induccién matematica, la cual enunciamos a

continuacion.

Proposicion 4.1. Induccion matemadtica para las orbitas

Sea E = (E, f) un sistema dindmico discreto, xo € E, A C E si se tiene que:
Z) xg € A;

i) 1€ A= f(x) € A;
entonces Ty C A.

Demostracion. De la condicion ii), por la Proposicion 2.3 del Capitulo 2 tenemos

34
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que A € CI(E). Por la condiciéon i) zo € A y por la definicion de orbita, 7y es el

CI(E) méas pequenio que contiene a xg, por lo tanto 7y C A . O

La siguiente proposicion es una aplicaciéon inmediata del principio de inducciéon para

las orbitas de un sistema dinamico (Proposicion 4.1), realmente otra version de éste.

Proposicion 4.2. Sean E = (E, f),F = (F,g) sistemas dindmicos discretos, si
[' : E — F es un morfismo tal que T'(xy) es punto fijo de g, es decir que

gl (zo) = I'(xg) entonces Va € Ty se tiene que I'(z) = I'(xy).

Demostracion. Sea A= {x € Zy |'(xz) =T(z0)}
i) zg € A puesto que I'(xg) = ['(x).

ii) Veamos que si z € A entonces f(z) € A.

Como I' es morfismo se tiene que I'f(z) = gI'(x), pero por hipétesis tenemos
que = € A entonces I'f(z) = gI'(z¢), pero como por hipotesis tenemos que

gl(xg) = I'(xg) entonces I'f(x) = T'(zg) por lo tanto f(z) € A.

de i) y ii) se concluye que se cumple Vz € Zy, I'(z) = I'(x). O

De la induccién matematica surge las definiciones recursivas, esto es, definir para
los elementos de un conjunto en funcién de uno de ellos y de una ley que determina
el siguiente en términos del anterior o los anteriores. Por ejemplo, el concepto de
potenciacion lo podemos definir recursivamente de la siguiente manera, para todo

a € R se define: a' = a y para todo n > 2, a" = a""'a, es decir que a* = a* 'a =

ala = CL(I,CLS = a3*1a = CL2

a = aaa, asi sucesivamente. Otro ejemplo de definicion
recursiva es el factorial de un niimero natural, el cual es el producto del mismo
namero por todos sus anteriores, se define 0! =: 1, 1!=1(1-1)!=1%0l=1x1=

1, 20=22—-1)1=2%11=2, 31 =33-1)1=3%21=6,...nl =n(n—1)L.
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Desde el punto de vista de los sistemas dinamicos las definiciones recursivas son
formas de ampliar una funciéon a un morfismo (Proposicion 4.3). La Proposicion 3.3
del Capitulo 3 se refiere a unos sistemas dinamicos conexos E = (E, f) muy espe-
ciales donde f es uno a uno pero no sobre, en este tipo de estructuras la posibilidad
de extender una funcion sobre el tnico xy € E — f[E] se garantiza por la siguiente

proposicion.

Proposicion 4.3. Sean E = (E, f) un sistema dindmico conexo, f uno a uno y no
sobre y xg € E — f[E]. Para todo sistema dindmico discreto F = (F,g) y para todo

yo en I eziste un unico morfismo I' : E — T tal que I'(z) = yp.

. % . . . . .
Demostracion. Sea I' = (xg,yo) la orbita de (z9,yo) en el sistema dindmico dis-
creto E x F, veamos que I' es una funcién de E en F', para ello definamos el siguiente

conjunto:

A={z e E|Vy,y €F, (x,y1) €T A (2,2) €T = y1 = 12}

i) Demostremos que zy € A, noétese que (xg,y) € I' si y solo si, y = yy 6 existe
(2,2) € T tal que (f x g)(x, 2) = (z0,9), es decir f(z) =20 y y = g(2) pero
esto no se puede dar puesto que zg € E — f[E] por lo tanto y = .

Ahora sea (xg,y1) € I''y (x,y2) € T, por lo anterior tenemos que y; = yo y

Yo = Yo, por lo tanto se tiene que y; = yo; por lo tanto se tiene que xy € A.

ii) Veamos que si x € A entonces f(x) € A.

Sea (f(x),y1) € Ty (f(x),y2) € T', como f(x) # x¢ entonces existen 21, zo € F
tal que (f(x),y1) = (f(2),9(z1)) ¥ (f(2),42) = (f(2),9(22)) donde 21, 2 € F;

como f es uno a uno se tiene que:

(x,21) €y (2,29) €T, como x € A entonces z; = zo = g(z1) = g(22) =

y1 = yo. por lo tanto f(x) € A.
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de i) y ii) se tiene que I' esta bien definida Vz € E; es decir I' es una funcion y

siempre que (z,y) € I' decimos que I'(z) = y.

Por la construccion I' es morfismo: si (z, f(z)) € I', aplicando f X g tenemos

(f(x),g([(z))) € I, es decir que I'f(z) = g(I'(x)).

Ahora demostremos que I' es tinico, para ello supongamos que existe A : E — F

morfismo tal que A(zg) = yo.

Sea A={re F|Ax)=T(z)}
i) xp € A, puesto que A(zg) = yo y ['(xo) = 4o, por lo tanto A(zg) = ['(xo).

ii) Veamos que cuando x € A se tiene que f(z) € A.
re€ A= A(z) =T'(x) = gA(z) = gI'(x) por ser A y I morfismos se tiene
que: Af(z) = Df ()

de i) y ii) tenemos que I'(x) es tnico. O

Corolario 4.1. Sean E = (E, f) yF = (F, g) sistemas dindmicos discretos conexos
tal que f y g son uno a uno, pero no sobre, entonces E = F, ademds el isomorfismo

es unico.

Los naturales con la funcién siguiente de Peano, es uno a uno pero no sobre, enton-
ces se tiene que cualquier estructura E = (F, f) conexa, tal que f sea uno a uno
pero no sobre es isomorfa a los naturales con la funcién siguiente, es decir que
(N,s) = (E, f); al restringir el recorrido de I' a la orbita de xy se tiene que
I' : N — 2 es sobre. Ademas cuando la 6rbita de x( es infinita I' : N — %
es uno a uno, por lo tanto para cualquier x que pertenezca a la 6rbita , la imagen

de x es diferente de xg.

Proposicion 4.4. Sea (Zy, f) un sistema dindmico discreto, si Ty es infinito, en-

tonces para todo x € Ty, f(x) # xo.



4. Induccién matemaética 38

La siguiente proposiciéon nos garantizard que en un sistema dindmico discreto
E = (E, f) conexo, con f uno a uno pero no sobre cumple con los aziomas de

Peano.

Proposicion 4.5. Sea E = (E, f) un sistema dindmico discreto conezo, f uno a

uno y no sobre , xq el unico elemento de E — f|E] se tiene que:

1. To € E
2. Vx € E, x # x¢ Jy tal que f(y) = x.
3. Siz, ye E;, f(x)= f(y) entonces v = y.

4. Sea A C FE tal que:
Z) Tg € A,’

ii) x € B, Ya € A se tiene que fla] € A

entonces A = F.

Proposicion 4.6. Los items 1, 2 y 3 estdn en la hipotesis, el cuarto item es la

proposicion 4.1 donde E = Ty.

N cumple la propiedad de ser libre dentro de los sistemas dinamicos discretos sobre
un conjunto de un solo elemento, cuando el conjunto tiene varios elementos la
propiedad de ser libre la tiene la suma directa de los naturales, para comodidad
los elementos de la suma @, ;(N, s) los notaremos (n,7), entonces se cumple la

siguiente propiedad:

Proposicion 4.7. Dada una funcion e : I — FE, en un sistema dindmi-
co discreto E = (E,f), ewiste un tnico morfismo I' : @,.,(N,s) — (E, f)
tal que I'(0,1) = e(i).
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— (B, f)

T

~

D)
i€l
FEste morfismo ésta definido por I'(n,i) = f"(e(i)). Ademds @(N,s) es el unico

sistema dindmico que cumple esta propiedad salvo isomorfismos.

La composicion de una funcién consigo misma de un elemento = , la podemos ver
como una definicién recursiva, la cual nos ayudara a definir los morfismos que
hay entre dos sistemas dinamicos siempre y cuando estos existan; al conjunto de

estas composiciones la llamaremos las iteraciones de x, bajo la funcion f, y se define:
)=z
fi@)=fofofofo.. of)

n veces

En este sentido podemos ver la érbita finita de un elemento como el conjunto de

todas sus iteraciones, es decir:

F={f"(), |2 e N} ={z, f(2), f*(x),.... f"(2)}

y se tiene el morfismo natural I' : N — &, definido por I'(n) = f™(xo).

En la siguiente proposicion recopilamos lo que hemos trabajado hasta el momento.

Por ello su demostracion se omite.

Proposicion 4.8. En un sistema dindmico discreto E = (E, f), los siguientes

enunciados son equivalente.

i) Existe un xo € E tal que E = %y y E es infinito.



4. Induccién matemaética 40

ii) E es conexo, f es uno a uno pero no sobre.
iii) (E, f) = (N,s).

i) existe o € E — f[E] tal que para todo sistema dindmico discreto F = (F,g),

para todo yo en F' existe un unico morfismo I' : B — F tal que T'(zq) = yo.

4.1. Ciclos

Definiciéon 19. Se llamara un ciclo a un sistema dindmico discreto E = (E, f)

conexo donde f es biyeccion.
Proposicion 4.9. Si E es un ciclo y existe X € CFI(E) con X # 0 entonces

X =FE.

Demostracion. Como E es un ciclo se tiene que E es un sistema dindmico discreto
conexo, por la Proposicion 3.2 del Capitulo 3, tenemos que a lo méas existe un con-
junto fuertemente invariante diferente de vacio en E, como X € CFI(E) entonces

tenemos que £ = X. 0
Corolario 4.2. Principio de induccion matemdtica
Sea E = (E, f) un ciclo, xy € E, A C E si se tiene que:

i) xg € A;

ii) x € A siy solo si f(x) € A

entonces A = F.

Demostracion. Por la condicién ii) y por la Proposicion 2.4, del Capitulo 2 se

tiene que A € CFI(E), por la Proposicion 4.9 tenemos que A = F. O
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Los ciclos se clasifican en finitos e infinitos; en los ciclos finitos los conjuntos fuer-
temente invariantes coinciden con los conjuntos invariantes, ademas la o6rbita de
cualquier elemento del ciclo es todo el ciclo. En los ciclos finitos el principio de
induccion matematica (Corolario 4.2) se cumple con la condicién i) y con la im-
plicacion de ii), es decir si z € A entonces f(x) € A, con esto se garantiza que

A=F.

Proposicion 4.10. Sea E = (E, f) un sistema dindmico discreto, si g € F tal que

To — f[Zo] = 0 entonces Ty es finito y f es biyeccion de Ty en Ty.

Demostracion. Si ¥ es infinito se tiene que para todo = € Zy, f(x) # xo, por lo
tanto Ty ¢ f[Zo] entonces Ty # f[T], es decir que Ty — f[Zo] # 0, absurdo; luego se

tiene que Ty es finito.

Como 7; es finito y es un conjunto fuertemente invariante de E (ya que
To — f[%] = 0), entonces por la Proposicion 2.9 del Capitulo 2, tenemos que f

es una biyeccion. O

La Proposicion 4.10 nos sirve para enunciar la siguiente caracterizacion de los ciclos

finitos.

Proposicion 4.11. Sea E = (E, f) un sistema dindmico discreto conexo, las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) E es ciclo finito;

ii) para todo x, x € E se tiene que ¥ € CFI(E);
iii) para todo x, x € E se tiene que ¥ = E;

iv) CFI(E) = CI(E) = {E, 0}.
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Demostracion. i)=-ii) Si E es ciclo entonces para todo = € E tenemos que f |z
es uno a uno y por tanto biyeccion de & en f[Z], pero por definicion f[z] C &

y como son conjuntos finitos f[Z] = & luego ¥ € CFI(E).

ii)=iii) Sean z,y € E como &,y € CFI(E) entonces por la Proposicion 4.10 f es

permutaciéon de £ U i/ y siendo asi aplicando Proposicion 1.3:

fE=yl=flal - flyl=7-y

Lo que significa que (Z — ¢) € CFI(E), pero por ser E conexo (¥ —4) =0y

se deduce que y € ¥, por tanto ¥ = E.

iii)=-iv) Es inmediato.

iv)=i) SiCI(E) = {E, 0} para todo x € F se tiene que ¥ = F y también f(Z) = F
asi Z — f[Z] = 0 y podemos aplicar la Proposicion 4.10 obteniendo que ¥ = E
es finito y f es biyeccion por tanto E es ciclo finito.

O

Morfismos entre ciclos finitos

Entre los naturales con la funcion siguiente de Peano y los ciclos finitos de n elemen-
tos, dado xy un elemento del ciclo, existe un tnico morfismo I', tal que I'(0) = zo,
veremos que la imagen inversa de x( son los miltiplos del nimero de elementos del
ciclo, es decir I'"(zy) = nN, y ademas que f"(z¢) = zo,[*"(x0) = f"f"(z0) = w0,
asi sucesivamente. Con esto resolveremos para el caso de los ciclos finitos la pre-
gunta planteada en el Capitulo 2 referente a la existencia de un morfismo entre dos

sistemas dindmicos discretos.

Proposicion 4.12. Sea E = (E, f) un ciclo finito de n elementos, para todo v € E

se tiene que:
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i) n es el menor entero positivo tal que f™(x) = z;

ii) f¥(x) = a si y solo sin divide a k.

Demostracion. i) Como 7 = E y & € CFI(E) existe £ > 0 tal que
f¥(z) = x, k no puede ser menor que n — 1 pues si asi fuera
{z, f(x),..., fF"1(x)} serfa un CFI que no estd en {FE,0}. Sea ky el
menor elemento de A donde A = {k > 0 | f¥(x) = =z}, entonces

E={x, f(z),...,f* (x)} y como f es 1-1 entonces kg = n.

ii) =) Si f*(x) = z con k > 0 entonces dividamos k entre n. Tenemos que
k=tn+r;con 0<r <n. Como f¥(z) = z entonces f"*"(z) = z entonces
frf"(x) = x y por i) sabemos que f*(x) = x entonces f"(x) = x, pero como
n es el minimo elemento de A que cumple que f*(x) = 2 y 0 < r < n, entonces

se debe tener que r = 0, o sea que n divide a k.

<) Se sigue inmediatamente de i).

U

Corolario 4.3. Sea E un ciclo finito de n elementos, f'(xq) = f?(x0), con i > j,

sty solo sin divide a i — j.

Proposicion 4.13. Sean E = (E, f) yF = (F, g) ciclos finitos de n y m elementos
respectivamente, si m divide an y xg € E, yo € F entonces I : £y — 1y definido

por:
T(f"(x0)) = ¢'(%o)

es morfismo entre E y IF, ademds es el unico que envia a xo en yo.

Demostracion. veamos que I' esta bien definida:
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si fi(xg) = f¥(xo) por el Corolario 4.3 tenemos que n divide a i — j y como m
divide a n entonces m divide a ¢ — j por lo tanto ¢'(yo) = ¢’ (o), que es morfismo

es inmediato, la unicidad se demuestra aplicando inducciéon matematica. O

Proposicion 4.14. Sea (Zo, f) y (Yo, g) ciclos finitos con n y m elementos respec-

tivamente, si existe I' : £y — 1o morfismo entonces m divide a n.

Demostracion. Entre los naturales y la orbita de un elemento de un sistema
dindmico existe un tnico morfismo I' tal que I'(0) = zp, sea I'} : N — & y
'y : N — ¢, los morfismos que existen entre los naturales y las 6rbitas de zy y
yo; I' esta definido de 7y en 1, es decir I' : @5 — 1, como se ve en el siguiente

diagrama:
N

N
Zo - Yo

tenemos que:

F_l[fg] = {ZL’ eN | F1<l’> = JIQ} =nN

I'go] = {o € N[ T2(y) = yo} = mN

I=Y(x) € (T T Y (o) = (TT1) Y (yo) = Ta(yo) entonces T'7 ! (z0) € Ta(yo), enton-

ces nN C mN por teoria de conjuntos tenemos que m divide a n. O

Todos los ciclos finitos de igual nimero de elementos son equivalentes es decir que
son isomorfos; ademas como Z, es conexa se tiene que Z, es un ciclo finito, por

tanto Z,, es isomorfa a cualquier ciclo de n elementos.

Corolario 4.4. Sea C,, un ciclo finito y Z,, un sistema dindmico discreto entonces

Cn = Ly,
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En el Capitulo 2, definimos endomorfismo de un sistema dindmico discreto
E = (E, f) como el conjunto de todos los morfismos de £ en E, (que notamos
Endo(E)), ademas vimos que ¢(I') = I' f donde I" es un morfismo, forma un sistema
dinédmico discreto con Endo(FE), es decir que (Endo(FE), ¢) es un sistema dinédmico
discreto, ahora veamos que si E es un ciclo entonces (Endo(FE), ¢) es ciclo, esto lo

enunciamos a continuacion.

Proposicion 4.15. Sea E un ciclo, (Endo(E), ¢) es un ciclo isomorfo a E.

Demostracion. Sea ry € FE, para todo y € FE, existe un tnico morfismo
[' € Endo(E) tal que I'(xg) = y.
1. Siy =z, entonces I' = Id, veamos que es tnico.
Sea I' € Endo(E) tal que I'(zg) =20y A={zx € E|'(x) =z},
claramente xy € A puesto que I'(zg) = .

Ahora veamos que x € A si y solosi f(x) € A,
i) si z € A entonces I'(z) = x, operando con f ( f es biyeccion puesto que
E es ciclo), tenemos que fI'(z) = f(x), luego por ser I" morfismo se tiene

que I'f(z) = f(x), es decir que f(x) € A.
ii) Si f(z) € A entonces I'f(z) = f(x) operando con f~! ( f es biyeccién )

tenemos que I'(z) = z, es decir que = € A.

2. Supongamos que existe un morfismo I' € Endo(E) tal que I'(xy) = y, veamos
que existe un unico IV € Endo(E) tal que I''(zo) = f(y).
Sea I" =T'f, entonces I''(zg) = T'f(xo) = fT'(z0) = f(y).
Ahora miremos que es tnico, supongamos que existe ["(xg) = f(y), sea

A={z € E|I"(x)=Tf(z)}.

i) Es claro que g € A ya que I'(zg) = f(y) = fI'(xo) = L' f(x0).
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ii) Tenemos que ver que € A siy solo si f(x) € A.

Si # € A tenemos que I''(z) = I'f(x) operando con f ( f es biyeccion)
tenemos que I' f(z) = T'f(f(x)), es decir que f(z) € A.

Si f(x) € A tenemos que I f(z) = T'f(f(z)) operando por f~1 (f es
biyeccion) tenemos que I'(z) = I['f(z), es decir x € A.

Sea ¥ : E — Endo(E) tal que para cada y € E se tiene que I'(zg) = y.

Es claro que W es biyecciéon, veamos que es morfismo.

U(y) =T siy solosiI'(zg) =y.

U(f(y)) = I" siy solo si ["(zg) = f(y) = f(I'(z0)) = I'f(z9) = ¢(I')zo entonces
I = oI

Por lo tanto ¥ es un morfismo biyectivo entre (E, f) v (Endo(E), ¢), es decir que
(E, f) = (Endo(FE), ¢), ahora como E es un ciclo entonces se tiene que (Endo(E), ¢)

es un ciclo.

Los Endomorfismos de un sistema dinamico discreto IE conmutan, esto lo enuncia-

mos en la siguiente proposicion.

Proposicion 4.16. Sea E un sistema dindmico discreto, si I'; A € Endo(E)

entonces 'A = AT.

Demostracion. Sea A = {I' € Endo(E) | AT' =TA}
i) A # () puesto que f € A.

ii) Veamos que I' € A si y solo si ¢(I") € A.
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Si I' € A entonces AI' = I'A operando a ambos lados de la igualdad por
f se tiene que (AT')f = (I'A)f, como la composicion de funciones es aso-
ciativa tenemos que A(I'f) = T'(Af) = I'(fA) ya que A es morfismo, luego
A(T'f) = (I'f)A por lo tanto I'f € A es decir que ¢(I') € A.

Si ¢(I') € A entonces por definicion de ¢ se tiene que I'f € A en-
tonces A(I'f) = (I'f)A, por ser la composicion de funciones tenemos
(AD)f = (I'f)A = (fT)A, ya que I' es morfismo, por lo tanto (AL') f = f(T'A)
entonces AI' = I'Aes decir que I" € A.

Por lo tanto tenemos que I' € A si y solo si ¢(I') € A

Por i) y ii) se tiene que A = Endo(E). O

4.2. Orbitas finitas

Sea E = (F, f) un sistema dindmico discreto conexo finito, existen dos posibilidades:
que f sea biyeccidon o que f no sea uno a uno, cuando f es biyeccién se habla de
ciclos, si f no es uno a uno entonces este sistema esta formado por un ciclo y
una cola, este ciclo es el unico CFI*(E) que existe en E y que se enuncio en la

Proposicion 3.2 del Capitulo 3.

Definiciéon 20. Sea E = (E, f) un sistema dindmico discreto conezo finito,donde

f no es uno a uno, se llamard cola de E a los v € F tales que x no pertenece al

ciclo de E.

Definicion 21. En un sistema dindmico discreto un cuasticiclo es una orbita finita

que no es ciclo.

Ya vimos cuales son las condiciones suficientes y necesarias para que exista un
morfismo entre dos ciclos, veamos ahora que condiciones se necesitan para cuando

se trabajan con cuasiciclos.
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Proposicion 4.17. Sea (E, f) es un cuasiciclo con ciclo de m elementos y cola de

k elementos vo € E— f[E], f'(x¢) = f/(xo) si y solo sim divide ai—j coni,j > k.

Proposicion 4.18. Sean (Zo, f) v (Yo, 9) dos cuasiciclos, p y q el nimero de ele-
mentos de las colas de Ty y 3o respectivamente, n y m el nimero de elementos de
los ciclos que contienen Ty y yo respectivamente, existe I' : Zo — 1o morfismo si y

solo si p es mayor que q y m divide a n. Ademds tal morfismo es unico.

Demostracion. Sea T : Ty — 1 definida asi: T'(f(x¢)) = ¢'(yo). Veamos que
esta bien definida: si f'(zg) = f7(yo) entonces por la Proposicion 4.17 tenemos que
n divide a ¢ — j, con 7,7 > p, como m divide a n se tiene que m divide a i — j
con i,j > q entonces g'(yo) = ¢’ (yo), por tanto I'(f*(xg)) = I'(f/(yo)). Claramente
I' es morfismo. Supongamos ahora que existe el morfismo A : ¥y — 9, para que
sea morfismo debe cumplirse A(f%(xg)) = ¢'(y0). Es claro que p > ¢, pues de lo
contrario A no es funciéon, por la Proposicion 4.14 se tiene que m divide a n. Asi:

I'=A. U

Proposicion 4.19. Sea E = (Zy, f) un cuasiciclo, (Endo(E), ¢) es un cuasiciclo e
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isomorfo a E.

Demostracion. La demostracion es muy similar a la de la Proposicion 4.15, por

eso la omitimos. O
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