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TITULO: SISTEMAS DE POCAS PARTICULAS EN ANILLOS CUA NTICOS NO-UNIFORMES'

AUTOR: Fredy Antonio Rodriguez Prada”.

PALABRAS CLAVES: Sistemas de pocas particulas, puntos cuénticos, método de Galerkin,
oscilaciones de Aharanov-Bohm.

RESUMEN: Se estudian las propiedades cuénticas de sistemas de uno, dos y tres portadores
de carga (electrones y huecos) confinados en anillos cuanticos (QRs) con morfologias
variables. Problema que constituye uno de los temas relacionados con el area de la éptica
cuantica, computacion cuantica, espintronica, etc. El analisis tedrico de sistemas de pocas
particulas confinadas en una region restringida de escala nanométrica sugiere el uso de una
herramienta matematica que permita resolver la ecuacién de Schrddinger con muchas
variables. Para tal efecto se han implementado los métodos de Galerkin y de la aproximacion
adiabatica para reducir los problemas tridimensionales a problemas bidimensiones, con
potenciales renormalizados que tienen en cuenta un perfil real del QR. Utilizando estas
técnicas, se estudiaron diferentes sistemas: electrén, un par de electrones, un par electrén-
hueco (exciton) y un par de huecos y un electron (trién positivamente cargado), confinados en
un punto cuantico con forma de crater, en dos anillos acoplados verticalmente y en dos anillos
concéntricos, respectivamente.

En los sistemas planteados se hace énfasis en el reordenamiento y las intersecciones de los
niveles energéticos con el incremento del campo magnético relacionado con la interferencia
cuantica, efecto denominado efecto Aharonov-Bohm (AB). Los resultados demuestran que aun
cuando la altura de los anillos cuanticos es significativamente menor que las dimensiones
laterales, no es posible considerar a estas estructuras como peliculas bidimensionales, ya que
el espectro de energia que exhiben depende fuertemente de la altura y la morfologia de los
anillos.

Adicionalmente, se estudio el efecto de la presencia de dos impurezas donadoras sobre el
espectro de dos electrones confinados en un anillo cuantico. Se demostré que el espectro de
energia de esta nanoestructura es muy similar a la del espectro de energia de una molécula de
hidrogeno, razén por la cual la puede considerar como molécula artificial.

*
Tesis doctoral
L - . L. - . L. . . , .
Facultad de Ciencias, escuela de Fisica, Doctorado en Ciencias Naturales (Fisica), Luis Francisco Garcia Russi
(Director), Ilia D. Mikhailov (Codirector)
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TITLE: SISTEMS OF FEW PARTICLES IN NON-UNIFORM QUAN TUM RINGS’

AUTOR: Fredy Antonio Rodriguez Prada”.

KEY WORDS: Sistems of few particles, Quantum rings, Galerkin method, Aharanov-Bohm
oscillations

ABSTRACT: In this work we studied the Quantum properties for systems of one, two and
three charge carriers (electrons and holes) confined in Quantum Rings (QRS) with variable
morphologies. Problem which is one of the topics related to the field of quantum optics,
guantum computing, spintronics, etc.. The theoretical analysis in this systems of few particles
confined in a restricted region of nanoscale require a mathematical tool that allows solving the
Schrodinger equation with many variables. To this end have been implemented the Galerkin
method and the adiabatic approximation to reduce two-dimensionals problems to dimensional
problems, with renormalized potentials that consider the real QR profile. Using these
techniques, various systems were studied: one electron, two electrons, one electron-hole pair
(exciton) and one pair of holes with one electron (Trion positively charged), confined in a
guantum dot crater shaped, in two vertically coupled rings and in two concentric rings,
respectively.

In systems posed emphasizes the rearrangement and the intersections of the energy levels with
increasing magnetic field, interference phenomena related to quantum effect called Aharonov-
Bohm (AB). The results demonstrate that while the height of the rings quantum is significantly
less than the lateral dimensions, is not possible to consider such structures as two-dimensional
films, since the energy spectrum that exhibit depend strongly of the height and the morphology
of the rings

Additionally, we studied the effect of the presence of two donor impurity on the spectrum of two
electrons confined in a QR. It was shown that the energy spectrum of this nanostructure is very
similar to the spectrum of energy of one natural molecule of hydrogen and therefore can be
considered as artificial molecule.

*
Senior doctoral thesis project
Ll c o - . . . . - . . . 5 , . . .
Faculty of Sciences, School of Physics, PhD in Natural Sciences (Physics), Luis Francisco Garcia Russi (Director), Ilia
D. Mikhailov (Co-director)
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| NTRODUCCION

El “fendbmeno Narioha traspasado durante los dltimos afios las frastde la
comunidad cientifica y hoy en dia es dificil no we$@r en cualquier cantidad de
medios de comunicacién términos tales como, nareriabds, nanoparticulas,
nanotubos, nanobots, nanofarmacos e incluso namealds, entre otros. Una de las
tantas pruebas de esto y cuyos resultados perfestarhacen pensar en historias de
“ciencia ficciori son los actuales avances en la creacion de tejmlopartir de
nanoparticulas de Plata, Oro y Paladio permitienegtiles con novedosas y
sorprendentes cualidades; de las cuales cabe mancina de las mas relevantes como
es la resistencia a virus y bacterias [1].

La voluminosa investigacion en areas enfocadaseteia en esta escala nanométrica
ha originado una de las grandes revoluciones ifitas de las Ultimas décadas,
sostenida por el desarrollo de la Nanociencia g aplicaciones practicas enmarcadas
dentro de la Nanotecnologia [2]. Actualmente eta €sea existen tres ramas de
investigacion bien establecidas, la nanotecnolsgéa, la nanotecnologia humeda y la
nanotecnologia computacional. La nanotecnologta $&ata sobre la fabricacion de
estructuras en carbon (nanotubos), silicio, mdesriainorganicos, metales y
semiconductores, ademas del autoensamblaje catdrolpor computadora vy
dispositivos 6pticos, también tiene que ver confdaricacion y manipulacion de
nanoestructuras. La nanotecnologia humeda trdiee soateriales bioldégicos como
membranas, material genético y otros componentkdames. La nanotecnologia
computacional trata sobre el modelado y simulad@rstructuras complejas de escala
nanomeétrica [3].

Debido al caracter interdisciplinario y a los béries que la ciencia de la nano-escala
reporta a la sociedad, la investigacion basicacagiii a este tema ha recibido gran
atencion y soporte financiero, haciendo que elést@or esta disciplina esté creciendo
practicamente en todas las naciones industrializaddna de las disciplinas técnico-
cientificas de mayor incursién en el estudio dedderia a hano-escala, es el area de la
materia condensada. Intensas investigacionessen disciplina se han venido
enfocando especialmente en el estudio de estrgcfatmicadas mediante diferentes
técnicas de crecimiento de cristales, en espeeialateriales semiconductores [4]. Los
resultados obtenidos en este campo revelan gravdeses en el estudio de estructuras
artificiales con diversas e importantes propiedadptelectronicas aplicables en
ciencia y tecnologia. En este sentido, la fisiealas semiconductores abarca un
extenso horizonte en el estudio, sintesis, margpriay aplicacion de estos materiales a
dispositivos miniaturizados que permitan el contdel la materia a lascala del
nanometro, donde las propiedades fisicas ya ndasomismas que para los atomos y
moléculas individuales y todavia no logran serliggia los de un material en bloque.

La miniaturizacién de estructuras artificiales aads nanométrica, significa una
miniaturizacion no sélo de tamafio, sino un ing@sm rango dimensional que esta en
los mismos Ordenes de magnitud de las distanciagrdenamiento entre planos
atémicos en un material sélido, lo cual conducestadkarlas desde un punto de vista
estrictamente cuantico. Razon por la cual los @rim estudios sobre nanoestructuras
semiconductoras aparecen ya en los albores dedamniea cuantica, y son precisamente
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sus leyes las que gobiernan el comportamiento slelkctrones, atomos y moléculas
confinados en estructuras semiconductoras de tama#@ivométrico también
denominadas sistemas de baja dimensionalidad ($D)Aunqgue inicialmente estos
sistemas se estudiaron desde un punto de vistenpata teorico, la aparicion y rapido
avance de técnicas de fabricacion y caracterizadgdmateriales a escala nanométrica
ha previsto un amplio estudio de interés tecnotgidha impulsado una variedad de
técnicas de crecimiento de cristales, entre laesuas mas usadas son: Litografia con
base en rayos electronicos e interdifusion a trad@simpurezas en la estructura
cristalina [6]; Deposicion molecular epitaxial (MBEDeposicion quimica metal-
organica en la fase de vapor (MOCVD) [7] y epitadéefase liquida [8]. Estas técnicas
han permitido fabricar nanoestructuras con confieato cuantico, bajo las cuales los
portadores de carga (electrones y huecos) qued&imgidos a moverse en regiones de
tamafio comparable con las longitudes de ondas d&rdgie [9]. Segun el caracter de
confinamiento, los diferentes sistemas de baja niéoealidad se especifican como:
pozos cuanticos (QWSs) [10], hilos cuanticos (QWVIE)11] y puntos cuanticos (QDs)
[10,12]. Estos ultimos se fabrican con diferemesrfologias que se aproximan a
figuras geométricas como: lentes [13,14], piramifles, piramides truncadas [16],
entre otras. Tales estructuras generalmente secdabcon base en aleaciones de
semiconductores a través de una variacion brusda dencentracion de uno de los
componentes del compuesto, lo que da origen artaaftién de heterojunturas. En
dichos materiales, las diferentes regiones del mis®a caracterizan por poseer
diferentes anchos de banda prohibida y parametrasdimuy parecidos, garantizando
de esta manera, que el nuevo material tenga pirgésdelectrénicas inusuales con un
minimo de deformaciones en las interfaces.

Entre todas las nanoestructuras semiconductorasnmaglor interés para futuras
aplicaciones lo presentan los QDs. llamados tambiémos artificialesdebido al
espectro energético discreto que los caractergdacionado con la restriccion en el
movimiento electronico en todas las direccionesto EEonlleva a un comportamiento
cero-dimensional (discreto) haciendo sus propieslattamente sensibles a variaciones
estructurales de tamafio y de forma de estos sistartificiales, controlables durante el
proceso de fabricacion. L&3Ds despliegan una diversa gama de propiedadesinpor
lado, ofrecen un amplio espectro de posibilidadetaecreacion de componentes muy
versatiles que permitan el disefio de sorprendaligessitivos opto-electronicos y por
otro lado, suscitan un gran interés en la expléragi el estudio de interesantes
fendmenos fisicos, como: la flexibilidad que ofmeqeara moldear la estructura del
espectro energético, la manifestacion de regimeleeslta correlacion electrénica
presente entre los portadores de carga [17], midibde cristalizaciones de Wigner
[18], la aparicion de corrientes persistentes [18],verificacion experimental del
denominado efecto Aharonov-Bohm [20], etc.

Desde el punto de vista tedrico y de investigad@dnadamentales, las nanoestructuras
podrian ser utilizadas como mini-laboratorios end#ose puedan estudiar fascinantes y
novedosos fendmenos fisicos asociados con la aoidel electronica en sistemas de
pocas particulas confinados en espacios de dinmeiglad reducida. Todo este
panorama ubica a las nanoestructuras semicondsctaraun foco de ambiciosas
investigaciones en nanotecnologia y dentro degrate atractivo tecnoldgico suscitado
se encuentran multiples aplicaciones, entre las spuencuentran los interruptores
Opticos de alta velocidad, transistores de un sdwmtron, foto-detectores, laseres
semiconductores y posibles sistemas de computaoémtica [21,22].
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La brecha entre las bandas de valencia y de coriludentro de los puntos cuanticos
auto-ensamblados (SAQDs) (Crecidos mediante téendm auto-ensamblado) es
comunmente superior que la brecha correspondienteraatriz que los rodea. Por esta
razon, los SAQDs presentan una trampa para losgmes de carga, electrones y
huecos, es decir cualquier portador de carga geémera la heterojuntura con mayor
probabilidad estara confinado dentro SAQD. Pomeje, un par electron-hueco
generado en la matriz al absorber un fotén con mpsababilidad seréd capturado por
un QD formando un exciton de tipo Frenkel localzaéntro de esta molécula artificial
0 serd capturado por dos QDs diferentes formandarragexciton de tipo Wannier
localizado. Otro mecanismo de formacion de losgutmtes de carga confinados en QDs
es el del dopaje. Una impureza donadora incorpoeadla matriz de la heterojuntura
pierde su electrén excesivo que se escapa hacuionde queda confinado debido a
la existencia de un nivel energético inferior derdel mismo. De esta manera un QD
con un electrén confinado forma un atomo artifisiatilar al a&tomo de hidrogeno. Mas
aun, un QD puede capturar dos 0 mas electroneeqentes de otras impurezas
donadoras formando &atomos artificiales similares &bmo de helio, etc.
Reciprocamente, al incorporar impurezas aceptadorda matriz de la heterojuntura,
se consigue de manera parecida, confinar huecasoddsi QD. Ademas son posibles
otros tipos de diferentes combinaciones, por ejempb o dos electrones procedentes
de dos diferentes impurezas donadoras y dos hymooedentes de dos diferentes
impurezas aceptadoras, todos estos confinados esolonQD pueden formar un
biexciton localizado, etc.

Asi, es posible confinar artificialmente dentrowta regién de dimension restringida a
la escala nanométrica uno o dos electrones, unmschdecos, un par electrén-hueco
(exciton-X), un par de electrones y un hueco (¥ un par de huecos y un electrén
(trion-X"), dos electrones y dos huecos (biexcitén), Xentre otros. Todas estas
combinaciones pueden considerarse cosigtémas de pocas particula®nfinados en
QDs [23]. Generalmente, el confinamiento espaeaifdcta esencialmente a las
propiedades de estos sistemas favoreciendo a meaéain de estados ligados mas
estables con respecto al sistema en bloque, yritarias lineas espectrales mucho mas
estructuradas y definidas.

Hay que anotar otra interesante particularidad afe sistemas de pocas particulas
confinadas en QDs, relacionada con la gran impoidatie los efectos de correlacion
presentes en este caso. Si en los atomos, la temefze entre la energia cinética y
potencial define la dimension de la region de cwarfiiento de pocos electrones dentro
de ellos, en el caso de QDs cuyos tamafios soncea das 6rdenes superior, la energia
de interaccion electrostatica es dominante y lecte$ de correlacion electrénica
definen en alto grado la estructura de su especieogético. En este sentido, los QDs
presentan un “laboratorio” para el estudio teésiabre los sistemas de pocas particulas
gue permite aclarar de manera mas sencilla el pgpel juegan los efectos de
correlacion y su real incidencia en el espectrorg&iEo y en las propiedades de
transporte eléctrico. Los métodos elaborados ehestudio de los sistemas de pocas
particulas, son importantes debido a que éstos ifggrmevelar ciertas propiedades
generales que también son caracteristicas desesrsis de muchos cuerpos. Ademas,
estos métodos se pueden utilizar para determinalidez y el alcance de las técnicas
de Funciones de Green [24-25] y diagramas de Fayr{@tx29], las cuales se usan
para estudiar las propiedades de los sistemas deasiparticulas.
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Entre todos los QDs con diferentes morfologias @&yan interés de los investigadores
en el area de nanoestructuras semiconductoras @gengado al estudio de los anillos
cuanticos (quantum ring, QR). La observacion erpamtal de las oscilaciones
Aharonov-Bohm [20] y corrientes persistentes [1®]pequefios anillos, por un lado, y
los desarrollos experimentales recientes en lacttion de puntos cuanticos [30] y
anillos cuénticos [31] con sdélo unos pocos eleesarapturados, por otro, han hecho de
los anillos cuanticos un tema cada vez mas intetesgpara investigaciones
experimentales y tedricas, las cuales han permitiicmuevo campo de verificacion
sobre la eficiencia de diferentes métodos teérgmsm sistemas de pocas y muchas
particulas confinadas en sistemas casi-unidimealisn Muchas propiedades de los
anillos cuénticos se puede explicar en el marctadeoria uni-particular la cual para
sistemas unidimensionales (1D) es, naturalments, smaple. Por el contrario, para
sistemas de muchas particulas fermionicas el prablen 1D es sorprendentemente
complicado debido a la mayor importancia que er esiso tiene el principio de
exclusion de Pauli. En consecuencia, tedricamiastesistemas estrictamente 1D no
son considerados "liquidos de Fermi", pero si ftiqs de Luttinger" con un espectro de
excitaciones colectivas especifico [32-35]).

El principal propésito de esta investigacion daatoiue elaborar modelos
matematicos versatiles y los algoritmos correspartds que permitan el estudio
tedrico de sistemas de pocas particulas confine@3Ds con morfologia particular de
anillo cuantico. Especialmente, se plante6 querlodelos a tratar tuvieran en cuenta:
las caracteristicas reales que adoptan este tip@stieicturas en el proceso de
fabricacion, la influencia de un campo magnéticeo y de los defectos estructurales
en la morfologia de los QRs. Debido a la complejidel problema se plante6 ademas
la elaboracion de los algoritmos que optimizaré fecursos computacionales para
realizar el calculo numérico con un coste moderadosu ejecucion, basado en el
esquema numérico de Fourier-Galerkin. En esté&s Beshace especial énfasis en el
efecto de la no-uniformidad estructural de los @Blsre el espectro energético de dos
electrones, Excitones y Triones confinados derdrelibs.

La presente Tesis Doctoral se estructura de laesigumanera:

En el capitulo 1 se presentan de forma sucintadoseptos basicos y modelos teéricos
en que se asienta la presente tesis, el panoramerafjedel estado del arte, las
principales aproximaciones y los refinamientos éo$ que se pretende mejorar la
descripciéon cuantitativa de los sistemas estudjadas permitieron establecer un
modelo relativamente sencillo y préactico.

En el capitulo 2 se propone un modelo separable paestudio de las propiedades
electronicas de un electrén confinado en un amilléntico en forma de crater con
defectos estructurales en presencia de un campoaticg

En el capitulo 3 se ha abordado el estudio de tmtrenes confinados en anillos
cuanticos dispuestos en dos tipos diferentes diglas: concéntricos y acoplados
verticalmente. Inicialmente se analiza la influarde la forma de la seccion transversal
de los anillos y la no homogeneidad de la mismaestzbenergia de los electrones en
presencia de un campo magnético externo. Por all§enrealiza el estudio de una
molécula de hidrégeno artificial, conformada pos dmpurezas donadoras ubicadas
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sobre el eje de simetria de un anillo cuantico atlbdgen el cual se confinan sus
respectivos electrones.

El capitulo 4 esta dedicado al estudio de un exaitéutro y de un excitén cargado

positivamente en un anillo cuantico. El formalismmplementado basado en el método
de Fourier, permite obtener un modelo generalizmda el estudio de los dos sistemas
de particulas

Esta tesis doctoral es el producto del esfueraondeabajo investigativo de casi
cuatro afios, cuyos frutos pueden verse represengamdos articulos publicados, o de
inminente publicacién, en revistas cientificasnmagionales y nacionales, asi como por
las ponencias que fueron presentadas en diversogresms internacionales y
nacionales. La lista de los trabajos publicados glcontinuacion se describen, esta
hecha en orden cronoldgico y corresponde al misrdenoen que se han expuesto los
temas desarrollados en cada uno de los capitulos.

A continuacion se ofrece un listado de estos logros
Lista de publicaciones

1. Energy spectrum of an artificial molecular compiextoroidal quantum rings;
Superlattice and microstructurd®, 258-263 (2011)

2. Spectral properties of two electrons vertically gied in toroidal quantum rings;
Superlattice and microstructurd®, 252-257 (2011)

3. Vertically coupled non-uniform quantum rings witlva separated electrons in
threading magnetic field; Journal of Physics: Conference Serigd5, 012020
(2010)

Adicional a estos trabajos, se encuentran actuaémen proceso de evaluacion los
siguientes titulos:

4. Separable model of the volcano-shaped one-electtoantum dot; Physica
B:Ccondesed matt¢2012)

5. Neutral and positively charged excitons in narraarmum ring;American Institute
of Physic§2011)

6. Quantum rings of non-uniform thickness in magnégtd; American Institute of
Physic$2011)

7. Aharonov-Bohm effect in two concentrically toroidguantum rings;Revista
Tumbaga, Colombi&2009)

Lista de ponencias presentadas

1. 31" International Conference on the Physics of Sentiuotors +CPS2012
Charge distribution at volcano shaped quantum rimgth magnetoexciton
captured Zurich, Suiza (2012)

2. International Conference on Superlattices, Nanosiras and Nanodevices —
ICSNN2012, A solvable model of non uniform exciton volcanopgitquantum
dot, Dresden, Alemania (2012)
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10.

7" International Conference on Low Dimensional Stes and Devices —
LDSD201% Quantum rings of non-uniform thickness in magnéétd; Telchac,
México (2011)

7" International Conference on Low Dimensional Stes and Devices —
LDSD2011 Neutral and positively charged excitons in narrowagtum ring
Telchac, México (2011)

IX Brazilian MRS Meeting; Separable model of the volcano-shaped one-electron
guantum dgtOuro Preto (MG), Brazil (2010)

Physics of Light-Matter Coupling in  Nanostructurd8LMCN 10; Spectral
properties of two electrons vertically coupled iordidal quantum rings
Cuernavaca, México (2010)

Physics of Light-Matter Coupling in  NanostructureBLMCN 10; Energy
spectrum of an artificial molecular complex in tmtal quantum ringsCuernavaca,
México (2010)

The 6th International Conference on Quantum [B201Q Vertically coupled
non-uniform quantum rings with two separated elesr in threading magnetic
field, Londres, Inglaterra (2010)

32" International Symposium on Dynamical PropertieSalidsDYPROS02009
Aharonov-Bohm effect in two concentrically QRs tords-shaped QR#Antwerp,
Bélgica (2009)

VIII Escuela nacional de la materia condensetd#=ENFMC ; Aharonov-Bohm
effect in two concentrically QRZereira-Colombia (2008)
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Capitulo 1

FUNDAM ENTOS TEORICOS GENERALES

El objetivo principal de las secciones que confarmbpresente Capitulo es el de dar
una vision general del marco tedérico que enmareateghajo de investigacion y en el que se
inscriben los modelos utilizados e implementadoa pantextualizar al mismo. En primera
instancia, se pretende hacer una pequefia intraduc@ las nanoestructuras
semiconductoras, haciendo especial énfasis en uUof$ cuanticos autoensamblados en
forma de anillo, por ser los sistemas de interéssta investigacion. A la postre, queremos
presentar, en términos generales, el marco teérigdeado en el estudio de estos sistemas,
asi como algunas de las principales propiedadefoguzracterizan. En esta segunda parte
incluiremos la descripcion de algunos sistemasodag particulas que pueden confinarse en
nanoestructuras semiconductoras, las diferentexiapciones empleadas en el desarrollo
de los modelos tedricos. Ademas se hace una descerige la notacion que serda empleada a
lo largo de todo el trabajo.

1.1. NANOESTRUCTURAS SEMICONDUCTORAS

En esta seccion se ofrece una breve introducciétasa nanoestructuras
semiconductoras desde una perspectiva global, c@desta algunas técnicas utilizadas
en el proceso de fabricacion y haciendo énfasitaemorfologia especial de anillos
cuanticos.

Las propiedades fisicas de los materiales semicboihs estan determinadas
basicamente por algunos pardmetros macroscopales,domo: el tipo y contenido de
compuestos, la constante de red, la constantecttiel la brecha entre la banda de
conduccién y de valencia, entre otros. Cuandcgsicdmetros permanecen invariables
dentro de todo el material tenemos wwerhiconductor en bloguie Por otro lado, si
estos parametros o alguno de ellos permanecenactestsolo dentro de regiones de
tamafio nanométrico, entonces estamos hablando d®noéstructuras
semiconductords Las pequefias regiones, donde se tiene homogehesth los
pardmetros macroscopicos, pueden presentar ladivgisas morfologias dependiendo
de la técnica y las condiciones de crecimiento eagds, en este sentido, las
nanoestructuras ofrecen una posibilidad Unica aéraar las propiedades fisicas, no
solo desde el punto de vista composicional, simore por variaciones estructurales de
su tamafio y su forma. En relacion con esto, esdsante resaltar el hecho de que las
dimensiones de estas estructuras (de los mismesésdie magnitud que las distancias
de ordenamiento entre planos atdbmicos en un miagélido) son comparables con la
longitud de onda de De Broglie asociada a los dorts de carga, por lo tanto estos
altimos exhiben un comportamiento cuantico comphetate diferente al que presentan
en el blogue [9]. Quiz4, uno de los rasgos méasesabientes de este comportamiento
cuantico es la cuantizacién de la energia de lasghares de carga en la direccion que
se halle el confinamiento estructural.
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Fig. 1.1 Relacion entre la brecha de energia prohibida gonstante de red para algunos materiales
semiconductores.

Las nanoestructuras semiconductoras constituyparadigma de los sistemas de baja
dimensionalidad (SBD). Los cuales se caractenmarrestringir el movimiento de los
portadores de carga en una, dos o incluso las diesensiones espaciales.
Particularidad que desperto el interés cientifieod A. Little [36] y V. L. Ginzbug
[37], quienes en 1964 formularon la posibilidadréalizar superconductividad de alta
temperatura sobre la base de mecanismos excitonasisunidimensionales y casi-
bidimensionales. En su modelo, Little consideré nadena lineal de un polimero con
grupos de moléculas laterales de alta polarizauilignientras el modelo de Ginzburg
consistia en una pelicula metalica muy delgada gyidze entre dos peliculas
dieléctricas o semiconductoras, las cuales debeearfuertemente polarizables para
garantizar la formacién de los excitones de trapsfda de carga. La gran cantidad de
intentos que se realizaron con el &nimo de impléaneaxperimentalmente estos
modelos no llevaron a la fabricaciébn de supercotwias de alta temperatura. Sin
embargo, estos trabajos no fueron vanos, puesndmigen a diferentes técnicas de
fabricacion de peliculas delgadas de espesor ndrioméon las cuales hoy en dia se
fabrican heterojunturas semiconductoras a escateonmétrica con interfaces casi
perfectas en las junturas.

En general, para fabricar estas nanoestructurasilgan materiales semiconductores
compuestos, binarios o ternarios, o que permitendo las heterojunturas por un
cambio brusco de la concentracion de uno de lospooentes del compuesto.
Mencionando algunos de los compuestos que seautiion este propdésito tenemos:
GaAs-Asin, GalnAs-GaAlAs, In-GalnAs, InP-GaAs, GaSaAs, InAs-Si, InSbh-CdTe,
etc. Dichos materiales se eligen esencialmenteppesentar dos aspectos de gran
importancia para el disefio de nanoestructurastetifes anchos de banda prohibida y
parametros de red muy parecidos. El primero ref@co con la localizacion de los
portadores de carga al interior de la nanoestractgracias al potencial de
confinamiento que se crea debido a la diferencie existe entre los anchos de las
brechas prohibidas de los dos materiales. El skgtiene como propédsito reducir al
minimo la tensién en las junturas y por lo tantodaformaciones en las interfaces. En
la figura 1.1 puede apreciarse la relacion entrerelho de banda prohibida y el
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parametro de red que presentan algunos materigpscanductores simples y
compuestos.

La primera nanoestructura que se fabricd fue utactgra de tipo composicional o
heteroestructura, conocida como superred (SL-Siggéice), la cual estaba constituida
por una serie de capas de dos semiconductoresaaltey con periodicidad nanométrica.
Este nuevo material fue previsto en el afio 1970gmimvestigadores de la IBM, Leo
Esaki y Ray Tsu [38], y unos afos después fue almieen su laboratorio.
Paralelamente a las superredes fue desarrollataldabricacion y el estudio de otras
estructuras conocidas como pozos cuanticos (QW-Qumwell) [2,39], en las cuales
la region que presenta homogeneidad de paramesosina capa de espesor
nanométrico. En este caso se logra confinar elimento de los portadores de carga
en una region plana muy estrecha, de modo que surmento se restringe basicamente
a dos dimensiones. A partir de los afios 80s idandesarrolladas nuevas técnicas para
fabricar sistemas con uno y dos grados de confemiadicional: los hilos cuanticos
(QWW-Quantum Well Wire), sistemas cuasi-unidimenales [2,40] y la situacion
extrema, estructuras cuasi cero dimensionales, ntieadas puntos cuénticos (QD-
Quantum Dot) [2,12].

Basicamente, los diferentes métodos para crearestmoturas semiconductoras (y
estructuras en general) se pueden dividir en dases! Una clase de métodos se
denominan técnicas tdp-dowri. Estas técnicas se utilizan para crear estrastar
partir del “tallado” de material, implicando poesjplo procesos de litografia y grabado
como la litografia con base en rayos electroniesse@an). Otra clase de métodos se
conocen como técnicabdttom-up. Estas se basan en el auto-ensamblado epitagial o
crecimiento auto-organizado con el fin de genera arganizacion estructural de los
atomos. Esta clase de métodos implican procesosroegitaxiales tales como:
Deposicion molecular epitaxial (MBE); Deposicionimica metal-orgéanica en la fase
de vapor (MOCVD) [7] y epitaxia de fase liquida.[8]
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Fig. 1.2Modos bésicos de crecimiento en heteroepitaxiaFi@)k-van der Merwe, (b) Volmer-Weber, y
(c) Stranski-Krastanow

Tres diferentes modos fundamentales de crecimidmteroepitaxial se muestran
esquematicamente en la figura 1.2 EIl crecimieafima@or capa, que se muestra en (a),
se denomina modo de crecimiento de Frank-van dew®@l]. En este modo las
capas bidimensionales crecidas pueden ser utiBzgolra fabricar estructuras
bidimensionales, por ejemplo, QWs. Sin embargdetesion pseudomorfica entre las
capas establece una limitacion del espesor maxentasi mismas. Més alld de este
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espesor critico, la denominada capa de tensiérelag rgenerando desajuste en las
dislocaciones. En el crecimiento Volmer-Weber [42br el contrario, los atomos
depositados formanisias’ tridimensionales directamente sobre la superfic@no se
muestra en (b). El modo de crecimiento de Stralkskstanow [43] que se muestra en
(c), es iniciado por el crecimiento de una capaniedsional. Generalmente conocida
como capa de humeda. Sin embargo, cuando se logeapesor critico (por lo general
de pocas monocapas, MLs), se da lugar a la formad& una isla. Un aspecto
importante en la modalidad de crecimiento auto+mbéado de Stranski-Krastanow
(SK) es que puede ser usado para la fabricacimici®s cuanticos ordenados, es decir,
las islas coherente tensionadas [44].

La importancia que tiene la reduccion de la dinmraidad de una nanoestructura
sobre sus propiedades fisicas se puede analizgracando las densidades de estado de
los portadores de carga confinados en ellas. Higuaa 1.3 se representa el notable
cambio que sufre la densidad de estados al reduleirsimensionalidad del sistema
para diferentes SBD idealizados asi como para seahictor en blogue.
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.i E(jD}=p7"773.7p7‘ PIE)=E sistema 3D
2m* 2m* 2m* E
A 5 #
E(2D)=Ept+ P . B0 y_123,. . | p(E)=E
2m* 2m*

p(E}

/ E(lD):ES(.nz—mj}—;U'T*: nm=1.23. | p(E)=E™ SATE
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sistema 1D_-1/2
na 1D -1/2
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‘:r‘ E(0D) = E, | et +1); mml=123. p(E)=Y 8(E-E)

Fig. 1.3 Densidad de estados para un electron confinaddiferentes sistemas de dimensionalidad
reducida

Para el caso de electrones se tiene que una relacite la densidad de estadg<) y
la dimensionalidad del sistem@, puede resumirse en la expresijo(e) O E”??,

dondeE es la energia del sistema. Debe tenerse en ogeasta expresion no incluye

los sistemas cero-dimensionales, ya que para este €l espectro que aparece es
completamente discreto y la densidad de estadésuser superposicion de funciones
delta de Dirac. En la Figura 1.3, se muestra lasidad de estados de un sistema

tridimensional o semiconductor en bloq@@D (E)O Ej/z), un sistema bidimensional o
pozo cuantico (pzD(E)D EO), un sistema unidimensional o hilo cuantico
(,olD(E)D E‘]/Z) y un sistema cero-dimensional o punto cudntico

(000 (E)0.6(E-E)). En esta figura se observa claramente como lecoith en la
dimensionalidad del espacio conduce a una marcadmogn en la curva de la
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densidad de estados. Puede apreciarse como airretha de las dimensiones del
sistema, las curvas de densidad de estados quenspaga este nuevo sistema se van
haciendo sucesivamente mas y mas estructuradas, pnanteniendo como envolvente
el comportamiento de la curva del sistema inmentiatde anterior. Lo anterior permite
entender cualitativamente como la reduccién de itaedsionalidad del sistema
producira cambios importantes en las diferentepipdades Opticas, como es el caso de
las ratas de absorcion o emision, y también erstalzlicion de los portadores de carga
dentro de la nanoestructura. Es interesante aegadira el caso de un sistema cero
dimensional, que el hecho de que éste exhiba ursiddel de estados en forma de picos
discretos es sindénimo de que todos los niveleggétieos se encuentran cuantizados
por efecto del confinamiento en las tres direcasondNo obstante, debe tenerse en
cuenta que para QDs reales las lineas de la ddnd@astados deben presentar algin
ancho debido al principio de incertidumbre y anli@iiaccion de los portadores de carga
confinados con las vibraciones de la red cristalina

1.1.1. Puntos y Anillos Cuanticos Autoensamblados

Entre todos los tipos de nanoestructuras semicooihs; los QDs se han
destacado por su versatilidad para modelar suseglages opto-electronicas y por el
despliegue de una gran variedad de fenbmenos caantiEstos sistemas se pueden
considerar basicamente como pequefisioteés semiconductoras que confinan en su
interior sistemas fermiénicos de pocas particulas igteracttan mutuamente a solo
algunos nandmetros de distancia, por lo que suasta electrénica resulta ser similar
a la de un atomo. Esta caracteristica, de sumarianria para su estudio, les ha
significado ser catalogados comatdmos artificiales Por supuesto, en paralelo al
estudio de las propiedades fisicas que emergen stes esistemas cuasi-
cerodimensionales se vislumbra un amplio horizpar@ potenciales aplicaciones. Un
ejemplo es el de servir como dispositivos emisdestuz de cualquier color, ya que el
color de la luz emitida depende del tamafio delq@uie esta forma se tiene entonces,
que un incremento en sus dimensiones conducirgi@ntiacia el rojo y una reduccion
de éstas llevara a que la luz se acerque méasaalail.

Actualmente una variedad de QDs que goza de gramci@h en extensas
investigaciones, es la de los denominados puntésticos autoensamblados (SAQD-
Self-Assembled Quantum Dots). Estas pequefiascastas que en principio podrian
considerarse como defectos o dislocaciones presegite una capa de material
semiconductor, son crecidas curiosamente medigct@chs epitaxiales, inicialmente
desarrolladas con el fin de obtener cristales samdiectores sin defectos en sus
interfaces, como fue el caso de la obtencion degpoaanticos con propiedades 6pticas
de excepcional calidad. La técnica epitaxial, damo se mociono anteriormente
permite variantes en los modos de crecimiento, tumles se caracterizan
principalmente, por las condiciones en las quedalaicimiento se realiza (temperatura
del sustrato, velocidad de deposicién de los nadéss; etc.), y las propiedades de los
materiales (constantes de red, constantes elgsticas Quiza el factor mas importante
gue condiciona el crecimiento de puntos cuanticoslalesajuste de las constantes de
red entre el material depositado y el sustrato én@tbase). Cuando éste es pequefio,
alrededor de un 1%, el material depositado se adarada periodicidad de la red del
sustrato, de forma que la nueva capa no presefaen@iones. Si por el contrario, el
desajuste entre las constantes de red es notainhe es el caso de InAs depositado
sobre un sustrato de GaAs, donde la diferencia déosr parametros de red llega a ser
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del 7% (ver figura 1.1), se tiene que Unicamerdepldmeras capas llegan a cristalizar
en forma epitaxial, pero al llegar a un espesoticorilas ultimas monocapas
experimentan una tension que comprime los atomedagpuconforman, llevando asi a
un incremento de la energia elastica de deformaci#m esta manera, puede llegar un
momento en que este proceso de crecimiento reBwtable y se produzca una
relajacion del sistema a través de una deformagiéstica, credndose entonces
dislocaciones. En la medida en que la compresiéerdl aumenta tiene lugar una
reorganizacion del material depositado, propiciaddoformacion de iSlas’ de
dimensiones nanométricas, las cuales reciben elbronde puntos cuanticos
autoensamblados debido al caracter espontaneo rggenpa su crecimiento (el cual
corresponde al modo de Stranski-Krastanow).

g 13727 (a) zi 3.3 (b)

Fig. 1.4 Iméagenes de AFM de 250 nm x 250 nm de SAQDs disIBaAs. (a) SAQDs crecidos a 540
°C, (b) SAQDs después de recubrirlos con una cagarte de GaAs a 541, (c) SAQDs después de
recubrirlos con una capa de 2 nm de GaAs a°60§ (d) SAQDs después de recubrirlos con una dapa
2 nm de GaAs a 50T y a una presion diferente al caso (c). D. Grasatlal.[49]

Uno de los principales atractivos de este tipo des Qadica en la diversidad de
morfologias que pueden presentar, ya que el tapdéidorma de los SAQDs pueden
modificarse ampliamente por medio de varios fastor@les como: el desajuste en las
constantes de red, la temperatura y velocidad eeinsiento, etc. Usando diferentes
técnicas de medicion como: Microscopia de fuerzZanata (AFM) [45], barrido y
tunelamiento [46], reflexion electrdnica a altagrgias [47] y microscopia electronica
de transmisién [48], entre otras, se ha logradabéster que los SAQDs pueden
presentar formas que se aproximan a figuras gemastregulares (lentes, pirdmides,
piramides truncadas, entre otras), que compartarcaracteristica particular: las alturas
(2-8nm) son generalmente mucho menores que logsratk sus bases (20-70nm).
Mediante el modo de crecimiento de SK también sdoheado fabricar sistemas
formados por dos puntos casi idénticos. Las cordijanes mas comunes
corresponden al caso de puntos apilados uno erdeiatro (acoplamiento vertical) o
uno frente al otro (acoplamiento horizontal o lafef12]. Trabajos recientes han
mostrado que si durante el proceso de crecimieatSAQDs de InAs sobre GaAs,
éstos se recubren con una capa delgada (2nm) de, Gesfonces se origina una
redistribucion anisotropica del material del putogue alterara significativamente su
morfologia en dependencia con la temperatura, daigmm del haz y la velocidad de
deposicion a la cual se realice dicho recubrimienten la figura 1.4 se muestran
algunas imagenes de AFM, obtenidas por D. GrangdodV. Garcia [49], de SAQDs
de InAs/GaAs que presentan morfologias completaanelifierentes al variar sus
condiciones de recubrimiento. Puede apreciarseoclo® puntos de forma coénica
(imagen 3a), después de recubrirlos con una cap2 de de GaAs a 548C, se
transforman en unas estructuras alargadas (imdpem&ntras que en la imagen 3c se
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observan unas estructuras en forma de jorobas mellcadespués de realizar el
recubrimiento con las mismas condiciones anteripezs bajando la temperatura a 500
°C. En la imagen 3d puede apreciarse como, alndarjaresion de deposicion respecto
al caso anterior, se obtiene como resultado gpergb cuantico (20 nm de diametro y
8 nm de altura) se transforma en una estructufarara de anillo (QR- Quantum Ring)
con un tamafio lateral mayor (diametro externo ebirg 140 nm), una altura reducida
(2-4 nm) y un hueco central bien definido (20 ax80de didmetro).

La transformacién de una isla en un QR ha sidordasmmo una érupcién volcanica
nanoscopica[50]. Dos diferentes modelos se han propuesta paplicar el proceso de
transformacion [51]. Un modelo cinético se basdasndiferentes tasas de difusion de
los &tomos del grupo lll, los cuales se difundeciehal exterior y dejan un vacio en la
posicion inicial de la isla de InAs y dan lugamddrma anular de la nanoestructura en
forma de anillo [50, 52, 53]. Otro modelo, elmiedinAmico explica la aparicién de la
forma anular a través de formacion de un gradidatéa energia libre superficial que
induce una fuerza que apunta hacia el exterior f82, Como resultado, el sistema
encuentra un equilibrio en una estructura tipol@rdl través de la redistribuciéon
material. Ademas hay posibilidad que ambos menassafectan en conjunto el

proceso de la formacién de anillos [52].
8 nm

Fig. 1.5 Imagen de AFM 3D de QRs autoensamblados de I®A&ierkenet al[57]

La formacion de nanoestructuras en forma de afuiboreportada por primera vez para
islas de GaAs recubiertas con InAs mediante laidéate crecimiento por epitaxia de
haces moleculares en el modo de Stranski-Krast§d®ws1, 55, 56, 57]. En la figura
1.5 se muestra una imagen de AFM 3D de algunos @@RmAs crecidos mediante
epitaxia en fase vapor metalorganico [57]. Otmo tde anillos cuénticos se han
obtenido al recubrir arreglos de QDs de InAs cqrasanuy delgadas de InP [58]. Otro
importante logro ha sido la fabricacion de QRs dSkscubiertos de GaAs [59-61], los
cuales se caracterizan por tener una forma toromal una abertura central bien
definida y ademas por presentar un alineamientoltipntre las bandas de conduccién
y de valencia. Este ultimo rasgo hace que parsisiema electron-hueco, el hueco se
localice fuera del anillo, mientras el electrormsavera dentro de la estructura anular y
su movimiento estara gobernado por una combinat@da atraccion Coulombiana y el
potencial de confinamiento. Adicional a esto vaepena mencionar que también ha
sido reportado el crecimiento de QRs de SiGe mégliaanoparticulas de oro [62], lo
cual constituiria el primer ejemplo de anillos amsamblados que no estan hechos de
semiconductores IlI-V.

1.1.2. Propiedades especificas de anillos cuétic

Los QRs poseen una topologia muy diferente respectdas demas
nanoestructuras, pues son los Unicos que no pagsema geometria simplemente
conexa. Esta singular caracteristica favorecepdai@on de corrientes persistentes en
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presencia de campo magnético, ademas ofrecendmdate oportunidad de observar
las fases en las funciones de onda electronicagm@rimentos magneto-épticos, ya que
la variacion de la intensidad del campo magnétiderao en estas estructuras cuasi-
unidimensionales con condiciones de frontera p&@sdproducira cambios en las fases
de las funciones de onda electronicas. Esto llewsdlaciones en las propiedades
energéticas, conocidas comscilaciones Aharonov-Bohgnpor lo tanto a oscilaciones
en cualquier otra propiedad fisica del anillo,daio la magnetizacion. Ademas los
QRs ofrecen una mayor posibilidad de ajustar laiestra de sus estados electronicos;
también permiten realizar variaciones topologicase gvan desde un sistema
bidimensional, como es el caso del disco cuangte@ual se obtiene cuando el radio
interno tiende a cero, hasta la situacion casiiom@dsional correspondiente al caso
limite en el cual el espesor del anillo es muy eégu De acuerdo con la situacion fisica
real, los QRs autoensamblados presentan radiosresagae el ancho de sus secciones
transversales, por lo tanto se pueden considerap @nillos delgados, facilitando la
realizacion de estudios tedricos.

La investigacién de los efectos de campos magreétoternos sobre nano cristales
resulta de gran interés porque tanto la masa efedé los portadores de carga como el
confinamiento espacial al que se ven sometidosnsamores que en la fisica atbmica
convencional, o que posibilita la observacion deéimenos que en a&tomos naturales
requeririan campos magnéticos con érdenes de madgsiiperiores a los que pueden
obtenerse hoy en dia en el laboratodao de los principales atractivos que implica la
disminucién del tamafio de estas estructuras méitiphte conexas hasta alcanzar el
limite cuantico es la obtencion de un marco adezpata la constatacion experimental

del efecto Aharonov-Bohm. En esta seccion se haeedescripcion de este efecto y
como las oscilaciones asociadas a él, se ven ddtergpor algunas variaciones

topologicas en los QRs

1.1.3. Efecto Aharonov-Bohm (AB)

En su articulo Importancia de los potenciales electromagnéticodeeteoria
cuanticd, Aharonov y Bohm predijeron en 1959 que si undamecano-cuéntica, tal
como una onda de un solo electron, se divide eroddas parciales que encierran una
region de campo magnético, no se producira un camlguno de fase entre las dos
ondas [20]. Por lo tanto, si después se recomblnaanterferencia ocurrida entre ellas
depende Unicamente de la cantidad de flujo magnéticerrado. Concretamente, no es

el campo magnétid®, quien es importante, quien si lo es, es el veptencial

magnéticoA.
I\

¢,

Fig. 1.6 (a) Esquema de la imagen de un anillo de Ahar®@wwn. Una onda de un sdlo electron se
divide y se recombina, encerrando un flujo magoéti@a fase de acumulacion a lo largo del brazaade |

parte superior (inferior) del anillog(@), se ve afectada por el potencial electrostalto y el

potencial vectorA.



Este efecto puramente mecano-cuantico tambiéncski@e si la onda correspondiente
se desplaza en una regién de campo magnéticosieiopre y cuando dentro de la ruta
seguida por esta onda haya una region que contierfeljo magnético. Del mismo
modo, un potencial electrostatiao, contribuye a la fase, incluso en ausencia de un
campo eléctricoE. El efecto Aharonov-Bohm se puede medir en eisparte de
electrones a través de un metal o un anillo megpisz&emiconductor (ver figura 1.6).
La faseg, acumulada por la onda del electrén, esta dada por

o= 2 ((mo+]¢ a2 ]| [0 var “hoos2nl9 [ ven[ g (L.1)

Con E=-0V; B= Ox A; my vV son la masa y la velocidad, respectivamente. La
diferencia de fase entre las trayectorias a trdedes dos brazos del anillo (ver Fig.

1.6).

) L ld S L ¢
Ap=q-@, = Z’TFUO Avdt+ | A[UI} =2 AVdy + 271 BS (1.2)

Donde AV es la diferencia de potencial electrostatico eatierazo superior e inferior
del anillo, t, es el tiempo entre la separacion y la recombimacié la onda del
electron, V5 es el area cerrada del anillo. La primera obséimaexperimental del
efecto Aharonov-Bohm en un solo anillo metalicadi¥o fue hecha por Welsdi al en
1985 [63]. En éste y posteriores experimentos,oBeervaron oscilaciones de
conductancia en funcion del flujo magnétic@)( con un periodo deh/e. Los
experimentos Aharonov-Bohm demuestran que las oddaslectrones preservan su
coherencia de fase en estos anillos hanoscopios.

Para mostrar las consecuencias que nos interesastaimvestigacion, se considera un
flujo magnético que atraviesa un QR 1D pobladowom o dos electrones de tal modo
que el campo magnéticB (perpendicular al plano del anillo) es cero mé& dé su
radio internoa y constante en su agujero interior, region quénascesible para las
particulas que constituyen el sistema consideraste sistema puede conseguirse
escogiendo el siguiente potencial vector (expresadmoordenadas cilindricas):

%Bpﬂg,; O<p<a
A=A (P)G={ o (1.3)
2—pu¢, as p<o

A cumple con el gauge de CoulonbA(=0), y genera un flujo magnéticd = 7a’B a
través del agujero central del anillo. Sin embami@ampo magnético en el seno del
anillo, donde estd confinada la carga, es nulo. n @ste potencial vector, el
Hamiltoniano que se obtiene para un electron emndlo equivale a realizar la
sustitucién (1.4) en el respectivo Hamiltonianaerencia de campo magnético.

9 0 ieBa®_ 0 . O

—_— L —+ = +ji—

0p 09 20 09 D,
donde,®, = 2717/| es el cuanto de flujo magnético.
Debido a que el sistema presenta simetria axidlineién de onda del electrén puede
escribirse como¥ (p, z) d+ dondd, es el nimero cuantico asociado a la proyeceion
del momento angular. Asi, la presencia del campgnético derivado del potencial

(1.4)
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vector (1.3) implica simplemente la sustitucidn- |,+®/®, en el conjunto de
ecuaciones diferencialels (0,z)¥(p,2) = & ¥(p, 7 obtenidas al integrar
analiticamente la coordenadh del electron, ecuaciones gue proporcionan las &werg
E, del sistema. Es inmediato inferir por tanto quensgire que el campo magneético

cumpla ®=nd,, n=1,23,..1as energias obtenidas seran equivalentes a las

correspondientes a campo cero. En el caso singuistituido por un electron en un
anillo unidimensional de radim el Hamiltoniano adimensional se expresa, como:

2 2
HA:_ﬁ i+|£ ;&= h (15)
20 o, m* &
Y sus correspondientes energias como:
2
& )

E =21, +— 1.6

1, 2 [ z (Do] ( )

donde m*es la masa efectiva del electron|, 0,1+ 2,... La representacion dg_
(Energia renormalizada) frenteda [Figura 1.7] muestra intersecciones peridédicakde
energia y cambios en la simettia del estado fundamental del electron, que alcanza
minimos de energia a valores enterosbd@®,, (oscilaciones Aharonov-Bohm).
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Fig. 1.7 Diagrama cualitativo de los niveles de energianfadisional) en funcién del flujo magnético en
un anillo unidimensional (1D QR) con un electroptaaado

En el caso déN-electrones en un anillo unidimensional, la pecmi#d del espectro
energético no se produce a intervaips del flujo magnético, sino a intervala,/N
(efecto Aharonov-Bohm fraccionario [64, 65, §6] Por ejemplo, en el caso
bielectrénico, esta periodicidad alterna estadesldmentales singletes y tripletes a
intervalos idénticos de fluj@,/2.

! La observacién experimental de esta periodicidadcfonaria se ha logrado recientemente en QRs
extremadamente delgados [67].
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Fig. 1.8 Diagrama cualitativo de los niveles de energianfadisional) en funcién del flujo

magnético en un anillo con dos electrones en eb casndo la interaccion electrostatica es
despreciable para el modelo estrictamente unidifoeal (izquierda) y casi-unidimensional
(derecha). Las lineas continuas denotan estadgietginy las discontinuas estados triplete.

1.2. SISTEMAS DE POCAS PARTICULAS CONFINADOS EN
NANOESTRUCTURAS SEMICONDUCTORAS

El estudio de los sistemas de pocas particulagmicenductores en bloque se
inicio a partir de 1958, cuando M. A. Lampert [23}ableci6 las bases tedricas para la
formacion de complejos con portadores de cargafdeedte tipo, los cuales él clasifico
en dos grupos: mdéviles e inmdviles. El grupo de mejuos moviles son sistemas
compuestos por electrones (e) y huecos (h), lofesusstan ligados entre si por la
interaccion Coulombiana y se propagan a travésrikthl como si fuesen un sélo ente
(ElI' sistema mas simple es conocido corgciton (X)). Cuando un cristal
semiconductor absorbe un foton, promueve a unosielectrones desde una banda de
valencia llena hasta una banda de conduccion vasfa,deja un estado vacio en la
banda de valencia el cual se denomina hueco. Eoochpuede considerarse como una
region de carga positiva neta que puede propagarseés de la red cristalina como si
se tratara de una particula real. Una vez quesecteado en sus respectivas bandas,
tanto el electron como el hueco evolucionan rapetdam hasta alcanzar su estado de
minima energia. El electrén excitado cae hastanelo de la banda de conduccion, en
tanto que el hueco asciende hasta la parte supkerilar banda de valencia. El ascenso
del hueco obedece a que los electrones restantda Handa de valencia lo van
desplazando a medida que van cayendo hacia latoedlésponibles de menor energia.
Finalmente en aproximadamente un nanosegundeat@h y el hueco pueden reducir
aln mas su energia total enlazandose para formeacaidn.

Otros sistemas mas complicados se forman cuandexcitbn es capaz de ligar o
enlazar un electrén o un hueco extra, formandositomes cargados o ionizados que se

conocen con el nombre de trion&s (eeh) y X™ (ehh), respectivamente. En caso de
gue la densidad de excitones sea muy grande se ugdentar la interaccion entre
ellos y dar lugar a la formacion de sistemas mé&sptioados como la molécula
exciténica o bi- exciton XX).

El grupo de complejos inmoviles esta formado potres localizados en la vecindad de
algun tipo de defecto, en particular, impurezasadonas o aceptadoras. Si en una red
cristalina, por ejemplo de GaAs, se introduce wmat del grupo IV de tal manera que
reemplace a un atomo de Ga, uno de los electroeesst#® atomo introducido no
participa en el enlace quimico y queda casi litmelae banda de conduccion. Este
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electron se encuentra débilmente ligado en unatédride radio muy grande en torno al
ibn monovalente y por lo tanto puede ser faciimesateovido por excitaciones térmicas

o eléctricas. Tales sistemas son conocidos comadiwas neutrasD). El espectro
energético de una impureza donadora en un bloqueade tiene una estructura tipo
hidrogenoide, sin embargo la energia de ionizadéruna donadora en el GaAs es
mucho menor que la del 4&omo de hidrogeno; estded® a que la atraccion de
Coulomb del i6n se encuentra, en gran parte, afsadapor la naturaleza dieléctrica
del cristal. Como resultado de la interaccion I@mbiana, estos centros pueden
atrapar electrones, huecos o excitones. Algun@stes sistemas inmoviles sonDa,
sistema formado por una donadora ne@faque ha atrapado un electron, @], que

se forma a partir de dos donadoras neutras, dsteUdl ser excitado puede perder un
electron para formar uD,, entre otros. La existencia experimental de agude

estos complejos en silicio dopado con elementoggo 111 y V fue demostrada afios
mas tarde por Haynes [68]. Sus estudios tambié&traron que en la mayoria de los
casos, la observaciéon de estos complejos en albleq muy complicada, debido a que
dichos sistemas se forman bajo condiciones meldestpara temperaturas por encima
de los 3K, es decir que estan tan débilmente ligados geedagia térmica,T supera

la energia de ionizacién del sistema, lo que llavgue tengan tiempos de vida
demasiado cortogr=10°s). Esta dificultad se pudo superar con la creadéras
heteroestructuras semiconductoras, como fue deswlospor primera vez en 1990, en
un trabajo realizado por Huant y colaboradores,[6®hde se observé excitones en
QWs de GaAs-GaAlAXs Este aumento en la estabilidad se debié al hdehque el
confinamiento conduce al incremento de la energiantace del excitén en un orden de
magnitud y por lo consiguiente a una mayor estiddli del estado base de estos
complejos [71]. Adicionalmente, se pudo estableger el espectro energético de estos
sistemas es extremadamente sensible frente a camibita geometria, la posicion de
los complejos en el caso de centros localizadoslay @esencia de campos externos
[72].

La existencia de excitones en QDs fue confirmadaemmentalmente en 1997 por
Petroff y sus coinvestigadores [73], donde se d&dagie los excitones en QDs son
mucho mas estables que en otras heterojunturasiadeddi fuerte confinamiento,
haciendo posible su observacion incluso a temperamnbiente. Si bien es cierto que
las condiciones impuestas por el potencial de nanfiento enriquecen notablemente
las propiedades optoelectronicas, también lo eslgugescripcion tedrica de estos
sistemas fermionicos confinados artificialmenteuli@sser una tarea realmente dificil,
debido a que la ecuacion de autovalores debe s¥selen un espacio no homogéneo,
anisotropico y multidimensional. Para analizar pagpiedades de sistemas de pocas
particulas en un semiconductor en bloque, Kohntyiriger [74, 75] desarrollaron una
teoria rigurosa que permite eliminar en la ecuad®schrodinger, para perturbaciones
suaves, la parte del potencial cristalino perigdigdizando la aproximacién de masa
efectiva (AME). El pionero en la aplicacién deeestétodo, en el estudio de espectros
de impurezas donadoras y excitones confinados arspranticos, fue Bastard [76, 77]
quien asumié que la AME se podia utilizar en hétetoras semiconductoras, a pesar
de que el potencial de confinamiento varia en foabaupta en la interfaz de la
nanoestructura. Estos trabajos pioneros han adgimina serie de publicaciones en las
que se han utilizado diferentes métodos aproximamwa calcular las energias de

2 Posteriormente un gran nimero de trabajos [70#ayan a reafirmar lo anterior
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enlace en estos sistemas, siendo quizas los métiasenl variacional [78-80] y el de
diagonalizacion matricial [81, 82]. Ambos métodegjuieren de un considerable
volumen de computo, el cual crece exponencialmeoteel aumento del nUmero de
particulas, y ademés presentan importantes liroit@si en cuanto al alcance de su
aplicacion. El método variacional s6lo permite mase estimativo de la energia del
estado base, mientras que el método de diagonalivaes poco aplicable para
potenciales diferentes del parabdlico. Otros medddmbién usados para analizar el
espectro de sistemas de pocas particulas en hsteteras son el de expansion por
series [83], dimension fraccionaria [84], teoria merturbaciones [85] y diferentes
técnicas numéricas tales como: Elementos y difeasnfinitas [86, 87], barrido
trigonométrico [88], y otras soluciones numéricas etuaciones diferenciales [89].
Todas estas técnicas resultan ser bastante codgdicdebido a que el esfuerzo
computacional crece exponencialmente con el narderparticulas. Sin embargo es
posible obviar esta dificultad sacando provechdadecaracteristicas morfologicas de
las heteroestucturas, como en el caso de los SAQHDE,los cuales la altura es mucho
menor que las dimensiones de su base, lo que pehader uso de la aproximacién
adiabatica (AA) [90-94]. Esta aproximacion permiteeducir problemas
tridimensionales a problemas similares en espagésina o dos dimensiones con
Hamiltonianos renormalizados [90].

Por tener el menor volumen de todas las nanoestas;tios QRs han resultado ser los
mejores candidatos para observar y manipular sésteta pocas particulas, que pueden
ir desde un unico electron hasta complejos exatdi Lo que ha propiciado la
elaboraciéon de una gran cantidad de trabajos tOrigue intentan ampliar la
comprension del rol que juegan los efectos delicanfiento estructural, la presencia
de defectos, la correlacion entre particulas yrésencia de campos externos, sobre el
comportamiento de algunos sistemas fermionicoemkenfinados en QRs. Con el
advenimiento de los primeros QRs, ha sido inusiEldmlumen de trabajos que se han
realizado sobre sistemas de pocas particulas en QRsiderando desde modelos
unidimensionales (1D QR) hasta modelos tridimerades (3D QR). Para el caso de un
electron en un solo QR, se cuenta con un gran roiehertrabajos, en los cuales se
estudian diversos aspectos como por ejemplo: efedto polarizacion inducida por
excentricidad y campos eléctricos externos solsrerapiedades opto-electronicas [95],
la degeneracion del espectro energético con un @amggnético y en presencia de
interacciones spin-orbita [96], los efectos quedan inducir defectos estructurales,
como la forma y el ancho del anillo, sobre el espeelectrénico de QRs, cuando se
tiene la presencia de un campo magnético unifo87We98]. No obstante, parte de los
esfuerzos en estos Ultimos afios se han enfocaéb estudio de una particula en un
QR. Esfuerzos que se han encaminados hacia la@olde modelos que se asemejen
cada vez mas a la forma real que presentan los PRen ello conseguir dar una
interpretacion satisfactoria a los resultados eéxpartales. Una prueba de esto son los
trabajos de Filikhin [99] y Fomin [100], quienes plementaron modelos de QRs
tridimensionales con pardmetros geométricos tomagosedidas experimentales, y
determinaron el espectro energético incluyendo fecte de campo magnético.
También han sido halladas algunas soluciones @maaliexactas al problema de un
electron confinado en un QR tridimensional [10Jpara un QR bidimensional [102].
Por otro lado, para analizar los efectos de carid@teelectron-electrén, se han realizado
algunos estudios sobre dos electrones confinadas €R [92, 103, 104], y confinados
en un sistema de dos anillos verticalmente acopladn un electrén atrapado en cada
anillo [105]. La evidencia experimental del cre@no de QRs concéntricos ha
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motivado el estudio de un electron [106] y variekectrones [107] confinados en dos
anillos concéntricos, bajo la influencia de campgmeético.

Uno de los complejos méviles que resulta mas istere de estudiar en estas
estructuras de forma anular, bajo la influenciamleampo magnético, es el exciton. Al
ser un ente neutro, no se esperaba que preseeeibibdad alguna al flujo magnético,
ya que como es bien sabido el origen fisico destesibilidad al flujo magnético que
experimenta un electrén en un QR se debe a su,dargaal se acopla al potencial
vectorial. Por lo tanto, un excitén, siendo uradstligado de un electrén y un hueco,
no deberia ser sensible al flujo, ya que el acoplatm con el flujo resulta de signo
opuesto para el electrén y para el hueco. Sin sgoba&l exciton es una particula
compuesta, por lo tanto polarizable, y en este ehérea barrida por las trayectorias del
electron y el hueco sera diferente y determinafada acumulada por el exciton [108,
109]. En este sentido, se ha mostrado tedricantprgda posible aparicion del efecto
AB para excitones puede ser estimulada cuando aéexes radialmente polarizado
mediante un campo eléctrico [110, 111] o debida présencia de una impureza [112].
A pesar de esto, la existencia de las oscilaciéiBede excitones neutros en QRs tipo |,
cuando ambas particulas estan confinadas en db,asijue siendo motivo de
controversia en los ultimos afios, ya que alguraizajos predicen que las oscilaciones
AB pueden ser muy débiles o incluso pueden no apapara un anillo de ancho finito
[113, 114]. Por otro lado, algunos calculos tea®ifl15-117] determinan que para el
caso de QRs tipo Il, es mas factible la observad®has oscilaciones AB debido a la
asimetria presente en el confinamiento efectiva prelectrén y el hueco. Esto
permite a que el electron y el hueco recorran ttayias con diferentes radios efectivos
y por lo tanto, después de dar una vuelta, acunfalses diferentes debido a que el
flujo magnético que atraviesa sus trayectoriasifesetite. Desde el punto de vista
experimental, se tiene que recientemente ha sindmsteada la existencia de una débil
interferencia tipo AB para excitones en QRs sendaotores tipo | [118] y tipo Il
[119].

Es claro que el amplio nimero de trabajos tedrigosxperimentales realizados
actualmente sobre nanoestructuras semiconductteasjestran el gran interés de los
investigadores por establecer los factores que sigisficativamente influyen en el
espectro energético de los sistemas de pocasytastien SBD bajo condiciones de
fuerte confinamiento, ya sea estructural o por méedi campos eléctricos y magnéticos,
debido a que éstos son los que en Ultima instaraiaa determinar su aplicabilidad
tecnoldgica.

1.3. APROXIMACION DE LA MASA EFECTIVA (AME)

Un blogue de material semiconductor es en esemc@onjunto de un inmenso
nimero de ndcleos atomicos con sus respectivos@ies. Para poder determinar los
estados estacionarios y el espectro energéticaldsistema de particulas se debe
resolver la ecuacion de Schrodinger para el cridtalcual resulta practicamente
imposible debido a que el niumero de variables ieddgntes que describen el sistema
esta determinado por el nimero total de partialghsristal. Por lo tanto frente a estas
limitaciones, se hace necesario hacer una se@pmximaciones sucesivas para poder
obtener resultados razonables. Como primera apexxim se divide todo el sistema de
particulas en livianas (electrones) y pesadas €n8ctomicos). Puesto que la masa del
nacleo es mucho mayor que la masa del electréierse entonces que las velocidades
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de los electrones superan notoriamente a las deldes de los nucleos
(aproximadamente dos 6rdenes). Esto permite cemsiden primera aproximacion, el
movimiento de los electrones en un campo de pakrd® ndcleos fijos. Tal
consideracion es conocida comaproximacion adiabéatica (AA) ode Born-
Oppenheimer. Para reducir ain mas el nimero de variables gu&sen, se entra a
considerar que los nucleos y sus electrones irgegstan tan fuertemente ligados que se
pueden considerar como una Unica particula, derala que cada uno de estos puntos
de la red cristalina se considera como una cotared cuya carga neta es la del nucleo
menos la de sus electrones internos que lo apamtadfor lo tanto, para los Unicos
electrones que se va a considerar variables dermentio sera para los electrones de
valencia. A esta aproximacion se le conoce coappoximacion de valenciaA pesar

de las simplificaciones ya hechas, todavia restdamiltoniano que incluye las 6rbitas
de todos los electrones de valencia, los cual esiorero todavia extraordinariamente
grande (18 electrones por ch El siguiente gran paso, es suponer que cadérdate
de valencia percibe aproximadamente un mismo piatepcomedio efectuado por
todos los otros electrones, el cual, debido ailastsias de la red cristalina, se puede
suponer periddico. Esta consideracion es denominaaaroximacion de campo
promedio

Como se ha mencionando anteriormente, los eledroee  nanostructuras
semiconductoras se mueven en la presencia de nosrdertres campos; los potenciales
periodicos o casi peridédicos producidos por losmé@® en el cristal, los campos
externos, y el potencial de interaccion entre edeets. Los potenciales atébmicos, cuya
escala es del orden de Angstrom, varian por lorgemeucho mas rapido que los
demés. En este caso, asumiendo que los estadt®mieos tienen energias cercanas al
piso de la banda de conduccion o cerca del techtéadeanda de valencia, una
descripciéon usada en teoria de semiconductoreBlestaque el problema original de
un electron que se mueve en la presencia de lesgates atobmicos asi como de otros
campos puede ser sustituido por un problema mudsosimple con una masa diferente
para el electronm* llamada masa efectiva, que se mueve en la preseecisolo
campos externos, bajo la condicion de que estopasmo deben variarse bruscamente
respecto a la escala de la constante de red iréstdl material. Esta aproximacion
(aproximacion de masa efectiva) se utiliza conoégira analizar las propiedades de
semiconductores en bloque. En la mayoria de sewhimboreda masa efectiva de los
electroness 10-20 veces menor que la masa del electr@ripr Por ejemplo en una

aleacion de GaAs la masa efectiva del electrontes0.067m, y la masa efectiva del

hueco es casi siempre un poco mayor que la mastvaefedel electron. Ademas, en la
mayoria de los casos la masa efectiva es aniso#,0ps decir depende de la direccion
del movimiento. En el caso de las nanoestructyras lo general esta masa

adicionalmente depende de la posicion del electeéndecir, varia en los diferentes
lados de la barrera. En la figura 1.9 se represantadiagrama cualitativo de la

sustitucion del potencial cristalino del materiak pun pozo de potencial, en el cual
ahora las particulas poseen una masa igual a & efectiva.
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Fig. 1.9. Aproximacion de masa efectiaplicada a heterojunturas semiconductoras, penegi@plazar
el potencial peridédico por un pozo de potencial migmo tiempo reemplazar las masas de particuas p
sus masas efectivas

1.4.  APROXIMACION ADIABATICA (AA)

La AA en Mecanica Cuantica comunmente se utilizeadas sistemas que
consisten de dos subsistemas, particulas pesapagigulas ligeras. La AA permite
analizar el movimiento de estos dos subsistemas separado, inicialmente el
movimiento rapido de las particulas ligeras y déspal movimiento lento de las
particulas pesadas. Mateméaticamente el procedionfh consiste en la separacion en
la ecuaciébn de Schrodinger de las variables pam daales los operadores
correspondientes a la energia cinética tienen asdadiferentes debido a una gran
diferencia en las masas de las particulas de dstosubsistemas.

Un procedimiento similar puede utilizarse para smpkas variables en la ecuacion de
Schrodinger para un sistema de particulas confinada SAQD aprovechando el
acontecimiento relacionado con una gran difereanidas dimensiones que tienen los
SAQDs en las direcciones: del crecimiento y laterabs SAQDs con topologia de
anillo exhiben estructuralmente un radio exterinre2 30 y 70nm, el radio del agujero
central esta entre los 20 y 30 nm, mientras queltswa varia entre 2 y 4nm. Esta
evidencia experimental hace que se puedan tratao emillos delgados (sus alturas son
tan pequefias que pueden considerarse casi plamosihaconfinamiento en la seccion
transversal mucho mas fuerte que el confinamientdaedireccion lateral, y por lo
tanto, todos los portadores de carga confinadaseptaran un movimiento transversal
rapido y otro movimiento lateral relativamente tenEsto permite que se pueda aplicar
con confianza la aproximacion adiabatica para dagdac el movimiento transversal
rapido, del movimiento lateral lento, lo cual fageilen gran medida la realizacion de
estudios tedricos sin dejar de lado la incideneidad caracteristicas estructurales del
anillo.

z=h(xy) Y

Fig. 1.10 Representacion esquematica de un SAQD con tojottyanillo
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Para ilustrar cuantitativamente la validez de AAapal estudio de sistemas de pocas
particulas confinadas en SAQDs, consideremos laasta de una pelicula delgada
presentada esquematicamente en la figura 1.10, ucorespesorh variable cuya
dependencia de las coordenadas cartesianas e#tédaled través de una funcion
h=h(x y). Consideremos ademas un sistema de particulascia® de masas y un

potencial de confinamiento en forma rectangular, desir V,(x y, 2 =0dentro y
V.(x Yy, 9=V fuera de la pelicula, dondg es altura de la barrera. Consideremos dos

escalas para el espesor maxiche max{ h(x,y} y la dimension lateraR= max{|>1 J j} .

En la mayoria de SAQDs estas dos dimensionesaaisia condicidonl / R<<1 segun

la cual el movimiento de las particulas en la dii@t z es mucho mas rapido en
comparacion con las direccioney y, acontecimiento que nos permite aprovechar las
ventajas de la utilizacion de la AA.

Para un sistema dheparticulas idénticas el Hamiltoniano tiene la forma
n hZ 62 h2

" Z{%E Tomons Y (X“y“"};

U(x.%.2)=Y( % y. 2+ Y ( X %%é N(nlgn)

En esta expresion los dos primeros términos caoregm a la energia cinética para los
movimientos transversal y lateral, respectivamenientras que el Ultimo término es la
energia potencial compuesta por los potencialesodénamiento, campos externos y
de la interaccion entre las particulas.

Una caracteristica especifica de los SAQDs congsteque las dimensiones de
desplazamientos de las particulas en las direcsidransversal y lateral tienen

diferentes escalas. Estas escalas se pueden diax@res usando el cambio de las
variables

(1.7)

x=XR y=VR z=7z| (1.8)
Con lo cual el nuevo Hamiltoniano re-escalado aei@u'a forma'
n 2 n
H=H +H: H = +U(%,¥,2)% 1.9
r+ | Zl{ 2md2 a~ (XI yl Z)} ( z an Vi ( )

Esta nueva forma del Hamiltoniano muestra claraenknposibilidad de considerar los
movimientos a lo largo de la direccian(rapido, dado por el Hamiltoniamt ) y el

movimiento en el plano (lento, dado por el HamimwoH,) por separado. En el
procedimientAA el segundo término en el Hamiltoniano (1.9) se iclema como una
perturbacion cuyo aporte en la energia total eshmumeenor que el aporte del primer
término, siendo por lo tanto como el parametro gequefiez” que define la
aplicabilidad de la AAa =(d/R)”.
La separaciéon del Hamiltoniano en el espacio aasaimilar a la representacién (1.9)
en las coordenadas re- escaladas y esta dada por:
n h2

H=H, +H; H, +U(%.y.2)p H=-2— 1.10

+H, Zl{ mo7 (xyz)} | ;m ” (1.10)
Siguiendo el esquema estandar de la AA, primeransdiza el movimiento rapido de

las particulas (a lo largo de eff congelando temporalmente los movimientos en el
plano XY. Con este fin se resuelve la ecuacioBawodinger:
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g{‘%:—zz"u(&yﬂ)}& SE(X X X0 Y0 Yourn )

f=f(Z 2 2/ % % XY Yo )
Las coordenadas, x,,...,x%,; ¥, Y%..-., ¥€N estas ecuaciones se consideran como los

parametros y las ecuaciones (1.11) deben resolparsediferentes configuraciones del
sistema, dadas por diferentes combinaciones de Igmrametros

X5 % %0 Yy Youuu s Y- El resultado fundamental de esta etapa de la AAae
obtencion de la energia del movimiento rapido gefnd una superficie de potencial
E, (% %, % ¥ %, ¥) - Una vez encontrada esta dependencia se puedeaarea
la segunda etapa el movimiento lento, resolvieadfiguiente ecuaciéon de onda:
n 2

Z{—%Aw B, (% X X5 Mo Yo x)}%f B v

i=1

(1.11)

(1.12)

W =W xn (X X X5 Yoo Yoo V)

Los valores propios del problema de contorno (1dE?)nen las energias de los niveles
mas bajos del sistema de particulas mientras gUeraiones de onda correspondientes
a estos estados se encuentran mediante la sigaeipresion:

W(E. 1 ) =, (20220 X0 X %5 W Yo s W X B s X0 Y Yaur 0 Y 1.13)
Cuyas variables desacoplan el problema en dosemalsl independientes: (1.11) para
una funcién de onda carnvariables que describe el movimiento rapido algdale eje
zy (1.12) para otra funcién de onda convariables que describe el movimiento lento
en el plano X,Y.

En esta tesis, en el andlisis del movimiento leotntros resolvemos la ecuacion (1.11)
utilizando un resultado aproximado que permite atreo la solucién correspondiente
en forma de cuadraturas. Teniendo en cuenta igue movimiento rapido de cada
particula a lo largo del ejeel potencial de confinamiento tiene una forma megtéar
(igual a cero dentro del pozo con grodoth(x y) y es igual av, fuera del pozo)
podemos expresar la solucién de la ecuacion (BAatgrminos de la funcién de onda
f,(z,w V) y de la energid&, (w,V,) correspondientes al estado base de una particula en

un pozo cuantico rectangular con grogoy altura de la barrers,. Las Expresiones

correspondientes se expresan en términos de lei&olde una ecuacion transcendente,
tal como se conoce del curso de Mecanica Cuantidélizando estas notaciones
podemos representar la parte de la funcibn de eod@spondiente al movimiento
rapido en la forma:

f2 (20 2 2 % % X5 Y Yo ;b=|j {zbxy ¥ (1.14)

La energia correspondiente a este estado se exprésaces, en las siguientes
cuadraturas:

By (X %0 %5 Yo e ¥):i{ E)( fx )+ Yl .y)*'Z:: iry( iXiijj%;

Vo 6 %) = [V . D) £( 2 B x).  oz 1.15)
Vo (w0 ) = o a2 (TII5E) £(z 6o Y o S, 2 (b g Yo

La expresién (1.14) junto con la ecuacion (1.12)ken reducir el problema 3D para

un sistema de particulas a un problema 2D similar. Sin embaog@ando el nimero
de particulas es mayor a dos, la cantidad de Vesiadigue siendo lo suficientemente
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alta para analizar el problema sin las aproximasoadicionales, o sin aplicacion de
algunas técnicas numéricas que permitan reducrdein del problema aun mas. Una
de estas técnicas (utilizada en esta tesis enadplutos siguientes) es el método de
Galerkin.

1.5. METODO DE GALERKIN

En matemaéticas, en el area de analisis numéricméaddo de Galerkines un
medio para la conversion de un problema de contpama una ecuacién diferencial a
un problema de algebra lineal 6 proyectar un sistdealta dimensién a un sistema de
menor dimension. El método propuesto por el matieméuso Boris Galerkin se basa
en una restriccion de las posibles soluciones @spacio mas pequefio que el original y
su formulacién abstracta es casi trivial. Congders un problema de valores y
funciones propias de un operador:

Hlw ) =Eje); k=12,3,.. (1.16)
Suponemos que el problema (1.16) es suficientercamtgplicado para ser resuelto en

una forma exacta. Sin embargo, existe otro probleon las mismas condiciones de
frontera que es separable y cuyas solucione exsatasonocidas:

Holer?) =E0]p,): k=1,2.3,.. (1.17)
El conjunto de las funcion#&k(°)>; k=1,2,3,.. forman una base completa y por eso la
solucion del problema (1.16) puede expresarse aoracerie de Fourier generalizada:

0)=3.C.[w.?) 1)

La representacion (1.18) es exacta y al sustitul8) en (1.16) se obtiene un sistema de
ecuaciones algebraicas lineales de orden infigigpecto de las incognitag.. Para
simplificar el problema restringiremos el namero lde funciones de base, es decir
utilizaremos solamente una parte del espacio cama sub-espacio:

ARIATAY (L.19)

Como la funcién (1.19) no es la solucién exactts e satisface la ecuacion (1.16) y se
analizar la siguiente discrepancia:

Dly,)=(H -E)IwA>=ng-(ﬂ- B)lw) (1.20)

Para un conjunto de funciones incompleto. Sin egdygpodemos al menos sugerir que
esta discrepancia se anule en el sub-espacio dse¢c@gi decir, que las proyecciones de
esta discrepancia sobre los vectores de baselglelspacio sean nulas:
~ N ~
(w|olw) = (l|(A-E)lwy =X (w|(R-E)¢)c =0 k=12, ,N  (1.21)
k'=1
Este sistema de ecuaciones es similar a un proldenvalores y vectores propios para
una matriz de ordeN:
N ~ ~
> (Hiw ~Ed)Ce=0: k=1,2,.. N3 H = (¢
k'=1
De esta manera el método de Galerkin permite re@lgroblema de valores propios
para una matriz de orden infinito a un problemalampara otra matriz de orden finito.

H ) (1.22)

% Vidar Thomée@Galerkin Finite Element Methods for Parabolic Prebris second editiorSpringer
(2006)
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La ecuacion secular (1.22) del método de Galerkirpgede rescribir en una forma
diferente al representar el Hamiltoniano del sistem la forma:
H=H,+V;V=H-H,= H,,.=EY,  +V,,

N

Z[Vk‘k,—(E— E&O))Jk,k,] Ce=0; k=1,2,.. ,N; \, =(wr | B H)w %) (1.23)

A continuacion presentamos el algoritmo general gealiza un procedimiento
numérico en el marco del método de Galerkin pasdizar las propiedades espectrales
de un sistema de pocas particulas confinado eheteaojuntura.

1) Un sistema conn grados de libertad descrita pon coordenadas
{g.,i=12,..n} generalizadas con un Hamiltoniaf¢q,a,,...,q,)no separable
lo representamos en la forma:

H (oo 0) = HO (A G @)+ M G G )5 v BT (A1)
dondeH (qL Oy, ,q1)es una parte separable del Hamiltoniano, es decir,
O (64, Gpornn ) =D P () (A2)
i=1

2) Se resuelve el problema de valores y funcionesigggpara la parte separable
del Hamiltoniano:

HAi (Q) fnsi)(Q): Ii') ﬂ”(q); i=1,2,..,n; n=123,.

(A3)

Correspondientes a diferentes estados (definidds gao por un conjunto de
nameros cuanticos) con las energias:

(°)(ra,nz,~-,m)=i B (A4)

3) Se construye una tabla en la cual los estadosds@an segun el crecimiento de
las energias de los estados:

EO(k)=E9(n(K, n( B n( B); ©( k< E( kD; k123, |

T @ | ik v | 9
T e | n@ | - "D |
I Y () Y () R R R [ R =1 TN

Las funciones de onda correspondientes a &stuseles mas bajos se definen

como
k) = n f(a) k=123, N (A5)
4) Se caﬁculan los elementos matriciales de la pextinn:
=(K|V| k)= I_J I'U % (q) dadg  kk123. .1 (A6)
5) Se resuelve la ecuacion secular:
;:[Vk’k' -(E- B k))Jk,k} G =0, k=1,2,..,N (A7)
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Capitulo 2

M ODELO SEPARABLE PARA UN QD TIPO CRATER

En la mayoria de los estudios tedricos de las pdaples de sistemas de pocas
particulas confinadas en SAQDs se consideran |ateloe idealizados que poseen la
simetria axial y para los cuales el Hamiltonianéparticular es separable. El uso de
este tipo de modelos permite analizar el espectengético de los sistemas de pocas
particulas en términos de los estados estacionestasionales. Mientras tanto, los
SAQDs fabricados en realidad tienen defectos dsiales de diferentes tipos
(distorsiones) que rompen la simetria axial y da pgnera producen la localizacién de
diferentes estados rotacionales. Este capitule temo objetivo general dar respuesta
a la pregunta: ¢ En qué medida, las distorsionedgpuestimular la localizacion de los
estados uni-particulares rotacionales, y de estaermacambiar las propiedades
eléctricas y dpticas de sistemas de pocas paricaold#inadas en SAQD? En el andlisis
gue presentamos a continuacion se hace énfaslsstudio del efecto de apagamiento
de diferentes estados rotacionales que aparecknpeesencia de un campo magnético
aplicado en la direccién de crecimiento del anilijo la influencia de los defectos
morfologicas.

En este capitulo se propone un modelo que a pesgue no posee la simetria axial

permite encontrar las energias y funciones de ded®s estados uni-particulares en
una forma exacta. Para justificar el uso de esidetn presentamos en la figura 2.1 una
estructura real de QRs [120] (morfologia 3D revalpdr AFM). Se pude ver que todos

los QDs fabricados en esta investigacion tienenastictura anular en la cual a partir
de un hueco central el grosor de la capa que faim&D crece casi en una forma

lineal, pero debido a la presencia de los defeesbsicturales este crecimiento no es
isotrépico. En primer lugar, la tangente que foehgrosor con el plano horizontal es

diferente para diferentes direcciones, inclusolganas direcciones, correspondientes a
la interrupcion de la estructura anular, la tangezd nula. El modelo planteado a
continuacion tiene una morfologia similar y preaenin crater cuyo grosor aumenta
linealmente con la distancia al centro del mismeroptangente del crecimiento del

grosor en diferentes direcciones puede variaramariorma arbitraria. Mas adelante se
demuestra que la ecuacion de onda uni-particula @aelectrén confinado en dicha

estructura es completamente separable en el ladigbéatico. Una vez encontradas las
soluciones analiticas para este modelo, estastengacion pueden ser utilizadas como
funciones de base (en el marco del método de Ga)gukra analizar el efectos de los

campos magnéticos externos y de la interacciorirefética entre particulas sobre el

espectro energético en la presencia de la no hareatgl estructural.

A pesar de que los resultados de este capitulagaables para SAQDs con diferentes
composiciones quimicas, en los calculos presentadosntinuacién para modelar la
estructura de forma anular utilizaremos los paréseetjeométricos y fisicos de los
SAQDs hechos del material de, Al As y sumergidos dentro de una matriz de
Al,..Ga, ,Aspara comparar nuestros resultados con los datosrimgntales y los

célculos tedricos de otros autores [121]. En masstalculos ademas hemos
despreciado el desajuste que existe en las juntards de la constante dieléctrica,
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como de la masa efectiva de los portadores de cgrgemos tomado los valores
correspondientes a la region interior del QD delidme el confinamiento hace que los
portadores de carga se encuentren fundamentalreenasta regién. En el sistema
ternario deln Al As la constante dieléctrica e$:=12.71 y masas efectivas para
electron y hueco pesado sam; =0.076m, y m, =0.45m,, respectivamente, donde,

es la masa del electron en el vacio. La constantedldel material del anillo es cercana
a los 0.6nm En los célculos realizados se considera un modah discontinuidades
en las junturas, para la BC de valQr=258meVy en BV de valol,, =172meV[121].

Utilizacion de estos parametros fisicos nos perchitnir para esta estructura escalas
tipicas de la distancia (radio de Bohr efectiv@),la energia (Rydberg efectivo) y del
campo magnético para adimensionar las respectoc®nes y asi reducir el nimero
de los parametros que intervienen en la programaciBara el caso uno o varios
electrones, el radio de Bohr efectivo correspondi@anestos parametros del material es

a, =£h®/m e =8.86nm, el Rydberg efectivo eRy =¢&’/2a; £=6.40meV y la
unidad de campo magnético s eiB/2m* cRY, B=8.4T. Mientras que para el caso
del excitén, tenemos que el radio de Bohr y el Rygbefectivo son iguales a
8o =g/ ué =10.36nmy R* = &/2¢ § =5.47me\, donde y=m,m,/(M+ i) =0.065m
representa la masa efectiva, y la unidad de campagnético es
y=ehBl2u*cRYy, B=6.7 T.

i ™ 90 2

\.
- f;

Fig. 2.1.Iméagenes reales de la morfologia de la superfizidimhensiones (izquierda) y 3-dimensiones
(centro)] reveladas por AFM [120] y representadéhperfil (derecha) de un anillo cuéntico.
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2.1. MODELO DE CONFINAMIENTO ESTRUCTURAL

Como se mencioné anteriormente, la morfologia dealin QR es mas parecida
a la de un volcan con un crater bien definido. Wimer modelo idealizado de esta
estructura basado en esta morfologia considera ratercperfecto, cuyo espesor
(direccion de crecimientsr d crece linealmente con la distangial centro del mismo
de acuerdo a la funcion:

d(0.9)=hod(0-pa)3(0 - )/ Poy1+ a0” £(9) (2.1)
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Dada en coordenadas cilindricas. Do#ifle) es la respectiva funciéon de paso de
Heaviside la cual es igual a cero par0 y a uno parap>0 . La morfologia de tal
estructura es definida por los parametros geonoéteie caracterizan la simetria axial
del QR: p,, p, son el radio interno y externo del anillo, respestiente,h, la altura
méaxima del crater, el parameto (|oj<1) y la funcion f (¢) describen el nivel de no-

uniformidad y forma del crater (para el caso datar perfecto se tiene que=0). En

la figura 2.2 se representa el modelo 3D para dtecrperfecto y la variacion (se
representa una variacion lineal y constante) dedardel crater respecto a la variable
radial p.

(@) N (b)

pa pbp

Fig. 2.2.Modelo estructural de punto cuantico tipo cratefqmo (a) y perfil del punto cuantico modelo
como anillo con altura variable (b) y con alturastante (c).

Para este sistema estructural, hemos considemradoodelo simplificado de barrera

infinita, en el cual el potencial de confinamiem,¢,z) es igual a cero en el interior

del crater y a infinito fuera de él. Este potend@lconfinamiento se representa de la

siguiente forma:

V(3D)(p, Z)={0; ,<Pp<p,U0<z<d(p.9) 2.2)
o ; Otro caso

2.2. HAMILTONIANO PARA UN ELECTRON EN UN QD CON FORMA DE
CRATER PERFECTO

Dentro del marco de la aproximacion de masatigec el Hamiltoniano
adimensional que describe el electrén en el QDpresencia de un campo magnético
perpendicular al plano del anilldB= BZ), en coordenadas cilindricdp,¢,2), esta
dado como:

r 2
1) (p,g.2)= 1 ﬁ+EA} SV (p, ) 2.3)
m| c

El operador de momentum en coordenadas cilindéstes dado poP =-iz. Con lo
cual el Hamiltoniano (2.3) se puede expresar como:

2
HE) (p,4,2) =L, —hZDZ—ih—eA-D—ih—eDA+(—e] Z\Z}V(SD)(/?,Z) (2.4)
2m c ¢ ¢

Haciendo uso de la propiedad- (Ay)= AOy+ d-Ay y del Gauge de Coulomb

0-A= 0, se obtiene:
n? ine - e -
HEP) (p,4,2) = -2 -2 AO+—=_ A2+ (p, 2 2.5
(p.8.7) 2m m ¢ 2mé (0.9 (2:5)
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Para introducir el campo magnético en direccion ajelde simetria (eje Z), hemos
tomado un potencial vectorial magnético segun alggade Coulomb, esto es

Az(éxp)/z. Segun esta consideracion y haciendo uso de lakades efectivas

(Radio de Bohr efectivo, Rydberg efectivo y faaerla Landau), el Hamiltoniano (2.5)
se puede escribir de manera explicita, en formaemﬁ,ional como:
2 2 2

H(SD)(p,¢,Z) a l a l a a y ,0 |y 0 +V(3D) (,0, Z) (2.6)

6,0 pa,o Yol a¢ 62 4 09
Aqui los términosy?p?/4 y -iyd/d¢ son los aportes correspondientes a la interaccion
del electrén con el campo magnético. El términedires la energia correspondiente al
término paramagnético, la cual define el acoplesegitcampo magnético y el momento
magnético permanente del electrén al rotar en etgou Por otro ladoy’p?/4 es la
energia correspondiente al término diamagnéticou#h siempre es positiva, por lo que
produce un incremento en la energia cinética dmdt€in El origen fisico de este
término puede explicarse por la variacion que sudrecorriente de probabilidad
asociada al electron ante la presencia del campgmétiao externo, lo que da origen a
un momento magnético inducido, el cual es antipbyadl campo ya que de acuerdo
con la ley de Lenz se opone al campo aplicado,l@a@ue el cambio en la energia
asociado con este acople sera siempre positivo.

2.3. ECUACION DE SCHRODINGER Y METODO DE GALERKIN

Con el fin de encontrar la energia correspondieitédamiltoniano (2.6) se
plantea la respectiva ecuacion de Schrodinger gagbectron confinado en el QD tipo
crater, como sigue:

PNp.9.2)W(0.8,2)= E¥ (0.9, 2) 2.7)
Teniendo en cuenta que los QDs autoensambladognpa@s como caracteristica
particular que su altura es notablemente menosguecho y su radio medio, podemos
entonces aplicar con confianza la aproximaciéntddiea A.A con el fin de separar el
movimiento rapido en direccién del movimiento lento en el plano. En este sentid
tenemos que la funcién de onda para el movimieapddo del electron en el estado
base, con su respectiva energia se obtiene comaci&@oldel siguiente problema:

{—gw (0.9, Z)} (0.9=E(p.8)Z(p. 3: (2.8)

Donde Z(p,z) y E,(p.#) son la funcién de onda y la energia que satisfatestado
mas bajo de un pozo cuantico rectangular infindo anchod(p,¢), considerando la
distancia radialp como un parametro. En este sentido tenemos que:

2 [ mz m
Z(p.¢,2)—\/;sm{ml, E(p#)= Z(p.9) (2.9)
Aqui d(p,¢) define la altura del QD (Ecuacion (2.1)). La aqmacion adiabatica nos
ha permitido escribir las eigenfunciongXp,¢,z) como el producto de dos funciones,
una que representa el movimiento rapid,z) y otra que representa el movimiento
lento ©(p,¢) que a la vez es separable debido a la simetriaugati del modelo
considerado, teniendo entonces, . (p0.¢)=€™ R, .(p) que depende de los nimeros
cuanticos radial (n) y magnético (m).
Por lo tanto la ecuacion (2.7) se puede escribdasndimensiones como:
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) (0) 0, m(£.8) = En o » o0 0); (2.10)
con
2 2 2 2 2.2
H(ZD)(J):—ii i—i a_z—nzpzb —|yi+M+0‘%f(¢) (211)
09° hy 9 4 ho

Para el caso dedrater perfecto (o =0) es decir uniforme, la parte radi&, ()
dentro del mismo 4 < p< p,) satisface la siguiente ecuacion diferencial:

1d dRm(p) | v y*p?
- ' — =B m~ ; 2.12

S dp +{p2+ o [Run(@)=(Exm=ym R, o) (2.12)
Esta ecuaciéon puede resolverse de forma analititbzando la sustitucion
Rhm(,o):p"e‘y"z/“t( ¥, siendox=yp?/2. Lo que permite que la ecuacion (2.12) sea

reducida a una ecuacién general de Kummer, cuygisol general es una combinacion
de funciones hipergeométricas confluentes:

Run(®)=p"€ " GM @ ¢10*/2)+ G Y aep?/2;

a:(J/Z)[z/Jrl—(E,Lm—y'm)/w]; c=v+1

Debido al potencial de confinamiento de barreranitaf impuesto sobre la estructura
tipo crater, las condiciones de frontera para laciin de onda radial son:
R.m(Pa) = R,n{py=0. Esta condicion de frontera lleva al siguientstesha de

ecuaciones lineales:
CJ.M (avy+1;7pa2/2)+ QU(&,U—F 1;’Ypa2/a: C
CM (v +1yp,°/2)+ GU(ay + Lypy’/ 2= C

Y junto con la condicion de la existencia de unason no trivial de la ecuacion (2.12)
se obtiene la siguiente ecuacion transcendentegmraveles de energig, ..

M (a,cypa’/2)U(acyp’ 29— M( & crp’/ AU acyp,’/ 3= 0 (2.15)
La anterior ecuacion nos permite calcular el espemhergético para el electron en el
QD tipo crater uniforme, con funciones de onda:

U(p,p,2)=™Z(p, 2 R(p)

Wpip2)=p & el %Sin[d(z,zso)][ GM aep’/2A+ ¢V agp?/ 3}

(2.13)

(2.14)

(2.16)

2.4. ESPECTRO ENERGETICO DEL ELECTRON EN EL CRATER
UNIFORME

En las figuras 2.3 y 2.5 se muestran en unidadestivas los resultados
obtenidos para la energi, ,,en funcion de los parametros geomeétricos del QD en

forma de crater uniforme y con forma de QR toroidatlemas se muestra la variacion
de los niveles energéticos respecto con el cammpmétiao aplicado, con el propdsito
de analizar oscilaciones Aharonov-Bohm al ir vatiana morfologia de nuestra
estructura.

En la figura 2.3, se observan los niveles energgfiara un crater con un radio externo
de 100nm vy tres diferentes alturas de 2, 5 y 10/8a.graficaron los niveles para los
nameros cuanticas=1, 2 y3 ym=1, 2, 3,...,20.
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niveles energéticos en funcion del campo magnéiticado para tres diferentes altuhgs

Se ve que los niveles energéticos correspondiemtéiferentes nimeros cuanticos
radialesn, forman bandas con subniveles separadas una de otra. Se puede apreciar
gue a medida que se aumenta la altura del QD, esemia un mayor espaciamiento
entre los subniveles de cada banda, asi como snandicion en la separacion de las
bandas. Por ejemplo, para una altura de 10nmparaeion entre los niveleas=1 y
n=2, disminuye tanto que algunos subniveles de wparse mezclan con los del
siguiente grupo. Ademas se observa una notoriaiigndn de la energia del electron
conforme aumenta la altura del crater. Esto se délpeincipio de incertidumbre, ya
gue al aumentar la altura, disminuye el confinatoiestructural al cual estd sometido
el electron y por consiguiente la energia del migmpor lo tanto el electrén se
encontrara con mayor probabilidad cerca del boxtereo del QD, es decir en la region
de mayor altura. Una evolucion similar puede apree en las graficas de la segunda
columna, las cuales corresponden a los mismosesiveé energia mostrados en la
primera columna. En estas graficas se observariacion de la energia del electron
frente al campo magnético aplicado. El comportatoigque presenta la energia del
electron en esta estructura tipo crater es sirail@e un anillo cuantico delgado. Esta
similitud de las curvas se debe al hecho que etréle se encontrara con mucha mayor
probabilidad cerca del borde externo del crateorygso la densidad de la distribucion
en éste es parecida a la del anillo. En conse@iese presenta un comportamiento
bajo un campo magnético, analogo al que presergarnig anillo delgado.

48



En la figura 2.4 se muestra la densidad de distiflouradial de probabilidad del
electron para los tres primeros nameros tres a@mtradialesn=1,2 y 3 y dos

diferentes nimeros cuanticos angulares0 y m=10, para un crater de radio 40y

altura de 0.3,. En esta grafica se observa que el electron tigree probabilidad
maxima de encontrarse a una distancia del ejendetrsa de ~95nm para los estados
con el namero cuantico radiaf1, de ~85 nm para los estados con el nUmero @oanti
n=2, y a una distancia de ~80 nm para los estadoglaoimero cuantico radiaf3.

1,4 . .
p,=100nm ; p,=0.0nm ; h =5nm n=1

P

Fig. 2.4. Densidad de probabilidad para el electrén corredipotes a los nivelee=1,2 y 3 y los
subnivelesr=0 ym=10 para un radio externo constante de lOOnmdag) y una altura maxima de 5nm

(~ 0.5a)-

Esto ratifica la afirmacion anterior que el elentrge ubica con mayor probabilidad
cerca del borde externo del crater, region en & elcrater tiene mayor altura.

Es interesante comparar los niveles de energi®@Delipo crater con los de un anillo
cuantico con un perfil dado por la funcidifip) = (o -p,)d(p,-p). Debido a que
para este ultimo modelo se puede obtener una éutascendente similar (similar a la
ecuacion transcendente 2.15), en la que el paranrets igual am y E, , debe ser

sustituido porg, ,—#%/h?. En la figura 2.5 se muestran los niveles de gfaemas

bajos de un electrén en funcion del campo magnétidicado. En la primera y tercer

columna los resultados de un QD tipo crater unilgrmientras que en la segunda y la
cuarta columna los resultados para QRs toroidalkarg constante). Los modelos

planteados se muestran en la primera fila y obedakperfil mostrado en la figura 2.2

(b, c¢). En la segunda fila mostramos los nivelea diferente momento angular

m=0,1,2,...,10 y s6lo con un numero cuantico rad#l, mientras que en la tercera fila
se muestran dos diferentes grupos de bandas condieptes a=1 yn=2.

Se observa de los gréaficos en la primera columna ¢@rresponden al QD tipo crater)
gue la dependencia de la energia con el campo meges muy similar a la de un QR
unidimensional, con sus tipicas oscilaciones ABaparenergia del estado base, los
caracteristicos cruces de las curvas y el reordiemdonde los niveles de energia. Para
el caso del QR con un radio interior muy pequefitaesegunda columna (Figura 2.5b)
la estructura energética es muy diferente, el cotapoento de la energia frente al
campo magnético tiende a parecerse al de un disoatico [122], lo cual es razonable
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debido a que en la medida en que se reduce el rnatkoor, el anillo tiende
morfolégicamente a parecerse a un disco. Sin aegobaara cuando el radio interior
aumenta las curvas en ambos casos, son cada vezimikses entre si (comparar las
columnas (c) y (d)). Ademas, se puede observarequa QD tipo crater las curvas de
energia son casi insensibles a un cambio del ratkoior del crater y por ende se
siguen presentando oscilaciones tipo AB para cislgancho del crater (comparar
columnas (a) y (c)). En contraste con el casoodedRs con un grosor uniforme las
oscilaciones AB desaparecen al aumentar el anchdoslanismos (comparar las
columnas (d) y (b)).

©
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Y Y
Fig. 2.5.Niveles energéticos mas bajos para (a, c) QD tigtecy (b,d) QRs con radio exterpg=10 &
y alturahy=1 &’y dos diferentes valores de radio intepye0.01 @ (a,b) yp.=5 & (c,d).

Un apagamiento de las oscilaciones AB se puedenadns también en el crater sin
variar el tamafio del hueco central, sino cambizastdo la pendiente que caracteriza la
forma del créter.

@
\ j 1481

| N N SN NP N

4,44 pb=10a6; h0=2a:7c 14,2

p,=10ap; h,=0.5a;

‘
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T T
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Fig. 2.6.Niveles energéticos méas bajos para Y un QD tipo
crater uniforme con radio interqpg=0 a , radio externopp,=10 a y tres diferentes alturdsg: 2 a (a),1
3 (p) y0.53 (c).

Efectivamente, la disminucion de la pendiepteduce una transformacion paulatina de
la morfologia de un crater desde una estructurdagianun anillo en la que se presentan
oscilaciones AB hasta otra estructura tipo discolaeque estas oscilaciones ya no se
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presentan. En la figura 2.6 se puede observarfegtoe de la disminucion de la
pendiente. Se puede ver que para una pendiemte(fgtira 2.6 a) se presentan
oscilaciones AB (caso analogo al del 1D QR), que desapareciendo a medida que la
pendiente decrece (figura 2.6b), hasta que lacstaise asemeja mas a un disco que a
un crater.

2.5. MODELO DE QD TIPO CRATER CON DEFECTOS ESTRUCTURALES

En las secciones anteriores se ha analizadofeetoede las variaciones
uniformes de la altura del crater, y se ha observada gran sensibilidad en la
estructura del espectro electrénico frente a pempieambios en el grosor del mismo.
No obstante, estas estructuras pueden presentap unéas defectos distribuidos en
forma desordenada tal como se mostro en la figura Bn esta seccién planteamos tres
modelos diferentes para los QDs con forma de cra@msiderando defectos
estructurales semejantes a los presentes en laologid real que exhiben estas
estructuras (figura 2.7a). Es decir, se considererater en el cual su altura puede tener
valles y cimas que representarian defectos estaletu locales o periodicos,
dependiendo de la cantidad de valles y cimas. e®ibargo, es necesario realizar
buenas aproximaciones en la homogeneidad del goeo®D, de forma que éste se
pudiera modelar de acuerdo a una funcion linegleet® a la coordenada radial
(figura 2.7b) y a una funcién armonica respecta edordenada angulér (figura 2.7c).

IS

Altura (nm)

=}

/2 T 312 2n
¢

Fig. 2.7.(a) Morfologia de la superficie de un QD tipo crdtemada por AFM [120]. (b, c) Perfiles de
los QDs: experimental (lineas continuas) y del nmdeparable (lineas punteadas) en las direcciones

radial (b) y angular (c).

Una representacion 3D de los modelos consideraglosugstra en la figura 2.8. En la
cual se puede apreciar la variacion de la altunaoctuncion de las coordenadas radial y
angular. El radio del agujero central se ha heghal a cero p, =0) y el grosor del

crater sigue estando dado por la funcif{p,¢) descrita en la ecuacién 2.1. Donde se

tiene o =0 para el caso del crater uniforme (modelo tratatdaeseccién anterior) y
o =0 para cuando el crater con defectos estructuradeincion angulaf (¢) define la

cantidad de valles y de cimas que presenta elrgrésta dada de la siguiente forma:
f ()= sin’kp (2.17)
Dondekes igual ai/2 para el modelo | (figura 2.8}, para el modelo Il (figura 2.8 11)
y 2 para el modelo Il (figura 2.8ll1).
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Fig. 2.8.Modelo de un crater no-uniforme cuyo grosor depeteldas coordenadas cilindricas ¢ en
acuerdo con férmula (2.1) y con la funciqr(@) escogida comof (tp):Sinz ke- A continuacion el
parametrok=1/2 corresponde al modeldkk1 al modelo Il k=2 al modelo IlI.

Analiticamente para estos modelos con=0), los valores propios del Hamiltoniano
(2.10.b) @ =0), no pueden encontrarse de manera exacta, Boraz®n nosotros
utilizamos el método de diagonalizacién numérmaiendo en cuenta que el dltimo
término de (2.10.b) puede ser tratado como unanbertion (que en este caso es de tipo
estructural).

2.6. SOLUCION POR EL METODO DE FOURIER-GALERKIN

Para analizar el efecto de los defectos estruetsiraplicaremos el método de
Galerkin descrito en la seccion 1.5. Como en es$e la perturbacion relacionada con
los defectos estructurales depende del angulo futasones de base son las funciones
trigonométricas llamaremos este método FourieriGale
Segun la formula (2.11) el Hamiltoniano de un gratm los defectos estructurales se
puede representar en la siguiente forma:

H(ZD)(J)=H0+C’U(¢)? (2.18)
_ 19 a _1(0* mpl| . a  ypi
e s o
2
U(9)="Am1 () 1)

Como se explica en la seccién (1.5) el método dertda se reduce principalmente al
célculo de los elementos matriciales de la pertiidmautilizando como las funciones de
base las soluciones del problema de valores prajgbsiamiltonianoH,encontrados

en las secciones anteriores:

Ho| ®nm) = ES ] @ 1 |©,a=e™R, (p)

(2.21)

Rr],m(p):p”e’””z/“[ GMacrp®/2)+ G| a CypZ/Z)];
a=(Y2v+1-(Em—ym/y|; c=v+1

La ecuacion secular en marco del método de Galekin
Z[(E&—E)dmm+umm}cm:0; m=12,.,m, (2.23)
m

(2.22)

Aqui E} son niveles energéticos del crater perfecto enadas en las secciones
anteriores y los elementos matricialgs ; son definidos como:
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2
U =<¢m|a”%°f(¢)l¢ ) (2.24)

A continuacion mostraremos que los elementos niges (2.24) para el modelo
escogido (2.1) se calculan en una forma analitica.
La funcion que define la morfologia del crater erstee caso es la

siguientef () =sin?(k¢)
Entonces, se calcula la siguiente integral paeresidelo en particular.

_ﬂzpbzi” P02 j(m-nf)g w_l
- Zansm (kg)€ d¢_|;p|-‘§m(p) %) (2.25)

Um,rﬁ h§

La primera integral se calcula analiticamente fptenula final es:

2pt, %1
Um,rﬁ :JT/)bAm— mj;Rzn r{p) dp!

(-9)".

o p=m-n parak= 1 2;

(2.26)
A = Edp'o +:115p'2+5p'_2} parak = 1,

Edp,o +%5p-4 + 5p'_4} parak = 2

En nuestro célculo, nosotros hemos encontradddgrial radial numéricamente.

2.7. ESPECTRO ENERGETICO DEL CRATER NO-UNIFORME

En la figura 2.9 se presentan algunos resultadasidelo de las energias de un
electron, confinado en un crater no-uniforme, arcitn del campo magnético externo
aplicado a lo largo de la direccién del crecimiedt cristal. Se analizan los tres
diferentes modelos planteados en la seccién antelim la primera fila se exponen
esquematicamente las imagenes 3D de nuestros msodelocrater no-uniforme,
mientras que en la segunda y tercera fila se nare$ds curvas de energia en funcién
del campo magnético. Como ya se habia visto, elpootamiento de la energia en
funcién del campo magnético para una estructura c¢igdter perfecto, obedece a un
patrén oscilatorio. Este comportamiento (oscilae® AB) caracteristico de anillos
cuanticos muy delgados desaparecia paulatinamemtedala que disminuia la altura
del crater, modificandose de esta forma la estracgnergética tipo anillo a una
estructura energética tipo disco. En este misnmbicke se puede considerar que el
rompimiento de la simetria axial debido a los d&fecestructurales presentados en
nuestro modelo produce un cambio de la pendientéferentes direcciones, observado
en la figura 2.9. Como las pequefias variacionek grendiente conducen a fuertes
modificaciones en la estructura de las oscilacig®se puede esperar que los defectos
estructurales que rompen la simetria axial debaotaf fuertemente la estructura del
espectro energético. Efectivamente, se puede\abysen la primera columna para un
modelo de crater con un aumento monotono de esggsdisurge un numero de niveles
individuales con un apagado notorio de oscilacichBsa medida que el parameteo
aumenta.
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Fig. 2.9 Energias mas bajas de un electrén en un cratenifarme en funcion del campo magnético con
el radio internop,=0 &, radio externop,=10 & , alturah,= 2 & y dos diferentes niveles de no-
homogeneidadr = 0.01 (segunda columna) y = 0.1 (tercera columna). Imagenes 3D de los modelos
correspondientes de crater se presentan en larpriitee

Al observar estos graficos se pone de manifiestnediatamente que no existen
oscilaciones AB para el estado base del electrévir@do en un crater con algun
defecto local o periédico en su morfologia, incltesmpoco aparecen para los primeros
estados excitados, aunque se observan oscilacipaes los estados excitados
superiores. Por otro lado, la comparacion enselaficos de la segunda y tercera fila
para cada modelo de QD, permite concluir que abdhicir aunque sea una leve
variacion de la pendiente del QD, en este casadarden de magnitud (desade=0.1
hastac =0.01) tiene lugar una extincion de las oscilacsopara un buen numero de
niveles energéticos mas bajos. Lo anterior se delgpie para un QD, pequeias
variaciones en la pendiente produciran grandescianes en la energia del sistema,
por lo tanto la region donde la altura sea mayod gesde el punto de vista energético
un verdadero pozo de potencial para los portaddeesarga, lo cual llevara a la
aparicion de estados localizados adicionales quexhiben oscilaciones respecto al
campo magnético. En cambio, para los modelos Illycdn dos y cuatro valles,
respectivamente. Los niveles mas bajos no se divideividualmente sino que
aparecen agrupados en pocos subniveles entrelazadestras que que los niveles
superiores presentan oscilaciones con multiplessatciones. Al aumentar el nivel de
no-homogeneidado() se van presentando mas grupos con niveles erddela, cuyo
namero de subniveles corresponde al nimero detdsfpeesentes en el QD. Es decir,
para el modelo Ill con cuatro defectos periodices, forman grupos de cuatro
subniveles entrelazados que se mezclan por compkat® los estados mas bajos a
medida ques aumenta, formando estados localizados como ensel @a modelo I.
Los grupos “trenzados” de estados mas bajos camelgm a la interseccion de los
estados enlazantes (bonding) y anti-enlazanteskantling). Lo anterior se debe a que
la particular simetria rotacional de estos modeldsva a que se formen pozos de
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potencial en las regiones donde la altura del cratesenta valores maximos, por
ejemplo para el modelo Il esto es cuar@le 7772y 377/2. Por lo tanto tendremos un
sistema de doble pozo simétrico en direccion Zgle hace que los niveles se
desdoblen en parejas, tal como ocurrié para esteelmoPor lo tanto si tenemos un QD
con n-valles que representarian n-defectos estalej entonces los niveles agrupados
estarian conformados por n de los estados mas bajos

Nuestros resultados muestran que cualquier pequafiacion en el ancho del QR
produce la extincién de las oscilaciones AB pagmrliveles energéticos mas bajos del
electron, resultado que puede resultar de vitalomapcia para comprender los
resultados experimentales que se tienen hastaraknto sobre dichos sistemas, ya que
los QDs reales presentan importantes variacionefohagicas tanto de forma como de
tamano.
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Capitulo 3

DOS ELECTRONES EN PUNTOS CUANTICOS
AUTOENSAMBLADOS [123-125

En este capitulo se desarrolla basicamente un mtongle métodos que permiten
obtener el espectro energético de dos electron@sigios cuanticos auto-ensamblados
con simetria anular, extendiendo este estudio 8b @n el cual los electrones se
encuentran en dos anillos cuanticos coaxiales ownces y dos anillos coaxiales
acoplados verticalmente. Ademas de un sistema puoafto por dos impurezas
donadoras ionizadas ubicadas en el eje de simd&iain QR toroidal con sus
respectivos electrones confinadas dentro del aritiocualquiera de estos sistemas se
procede a plantear el correspondiente Hamiltoneme! limite adiabatico, el cual se
hace separable utilizando la coordenada del cefgrmasa y la coordenada de fase
relativa para las dos particulas, y con ello saaleen las correspondientes ecuaciones
de Schrodinger, obteniéndose las funciones propides valores propios de las
energias.

3.1. ACOPLAMIENTO DE PUNTOS CUANTICOS AUTOENSAMBLADOS

Una de las caracteristicas mas atractivas de lo®@cuanticos, considerados
por muchos comodtomos artificiale es su capacidad de formar moléculas mediante
el acoplamiento. La estructura energética genepada| acoplamiento de dos puntos
cuanticos es cualitativamente similar a la que leethilas moléculas diatomicas, en el
sentido que es posible interpretar el enlace @&sti@s nanoestructuras en terminos de la
formacion de orbitales moleculares enlazanteending y antienlazantes ati-
bonding. Por tal motivo los sistemas de QDs acopladosbeec el nombre de
“moléculas artificiales Aunque las moléculas artificiales formadas pantps
cuanticos acoplados han sido estudiadas intensandemante la Gltima década [126-
133], es hace solo unos pocos afios que ha comereali®varse a cabo una
investigacién exhaustiva sobre las propiedades skasemoléculas cuando los
constituyentes son anillos cuanticos. Recientemesd han realizado complejos de
tamafio nanométrico que consisten en capas apilddasanillos cuanticos de
InGaAs/GaAs cuyas propiedades opticas y estruesiralon caracterizadas por
espectroscopia de fotoluminiscencia [134] y se hstudéado (tedrica vy
experimentalmente) sistemas formados por QRs agopléanto verticalmente [134-
137] como de forma concéntrica [138-142], pero ddastfecha de publicacién de los
trabajos expuestos en el presente capitulo noiaxast la literatura una descripcion de
la estructura energética de QRs no-uniformes adoplaverticalmente y de
concéntricos. No obstante, este problema resuliatdeés ya que el acoplamiento de
QRs no-uniformes conforma moléculas artificiales ama topologia Unica, lo que
podria reflejarse en un espectro energético tamémo.
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Los avances en la tecnologia de la nano-fabricatadnpermitido recientemente lograr
la formacion de tholéculas diatomicas artificialésa partir del auto-ensamblado de
anillos cuanticos de GaAs / AlGaAs acoplados denéoconcéntricaCDQRs [138].

La geometria singular de anillos concéntricos serntrado a traveés del estudio de
las  caracteristicas del espectro y comparandotas las de otras estructuras
nanoscopicas. En efecto, a diferencia de los guciiénticos acoplados lateralmente,
un par de anillos concéntricos no rompen la simeftie caracteriza a un anillo aislado.
Ademas, las moléculas artificiales que forman asitoncéntricos son mas similares a
las moléculas heteronucleares, debido a que elmerudel anillo exterior por lo
general es superior al del anillo interior, hac®nde el maximo de la distribucion de la
carga para los estados bonding y antibonding suehien diferentes anillos y de esta
manera muestran unas brechas energéticas entrdesnivensecutivos distintas. En
estos sistemas la localizacion de electrones eiqueea de los anillos se define por la
competencia entre el confinamiento espacial, laszhs centrifugales (que favorecen la
ocupacion del anillo interior) y la interaccion @eulomb (que favorece la ocupacion
de los anillos mas voluminosos). Es interesanteagia interaccion pueda conducir a
las configuraciones de los momentos dipolares audaddensidad de carga en el
interior del anillo esta fuertemente polarizadagmiias que en el anillo exterior no lo
es.

Unos ejemplos de imagenes de CDQRs fabricadosenilats a través de AFM [138]

se presentan en la figura 3.1.

QD Qr

T l!-ﬂﬂ

(=)

Fig. 3.1.Imagenes reales de la variacién de la morfologiQde a CDQRs.[138]

3.2. EFECTO DE LA MORFOLOGIA DE DOS QRs CONCENTRIQOS Y
ACOPLADOS VERTICALENTE SOBRE EL ESPECTRO ENERGETICO
DE DOS ELECTRONES

Los anillos cuéanticos apilados verticalmente ofreceayores oportunidades
para mejorar el rendimiento de los dispositivosa@st en comparacién con un anillo
cuantico solitario, debido al acoplamiento entertismos. En este contexto, nosotros
consideramos relevante buscar modelos exactamehtkles para explorar la nueva
fisica relacionada con los QRs acoplados, de talenaaque nos permitan comprender
los efectos que tiene el acoplamiento sobre elotigpenergético de dos particulas. En
esta seccion, se considerara un modelo 3D simpieafito por dos anillos toroidales
verticalmente acoplados y coaxial®CQRs: Vertically Coupled Quantum Rings), vy
dos anillos toroidales concéntricos y coaxialePQRs: Concentric Double Quantum
Rings) los cuales contienen cada uno un unico rélecgt se hallan inmersos en un
campo magnético uniforme aplicado en la direcpérpendicular a cada anillo.
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3.2.1. MODELO ESTRUCTURAL

Un aspecto importante a tener en cuenta es lagicpo geométrica relativa de
los anillos y sus caracteristicas morfoldgicas. €bnbjetivo de estudiar la influencia
de la geometria de la seccion transversal (CSs«estion) en el espectro energético de
los portadores de carga, se consideran tres diéremorfologias de seccion
transversal: rectangular (1), circular (Il) y cuada (Ill). Con el propésito de comparar

las secciones Il y Ill, éstas se han tomado del igtem, con magnitud igual HRZ.
Donde R es el radio de la seccion transversal circulam Ipotanto la seccion

transversal cuadrada tiene como lale \/I_TR . En cuanto a la seccion transversal

rectangular (I), ésta ha sido tomada con altliray ancho ajustablev con el fin de
analizar situaciones de asimetria. (Figura 3.2 .a)

(a) () (c)

I l It 1
i r g i Jioes =
A 2 .ﬂ T e
|| h \}?r z = I'.|l /J. 12 .|I:r_.. .-'
- H ' ’
1 ! - - .y = /
) !
(d) (e} (f]
‘ﬂ *a t":"_?-: ! -"'_'..:-;-"___ f ."E...__\“\ WL - =
= O
g~ -9 ° W S

Fig. 3.2.Diagrama esquematico (3D) de: la seccion transkdedanillo de tipo rectangular (1), circular
(1) y cuadrada (1) (a). Parametros geométricasaplos QRs (b, c), portadores de carga en VCQRs de
igual radio (d), en CDQRs (e) y en VCQRs de difegeadio (f).

Individualmente para cada anillo, se introduce linaa central, definida como una
circunferencia con centro en el eje de simetrissid¢éma y que pasa justo por el centro
geométrico de cada seccién transversal considerhda.lineas centrales tienen radios
R =Ry R, =aR para el anillo inferior y superior, respectivangenta distancia entre
anillos se denota pod =R, y su valor coincide con la distancia entre loanpk
paralelos que contiene las lineas centrales dards (Ver figura 2.1 .b). En este
esquema es el valor medio entre el radio interr®,() y externo ®,,;) de un anillo,

El parametro adimensionaks la razon entre los respectivos raéipyg R de las lineas
centrales y el parametro adimensiopalsi comR relaciona la distancia entre anillos
d con el radio centrdR. Estas relaciones se dan de la siguiente forma:

rR=PntRu. ,-RB. 5_d (3.1)

’

2 R R
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Estos parametros ofrecen la posibilidad de traiaos especiales a partir de un modelo
general. Por ejemplo, en el caso en que 1y S - 0, la configuracion que se tiene es
la de un solo anillo toroidal. Otro ejemplo exato en que3 - 0, peroa #1, para
esta situacioén la configuracién corresponde a lard@ar de anillos concéntricos. En
forma general si 21y B#0, los anillos conforman un sistema de anillos sadqs
verticalmente. Una ultima posibilidad sigue sierldode reducir el par de anillos
cuanticos a un punto cuantico en forma de discsto Be obtiene para cuando- 0,

B - 0y el radio interior se tiende cer&( - 0).

Para estos sistemas, hemos considerado un modgiifsiado de barrera infinita, en
el cual el potencial de confinamientgp,#,z) es igual a cero en el interior de cada

anillo y a infinito fuera de ellos.

3.2.2. HAMILTONIANO PARA DOS ELECTRONES EN VCQRs Y CDQRs

En la figura 3.3 se representa una imagen (3D) ate athillos toroidales de
diferente radio acoplados verticalmente con untela confinado en cada uno de ellos
(a). Para cada electron en el interior de caddoasé introduce un nuevo sistema
coordenado, tal como se muestra en la figura 3.3.b.

. @ > Electrin
z _oF R= BB,
S -
e -L |
Rom :"f Pk

—_— d:ﬁR ‘Centre — Line “i.rn'k R 75

’ = = = =l 3 i = | g = 4

y - R — = G/

Spugme e 8 S

Fig. 3.3.Diagrama esquematico (3D) de dos electrones en \§JZRuiera) y sistema coordenado para
cada electron en el interior de cada anillo (deaech

Del mismo modo como se trabajo en el capitulo 2 iresionalizacion del
Hamiltoniano (2.3) a partir de unidades efectiva$)fHamiltoniano adimensional para
este sistema bi-electrénico con un campo magnétioeogéneo aplicado en direccion
Z, se puede escribir en coordenadas cilindricamcom

H () (p¢.2)= le |:_Ak +iyi+il’2pk2 +V (1 )} +U (|, = 1) (3.2)
k=1 09, 4

Siendor, = p, +Z,; k=1,2, los vectores de posicion de los electrones mesdiéspecto

al origen de coordenadas el cual se localiza eerdro de simetria del anillo inferior y

U(j,-r,|) es el potencial adimensional de interaccion Cobiama entre los dos

electrones:
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U (-7 = - - (39
J P+ P - 2000, c0dp,-92) + (21— 2,)
El potencial de confinamientd(r,) como se mencion0 anteriormente, se toma igual a
cero dentro de cada toroide e infinitamente grggadduera de ellos.
Con el fin de encontrar los valores propios del Hamano 3.2, se asume nuevamente
que los anillos cuéanticos tienen seccion transVemsgy estrecha R >>R), lo que
permite desacoplar el movimiento rapido de lostedees en la direccion transversal
del movimiento de rotacion lento alrededor del €emediante el uso de la
aproximacion adiabética (AA). Para desacoplar elvimiento rapido en direccion
radial del movimiento lento de rotacion alrededel dje Z es necesario realizar las
siguientes transformaciones de coordenadas sobeews de las componentes de los
vectores de posicion electrénica:
P =R+t X %=PuCoSPy; z=PpySi; EP SR y&Eg s Zr (3.4)
Entonces, en el marco de la AA y de las transforomes (3.4), se pueden encontrar
los niveles mas bajos de energia a partir del esmei Hamiltoniano renormalizado
(H =R?*H - Esto con el fin de evitar singularidades alredetkl puntaR = 0):

2D = RH®

2 2 22 ~ B 35
A TR e LoV ARSI

o2 aop?) \og os,) 4

Donde
Ver (91-02) = ( () 17| RU(5 -7 1 107) =
i (3.5b)
Veit (61— ¢) = > = : ,

VB2 +(1-a) + dassit (4, - ¢,)/ 2
Con
(68) = (1147 10147) .50

Donde fék) =f, (o) Y E, son la funcién de onda exacta (la cual se expeesa
términos de las bien conocidas funciones de Begsial)correspondiente energia para
un pozo cuantico bi-dimensional de barrera infiragociado al movimiento de los
electrones a lo largo de la seccion transversédsianillos.

Los valores propiosE (Energias renormalizadas) del Hamiltoniano rentizado
(3.5a) se usaron coordenadas relativas y de celg@ronasa para las coordenadas
angulares:

p=¢,—¢, - Coordenada relativa

2 3.6
¢9=¢1+—az¢2 - Coordenada del centro de m (56
1+a

En estas coordenadas el Hamiltoniano (3.5a) canekp a la suma de dos
Hamiltonianos, uno asociado al movimiento relat(\llé,(q))) y otro asociado al
movimiento del centro de masai{y, (6)) de los dos electrones. Mediante célculos
sencillos el Hamiltoniano (3.5a) en estas nuevasdamadas se puede escribir como:
H =H, (@) +Hcw (6) (3.7)

1 92

. 1 B
Donde: Hey (68)=———— + MR’y + = )°R?( o2+ p2) + 3.8a
CM( ) 1102 062 y 4V </71 P2> B ( )
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2
Hr(co):—(iz+1jj—¢z+v;ﬁ (9);
o R (3.8b)
eff

7 JB2+(1-a) + dassir(g)/ 2

<

3.2.3. ECUACION DE SCHRODINGER

La correspondiente ecuacion de autovalores dekmsssten las nuevas
coordenadas puede ser expresada de la siguienta:for

HW(¢.6)=E¥(p,6) (3.9)
De la cual por separacion de variables, la funciéronda¥ (¢, 6) se puede plantear
como el producto de dos funciones, una para lademada del centro de masa y otra
para la coordenada relativa, denotadas @gy(¢) y por ¢, s(¢), respectivamente. De

esta forma se encuentra dos ecuaciones de onda@manglonales, expresadas a
continuacion:

_ﬁ%mmy%yzmmzwzzw EJ}@M (6)= By ( MOy, (6) .
| ( 1 \d? .
- ?HJW + Ve (¢)}ﬂms(¢) =E(m 9¢ {9 (3.9b)

Aqui Ecy (M) y E, (m 9 son las respectivas energias para el movimiertceséro de
masa y el movimiento relativo, respectivamente. iAlge ndmeros cuanticdgl y m
(M,m=0,+1+2,..) representan los momentos angulares de centroada snrelativo,
respectivamente, mientras que el numero cuantidefsje la paridad de la funcion de
onda. Las funciones pargs=+) y las impares(s=-) corresponden a los estados
singletes y tripletes, respectivamente.

La correspondiente ecuacién de onda para el momtmidel centro de masa (3,9a),
puede resolverse exactamente, encontrandose fuiecian de onda y los auto-valores

de energieg.,, (M)son respectivamente iguales a:

Owm (6):%9'"\"9; M=0+1%2,.. (3.10a)
T

. M 2 1 -

Eou (0) = 7+ MRy +2/ R {pl+ pf)+ & (3.10b)

Los autovalores de energi (m § para el término relativo de la ecuacién de onda,

hasta donde conocemos, sélo pueden obtenerse saménte mediante el uso de una
técnica numérica. En el caso particular de estmjoase ha hecho uso del método de
Fourier. El procedimiento para la solucién del lartp relativa se describe a

continuacion sin dejar de lado la generalidad aqueagca esta tesis.

Para reducir el problema (3.9b) a un problema dstdque se resuelve mediante el
método de Fourier se realiza la sustituciéng/2, obteniéndose la siguiente ecuacion

diferencial:
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Aae 2 )P0 (9 & (m 4w ()= (3.11)

dx
~ 2R

Con V (x)= .
) JB +(1-a)’ + dasirt x

Como -2m< @< 2m entonces-r<x<m, lo que indica que el periodo de la funcién
wmys(x) es 2m. Las condiciones de contorno para esta funcionodda son:

Ums(x=0)=¢ (x=m)=0 si m=2k+1 y ¢, (x=0)=¢', {x=m)=0 si m=2k,
dondek es un entero.

Con yYns(-m1) =y, {m) el problema es equivalente a minimizar (mediante e
procedimiento variacional) la siguiente integral:

F——f{ (ns)” H{Ver(x) - Eo(m 3w ms} (3.12)

Donde J —(1+],/az). Debido a que nuestro potencial de Coulomb tiesmédad par
(Verr (X) = Ve (=), entonces las funcioneg,, (x) deben tener paridad par, (x) o

paridad impatz,zlr;’S(x), y por ende se puede expresar de la siguienteraane

WUms(X) =D @7 (X); @7 (-N=d" (XY= Agos nx (3.13a)
WYms(X) = w
Yns(¥) =D c03(%); @ (-XY=-d7( N = Asin nx (3.13b
n=0
Donde los coeficienteg,, son dados por:
i n=0
A =(nn=9, = Jf_ﬂ (3.14)
T, nz0
T

nf
Reemplazandoy,, ((x)=> c®, e n la integral (3.13), se obtiene el siguiente

funcional:

F[cn]——I Zwb ZCM EZCADZG@ +VMZOOH>£cﬁ>

(3.15a)
En la ecuacién (3.15a) aparecen tres contribucigoesse analizan por separado. El
primer término es dado por la siguiente integral:

| ng
:—j[Zc ! Zc” ]dx—— Z G, GiJ i 3.15b)
—771 n=0 n,n=0
El segundo término es dado por:
l,=-E, J[Z%‘D Z CyP ]dx=—E D 6 G0 (3.15¢)
—n7| n=0 n,A=0
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Y finalmente, realizando una expansion del térnfialtante, este ultimo puede ser
escrito como:

s Nt Ny
I3 = jveff(x)lz ci®nY, Gy n] dx=
- n=0 n=0
m B N 5 n¢ B
I3 =¢5 [ Ve (9 DG dxt 6D G Y IO P 5 dx 6> & Wl )0 g, (3.15d)
- n'=1 n=1

ng T
+ z Cr Gy I Veff()gq)ncD I dx

n,n'=1 -
Reemplazando las ecuaciones (3.13a) para funcioaes y (3.13b) para funciones
impares, nosotros obtenemos el funciofgt,| para ambas funciones. Ademas, con el

fin de simplificar estas ecuaciones, se usa laesige notacion:

1 Fre -
V, —E_I”[Veﬁ(x)cosnX] dx, Para funciones pares (3.16a)
1 fro
Vo= [Vert (¥)sin nx| dx Para funciones impares (3.16b)
=T

Funcional F|[c,] para funciones pares:

Reemplazando las ecuaciones (3.15b), (3.15chdBy (3.16a) en la ecuacion (3.15a),
y mediante algunos calculos sencillos se obtiesglsiente ecuacién integral:

Nt

F[cn]{%-ﬁr] Y 66w+ €y +2y2 621 A%+ Y 66 Wt Mg B1D)

n,n'=0 n,ni=1
Al derivar respecto los coeficientes obtenemos los siguientes resultados:

S = (%o-B) 0 *V2Y 6 =0

Co n'=1 (3-18)
10F _ < J o = _
Eﬁ_\/ﬁcovn +nZ::1{(Vn+rf + \{n—nr)"'[z it Ejdnn} G=0

Este conjunto de; -ecuaciones independientes puede ser representadimrma

matricial de la forma:
(o

? Vo-E)o+V2Y Vg

AwCi=Anl  |=0; con A= ) =l (3.19)
. f ] )

VeV, +n’Z::1{(Vn+r1 + \{n—n’)+(z if - Ejam} G

Los elementos de la matriz asimétiiga pueden ser escritos como sigue:

63



Ao=Vo—E ; An= Ao=v2V,

J -
A :(Z_ Er}d-nd + Vi + Yn—n’\ (3.20)

nn =1, n
Funcional F|[c,| para funciones impares:
Reemplazando las ecuaciones (3.15b), (3.15chdBy (3.16b) en la ecuacion (3.15a),

y nuevamente mediante algunos calculos sencilloskdiene la siguiente ecuacién
integral:

J » Ng g
F[cn]{(Z—ErJ Y GGt Y GG Vonm Y’"ﬂ (3.22)
n,n'=1 n,i=1
Las derivadas de este funcional respecto los deefes c,, arroja el siguiente
resultado:
10F (3 5 = B _
Ea = n'=1{(zn Erja-nn +(Vn+r1 \(n_n" )} Gy =0 (3_22)

Del mismo modo que para las soluciones pares,tefianresultado define un conjunto
de n; -ecuaciones independientes, cuya representacidgicialegs de la forma:

(o
G

AnCi = A =0; con Am:[% rf - Ejdnh"'( Va n~ M-n\) (3.23)

Ct
El anterior conjunto de soluciones, para las fumes de onda par e impar del
movimiento relativo, permiten encontrar los nivelesergéticosg, para los dos

electrones. Estos resultados junto con la energliandvimiento del centro de masa
obtenida de forma exacta (ecuacion (3.10b)), la ya@ontiene la energia asociada al
movimiento en la direccién Zg,); establecen la energia total del sistema.

3.2.4. DOS ELECTRONES EN ANILLOS CUANTICOS CONCENTRICOS —
CDQRs

Con el proposito de verificar la efectividad deloggdimiento numérico
empleado en este trabajo, se analizara en prinmstancia, el caso limite en que
R-0, a-1y B-0,ya que de esta forma nuestro sistema de anillésticos

acoplados, se transforma en un Unico anillo uniedisional cuyos resultados de
célculo han sido reportados previamente por &hai [92].

En la figura 3.4 se muestra la evolucion de loegeimeros estados de la energia total
re-normalizadak(M,m, 9 = E, (M)+ E (m ¢ como una funcién del radio medio del

anillo R para R =0.001g, 8 -0y a -1. Las lineas solidas corresponden a los
resultados de célculo obtenidos en este trabajentmais que los simbolos con
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“diamantes” negros representan los datos reportadda Referencia [92]. Un simple
vistazo a estos resultados permite concluir quetexin excelente acuerdo entre ambos
conjuntos de datos, lo cual demuestra la efectividlel método empleado. ElI modelo
numérico empleado en este trabajo tiene un médicomal, ya que los resultados
obtenidos en la Referencia de Zhu y colaborad@@s,el resultado de una solucion
exacta para un modelo particular de 1D-QR.

40 1 1 1 1 1
¢ Ref. [Zhu et al|
)

] ~

309 R =0,001a,*
‘
{ a=1,$=0, y=0.0
—(2,2,0)
(0,2,0)

2.2.1)
10 L L
0.2,1)
(LLY
(0,0,0)
0 T T T T T T T T T T

4 8 R (a >€(1)2 16 20

Flg 3.4. Energia re'llullllallLau:ﬂ\IVI J111, 5 I iunviv!t ust rauu micuiu uct anil® para un anillo cuasi

uni-dimensional. Los rombos sélidos correspondinsalucion exacta reportada en la referencia [92]

20 A

F(R,* ag*?)

En la figura 3.4 se puede observar que la en¢otaare-normalizada experimenta un
incremento monétono conforme el radio medio candeida; a 25a;. La evolucion de

estas curvas es una consecuencia de una fuerteet@rija entre la energia cinética re-
normalizada, la cual es independiente del radioiongdla energia potencial re-
normalizada, la cual es proporcional a éste. Barmzon, para pequefios valorefkde
el aporte a la energia total proveniente del téondi® energia cinética se impone sobre
el aporte de la energia potencial. Esto signifinpa tps electrones estan débilmente
correlacionados y es por ello que la pendienteadeutva para los diferentes estados
cambia permanentemente. En este caso, el sister@echionico tiene un
comportamiento mas parecido a un gas de partichlasobstante, cuando el radio
medio se incrementa a partir de un cierto valdicoriilas pendientes de las curvas se
tornan constantes. Este comportamiento es propiour sistema bi-electronico
fuertemente correlacionado, en donde los electreaatisponen de un modo ordenado
tal que se asemejan a un cristal que minimizadpslsiones electrostaticas, el cual se
conoce como cristal de Wigner [143].

La comparacion de los anteriores resultados retflegectividad del método de Fourier

empleado. Por ejemplo, las diferencias de eneggiareenores quﬂaO“‘RyDaggcuando el

radio central es mayor ques;. En este sentido, estos resultados pueden seiicasum
como una prueba indirecta de la exactitud del mlioziento numérico implementado.

En la figura 3.5 se muestra la evolucion de algunesles de energia en funcion de la
intensidad del campo magnético para tres difererdakses de la razon de & entre

los radios de los anillos. Los paneles estan dspg en orden de menor a mayor valor
de a. EI comportamiento de estas curvas es el resulieduna fuerte competencia

entre los términos paramagnéticos y diamagnéticessg encuentran presentes en el
Hamiltoniano (3.2).
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Fig. 3.5. Evolucién de la energia re-normaliza(fa(M,m,s) para dos electrones en dos anillos
concéntricos 3=0) como funcion de la intensidad del campo magnético

La contribucién del término paramagnético es lineah la intensidad de campo
magnético mientras que la contribucién del térndimmagnético es cuadratica con el
campo. En consecuencia, para pequefios valoresintensidad del campo magnético,
el término paramagnético se impone sobre el diaétagn lo cual conlleva a que todas
las curvas tengan una pendiente constante al jn&émdo positiva si el nimero
cuantico M del momentum angular del centro de neagaositivo M >0) o negativa en
caso contrario 1 <0). A medida que la intensidad del campo magnétigoenta, se
comienza a imponer el término diamagnético, lo aeatraduce en un cambio en la
forma de la curva rectilinea hacia parabolica.e Hstremento del campo es responsable
de que todas las curvas cavi <0 alcancen un valor minimo cuando el campo
magnético adimensional toma los valows2|M|/(1+ a’®). En consecuencia, el estado
de minima energia experimenta un comportamientdats®o conforme crece la
intensidad del campo magnético (oscilaciones AB).hecho de que los valores de
para los cuales aparecen los minimos sean depéssighla razémr , conlleva a que el
periodo de oscilacion pueda ser modulado a traeé$adescogencia de los radios
medios de los anillos. Un célculo simple nos perngibncluir que para anillos muy
estrechos este periodo de oscilacion es aproximaanigual ar =2/ (1+a”) y por lo
tanto esto explica el porqué de cuanto menor eszian entre radios , el periodo de
oscilacion de las oscilaciones AB aumenta paraismmvalor deR (R=43;).
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3.2.5. EFECTO DE LA SECCION TRANSVERSAL SOBRE EL ESPECTRO DE
DOS ELECTRONES EN VCQRs

En esta seccion se analizan los efectos de tamddoma de un sistema de

anillos cuénticos acoplados verticalmente segimaglelo descrito en la seccion 3.2.1
sobre la estructura energética de dos electrones.

20— : : : ; | 4 . —
(a] A _/}-//’/ g (bj c,// a=1.0
18 /// /}-/-.'-'-'-' d=a'"R,+0.1a; o
. . | e
1=, . / | ./__'_:,' T

-
o
L

a 5
i T 3
[S0haN x e
w w e -
] . e Pt e
é' " 2 - T R=0.0011"2ay
i} et oy _ .
O 10 | /’./;"ﬁ o R=0.22"2a
T - Ry=0.3z"7a
* e - Zhu-Dai

.(-'_ 2" Bguare Cross-Section
1 2
Ri{ag)

o

Fig. 3.6. EnergiasE(M,m, ) en funcion del radio central de dos formas difezemle anillo toroidal con

secciones transversales: circular (linea contigua)adrada (linea punteada) (a) y tres valoresetifes
del lado de la seccion transversal cuadrada (b).

En la figura 3.6 se muestran algunos estados di@rgépara dos electrones en
dos anillos cuanticos concéntricos con secciorveraal circular (lineas continuas) y
cuadrada (lineas punteadas) (figura 3.6a) y tedsres diferentes del lado de la
seccion transversal cuadrada (figura.3.6b). Emitagya grafica (figura 3.6.a), se puede
observar que los valores de energia de los elextren el anillo con seccién transversal
cuadrada son siempre mayores que los de aquehs@ttion transversal circular. Esta
sensibilidad de la energia con la morfologia dselecion transversal es consecuencia

de la mayor profundidad y anchura del potenciaitefe renormalizadoV,; (¢) en un

QR con seccién transversal circular CS que enasmoseccién transversal cuadrada.
Este potencial puede apreciarse en el recuadra figura 3.6a. En la figura 3.6b los
niveles energéticos para los dos electrones sergescomo una funcion del radio de
la linea central de dos QRs con idéntica secc@mstersal (cuadrada) con ladbs

0.004/77aj(linea continua),0.2/77ay(linea punteadad,3/7a) (linea discontinua) y

con una distancia de separacion entre los anikpslia d=h+0.1g, lo cual
corresponde a una configuracion de anillos acopladerticalmente. A pesar de
considerar la seccién transversal de los anillog pequefia, se puede observar que a
medida que aumenta el tamafio de la seccidn tremadyelos valores de la energia
disminuyen, lo que demuestra que la energia essmnsible a la variacion del tamafio
de la seccion transversal. Ademas, cuando el fadisversalR y el parametrog

tienden a cero, los estados de energia mas bajusstentemente tienden a los valores
exactos correspondientes a los simbolos negroséceeion 3.2.4).

En el andlisis de las energias del conjunto delesvenas bajos, se ha usado una
notacion corta para los diferentes nimeros cuantiae espin en un orden creciente: a,
b, c, etc. La comparacion permite concluir questexuna excelente concordancia entre
ambos grupos de resultados, lo que pone de maaifeegficacia de método que se ha

67



implementado. La notacion establecida para losdestde energié(M,m, s) son los
correspondientes a los mostrados en la siguieble: ta

Tab. 3.1. Notacion para algunos estados energétief ,m, s
a b c d e f g h
E(000) | E(000) | E(021) | E(200) | E(110) = E(221) | E(020) @ E(311)
i i k I m n o] p
E(131) | E(310) | E(220) = E(041) | E(400) E(130) | E(331) | E(421)

Por ultimo, se analiza el efecto de la secciénstrarsal sobre las oscilaciones AB para
los niveles méas bajos de energia de los dos etedrdn el caso de QRs acoplados de
forma concéntrica #=0) con seccion transversal circular se han condgidedos

situaciones: la primera corresponde al caso eu@llgs anillos se “fusionan” en uno
solo (o =1) y la segunda corresponde al caso de dos anillges @z6n entre sus radios
es a=15. Las curvas de energia en funcion del campo ntiagn&normalizado para
estas dos configuraciones se muestran en la figiirga) y 3.7 (b), respectivamente.
De estas figuras se observa nuevamente (tal conobsvo en la figura 3.5, en la
seccion anterior) que a menor separacion entrendfs, mayor es el valor de la
energia del sistema y del periodo T de las osoifees AB (Las cuales aun se siguen
presentando debido a que la seccién transverskisdanillos siendo muy pequefia -
R =0.001g). El aumento en la energia se debe a que logr@ies, al disminuir la
separacion entre ellos, se encuentran mas fuertenuamrelacionados debido a la
interaccion coulombiana, lo que produce a un aumentla energia de los mismos. En
cuanto al aumento en el periodo de las oscilacioegsecto a una disminucién de la
separacion lateral entre anillos se debe a la digpeim inversa que existe entre el
periodo Ty la razén entre los radios tal como se mencioné en la seccién anterior.

En la Figura 3.7c y 3.7d se grafica la energid tetaaormalizadaE(M ,m,s) en funcién

de la intensidad del campo magnéjicpara los dos electrones en un unico anillo
(B=0) con seccion transversal cuadrada y rectang@spectivamente. De esta gréfica
se observa que a pesar de que las oscilacionesiehBlen a un comportamiento
sinusoidal (figura 3.7c), éstas se alejan de @st@portamiento cuando los anillos no
son muy estrechos (figura. 3.7d). Esto se debedaguariacién del ancho de los anillos
w (definido como la diferencia entre los radios fiime y exterior del anillo:
w= R, - R, ), produce una distorsion del periodo de las asoites AB. Por lo tanto,
se espera un “apagamiento” de las mismas para egaralores del anchw del QR.
Claramente un aumento del ancho del QR, produasaonbio notable en la geometria
de la estructura y esto lleva a una modificacideresante del espectro, como es la
desaparicion del tipico comportamiento oscilatodi® la energia presente en QR
estrechos.
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Fig. 3.7. EnergiasE(M .m,s) de dos electrones en VCQRs como una funcién deafgnitud del campo

magnético (renormalizado para el caso de (a) y (ig)a anillos de seccion transversal: circulabja,
cuadrada (c) y rectangular (d). Para las diferesgxxiones transversales se usaron los siguientes

parametros: R=4g), R=0.001&§ y B=0.0para la seccion transversal circular ®=10g, a =1y
£=0.0 para las seccién transversal cuadrada y rectangula

No obstante este efecto es posible de observar e36lsu etapa inicial cuando el
apagamiento de oscilaciones AB se hacen menoslegtdds curvas de las energias en
funcién de campo magnético comienzan a aumentgrendientes.

3.3. INFLUENCIA DE LOS DEFECTOS ESTRUCTRURALES SOBRE EL
ESPECTRO ENERGETICO DE DOS ELECTRONES EN VCQRs NO
UNIFORMES

Como se ha mencionado desde un principio, los Q&e-ensamblados
despliegan interesantes efectos debido a su wartitopologia, entre los cuales se
destaca el comportamiento oscilatorio de la endogelaciones AB) cuando un campo
magnético es aplicado a lo largo del eje del anilléste efecto se manifiesta con
claridad solo en QRs estrechos y homogéneos, tabcge ha visto en la anterior
seccién. Sin embargo las propiedades de los QRbiaardrasticamente si el anillo no
es uniforme. Cualquier variacion suave y pequefi@lesancho de los anillos y a la
curvatura de los mismos puede producir la extinalénlas oscilaciones AB [144]
debido a que se presenta localizacion de los pmeadde carga en la regién que
contiene los defectos. En nuestro estudio se maugse la localizacion de electrones es
mucho mas fuerte para variaciones de la alturaidb (capitulo 1). Por ejemplo, el
aumento en la altura del QR en una capa de tanlsdto disminuye la energia del
movimiento transversal de los electrones en apradamente un 5%. Este efecto es
incluso mas interesante en el caso de dos elestreneanillos cuanticos delgados
acoplados verticalmente con defectos estructueales morfologia.
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En esta seccion se analiza la influencia de la mfoumidad estructural sobre el
espectro energético de dos electrones confinadosinepar de anillos cuanticos
acoplados verticalmente con defectos locales encstologia.

3.3.1. MODELO ESTRUCTURAL
El modelo planteado consta de dos electrones @mdsen un par de anillos

coaxiales muy delgados acoplados verticalmenteseptados esquematicamente en la
figura 3.8.

Fig. 3.8.Diagrama esquemaético (3D) de anillos cuénticos ladog verticalmente, con el anillo inferior
uniforme y el superior no uniforme, con dos elewd® capturados y un campo magnético uniforme
aplicado a lo largo del eje z

Donde el radio de la linea central del anillo irdefdefinida en la seccion 3.2.R =R
y del anillo superior se define con®) =a R. Los dos anillos tiene el mismo anahp
la separacion entre ellos es dada pot SR y el campo magnético externBes

aplicado a lo largo del eje Z. De igual manera cemtrabajo en la anterior seccion, se
tiene que el parametro adimensianak la razén entre los respectivos raéipoyg R de

las lineas centrales y el pardmetro adimensighalsi comoR relaciona la distancia
entre anillosd con el radio de la linea centrdR. El anillo inferior es considerado
homogéneo con grosdt constante If, () = h= cte), mientras que el grosor del anillo

superior es considerado variable, depende de lalepnada angulag, de acuerdo a la

funcion h, (8,) = h/«/1+ 0’95 definida en el intervald-7<#, < ). Aqui el parametro
o da el nivel de uniformidad de la superficie dellarsuperior.

Para estos sistemas, hemos considerado un modepdifisado de barrera infinita,
Vi(p1,.9,2) en el anillo inferior W, (p,,5,,2,) en el anillo superior, definidos de acuerdo

a la siguiente expresion:

: R - W
)=107 < <h@)i R <p< Rt (3.23)
o ; En otro caso
Dondek=1 para el anillo inferior ¥=2 para el anillo superior.

Vi (T
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3.3.2. HAMILTONIANO PARA DOS ELECTRONES EN VCQRs NO-
UNIFORMES

Del mismo modo como se trabajo en el capitulo 2irfedisionalizacion del
Hamiltoniano (2.3) a partir de unidades efectivat)Hamiltoniano adimensional para
este sistema bi-electrénico con un campo magnétooogéneo aplicado en direccion
Z, se puede escribir (resumiendo algunos pasositassanteriormente) en coordenadas
cilindricas como:

H) = Ho +Uy,;
) L 5 1 P 3.25a)
o= 3 |-—2p 2 -0 - LBy D N (pu80n)

k2| Pk 9P« 0Py pk aﬁk 0z 4 0%

Aqui, Vi(p,5,7)es el potencial de confinamiento adimensional pada electrén y
U,, es el potencial de interaccién coulombiana dadimena adimensional por:
~ 2 2

2= = 3.25b)
” \/(101 -p,)° +4/0],028in2(291 ;92) +((d+2)- 22)2
Realizando la sustituciop, =R, + x,, donde 5 << V\g se obtiene:
=2 Ho
k=1,2
; 1 9 : 1 9 PRx)
Hu =7 —(Rc+ X - St 3.26
"= TR on oy, (Ro+x 2 052 oz 4 (3.26)

.0
—|ya—lz(+vk()(k,z9k,zk)

Mediante la aproximacion adiabéticaR (>>w,h), se tienen las siguientes
consideraciones,

1 0 o _ 0%
(R + )5
+ X)) ox a
AA— (Rk ) k) akz < OXF (3.27)
—( ) 53 5> << El resto de términos de la ecuacion 63
Re + X« k

Con las cuales el Hamiltoniano (3.26) puede seresgulo por separacion de variables
(movimiento lento y movimiento rapido —AA) de lgsiente forma:

Ho = HO(/\/kzl,Z' Zy-19* H {9 125

0% o Y(R+x) .
o (Ner 2 Ze1.0) = + =+ (X, %,0Z) | ; 3.28
R P v e A )
~ 1 ? . 9
Ho(B=12) = - —iy
0\Wk=1,2 _21:2[ (Rﬂ'/\’k) 519k2 a&J
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3.3.3. ECUACION DE SCHRODINGER

De acuerdo a la AA se tienen dos ecuaciones diferes que permiten
encontrar los valores de energi para el movimiento lento y para el movimiento

rapido, respectivamente.
Por lo tanto tenemos:

. Para el movimiento lento:

La funcion de onda es: f(x.z)=f,(x) f(z) con fX(Xk)z\/zco{ﬁ]
Wi W

f,(z)= 2 sin[ T ] . Entonces la ecuacion de Schrddinger para el memim
h(@)  \h(ZW

lento de los electrones es:
|'~|0|<()(|<,Z|<) fOe z)= iEk(l9k) X 20 =

Hok (Xir Z¢) frnd fAzd = EJ0 fOrd fLz); (3.29)
> 0 F(R+x)
_Wf_a_zf*-%} ) f(z)=EI) f F(Xd £Lz)
Reemplazandd, (x;) tenemos:
0°f - .
[‘#(XK)JNK()&) f () [= E(@) £, (X ) (3.30)
k
donde,
y 2 W
R+ x) + |Xk|<—
Vo) =4 4 W@ 2 (3.31)
- - I8
! |/Yk|> 2
Haciendo Vk(xk) =V + Vi (x ) » entonces
2
%k’f& k“ﬂ)y\@wof—@Rxwxd (332)

Aproximacion de orden cero

Realizando una primera aproximacion, definida campooximaciéon de orden cero,
tenemos para cada electron:

P 00k)
oxe

2
Con 9 (x)= [—cos{%)
W W

Reemplazandd/,,, la solucion de la ecuacion (3.33) para los dest®nes es:

EO(,9,) = Y Rg2, T ”2} 3.34
(1”.§i4a+ﬁ+&m) (234

+Vor (Xi) fX‘O) X [= BP0 f;O)(Xk); (3.33)
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Aproximacion de primer orden

De acuerdo a la teoria de perturbaciones, consitEraina nueva aproximacion de

primer orden para la energig®#,%), lo cual nos permite escribir la energia del

sistema en una primea aproximacion como:

E(.9,)= E9@,,9,) + EY(I,9,); donde EP(3,4,) es la perturbacion de primer orden

en la energia. Para esta expresion tenemos entonces

E@.9)= Y [E@) ©15) +{ 1 Ve O ) f(g)ﬂ (3.35)
k=1,2

Reemplazando la expresion (3.34), se obtiene:

- vy |V Re T, Lol
E(191-792)—k=21’2[4 R +ng+h<2(’9k)+< Fex ( R)(k"')(k) G >] (3.36)
donde,

2 o we(l 1
[ #flovn] )] Zloanerod T4

Entonces la energia del sistema en la aproximatzd@rimer orden queda:

- x| P2 . m . 1_1)_1

E(ﬂlﬂZ)_g‘i 2 (R< +5V\E)+w§+ h((ﬂk):|’ o= [6 nzj = (3.37)
ComoR=R R=aRy &/ F entonces:

3 Y AN AN R
ol (S ) e

E(S,5,) _r R2(1+ a?)+ B (9.9, ;
(3.39)

2 2

o 52 )

Para los dos anillos, nosotros consideramos losctief en altura como una funcién de
la coordenada angulade la siguiente manera:

2 7 2
2 =2 Y 3 :_2(1+ J21922)

@) W (@)

En donde se ha tenido en cuenta gug h, son las alturas maximas de los dos anillos

y oes una constante arbitraria que determina el nigaho homogeneidad estructural
(ver seccién 3.2.1).

(3.40)

Il. Para el movimiento rapido:

De (3.28) y usando los resultados obtenidos en7)3.81 Hamiltoniano para el
movimiento angular (répido) es:
0,y

H~o(l91’192): Z Ek—_ Ve

R AL 7R BEY 341

Donde
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f (0)>
xk
A
(3.42)

W /2
2 1 1
=B = | = ——— cosz( J X, =
—v{/ZWk{(R(-"Xk) J Rk_35V\E
De esta expresion se tiene que el térniag << R*, entonces se pueden considerar las

siguientes aproximaciones:

1 1 1
Usando las coordenadas relativas y del centro da,na@finiendo una nueva unidad de
campo magnético en términos del flujo magnéticy@se presenta a continuacion:

_(Bra®)

I=5 -3 3.43.a
(1+g2) 1 2 ( )

d d
19 =O— 19 =@+ 343b
= l+a'2 y v3 1+ 42 ( )
y YR g conap,=C (3.43.c)

2 (Do e
Y usando (3.40) y (3.43) entonces el Hamiltoniamenormalizado

I—~|R=H~0R2+<012>R2= |"-|0R2+<U§2> es:

HR($,0)=—— 1 & (1+ jaz +2¢6%+(1+az) {yzzd(vvf+w§)+§+§} .40

1+0? 007 09°
+[A0+A1@2 + A9+ A@§]+< Uf2>
en el cual,
s 20°m° 20 77° 40 71°
=+ R AT R A" R AA—— R 3.45

Ao {hl ’ hl] . ; P h22(1+0/2)2 » h22(1+a2) (3.49)
Y <L11R2> es el potencial promedio de interaccion Coulomdiantre los dos
electrones:

(U8)=( 1, XD .20 2| 0B {0 ax) (2 2) (3.46)

Si hacemosv, =W, =w y h=h = h entonces:
) , I -1/2
(U8)= ZR{(l— a)’ + o sirt () + 57 + }

18R?
A, (2”2]# A= Ao Azz%; A3=—2—A12 (3.47b)
(1+a2) (1+0' )
Con estas consideraciones, el Hamiltoniano renazedd del sistema en las
coordenadas del centro de masa y relativa masélosirtos perturbativos queda
expresado de la siguiente manera:

(3.47a)
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HR(9,0)= Hcm((a) +H re,(19) +H pert((3,:9)

I:IR(G):——1 a—2+2it19—+A1(32+(1+az)¢2

o 1+a? 002 00
HR @) = —£1+a—12jaa—z; +A,9° +<L~Jf‘2> (3.48)
Hpet(©,9) = A;09+ A, ; donde A, = /so{yzavhz\:ﬂ R= A+®J v%+%

Para resolver las respectivas ecuaciones de aotesalnosotros hemos empleado el
método de Fourier-Galerkin para el Hamiltoniandeecoordenada del centro de masa y
en la coordenada relativa, respectivamente.

I1l. Método de Fourier para el movimiento del centro denasa

La ecuacién de Schrddinger para el centro de n®sa e

Hen(©)=10(0) = Bz (O) (3.493)
1@ _ o
1402 002 2'¢_+A1@2 +(1+a?)o }:M (©)=Ef=u (0) (3.49b)

Aqui E); es la energia renormalizada, el subintiloes el nimero cuantico asociado al
momento angular del centro de masa 3§, (©) es la funcibn de onda para el
movimiento del centro de masa, la cual satisface [ondicion
=w (0+2m) ==, (©-271) en el intervalo - 7<@ <. Expandiendo esta funcién en
series de Fourier, tenemos:

= W MO . _ 1 1 sMe
_M(@)—M;MOCMM AL & IM ® (3.50)

Mediate la aplicacién del método variacional adaase:lon (3.49b) y usando la funcion
de onda (3.50), el problema es equivalente a maainia siguiente integral:

_f) 1 e=a="  Jo="_ _qo=
F[CM]__'[T{1+02 90 90 'q{ae‘ - ae} [ e (©) EMJ‘ ‘} w© (3:51)

CoNV, () = AO% + (1+ az)cbz. Finalmente el anterior funcional queda expresamhac

T
x M
F|Cy |= 3
l-zea
v/
Resolviendo la anterior integral paka=M' y M #M'y normalizando #2 =1/ 27),
se tiene que:

aELs

2
e —2|v|cp+[\7eff ©)- Eﬁ]} Gy Gy &M MWe @ (3.52)

—2MCD+(l+a2)CD2—E,\'}]+§Al

*

GiGr  iM=M

1+a?
(3.53)

FlCu =
zz[( ]

Derivando respecto a los coeficientes, obtenemos los siguientes resultados:

~cogM -M’) ]C;ACM. s Mz M
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. Zz[ MZZ—2|v|q>+(1+az)q>2—E{j]+fAl Gy =0 ;M=M
GF[CMJ mowm |\ 1ta 3
aC, 0=
M 2A ) '
———cog§M -M")mr|C, =0 M£M
%%’{(M—M')z s ) ] .
Este conjunto d&M independientes, puede ser representado en forngiaia

A Cyr =0, con

M2 2_FR f M — M
%“[lmz M+(1+0?)® EM]+ SA M=M

Amr = 2 (3.55)
%[WCO#M_M’)HJ ,MiM'

IV. Método de Fourier para el movimiento relativo

La ecuacion de Schrodinger para el movimientdivela&s:

Hia ) Wn(9) = Egi(m 9¥ (9); (3.56a)

Donde ¥, (#) es la funcién de onda que describe el movimieelativo, y satisface
las condiciones¥  (0)=W (27)si m=2k+1, y W (0)=W  (27)=0 si m=2k en el

intervalo-2r<9<27. EX(m9 es la energia del movimiento relativo de los dos

electrones. Los numeros cuéntidds m y s son los mismos descritos en la seccion
anterior.

Reemplazando el Hamiltoniano (3.48) para el movitaeelativo, la ecuacion de onda
(3.56a) queda entonces:

- 1+i2 W () +| 2R| (1-a)? + 4 sif 4 +ﬁ2+h2+\;v2 _1/2+A2192 Y. (9)
) 2

18R " (3.56h)

=B (M 9¥Wn(9)
Aqui el nimero cuanticeesté asociado al spin total del sistema de dor@hes,s = 0
corresponde al estado singlete (la soluciéon detleriar ecuacion diferencial es paryy
= 1 al estado triplete (la solucién es impar).
El intervalo de periodicidad es la solucion de daazion (1.56b) estd Para reducirlo
al intervalo estandar, hacemos la sustituciég/ 2;

—BY () +[ Ve (- B (m 3]W( ¥=0, -7< %7, (3.57a)

; . W+w "’ 10, 1
= —a) 2 : = = 3.57b
Vg (%) {ZF{(l a) + it x+ f4 =g } + 47 %} B=4[Ha2j ( )

Con ¥(m)=w(-n). Esta ecuacion es equivalente a la que surgenahiaar el siguiente
funcional:

F :%ﬁg(w')z +{Ver () - B (m 3} wz} o (3.58)

Puesto que el potenciaV,; (x)tiene paridad p%ﬁeﬁ (x)=\79ﬁ(—x)), entonces las
funciones w(x) deben tener paridad paw, (x)]o impaf W_(x)], esto resume en la
siguiente expresion:
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C00=Y el (9 wh(-d=wh()= Acosx
W(x)= - (3.59)

V=Y ctr():  wr(-A=-wa(}= Asin nx
n=0

En la cual el coeficient@, es dado por

i, n=0
Ah:<n|n>:5nn: \/12_77- (360)
ﬁ, nz0
Reemplazand®'(x) = icnz//n en la ecuacion integral (3.58), obtenemos la sigei
n=0

expresion:

F[cn]:—j Zocrmnz%wh ERzoquthWﬁ( #Zoq«chm d (3.61)

Reemplazando la ecuacién (3.59) para funcionesspaneara funciones impares, es
posible obtener el funcion&t[cn] para ambas funciones. Con el fin de simplificar la

escritura matematica en estas ecuaciones emplestarsiguiente notacion:

m
V, = 1 [~eff(x)cosnx] dx para funciones pares

(3.62)

o
v/

v 1 7
Vi ~on _[ [ Verr (¥ sin nx] dx para funciones impar
=T

Funcional F[c,] para funciones pares
Mediante una serie de sencillos céalculos en la a@do del funcional (3.61)
empleando las funciones pares, se puede llegasiguiente expresion:

F[cn]:K j S P60 + EY+ 22 gz SV Y g Kot yﬂ (3.63)

n,n'=0 n,n=1

La cual derivando respecto a los coeficiertgs arroja los siguientes resultados:

10F _(v _ &R LA
20—\ E) @+ V2 ¥ g =0

éa_F_(cov +z{( Vour + St ) [ '%_ERjd””} "

Este conjunto de; ecuaciones independientes puede ser representddoren
matricial:

(3.64)

(o-E) o +v2X Vi
n'=1
o, ) B 3 (3.65)
\/ECOVn + Z{(Vnm + Yn—rf) +£Z it - &Rjdm} G
n=1
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Los elementos de esta matriz simétrica puederb@seride la siguiente manera

Ao =Vo - ER ; An = Ao:\/éié

(B_ar)s 10 ax
Ahn’ _(Z - Er jdnrf + Vn+ ht Yn—n’\ (3.66)
nn=1n

Funcional F[c,] para funciones impares
De la misma manera en que se procedio para laphegpares, se obtiene el funcional

reducido para funciones impares, sabiendo adenggey, =0. El funcional para
funciones impares queda de la forma:

N ng
F[cn]=[(%—ﬁf<} Y GGt Y GG Var \4]] (3.67)
n,nN=1 n,ni=1

Derivando respecto a los coeficientgs obtenemos:

Ny
e
Este conjunto de; ecuaciones independientes puede ser representddoren
matricial:

AnCi=0 con Ay :(% it - E‘?j@m"‘( VA %‘”\) (3.69)

Los vectores y valores propios encontrados numégote para la matriz (3.55) para
el movimiento del centro de masa y matrices (3y66869) para el movimiento relativo
permiten obtener de manera analitica las funcideesnda que a continuacion pueden
utilizarse como base en el marco de método de Kialal considerar diferentes tipos
de perturbaciones. En este caso la energia istdleprepresentarse en la forma:

E(M.m9=E ©39)+ F©@©I)+ B ©.9) (3.70)

3.3.4. ESPECTRO ENERGETICO PARA DOS ELECTRONES EN UN QR NO
UNIFORME

Hemos realizado los calculos numéricos de las é@mergenormalizadas en
. 2 - 7 . Z et
unidades de(RyD(aS) )de los dos electrones en funcion del flujo magoétcde

diferentes parametros geométricos de los anillst Eon el fin de analizar el efecto del
tamafio de los anillos y la no-uniformidad de sysesicies.
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Fig. 3.9.Energias renormalizadas en unidadez{l@éa@)z) de un electrén en funcion del flujo magnético

en un Unico QR con dos diferentes rad®sdiferentes niveles de homogeneidag una altura maxima
h=0.2a)

En primer lugar, se calculan las energiade un electrébn en un Unico QR 1D
(B - 0,a - 1) con una suave falta de homogeneidad de su scipeféi - 0, para el

caso de QR uniformes) cuyos resultados de calarasldo reportados previamente por
Zhuet al. [92] (ver figura 3.9).

En la anterior figura se observa que el aumentoved&r del pardmetra(el cual
caracteriza el nivel de homogeneidad de la superfiel QR) desde 0,001 hasta 0,04

manteniendo el mismo radio del anillo dea; conduce a un apagamiento sucesivo de

las oscilaciones AB de los niveles energéticos Ibagss. Esto es una consecuencia del
hecho de que en estos niveles, la rotacion detréteal introducir los defectos se
transforma paulatinamente en una vibracién en lagimpidades de la regién que
presenta el defecto estructural. Como se vio eagitulo 2, el electrén presenta mayor
probabilidad de encontrarse en la region dondeparficie del anillo tiene un maximo
de altura. Esto conduce a la aparicion de estaoltaizados correspondientes a la
vibracién del electron en la region de mayor alturambién se puede ver en esta
misma figura que aparece un mayor nimero de estadakzados a medida que el
radio del QR no uniforme se hace mayor.

3.3.5. ESPECTRO ENEGETICO PARA DOS ELECTRONES EN VCQRs NO
UNIFORMES

A continuacion se analiza el efecto de la no hggneidad en la morfologia de
los QRs acoplados verticalmente sobre la energésielectrones capturados en ellos.
En la figura 3.10 se presenta la variacidbn de largia renormalizada para dos
electrones confinados en anillos cuanticos acoplagerticalmente (anillo inferior
uniforme y anillo superior no uniforme) como unadidn del flujo magnético a través
de los anillos. En este caso el analisis de latacganes AB en estas estructuras es mas
complicado que en el caso de un solo electron,ddedila superposicion de varios
factores que definen la correlacion electron-efectitales como la separacién entre
ellos, la dimensionalidad y la geometria de lauestira.
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Fig. 3.10. Energias renormalizadas (niveles mas bajos) eradeglde R'4’) de dos electrones en
funcién del flujo magnético en VCQRs en donde uada$ anillos presenta un defecto estructural. Se
han considerado variaciones de homogeneidadi¢ 0 a 0.2 para anillos con un mismo radio=() y
con radios diferentesa(=1.5). Otros parametros de los anillos $0n204), w=1§, h=0.2g £= 0..

De la anterior figura se muestra la variacion de mhiveles mas bajos de energia
respecto al flujo magnético para el caso de ddkarion geometria idénticarE1) y
para el caso en que el anillo superior (no unifgriieme un radio 50% mayon(=1.5)

gue el anillo inferior (uniforme). Comparando lagufas 3.9 y 3.10 se observan muchas
mas intersecciones de las curvas de energia es@lde dos anillos acoplados que en el
caso de un solo anillo, independientemente ddifasencias entre las dimensiones de
los anillos. Sin embargo, el efecto de la no unifdad en el grosor de uno de los
anillos sobre las oscilaciones AB es similar endias situaciones consideradas en estas
dos graficas. El apagamiento de las oscilaciori@sé\hace mas pronunciado a medida
gue aumenta el parametoode 0 a 0.002, conduciendo a la aparicion de unomay
namero de estados localizados. Este apreciableemirde estados localizados
evidencia una notable sensibilidad de la energiasidiema ante minimas variaciones
del grosor de los anillos. Este efecto no se rnemté de forma tan significativa para
variaciones del ancho o de la seccion transvdesakuales se analizaron en la seccion
3.2.

Por ultimo, en la Figura 3.11 se muestra la deparidede las energias con el radio del
anillo inferior (uniforme) en ausencia de campo n&igo (a, b) y con un campo
magnético fuerte (c, d) con el anillo superior anife (a, ¢) y no uniforme (b, d).
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Fig. 3.11.Energias renormalizadas en unidades ®jgg() de dos electrones en funcion del radio de los

anillos acoplados verticalmente, sin campo magoéfa,b) y con un campo magnético fuerte
y=3, B= 25T (c, d). Otros pardmetros de los anillos son4, 5=0.1,h= 0.08 w= 0.3

Cuando los radios de los dos anillos son muy ditese (@=4), las distancias
promedios entre los electrones son grandes yrachsta tipica corresponde a un cristal
de Wigner y por esta razén los electrones estétefuente localizados. La energia de
repulsion electroestatica es dominante y por ldotala dependencia de la energia
normalizada total con el radR es casi lineal. Se puede ver en la anterior figura
para el caso de campo magnético cero las energidgsddos electrones en anillos
uniformes (figura 3.11a) forman bandas de subrsvetan igual pendiente respecto al
radioR, mientras que cuando uno de los anillos no e mmé (figura 3.11b), aparecen
dos grupos de lineas con pendientes diferentepigumrcionan muchos cruces entre
ellas. Como se habia visto en el capitulo 2 paaso del crater, un aumento de la
pendiente del crater proporcionaba un aumento eseparacion de los subniveles de
energia y una disminucion en la separacion de gags de subniveles, presentandose
una superposicion entre ellos y por lo tanto crwergse las curvas de energia. En el
caso presentado en la figura 3.11 un efecto sipitzduce el campo magnético externo,
gue afiade a la energia renormalizada del sistetéangho diamagnético, proporcional
a R*dando como resultado un aumento abrupto de la enpaya radios grandes y
modificando la energia potencial resultante hactngarecida a un crater. Esto es en
nuestra opinidon una explicacion de la modificacitnlas curvas energéticas que se
observan bajo influencia de campo magnético (fig@utd.c, d) o un defecto estructural
(figura 3.11b, d).
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3.4. EFECTO DE LA PRESENCIA DE DOS DONADORAS SOBRE LA
ENERGIA DE DOS ELECTRONES EN UN QR

Motivados por las posibilidades de construir sEe nanoscopicos de dos
niveles que puedan utilizarse como parte funcieraldispositivos aplicados a la
optoelectronica, la espintronica, e incluso a émologias de la informacion cuantica.
Recientemente, se ha propuesto utilizar un sistemzado de dos donadoras acopladas
(D5) confinado en un punto cuantico [145]. El analisirico del sistem@&, en un QD

esférico ha demostrado que el confinamiento estralcpuede ampliar notablemente la
diferencia de energia entre los dos estados etéodH mas bajos y los demas estados
excitados, lo que favorece la identificacion dstesna de cuasi-dos niveles requerido
para los propdésitos de computacion cuantica [146). este sentido se puede esperar
gue un QR con uno o dos electrones capturadospresencia de un sistema de dos
impurezas sera un mejor candidato para este finugu@D esférico, por el hecho de
gue las brechas entre los niveles de energia mjas ba el QR son mayores y la
localizacion de los electrones es mas fuerte. Ademn campo magnético externo
aplicado a lo largo del eje de simetria da unabiaad adicional para controlar las
propiedades de los estados moleculares debidoatdale influencia que puede llegar a
tener sobre el espectro energético del sistemaivaios entonces por la posibilidad de
gue un sistema de dos donadoras ionizadas puedn uenpapel importante en el
desarrollo de nanotecnologia, hemos desarrolladestudio teérico de las propiedades
moleculares de un sistema conformado por dos doasdwonizadas fijas y dos
electrones confinados en un QR toroidal, estersestes el equivalente artificial a una
molécula de hidrogeno, por lo que lo denominaretnoalécula artificial de hidrogeno
—H,". Ademas, el estudio del comportamiento cuantieloegdte sistema puede servir de
base para entender mejor algunas de las propieddelesistemas bi-excitdnicos,
confinados en QRs tipo Il, en el caso limite cualedmasa efectiva de los huecos es
mucho mayor que la de los electrones.

3.4.1. MODELO ESTRUCTURAL DE UNA MOLECULA DE HIDROGENO

Con el fin de tener en cuenta el efecto del espgsann QR, se ha utilizado
recientemente la técnica de aproximacion adiabfti€d, 148] con el fin de calcular los
niveles de energia mas bajos de un ion (artificialjativo de hidrégeno en un anillo
cuantico estrecho de forma toroidal. En el prestrateajo hemos utilizado un enfoque
similar con el fin de estudiar los estados mas da@® energia de una molécula de
hidrogeno artificial - H, la cual consta de dos donadoras ionizadas ulscael eje de
simetria del anillo en las posiciones a=(0,0/2y b=-a=(0,0-{/2),
respectivamente, y dos electrones aportados pas ebnfinados en el interior del
anillo. El anillo cuantico tiene una linea centatular cuyo radidR es mucho mayor
que el radio de la seccion transversal del arffjo(R>>R). Para este sistema
estructural, hemos considerado un modelo simptiicde barrera infinita, en el cual el
potencial de confinamienta, (p,¢,z) es igual a cero en el interior del anillo y aritt
fuera de él. Este modelo de molécula de hidrogetificial se esquematiza en la figura
3.12.
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Fig. 3.12. Diagrama esquematico (3D) de una molécula de hétrdgartificial, compuesta por dos
donadoras ionizadas$; ( |,) ubicadas sobre el eje Z y dos electrones confimaah el interior del anillo.
En la imagen de la derecha se esquematizan laderwatas para cada electron, dokedk 2.

3.4.2. HAMILTONIANO PARA LA MOLECULA ARTIFICIAL DE
HIDROGENO

Del mismo modo como se ha trabajado en los anésriarapitulos, el
Hamiltoniano adimensional describe la molécula idedgeno artificial con un campo
magnético homogéneo aplicado en direccion Z, sdeescribir (resumiendo algunos
pasos descritos anteriormente) en coordenadadraitis como:

y2,0k R B 2 2 PO
(o, b 2) = -A -iy—+U (f)-——— - — [+tU tU 3.71
k' ¥k <k Z k a¢k k\" k. |rk—a| ‘Fk—b‘ ee ( )

Aqui, U, (F,) es el potencial de confinamiento adimensional pata electrén yJ; es
el potencial adimensional de interaccion coulomdi#m-ion, U,, el de interaccion
coulombiana electrén-electron, definidos de la isige forma:
Uee=2/|7, | ;UA“:Z/‘a”—B‘. Los términos -2/|r, -d y —2/‘?,( —5‘ en el
Hamiltoniano (3.71) son los potenciales de intddaccelectron-ibn.  Donde

i =P« +Z,; k=1,2, son los vectores posicion de los electrones mosdidspecto al
origen de coordenadas el cual se localiza en ¢lacda simetria del anillo

Para desacoplar el movimiento rapido en direccextial del movimiento lento de
rotacion alrededor del eje Z es necesario realesrsiguientes transformaciones de
coordenadas sobre cada una de las componentes dedtmres posicion de los dos
electronesp, =R+ X X =P, C0S¢; Z=P, S ,; &P & R

Es importante notar que la magnitud de los vect®essR ( R =‘ ﬁz‘ = Fa tal como se

muestra en la figura 3.12. Por lo tanto mediaateproximacion adiabatica( >> R),

es posible obtener una ecuacion de onda para a{lcet!asefék)(ptk), k=12 Yy su
correspondiente energig, para cada electron, correspondientes a un pozalairc
finito de radioR . Posteriormente, con el fin de encontrar los Ievele energia mas
bajos, se resuelve la ecuacion de onda con elspameliente al Hamiltoniano:

2 2 2
ot W P e B B0 Daleed @72
donde,
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e () =( £ féz)‘ 2 ‘ FeIC) (3.73a)
a7 + aR2sin? () 2)

Uai =2( 1)U, (0 u) +U-(Pucul] 1) k=12 (3.73b)

- 1

U, (P #u) = > (3.73c)
\/(ptk singy £{/2)" + (R"' Py sirt ¢tk)

<p|f>:<fo(k)‘pk2‘ fék)>; k=12 (3.73d)

Aqui se ha hecho uso de la coordenada relgtiva@, — ¢,ya que el potencial efectivo
Uy Y el Hamiltoniano (3.71) dependen Gnicamente déifexencia de las coordenadas

angulares. Esto permite que la ecuacion de ondespundiente se pueda separar
mediante el uso de las coordenadas relaiay(del centro de la masa= (g, +¢,)/2,

lo que indica que el Hamiltoniano para las dasigaas pueda reescribirse como la
suma de los términos relative, (#) y del centro de masH ., (9) :

Al =Fin(2) + Ay (9) 4260+ +0 (3.742)
~ _ 1 62 .0 }/2 R2 2 2

Hcm(ﬂ)__ﬁﬁ_lyﬁ+7<pl +,02> (374b)
~ 1 0% -

Hr (¢) = _?W +Ueﬁ (¢) (3.740)

3.4.3. ECUACION DE SCHRODINGER DE LA MOLECULA DE
HIDROGENO

La respectiva ecuacion de autovalores para el Hamaho (3.74), es separable
en coordenadas relativa y del centro de masa,g@@ue puede expresarse de la
siguiente manera:

HaW (81.8,) = E(M.m 9 W(8y.8,); (3.75)
W(p,8,) ="y s(4); M,m=0t1t 2,.;5= 0, (3.76)

En la anterior expresion se tiene qd¥? es la solucién de la ecuacion de onda
asociada al Hamiltoniano en la coordenada del eefgmmaseH ,,, con autovalores de

energia E,,(M) = M?/2R? + My + /2 R2<p12+p22>/4. El factor restantey,, (¢)es la
solucion de la siguiente ecuacion diferencial ghraovimiento relativo:

2
-2 ) Gy (i o) =E (m 30 49) 77
y satisface las condiciones periddicas de frontera:
Uns(-8)= (-0 Wnd8): ¢ old)(-0" =y (o 2n); (3.78)
con autovalores de energig (ms. Entonces la energia total de la molécula de
hidrogeno artificial corresponde a la expresion
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E(M,mg=E,(M+ E(mp+ U+2¢. En nuestro trabajo numérico para este
problema no se ha visto la necesidad de mostraéloslos realizados en la solucion de
la ecuacion diferencial (3.77) con condiciones guiicdas de frontera (3.78), debido a
gue se ha trabajo dentro del marco del método dedfeGalerkin, estudiado a lo largo
de esta tesis.

3.4.4. EFECTO DEL TAMANO DEL ANILLO Y DE LA POSICION DE LA S
DONADORAS

Teniendo en cuenta la misma notacién de numeratticadM, my s, definidos
en la seccion 3.2.3, se realiza una comparacitme és calculos numéricos para las
energias renormalizadas= E(M, m § R, obtenidos en este trabajo, con los reportados

en las referencias [92, 148] para dos electronase@R unidimensional, se presentan
en la tabla 3.2.

Tab. 3.2. Algunos niveles de energias renormalizada en uailatke (&E(ag)z)de la molécula de
hidrégeno para dos radios diferentes de la line&raledel anilloR, diferentes distancias de separacion
entre iones{ y en ausencia de campo magnético externo. Ef dalloradio de la seccion trasversal se
tom6é R =0.001g, con el fin de que el anillo fuera casi unidimensil y asi poder comparar con los
resultados de la ref. [148] para cuando la sepamaaitre iones es muy grande.

R=1g R=4g)
Molécula artificial Molécula artificial
(M,m, 9 E[14E§ J=100 (=20 ¢=1 ¢=01 E[14E§ J=100 (=20 (=1 (=01
(0,000 172 165 -0.79 -3.44 1372 518 4.96 -9.11 543 293.19
(1,1,1) 223 216 -0.31 -2.92 1424 568 5.46 -8.61 593 293.68
(0,2,1) 361 353 1.09 -154 1563 7.92 7.69 -6.38  8.16 295.91
(20,00 372 366 119 -144 1572 7.18 6.96 711 7.43 295.18

Como la separacion entre los iones positivos sernenta ded =0.1a; a ¢ =100g, y

el radio de la seccion transversal del anillo teend cero R =0.0013'), las

contribuciones de las interacciones i6n-ion y efecton llegan a ser muy pequefas y
por lo tanto, las energias de la molécula artifida hidrégeno mostradas en la tabla
3.2, sucesivamente tienden a los valores de en@mgiarmalizada) de dos electrones
limitados a moverse en anillo cuantico unidimenaiof®2, 148]. Esta correcta
tendencia de los resultados obtenidos con el mga®ipuesto puede ser considerada
como una prueba indirecta de la eficacia y la ad®idad del procedimiento numérico
empleado.

En la figura 3.13, se muestra el resultado delutdlde la energia del estado base de la
molécula artificial de hidrégeno con campo magmétialo en funcién de la separacion
entre los iones y considerando diferentes valoeésspesor 3.13a y de los radios 3.13b
del QR. A partir de estas curvas se puede obséavamilitud entre las curvas de
potencial de la actual (real) molécula de hidroggimeas punteadas ref. [149]) y las de
la molécula artificial, obtenidas en este trabago idvestigacion (lineas continuas).
Estos resultados ilustran una amplia gama de pidsiéés para modificar la distancia
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de equilibrio y la altura de la barrera de la moléairtificial, variando el espesor o el
radio de la linea central del anillo.

4 L 1 L 1 1 L 1 L 4 . | . | . I . |

— Moléaula artificial (@) Molécula artificil (b)
39} —e— Molecula natural [149] 311l —e— Molécula natural [149]

E(Ry)

4
&@,) &a)
Fig. 3.13. Energia del estado base de una molécula de hidvogsdificial (en ausencia de campo

magnético) en funcidn de la distangiantre los iones, para diferentes grosores deloa(@i)ly diferentes

radios de la linea central (b). La linea punteaataesponde a la curva de potencial de la molécela d
hidrégeno natutal.

En la figura 3.13a, se puede observar que las suteapotencial para la molécula
artificial tienen en comdn un punto de intersecqi@ma cuando la separacion de los
iones es de aproximadamenda) y la energia de la molécula es aproximadamente

-1.7R). Esta particularidad puede estar relacionada @drahsformacion que sufre la

localizacion de los electrones a medida que laraefim de los iones se hace mayor
ada,. Para pequefias distancias de separacion entrenies, la atraccion electron-ion
es mayor que la repulsion electron-electrén, ylpaianto, los electrones tienen mas
probabilidad de situarse cerca de la fronteraiotelel anillo, es decir, los electrones se
ubican més cerca de los iones; pero cuando laagparentre los iones es mayor que
4a), los electrones se desplazan hacia la frontexxiex de anillo y el orden de las
curvas de energia para diferentes anchos del arillovierte.

En la figura 3.13b, se puede observar claramesteraces de las curvas de potencial
en diferentes puntos y la inversion del orden denliveles de energia. Este hecho es
una consecuencia de la interaccion entre la repulgila atraccion entre particulas, ya
gue si la separacion entre los iones es muy pegqleefi@yor contribucién a la energia
de la molécula esta dada por la repulsion ion-eguila por la atraccién electron-ion,
mientras que el mas pequefo aporte esta dado pgpuésion electron-electron. Como
la contribucién positiva de la interaccién ion-idefine el signo de la energia y éste es
el mismo para cualquier radio del anillo, entoneéorden de los niveles depende
Gnicamente de los valores relativos de los otrastgms de interaccion. Los valores
absolutos tanto de la atraccién electron-ion efaulsion electron-electron son mayores
a medida que el radio de la linea central del@s# hace mas pequefio. Para pequefias
distancias de separacion entre los iones, el apwegativo de la atraccion electron-ion
puede ser mayor que el aporte positivo a la enelgia repulsion electron-electron, y
por lo tanto la energia total de la molécula a&itificon radio de la linea central méas
pequefio se hace menor. Por el contrario, para gsadidtancias entre los iones, el
término asociado a la repulsién es mayor que etiado a la atraccion, y por esta
razon, a mayor radio de la linea central se prasena disminucion del valor de la
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energia del estado base. Debido a este hechoureass de energia de la figura 3.13b
presentan intersecciones e inversion del orderaslemergias del estado fundamental
para diferentes radid®de la linea central del QR.

En la figura 3.14, se muestran curvas de potestiglares a las expuestas en la figura
3.13. Estas curvas corresponden a algunos deiMekes de energia més bajos de la
molécula de hidrégeno artificial, en la cual sebasiderado un radio de la linea central
del anillo R=14 y de la seccién transversB|=0.2g. Se ve claramente que todas las
curvas de potencial presentan un minimo de profimatlicon alturas de la barrera
mayores a3R/, de aqui que todos estos estados energéticosebeenumuy estables.

De acuerdo con esta misma figura, se puede obsgueael estado fundamental de la

molécula artificial es un estado singlete y éstseggiido por el primer estado triplete.
Este comportamiento es independiente de la separgxi-ion.

= 14 o

& @11 O

o] R=026]
©.0.0 R=1.0a

Molécula artificial
—o— Molécula natural [149]
—4 T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10

C@)
Fig. 3.14. Algunos de los estados méas bajos de energia demoigcula de hidrégeno artificial (en
ausencia de campo magnético) en funcion de la ndista¢ entre los iones. La linea punteada
corresponde a la curva de potencial de la molérilsidrogeno natural [149].

3.4.5. EFECTO DE UN CAMPO MAGNETICO UNIFORME SOBRE EL
ESPECTRO ENEGETICO DE LA ARTIFICIAL

Por dltimo, algunos niveles de enerdi@M,m g de los dos electrones de la
molécula artificial en el QR como una funcién dahpo magnético renormalizado
(sz) se muestran en la figura 3.15 para un radio dieda central R=3g/, un radio

de la seccion transversa =0.23' y dos diferentes separaciones entre los iones
¢ =0.53;) (figura 3.14a) y7 =5a, (figura 3.15b) . Con el fin de comprender la bé#a
evolucion de las curvas de energia que se muestla figura 3.15, se debe tener en
cuenta que estas curvas son el resultado de Ite fuoempetencia entre dos pares de
términos presentes en el Hamiltoniano (3.71). rieh@r par corresponde a los términos
del potencial de atraccion y de repulsion, y eluselg par corresponde a los términos
diamagnético y paramagnético. El primer par daitéss permite explicar la razén por
la que la energia toma valores positivos 0 negaitiRor ejemplo, si la separacion entre
los iones es menor qué=0.5a;, la contribucion del término de repulsion i6n-iés
predominante y la energia total toma valores pasti(figura 3.15a), pero si esta
separacion es mayor qde=5a,, entonces el término atractivo electrén-ién seehaés
significativo y la energia total minima toma vakregativos (Figura3.15b).

87



E(Ry)

Fig. 3.15.Estados mas bajos de energia de una molécula diggéib artificial en funcion del campo
magnético renormalizad()sz)en un anillo cuéntico toroidal con separacion efines? =0.537 () y

J =53 (b). El radio de la linea central y de la secdi@msversal son los mismos en las dos graficas y
equivalen aR=3g’ y R =0.24/, respectivamente.

La presencia del campo magnético en el segunddgyrminos en el Hamiltoniano (3.71)
permite explicar dos aspectos importantes del cot@mmpiento de la energia respecto al
campo magnético: Por un lado, el término paramagméaria linealmente con el campo
magnético y el momento angulkt, este término es el responsable de la divisionoge
niveles de energia, cuyo momento anglatiene signos diferentes. Por otro lado, y de
acuerdo a la figura 3.15, se puede observar un adarpiento oscilatorio de la energia del
estado fundamental del complejo molecular, con enogo (renormalizado) de oscilacion
T =yR =1 que se mantiene constante para cualquier valorad& de la linea central del
anillo. Este resultado corresponde a las mencamaukcilaciones AB, las cuales se
presentan para la energia de la molécula artifitdbido a que se ha considerado el radio de
la seccidén transversal muy pequefio, es decir, seohsiderado un anillo cuantico muy
estrecho.
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Capitulo 4

EXCITONES NEUTRO Y CARGADO
POSITIVAMENTE EN UN ANILLO CUANTICO

El estudio de las propiedades experimentales del ghectrén-hueco en
materiales semiconductores en bloque, entrafia tema djficultad porque son muy
inestables frente a la disociacion, lo cual se delggie tienen las energias de enlace
muy pequefias y los tiempos de vida muy cortos.ob&tante, con el advenimiento de
los sistemas de baja dimensionalidad esta difiddgaha podido superar, gracias a que
en condiciones de fuerte confinamiento, la enedgianlace se incrementa fuertemente
como consecuencia de un mayor acercamiento entedeetron y el hueco, lo cual
conduce a que el tiempo de vida de este sistemardgarbruscamente.

Este particular sistema electrén-hueco, denomiradotén neutro, goza de mayor
atencion en lo que se refiere al estudio de nanmstas con simetria anular. Es un
hecho que la existencia de las oscilaciones ABxdiomes neutros en QRs tipo | (esto
es, cuando ambas particulas estan confinadas anillel) sigue siendo actualmente,
motivo de controversia. Esto se debe a que alguraizjos predicen que las
oscilaciones AB pueden ser muy débiles o inclusdpn no aparecer para un exciton
en un anillo de ancho finito [150,151].

Motivados por recientes experimentos de luminisiee®n anillos semiconductores,
nosotros estudiamos teéricamente los estados zado§ de un exciton neutro y un
excitbn cargado positivamente (trigfi) confinado en un anillo [152]. Se sabe
experimental que estos complejos pueden existira@oestructuras semiconductoras de
baja dimensionalidad en estado estable inclusompdratura ambiente [153]. Sin
embargo un trion confinado en un QR representaistensa del que poco se sabe,
debido a que los problemas de tres cuerpos sondifioifes de resolver en un espacio
3D no homogéneo, incluso numéricamente. No obstasdn el fin de evaluar el
dominio experimental de los pardmetros relevantegleandlisis de triones en QRs,
hemos adoptado un modelo simple de anillo estretlas. ecuaciones de onda 3D para
los excitones neutros y cargados positivamente usglgn separar y reducir a una
ecuaciéon 1D mas simple que describe una rotacitular de las particulas con
interacciones renormalizadas entre ellas. Enoegiftulo se muestra de forma general y
resumida este procedimiento dentro del marco dé&daoéde Fourier.

Para el estudio del exciton neutro y del excitbig@ado positivamente hemos adoptado
un modelo simple de un anillo estrecho, en el qualtsiraAh y anchurav son mucho
menores que el radio de su linea ceniat R.

Para este sistema hemos considerado un modelofgagy de barrera infinita, en el
cual el potencial de confinamiento es igual a @rcel interior del anillo y a infinito
fuera de él
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Fig. 4.1.Diagrama esquematico de un exciton cargado pasignte en un QR de anchpalturaAh y
radio de la linea centra&, = R

4.1. HAMILTONIANO GENERALIZADO PARA UN EXCITONEN UN QR

Dentro del marco de la aproximacion de masa efgctV Hamiltoniano para
diferentes tipos de complejos excitonicos en un QR presencia de un campo
magnético uniforme orientado a lo largo del eje @mpendicular al plano del

aniIIo(é: Bk), puede ser representado como:

2
_ 1/(. g - - 1 0
H=>|—| p-—— + Y ——— 4.1
Z[Zm(p' cA] \((r)} 22 e[ 7| @
Aqui © es el vector posicion de cada particuta, g, £, p=-nhl son la masa
efectivam = m para el electrén yn = m, para el hueco, la carfee), la permitividad

eléctrica del material y el operador de momentedinrespectivamente, paraida sima
particula(i=1...,n), siendon el nimero total de particulas. Escogiendo el gqaga

el potencial vector de cada particula co?ma(éxi’)/z, haciendo uso de los

parametros efectivos para el excitén (definidoglerapitulo 2) y teniendo en cuenta el
caracter casi 1D del movimiento de cada particellasiamiltoniano (4.1) puede ser
reducido a la siguiente forma adimensional:

H =Y H o+
i i |ri _rj|

4.2)

Agqui 5 =1para el huecos =—1para el electron. El Hamiltoniano uni-particularle

expresion (4.2) en coordenadas cilindricas y elfiréte adiabatico puede ser escrito
como:
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H = O pl)

slow

o1 8% 10 9 ~%p?

H(') |-z _=- " .__|_’y Pi +V(p,z); 4.
fast i (9Ziz 0 op Pi o 4 |(p| Z) 3)
i 11 10 . 8

H(I) — | _
slow i |2 8122 +175 819'

En la expresion (4.3) las funcion®g s, z)son potenciales de confinamiento para las
correspondientes particulas.y= ;/m siendo u = msm, /(m, +m,) la masa reducida del
sistema.

La forma general del Hamiltoniano (4.3) que descsimultaneamente los excitones

neutros y cargados (triones) en anillos muy delgdduando el grosor de la cajay
el ancho del anillev son ambos mucho menores que el raRl)gouede ser simplificada
a la siguiente expresion:

2 2 2 2 2 2
w2 w2 1[0 o 10 R 1+ 1
R~ (240) 5|~ 52 T 1557 | "1 99 . =]
h Ih(00  0dp) ledds 4 bno He (4.4)
_|_il o +n 4 —i 4 +Wc(ﬂhl_ﬁhz)_vc(ﬁm_ﬁe)_nvéﬁfﬂ_ﬁg
fn\ OV Opp ) pe 00

Aqui el casoy =0 corresponde al exciton neutraj:1al trion X', ademas se utilizaron
las notaciones:

R~ R+ V\F/lZ,

V, (0 — D) ~ 2/ W24+ R si (g — 1)) 2, (4.5)
I wyjﬁz; i=eh

El Hamiltoniano correspondiente para los trioxxese obtiene al remplazar en la
expresion (4.4) los subindiceshl y h2por h, el y e2 respectivamente.

4.2. METODO DE FOURIER PARA LOS COMPLEJOS EXCITONIC OS

El Hamiltoniano (4.4), el cual describe de formanayal los complejosX
Yy X" para n=0 y n=1, respectivamente, puede ser parcialmente separsaodo
coordenadas relativas y del centro de masa como:

O=[ly(Ppg +np) H1 P13 D=0 =05 V=0 p—0 o1 =(1+n)l H (4.6)

Aprovechando la simetria azimutal del sistema,datfunciones del Hamiltoniano
(4.4) se encuentran de la forma:

H (1) ®(0,9,,9,,n)=E(1n)(0,0,,0,1);%(0 0,0 ,5)= "0 (59 ) (4.7)
siendaM =0,+1+2,..el momentum angular correspondiente a la rotacércentro de
masa yE(7) la energia del complejo exciténico.

En la anterior expresion la parte relat@éﬂl,m?z) de la funcién de onda satisface la
ecuacion:
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1(0% 0%| (00 0®) 2 0%
PR vl Veou (01 05) 8 = (E— Eq) 48
y ot 1731922 I e 778192} le 31913192+ cou (3 V)0 =(E — By) (4.8)
C L AR 1+7n)lyme— |
Eo(n)=(2+n) LZ+L —i-M——i-fy R 1—|—_77+_1 —~M (1+n)1yme — T, (4.9)
h w I 4 Hn He [(1—|— T]) Iy +1 e](mh+ me)

Aqui se han utilizado las notaciones:
Veou (91 92) = 1V (91— 05) = V(1) = V(9 );
L=1hlo/( n+ o)

para la energia de interaccion Coulombiana y el emende inercia reducido electron-
hueco, respectivamente.

En nuestros calculos numéricos, nosotros hemosieohdo (4.8) mediante el método
de Fourier. Para el caso del exciton neutro deaeana expansion simple en series de

Fourier y doble para el del exciton cargado pagitiente. A continuacion presentemos
las formulas correspondientes por separado.

(4.10)

= Excitén neutro

En el caso del exciton neutro cuange 0 la funcion de onda en la ecuacion (4.8)
depende solamente de una variadble ®() la cual se busca en forma de una-serie de
Fourier simple (truncada):

N N

()= 3 ™ %(d)= X vad™ (4.11)

m=-N m— N
N es un numero grande correspondiente a la cantieladndonicos que se conserva. La
sustitucién de las expansiones (4.11) en la ecoa@ldB) nos permite obtener el
siguiente sistema lineal de ecuaciones algebraicespecto los coeficientes
desconocidos, :
Nf

SYE-E)bu+ A G=0 N =2N+1. 4.12)

n=1

donde
mm=—N—N+1,..,0,.. ,N- LN
n=m+ N+1 r= M+ N+1L

m
I—+’ym
M

Ah,n’: 5n,rf+2Vm—rﬁ

17 e
szgfvcﬁa)ém?l )y

(4.13)
y E,corresponde a la expresion (4.9) para cuanpdo.
™ 7] M? AR 1 1 lyMe — | gm
Eo(0)=2 = +—|+—+ —+—=|-yM—"== . 4.14
o0 =2 T i) ™Mt Jm e myg @19

£1 Excitén cargado positivamente
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Siguiendo el método de Fourier, nosotros buscamassolucion de la ecuacion
(4.8) para el caso del excitén cargado positivamgpt1) en forma de doble-series de
Fourier:

o s
P(8,9,)= z z Cm, émlﬂl dm?z: VC(19 p) =y Vg &7
:—N m=- N m,=—N (4'15)
7-9p:7-91’ ’92!y7-91_7-92- My=m, M,y m- m

El método de Fourier estdndar permite reducir lzaeién (4.8) al siguiente sistema

lineal de ecuaciones algebraicas:
Nf

SYE-B)8y + A G =0 N =(2N+17; (4.16)

n=L
donde

n=(m+ N(2N+1+ m+ N+
N =(m+ N(2N+1)+ m+ Nt 1
m,m, nf, m=— N- Nv1,..,0,., N- 1 N (4.17)
nf+n§

u
—iﬂv 9)e™ oy
Vm_27rf C<)

y E, corresponde a la expresion (4.9) para cuapda:
2 2 2 252
M YR 2 1
Eo(l)—37r— . +—+ ==
4 Hn He

Ay =|——=+v(m+m)

b T Ve @ m mm e VS i Vo Om

2lm,—1n
A1 dm e m ] (5.18)

\NZ

4.3. ESPECTRO ENERGETICO DE LOS COMPLEJOS EXCITONICOS

En nuestro procedimiento numérico hemos calculadovhlores de energias
mas bajas de un excitdn neutrp=0) confinado en QR con diferentes pardmetros

geométricos y en presencia de un campo magnétitmme y aplicado en la direccién

de crecimiento del anillo.

Al analizar las propiedades electronicos de losplejos excitonicos es conveniente
comparar sus caracteristicas con las correspoerdiemtlos atomos y las moléculas
naturales: con el &tomo de hidrogeno en el cas@xt#don neutro y con el ion de la
molécula de hidrogeno en el caso del exciton pasitente cargado. Los analogos
atomicos y moleculares pueden considerarse comos dimites de los complejos
exciténicos cuando la razén entre la masa delrékegt del hueco tiende a cero. En
este limite los complejos excitonicos se hacen esésbles y las energias de enlace se
incrementan, mientras que las brechas entre lasesivcrecen. Por este motivo es
interesante analizar el efecto de la variacion sta eazon entre las masas sobre el
espectro energético de los complejos moleculareeniendo en cuenta este
acontecimiento utilizaremos a continuacién un voueparametro definido
comor =m,/ m,el cual puede variarse entre cero y uno, cero sporede a los analogos

atomicos y moleculares (mayor estabilidad) y uner(an estabilidad) al caso cuando
las masas de los portadores de carga se haceaguass. En la figura 4.2 se muestran
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las curvas de energia del excitén neutro en fund@rcampo magnético para un radio
del anillo R=5g y 105, alturaAh=0.25; y anchow=0.2a; y para el caso cuando el

pardmetre es igual a 0.2, correspondiente aproximadamentededl compuesto
InAs/GaAs. En esta figura se observa que paradsscasos los niveles de energia se
dividen en dos grupos con diferente respuestagrahtampo magnético externo: el
primer grupo son los niveles mas bajos, que perocgmeénvariantes respecto la
variacion del campo magnético y el otro son losleis superiores, muy sensibles al
campo magnético presentando muchos cruces y utiergamiento de los niveles.

00 7'\\\_/—\\/—\\

LI 4h=02a); w=0.2a,

4h=0.2a’; w=0.2a; :
-0.8 1 H mim=02 L

. . ; . mim=0.2
T(R=5)=4T(R=10}; e 7 ]
— ~ T-008 — T-002
0,00 0,05 0.10 0.15 0,20 0,00 0,05 0,10 0,15 0.2
N Y

Fig. 4.2.Niveles mas bajos de energia de un exciton nexitem funcion del campo magnético

En el primer grupo la atraccion electrostatica @sidante y tanto el electrén como el
hueco oscilan alrededor de su centro de masa eestao ligado, por lo que se
observan estados localizados respecto a la rotaetativa, que no produce ni
momentos angulares ni magnéticos, mientras quel esegando grupo domina la
energia cinética y el sistema se comporta comoonjucto de rotores independientes
cada uno con su momento angular y magnético ingiid La comparacién de las
curvas para los dos diferentes radios muestralgneremento del radio conlleva a una
subida leve de niveles de ambos grupos, acompafeda incremento del nimero de
estados localizados. Esto es debido al hecho ddagenergia resultante de los dos
componentes: la electrostatica (negativa y propoetia R™!) y la energia cinética
(positiva y proporcional é&R"?) crece levemente a medida que el radio aumenta. P
otro lado al aumentar el radio, el rol de la eremrghética (que destruye los estados
oscilatorios transformandolos en los estados rotades) disminuye, aumentando
entonces el nimero de los estados localizados.

En la figura 4.3 presentamos dependencias simildeetos niveles de energia del
campo magnético para un excitén cargado positivéanen’ (trién), en un QR con
parametros geométricdcR="5g;, Ah=0.2a; y w=0.23; para dos diferentes valores de
la razén entre las masas electrén-huee0.01 y 1.C. En el primer caso el espectro de
energia es similar al de la molécula de hidrégemizada con un movimiento de
rotacion del centro de masa muy lento debido aaneasa del hueco es mucho mayor
que la masa del electron. Por lo tanto la dengildalds niveles de energia en la grafica
del lado izquierdo es significativamente mayor guela del lado derecho de la figura
4.3.

En estas curvas se observan dependencias simaldassoscilaciones AB en un anillo

1D con defectos en el primer caso y en un anillocaB perfecto en el segundo. La
diferencia entre estos dos casos se debe a la temo@eentre los movimientos de CM
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y relativo, en el primer caso el mayor aporte earlargia lo da el movimiento relativo
con un potencial no uniforme alrededor el huecallpado, mientras que en el segundo
el movimiento de CM libre es dominante.

0,0 0,0

0,4

E(RY")

-1,2

e ——=10f

0,00 005 0,10 0,15 0,20 0,00 005 0,10 0.15 0,20

Fig. 4.3.Niveles méas bajo! de energia de un exciton carg@de¥1 funcion del campo magnético

Con el propoésito de demostrar la fuerte dependedeida estructura del espectro

energético del triork” de la razén de las masas electrén-hueco presentamiadigura

4.4 los estados mas bajos de energia como fumgbparadmetror en ausencia de
campo magnético (izquierda) y con un campo magméatitiforme aplicado en la
direccibn de crecimiento del cristal (derecha). s Lpardmetros geométricos

considerados soR=5a, Ah=0.25 yw=0.2g) .

R=5a,;Ah=0,2a,;w=0,2a,; y=1.0

‘ R=5a;jAh=0,2?;;w=O,%a;; y=0‘ . ' ' ' :
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Fig. 4.4. Niveles mas bajos H"ef¥rgia de un exciton cargat@Reflincion de la razon de masas
electréon-hueco

Se ve que las energias de todos los niveles emamgéin todas las bandas suben
significativamente con el crecimiento del pardmetdebido al crecimiento del aporte
de la energia cinética en comparacion con la em@aencial.

En conclusion, utilizando el método de series deriEg el espectro de energia de los
estados mas bajos de un exciton neXroy un excitbn cargado positivamente
X confinados en un QR estrecho ha sido calculadaiecidn del tamafio del anillo,
la magnitud del campo magnético aplicado y la raattne las masas efectivas electron-
hueco. Se ha revelado en este estudio una fuensbdidad de la estructura del
espectro energético frente a todos estos factores.
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CONCLUSIONES

El analisis realizado en este trabajo en relacion los sistemas de pocas

particulas, confinadas en puntos cuanticos autarailedos con estructura anular y con
una morfologia no uniforme, estudiados a lo largovdrios capitulos, nos permite
establecer algunos aspectos importantes que seean las siguientes conclusiones:

En primer lugar, en este trabajo se ha presentado roetodologia, eficaz y
relativamente sencilla, para calcular el espectergético de sistemas de pocas
particulas confinadas en heteroestructuras quenees simetria axial, en presencia
de un campo magnético aplicado en la direcciérrelgmiento. Haciendo uso de la
aproximacioén adiabética, y basados en el MétodoFderier-Galerkin, hemos
reducido el problema general a una ecuacion uniwsioeal para el caso de una,
dos y tres particulas confinadas en nanoestrucaxiatmente simétricas. Una de
las caracteristicas mas atractivas de nuestro métsd su universalidad de
aplicacibn a modelos de puntos cuanticos con difese tipos de defectos
estructurales a partir de una base exacta.

Se ha realizado el analisis de una particula gounito cuantico en forma de créater
tridimensional con una morfologia no-uniforme gaeaproxima mas a la forma real
que exhiben experimentalmente estas nanoestructarasavés de un modelo

separable que permite encontrar los niveles eneogéy las funciones de onda en
una forma exacta, incluso aunque la estructur@mget simetria axial y se encuentre
en presencia de un campo magnético.

Los resultados obtenidos para este modelo revehangnan sensibilidad de la
energia del sistema ante pequefias variaciones ntiente en el grosor del QD
que se manifiesta en el apagamiento de las osmileside Aharanov-Bohm para el
estado base y algunos de los primeros estadosaéasit Otra importante

consecuencia que trae la variacion de la pendientel grosor, en presencia de
defectos estructurales en el QD es una notoriasfsamacion de los estados
electrénicos rotacionales mas bajos en estado®fente localizados.

El andlisis de las energias de los dos electramesidlos concéntricos asi como en
anillos acoplados verticalmente con diferentesosdiuestra una fuerte influencia
de la variacion de la dimension de la seccion twarssl de los anillos. En

consecuencia, cualquier pequefia no homogeneidagtatr de uno de los anillos
conduce a una localizacién de los estados mas bajek numero de estados
localizados aumenta abruptamente ante pequeiaacieaes del grosor en las
regiones no-homogéneas.

La estructura del espectro energético de dos etexdr confinados en un anillo
cuantico en presencia de dos impurezas donadaramdas ubicadas en el eje de
simetria del anillo muestra un comportamiento simél que exhibe una molécula
de hidrogeno. Se demuestra que las formas deuass de potencial de la
molécula artificial se pueden modificar esencialteanediante la variacién de las
posiciones de las donadoras, el radio y el grosdoslianillos.
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&1 Se ha propuesto un método simple, basado en elaiemo de Galerkin para
analizar el espectro energético de un excitbn aeytrde un exciton cargado
positivamente confinado en un QR delgado. Sechadoulado las energias de los
niveles mas bajos en funcion del radio de anilid,ahcho del grosor, de la razon
entre las masas efectivas del electron y el hued® ya intensidad de campo
magnético aplicado a lo largo de eje simetria t@ata los anillos uniformes como
con defectos estructurales. Nuestros resultadasstman que cualquier pequefia
variacion en el ancho o el grosor del QR en lasoreg defectuosas produce la
extincion de las oscilaciones AB para un buen nonger los niveles energéticos
més bajos del excitdn, resultado que puede resdéamucha importancia para
comprender los resultados experimentales sobregliststemas, ya que los QRs
fabricados actualmente presentan importantes vani@s morfolégicas tanto en el
ancho, como en la altura.
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