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Resumen

TITULO: DISCOS DELGADOS RELATIVISTAS CON HALO Y CAMPO MAGNETICO.!

AUTOR: Diego Alejandro Ballén Daza®

PALABRAS CLAVE: Relatividad General, Ecuaciones de Einstein-Maxwell, Soluciones

Exactas, Discos Relativistas, Espacio-tiempos Conformestaticos, Tensor de energia-momentum.

Descripcion:

Se presenta una nueva familia de soluciones exactas de las ecuaciones de campo de
Einstein-Maxwell, las cuales describen un sistema constituido por un disco infinitamente
delgado, de polvo, axialmente simétrico, rodeado por un halo esferoidal de materia y en pre-
sencia de campos magnéticos. Con el fin de construir tal modelo, se consideran soluciones
axialmente simétricas y se supone un cuadripotencial sélo con la componente magnética en
la direccion acimutal. Dado que el elemento de linea utilizado describe un espacio-tiempo
conformestatico, el tensor métrico esta caracterizado sélo por una funcién métrica, la cual
presenta una discontinuidad en su primera derivada normal a través de un disco delgado. Con
esto, se encuentran el tensor energia-momentum y el cuadrivector corriente del modelo, los
cuales se expresan en términos del potencial vector y de la funcién métrica. Para reducir tal
sistema, se propone una relacion entre dichas funciones, de tal manera que se encuentra una
soluciéon para la funcion métrica, equivalente a la ecuacién de Laplace para un problema con
simetria axial. El analisis fisico se realiza a partir de las soluciones obtenidas, determinando
sus componentes con respecto a un sistema de referencia local y verificando el cumplimiento
de las condiciones de energia usuales. Finalmente, se procede a mostrar el comportamiento
del cuadrivector corriente y un perfil de densidades de energia para cada componente del
sistema. Por 1ltimo, se encuentran las componentes del tensor electromagnético, las lineas

de campo magnético y la masa total del modelo.

'Trabajo de Grado
2Escuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Director: Guillermo A.

Gonzélez V., Ph.D. Codirector: Antonio C. Gutiérrez P., Ph.D.
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Abstract

TITLE: DISCOS DELGADOS RELATIVISTAS CON HALO Y CAMPO MAGNETICO!.

AUTHOR: Diego Alejandro Ballén Daza?

KEY WORDS: General Relativity, Einstein-Maxwell equations, exact solutions, relativis-

tic disks, conformastatic spacetimes.

Description:

It is presented a new family of exact solutions of the Einstein-Maxwell’s field equations,
which describes a system consisting by an infinitely thin dust disk, axially symmetric, su-
rrounded by a spheroidal halo in presence of magnetic fields. In order to construct such a
model, are considered axially symmetric solutions and assumes a cuadripotencial only with
magnetic component in the azimuthal direction. Since the element line used describes a con-
formastatic spacetime, the metric tensor is characterized just by one metric function, which
presents a discontinuity in its normal first derivative through a thin disk. Then, the energy-
momentum tensor and the current four-vector are found, which are expressed in terms of
the vector potential and the metric function. In order to reduce such a system, is proposed
a relationship between said functions, so that a solution is found for the metric function
equivalent to Laplace’s equation for a problem with axial symmetry. The phenomenologi-
cal analysis is performed from the solutions obtained by determining its components with
respect to a local reference system and verifying compliance of the usual energy conditions.
Finally, we proceed to use all formalism constructed to particular case of Kuzmin-Toomre
disks, by showing the behavior of the four-current density and energy profile for each system
component. In adition, the magnetic field components and the estimated mass of the total

model are found.

'Degree work
2Escuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. Advisor: Guillermo A.

Gonzélez V., Ph.D. Coadvisor: Antonio C. Gutiérrez P., Ph.D.
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Notacion

Los indices griegos representaran cualquiera de los nimeros {0, 1,2, 3} y los indices latinos
el espacio tridimensional, {1,2,3}. La derivada parcial d,A* se denotara por A* , y la
derivada covariante V,A* por A*,,. La signatura del tensor métrico g, serd (—,+,+,+),

de tal manera que los simbolos de Christoffel estan dados por
i L
e = 59 (gw,a + Yoy — gucm)a (1)

y las componentes de los tensores de Riemann y Ricci por

Ruuaﬁ = Fuuﬂ,a - F#zxa,ﬁ + Fﬁyuﬂru'ya - IvyuozF/’L’you (2)

RV,B = Rul/ﬂﬁ? (3)

respectivamente.

Adicionalmente, el “salto” a través del plano z = 0 de un campo tensorial X,,, se denota
como

[Xuy] = X;w+|z:0 - qu_|z:07 (4)

donde los superindices + y — representan las zonas superior e inferior al plano z = 0.

wS

Asi mismo, si el tensor presenta el simbolo , indica que estd multiplicado por el
término

V—g=+/—detgu, (5)

lo cual se hace con el fin de facilitar el célculo de su derivada covariante. Por tltimo, un
tensor que presente indices encerrados entre paréntesis X(,.,), significa que estd definido en

una base ortonormal de vectores o tétrada local.
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CapiTULO 1

Introduccion

1.1. Naturaleza e Importancia del Problema

El estudio de estructuras discoidales de materia autogravitante en Relatividad General,
adquiere gran importancia a partir de evidencia observacional, la cual demuestra que dichas
distribuciones de energia son frecuentes y diversas en objetos y fendmenos astrofisicos. Tam-
bién se ha observado que algunos de los cuerpos celestes que describen éstas configuraciones
discoidales, poseen fuertes campos magnéticos que influyen en su dindmica y comportamien-
to. Por otro lado, es indudable que aunque en estas distribuciones, la mayor parte de la
energia se concentra en un disco, también existe una region del espacio que envuelve dicho

disco e igualmente esta compuesta de materia; tal region es conocida como halo.

La construccién de modelos matematicos que describan estructuras como las comenta-
das anteriormente, se puede llevar a cabo a partir de soluciones exactas de las ecuaciones
de Einstein-Maxwell. No obstante, aunque existe literatura con cientos de soluciones exactas
simples conocidas, algunos de estos métodos conducen a soluciones sin una interpretacion fisi-
ca clara, o pueden llevar a soluciones que dependan de muchos parametros sin un significado

fisico concreto.

Ahora bien, con el objetivo de describir a través de modelos matematicos los efectos
gravitacionales de sistemas como los mencionados, se puede considerar la gravitacion New-
toniana, en donde una de sus expresiones es la conocida Ecuacién de Poisson, la cual indica

que el Laplaciano del potencial gravitatorio es directamente proporcional a la densidad de
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Capitulo 1. Introduccién

materia p en una determinada regiéon. Sin embargo, cuando se considera que la propia geo-
metria del espacio-tiempo se ve afectada por la presencia de un objeto masivo, el concepto de
espacio deja de ser absoluto y por tanto también la nociéon de densidad; es decir, la densidad

de masa p no puede servir de parametro de interaccién gravitatoria entre dos cuerpos.

Con base en lo anterior, resulta necesario prescindir del término p, y sustituirlo por
un objeto geométrico-matematico que permanezca invariante ante las transformaciones de
Lorentz. Dicho objeto fue definido por Albert Einstein en su Teoria General de la Relatividad

y recibe el nombre de Tensor de Energia-Momentum [1].

La Relatividad General ha sido la teoria gravitatoria que cuenta con mayor acepta-
cién por la comunidad cientifica, debido a que consigue describir, mediante la curvatura del
espacio-tiempo, la interacciéon del campo gravitatorio con el contenido energético de la fuen-
te que lo genera. Esto lo logra a través de las conocidas Ecuaciones de Campo de Einstein,
cuyas soluciones nos permiten comprender de mejor forma algunos fenémenos astrofisicos,
los cuales se logran describir a través de modelos mateméaticos. Aunque los modelos relati-
vistas de discos delgados atin son altamente ideales, pueden por ejemplo representar discos
de materia sin presién —conocidos como discos de polvo—, los cuales se analizan como cierto
tipo de estrellas y galaxias en equilibrio termodinamico. También se utilizan para describir
fenémenos puramente relativistas [2] como la superposicién de discos de acrecién alrededor

de agujeros negros [3, 4, 5] o la formacién de discos circumestelares.

En particular, los modelos con presencia de campos magnéticos pueden describir es-
trellas de neutrones, binarias, enanas blancas, pulsares y magnetares, ademés de aportar
gran informacién acerca de la formacién, evolucién y dinamica de las galaxias. Esto es de-
bido a que dichos campos magnéticos se gestaron desde la nube primigenia que originé las
galaxias y alli se perpetuaron. Por lo anterior, se dice que las lineas de fuerza magnética
estdn “congeladas” en el polvo [6]. Entre las diferentes funciones que puede desempenar el
campo magnético en la astrofisica, esta por ejemplo el hecho de que en una enana blanca,
su radio pueda cambiar significativamente, incluso cuando una pequena cantidad de energia
magnética estd presente [7]. También como ejemplo, se pueden considerar las nebulosas y los
nucleos activos de discos galacticos que son lo suficientemente calientes como para ser parcial
o totalmente ionizados, y su alta conductividad permite que la corriente fluya libremente.
Debido a esto, la presencia de campos magnéticos logra una fuerte influencia en la estructura

y evolucién de estos cuerpos celestes [8].
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Capitulo 1. Introduccién

Actualmente, la descripcién més aceptada de la distribuciéon de masa en un objeto
astrofisico —como una galaxia—, es que la mayoria de su energia se concentra en un disco
delgado con un bulbo central, mientras que la contribucién restante proviene de un halo
esferoidal de materia bariénica (gas interestelar, estrellas viejas marrones, enanas rojas, entre
otros) y quizd de materia oscura [9]. Sin embargo, la hipétesis de que la materia oscura es
neutra, que no interacciona electromagnéticamente, que no absorbe ni emite luz y que soélo
interacciona gravitacionalmente con el resto de la materia, es la mejor hipotesis que tenemos
de ella. En otras palabras, todas las componentes materiales y electromagnéticas de un objeto
astrofisico, sin discriminar su composicion, contribuyen al campo gravitacional y sus efectos.

En esto radica el principal objeto del presente trabajo.

1.2. Estado General del Tema

Durante las ultimas décadas, la investigacién de configuraciones discoidales de materia
autogravitante ha sido llevada a cabo por diferentes autores. La mayoria aborda el problema
mediante la consecucion de soluciones axialmente simétricas de las ecuaciones de Einstein y
—en menor medida— de las ecuaciones de Einstein-Maxwell. Debido a ello, se ha suscitado

una gran variedad de trabajos.

Los primeros intentos de modelar sistemas discoidales en Relatividad General, fueron
llevados a cabo por Bonnor y Sackfield [10] y en seguida por Morgan y Morgan [11, 12],
hace ya cuatro décadas. A partir de esto, diferentes autores han conseguido varios tipos de
soluciones exactas correspondientes, en primera instancia, a discos delgados estaticos [13 -

21] y estacionarios [22 - 25].

Posteriormente, con el fin de acercarse a un sistema galactico, se buscé modelar discos
estéticos y superponerlos con un agujero negro central [26 - 35]; Vogt y Letelier consideraron
discos de fluido perfecto cargado como fuentes de espacio-tiempo [36] y Ujevic y Letelier
estudiaron la estabilidad de estos discos delgados mediante perturbaciones de primer orden
en el tensor energia-momentum [37]. Discos delgados con borde interno son considerados
por Gonzélez, Gutiérrez-Pinieres y Vina-Cervantes [38] y también fue construido un modelo
de discos con soporte de esfuerzo en la direccién radial por Garcia-Reyes y Gonzalez [39].
Una propuesta de discos delgados finitos cargados fue presentada por Gonzalez, Gutiérrez-

Pineres y Ospina [40], y una familia infinita de discos magnetizados tipo Morgan-Morgan por
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Capitulo 1. Introduccién

Gutiérrez-Pineres y Gonzalez [41]. Ademés, se aportaron familias de soluciones exactas para
fuentes discoidales en espacio-tiempos estacionarios con campos magnéticos [42] y discos

relativistas como fuentes de la métrica de Kerr-Newman [43].

Estudios referentes y cercanos al presente trabajo, fueron llevados a cabo por P. Letelier,
quien aport6 estudios como discos de fluido perfecto con halo [44], y campos magnetostaticos

axialmente simétricos [6], entre otros estudios no menos importantes.

De modo que a pesar de que el estudio y modelado de discos simples, discos con campos
electromagnéticos y discos con halos se ha llevado a cabo en las anteriores citas, no hay
trabajo publicado en Relatividad General que considere conjuntamente todas estas carac-
teristicas y construya modelos de discos delgados axialmente simétricos, inmersos en un halo
y con presencia de campos magnéticos, siendo ésta ultima idea el proposito y la motivacion

del presente trabajo de investigacién.

1.3. Propédsito y Organizaciéon del Trabajo de Investi-
gacion

El objetivo central del presente Trabajo de Grado es la construccién —a partir de solu-
ciones exactas de las ecuaciones de campo de Einstein-Maxwell— de un modelo relativista
que represente un sistema compuesto por un disco delgado, axialmente simétrico, con pre-
sencia de campo magnético e inmerso en un halo. Ademas, que dicho modelo cumpla con las
condiciones de un sistema fisico real y que su comportamiento sea coherente y se aproxime

a lo evidenciado en las observaciones.

En el Capitulo 2 se muestra que lo anterior se lleva a cabo considerando soluciones
axialmente simétricas de las ecuaciones de campo de Einstein-Maxwell e introduciendo una
discontinuidad finita en las primeras derivadas del tensor métrico y del potencial electro-
magnético a través del plano z = 0. Es decir, a través de un disco ubicado en dicho plano, el
cual es infinitamente delgado. Asi mismo, se mostrara que dichas discontinuidades pueden
representarse mediante una funcion de Heaviside o funcién escaléon unitario de tal forma
que, dado que el tensor de curvatura es lineal en las segundas derivadas del tensor métrico y
cuadratico en las primeras derivadas, el tensor de curvatura contendra términos proporcio-

nales a la distribucién delta de Dirac con soporte en el plano z = 0.
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Capitulo 1. Introduccién

Adicionalmente, en este capitulo se presenta el procedimiento general aplicado a mode-
los de discos delgados en Relatividad General por medio del formalismo necesario para el
tratamiento de campos tensoriales. Finalmente, se estudiarédn soluciones de las ecuaciones de
Einstein-Maxwell para un elemento de linea conformestatico con campo magnético, a partir

de los cuales se obtendréan el tensor energia-momentum y la densidad de corriente.

En el Capitulo 3 se estudian las propiedades fisicas del modelo, lo cual se lleva a cabo
mediante un analisis detallado de la distribucién de materia y su interaccion, a través del
tensor energia-momentum visto desde un sistema de referencia localmente Minkowskiano.
Esto se hace con el objetivo de encontrar una ecuacion de estado que describa la densidad de
materia en funcion de los esfuerzos principales a los que esta sujeto el sistema. No obstante,
dichos resultados deben ser sometidos a las condiciones de energia usuales, con el fin de
encontrar coherencia entre los resultados y los conceptos de la fisica. Posteriormente, se
encuentra una solucion para la funciéon métrica, ya que todas las variables fisicas estaran

dadas en términos de ella.

En el Capitulo 4, a manera de ejercicio, se aplica todo el formalismo construido hasta
el momento a un caso particular de discos. Inicialmente se resuelve el sistema de ecuaciones
diferenciales que se genera para el potencial métrico y la componente magnética del cua-
dripotencial, expresdndolo en términos de una funcién auxiliar que a la vez es solucién de
la ecuacién de Laplace. Esta solucién es la aportada por Kuzmin y Toomre [45, 46] en la
creaciéon de modelos de discos galacticos en mecdanica Newtoniana. Asi como se indica en el
capitulo 2, la estructura discoidal se genera introduciendo una discontinuidad en la primera
derivada con respecto al eje z de dicha solucion. Se muestra ademas que ésta discontinuidad
se puede obtener reflejando la solucién dada a través del plano, de tal manera que describa
una distribucién superficial discoidal de materia. Tal discontinuidad da el caracter esferoidal
del halo, el cual describe un perfil de densidad volumétrica de energia. Adicional a esto, se
calcula el valor de la masa total del modelo, el cual se lleva a cabo bajo estrictas condicio-
nes. Finalmente, se estudia el comportamiento del campo magnético, mediante el estudio
de la densidad de corriente y un esquema de lineas de campo magnético, en funcién de los

diferentes parametros de la solucién propuesta.
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CAPITULO 2

Modelo de Discos con Halos
Campos Magnéticos en Relatividad
General

2.1. Preliminares

En el presente capitulo se introduce al formalismo general que lleva a la construccién de
modelos que describen una distribucion de energia en forma discoidal, axialmente simétrica
y rodeada por un halo esferoidal constituido por materia. Esto se lleva a cabo solucionan-
do apropiadamente las ecuaciones de Einstein, las cuales constituyen la base del aparato

predictivo de la Teoria General de la Relatividad.

Einstein en su teoria, indica que el campo gravitatorio esta identificado con las compo-
nentes del tensor métrico g,,, el cual describe la distancia espacio-temporal entre dos sucesos
infinitesimalmente juntos. Es decir, la geometria del espacio-tiempo esta estrechamente re-
lacionada con la distribucion de la masa y la energia de un sistema. La informacion acerca
de dicha distribucién se encuentra en el tensor de energia-momentum 7, el cual también
puede llegar a tener datos referentes a la energia electromagnética de dicho sistema. De este
modo, en el presente capitulo se asume que la energia total del modelo no sélo es aportada
por la materia, sino que ademas cuenta con una cantidad de energia magnética, la cual es

una indudable caracteristica de sistemas asrofisicos reales.
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2.2. Ecuaciones de Campo de Einstein-Maxwell y So-

luciones Discoidales

Con el objetivo de encontrar soluciones a las ecuaciones de Einstein-Maxwell interpre-
tables como discos delgados y axialmente simétricos, se debe elegir un elemento de linea
que permita obtener soluciones exactas simples, de tal manera que se puedan analizar las
propiedades fisicas de los modelos obtenidos. Este elemento de linea escrito en coordenadas

cilindricas z® = (t, ¢, 1, z) se puede expresar como,
ds® = —e¥dt? + 72 (7“ng02 +dr? + sz) , (2.1)

donde v es funcién de las coordenadas r y z inicamente. La coordenada ¢ varia en el intervalo
usual [0, 27), la coordenada radial lo hace entre (0,00) y z entre (—o0,00). Este elemento
de linea describe una métrica estatica y su parte espacial es conformalmente plana. Es por

esto, que este tipo de métricas se conocen en la literatura como métricas conformestaticas

[47].

Ahora, se asumira que en el espacio-tiempo existe un disco delgado que se encuentra en el
plano z = 0, de tal manera que las componentes del tensor métrico son funciones simétricas

de z; es decir,

Guw (12) = G (r; =2) (2:2)

de modo que para z # 0,

Guv,z (T’, Z) = —Guv,z (Tv _Z) . (23>

Por tanto, el campo gravitacional, es decir, el tensor metrico es continuo en z = 0, lo cual se

puede escribir como!,

[guy] = guu—wz:()Jr - guu_|Z:07 = 07 (24)

mientras que las discontinuidades en las primeras derivadas del tensor métrico se caracteri-

zaran por un nuevo tensor denominado b,,,, definido a través de la relacién,

na

b;w = {guu,z] = 29uu,z|z:0+7 (25>

Ver: Notacién, Ec. 4, pag. 14
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donde se ha utilizado la antisimetria de reflexiéon con respecto al plano z = 0.

Ahora bien, con base en su continuidad, el tensor métrico puede ser definido a través de

una aproximacion distribucional [48] de la forma,

G = (gu)” = 9,0(2) + 9., {1 = O(2)}, (2.6)

siendo © (z) la funcién de Heaviside definida segun,

1, 2>0
Oz)=q 3, z= (2.7)
0, 2z2<0

Por tanto, el tensor de Ricci! se podra escribir como la suma de una parte distribucional

y otra en términos de las primeras derivadas del tensor métrico; es decir,
Ry = Bj,0() + By, {1 - O(2)) + Hyud(2), (2.8

siendo §(z) la distribucién de Dirac con soporte en la hipersuperficie z = 0. En otras palabras,
a pesar que los términos Rffl, representan el tensor de Ricci en las regiones z < 0y 2z > 0,
es decir, las zonas donde se encuentra el halo, también es necesario caracterizarlo en la
region donde se encuentra el disco, lo cual se hace en términos de las discontinuidades en las

primeras derivadas del tensor métrico (ver Ec. 2.5); esto es,

H

w =

(b7,0% + 67067 — 06267 — g7b,) (2.9)

N | —

donde todas las cantidades son evaluadas en z = 0. De igual modo, haciendo uso de la

continuidad del potencial electromagnético A, se pueden escribir

A= (4,7, (2.10)
Apw = (Au0)7, (2.11)
P = (Fr)P (2.12)

Fr o, = (F*™ )P+ [F™)n,6 (2), (2.13)

donde n, es un vector unitario en direcciéon normal al disco y F* es el tensor de Faraday o

tensor de campo electromagnético que se define en su forma covariante como,

Fo=A,,—A (2.14)

y Vs

Ver: Notacién, Ec. 3, pag. 14
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que a su vez estd dado en términos del potencial electromagnético A,,. Ahora, con el fin de
considerar inicamente campos magnéticos en el modelo, se impondra una particularidad en
este potencial, de modo que sélo tenga la componente del campo magnético. Es decir, este
cuadrivector se puede expresar como A, = (0, 4,0,0), en donde A es el potencial vector y
es funcién de las coordenadas r y z. Cabe mencionar que las ultimas dos componentes del

cuadripotencial son nulas debido a la simetria axial del sistema.

Ya establecidas las condiciones para la existencia de un disco delgado en el plano z = 0, es
necesario resolver el sistema de ecuaciones de campo de Einstein-Maxwell, que en unidades

geometrizadas, es decir, con ¢ = G = g = ¢y = 1, se puede expresar como

G = 87T, (2.15a)
F, = A J*, (2.15D)

donde J* es el cuadrivector densidad de corriente, 7}, es el tensor de energfa-momentum y

G es el tensor de Einstein dado por

1
le = R/J«V - 59W’R7 (216)

con R como el escalar de Ricci.

Ahora bien, con base en las ecuaciones (2.8) y (2.13) se deduce, que tanto el tensor de

energia-momentum como la densidad de corriente total del sistema, se pueden expresar como,

T = (Tw)” + Qui(2), (2.17)
JE = (JP 4 176(2), (2.18)

donde @, y I* son el tensor energia-momentum y la densidad de corriente asociados con la
superficie en z = 0, y los (TW)D y (J “)D son los asociados al halo. Se puede probar facilmente,
mediante las anteriores dos expresiones, que las ecuaciones de campo de Einstein-Maxwell

(2.15), son equivalentes al siguiente sistema de ecuaciones,
1

+_ p+ -
87T, = R, — 5 g R, (2.19a)
F = dmJt, (2.19D)
1
81Q, = H,, — 5 G, (2.19¢)
[F*n, = 4w I*. (2.19d)

Es preciso notar que la ecuaciones (2.19a) y (2.19b) estdn asociadas a la descripcién del halo,

mientras que las expresiones en (2.19¢) y (2.19d) corresponden al disco.
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2.3. Solucién a las Ecuaciones de Campo de Einstein-

Maxwell

2.3.1. Halo

Como se ha dicho en anteriores lineas, los procedimientos para encontrar el tensor de
energia-momentum y la densidad de corriente para el halo se basan practicamente en solu-
cionar las ecuaciones (2.19a) y (2.19b). Precisamente, la expresién (2.19a) es la que determina
las componentes no nulas del tensor de Einstein. Alli se encuentra que la tinica solucién de
vacio para dicho tensor es cuando la funcién métrica es constante, es decir, ¥ = cte, lo cual
se puede demostrar que es equivalente a estar en el espacio-tiempo de Minkowski', donde no
hay fuentes de campo gravitacional. De este modo, el modelo introduce de forma natural la

existencia de un halo.

Tensor de Energia-Momentum

Como se ha insinuado antes, se considerara que el tensor energia-momentum se puede

expresar coio

T, =T, +T,, (2.20)

en donde el primer miembro del término de la derecha hace referencia al contenido material
(m) y el segundo miembro al contenido electromagnético (em) del halo. Este tltimo siendo

el tensor de energia-momentum del campo electromagnético definido como

em 1 1
Tj;/: E F,u,ozFau - Zg/ﬂ/Fa)\Fa)\ ) (221)

donde la componente Ty corresponde a la densidad de energia del campo electromagnético,
las componentes Ty, = T;y corresponden a la densidad de momentum y las componentes
espaciales T;; dan cuenta del flujo de la componente ¢ de momentum a través de una superficie

perpendicular al eje 27, asociadas a un sistema de referencia local.

Ahora, con el fin de describir el contenido material del halo se calculara el tensor T’ Miy de
la ecuacién (2.20), ya que los términos T/f, y T, estdn dados por las expresiones (2.19a) y

(2.21) respectivamente; es decir,

Wer Apéndice A
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m 61
8 Too = e 2V — Vi - Vi) — ‘1—2 (VA-VA), (2.222)
8 Tiy = 1* (Vi - V) — €*V (VA - VA), (2.22b)
m 621/;
87T T2i2 = w,z2 — wﬂ“z - 7 (A,r2 - A,zg) y (222C)
SWJTi—¢2—¢2—ﬂ(A2—A2) (2.22d)
33 T VLT ,Z r2 ,2 T ) .
m m 621[;
81 Ts; =Tp= —2 <¢,z¢,r + T—QA,ZA,T). (2.22¢)

Debido a que todas las componentes del anterior tensor estan dadas en términos de las
primeras derivadas del potencial electromagnético A y de la funcién métrica v, se puede
simplificar su solucién si se propone una relacion entre estas dos funciones. Dicha relacion se

realiza a través de un ansatz®, el cual se puede expresar como,

A, = tkre Yy, (2.23a)
A, = Fkre ¥y, (2.23D)

donde k es una constante. La condicién de integrabilidad de las expresiones (2.23) estd ga-
rantizada por,

Vi) =V - Vi (2.24)

Como es evidente, la ecuacién diferencial (2.24) permite encontrar una solucién para la

funcién métrica 1, la cual serd estudiada en profundidad en la seccién 3.3.

Tiene sentido que si usamos el ansatz dado en (2.23) sobre las expresiones en (2.22), se

encontrara una forma mas reducida y simple de expresar el contenido material del tensor de

ISolucién estimada a una o varias ecuaciones iniciales que describen un problema fisico o matemético,
la cual es legitimada por los resultados obtenidos. Algunas veces dicha solucién contiene parametros que
pueden ser actualizados luego de la evaluacién de la calidad del resultado, este proceso de prueba y ajuste

se puede realizar iterativamente hasta alcanzar un nivel de precision deseado.
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energia-momentum del halo, lo cual resulta en,

87 Tn;% =" [2VPy — (K — 1) Vi - VY, (2.25a)
87 Tnl% =r* (1 - k%) Vo - Vi, (2.25b)
8 Tph = (1— k%) (4.2 — 4,2, (2.250)
8 T5 = (1— k%) (4,% — 1.2, (2.250)
8 T — 81 Tg= —2 (1 k%) (V.16,) (2.25¢)

en donde todas las demés componentes del tensor son nulas.

Densidad de Corriente

La relacién entre el cuadrivector corriente y el tensor de campo electromagnético esta dada
por la expresién (2.19b), la cual proviene de la formulacién de las ecuaciones de Maxwell en

forma tensorial. Se puede mostrar que dicha ecuacién puede ser expresada como’

F, = anJY, (2.26)

con lo cual se obtiene la tinica componente no nula

o~

1 A
Jl=——" 2|2y, A, AN+ A+ A — 5. 2.27
£ T € (VA + YA+ A + A, . (2.27)

Asi mismo, se usaran las expresiones en (2.23) para obtener una forma mas reducida de

la densidad de corriente. Con esto, se encuentra que
J! =0, (2.28)

es decir, el modelo muestra que la densidad de carga es cero y las corrientes son nulas en
la region del halo. Este resultado se puede considerar razonable y fisicamente aceptable.
Esto merece un analisis. En Astrofisica el término HI es la notacion que recibe el hidrégeno
neutro, el cual es un gas compuesto basicamente de atomos de hidrogeno creados en el Big
Bang. En general, es la componente mas abundante en las galaxias y es el responsable de la
formacion de estrellas, magnétares, pulsares y otros objetos astrofisicos. El HI se condensa

en las regiones mas frias y densas del medio interestelar llamadas nubes moleculares, que

Ver: Notacion, Ec. 5, pag. 14
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son las zonas mas frias de la galaxia y se consideran las regiones ideales para el nacimiento
de una estrella. Estas nubes moleculares acumulan tipicamente el 80 % de la masa del medio
interestelar y constituye la més fria, densa y neutra de sus fases. Debido a lo extensas que
son las regiones donde se encuentran las nubes moleculares, se puede considerar que una

galaxia es eléctricamente neutra [49].

2.3.2. Disco Delgado

Se considera que la fuente discoidal de energia es infinitamente delgada, axialmente
simétrica y de extension infinita. Para estudiar el comportamiento del tensor energia-momentum
y la densidad de corriente asociados al disco se deben resolver las ecuaciones (2.19¢) y (2.19d)

respectivamente.

Tensor superfical de energia-momentum

Antes de encontrar el tensor de energia-momentum del disco, se debe encontrar el tensor
Q.- Para esto, se debe recordar que el tensor de Ricci asociado a la superficie en el plano

z =0, estd dado por la expresién (2.9). Con esto se obtiene que,
1
8TQH, = 5[(b“any — b ng) n® + (0% ne — b%mn, ) nt — o, (b74ny — b7 yng) 0%, (2.29)

donde b, estd definido en (2.5) y es el tensor que caracteriza las discontinuidades en el

tensor métrico. Sus componentes estan dadas por,

boo = —4e*V1 (2.30a)
by = —4r?e ), (2.30b)
boy = —de 21, (2.30c)
bsg = —de 21, (2.30d)

de tal manera que sustituyéndolas en la ecuacién (2.29), se obtiene que la tinica componente

no nula del tensor @), es

ey,
= =, 2.31
Qu="" (231)

Sin embargo, este tensor todavia describe una distribuciéon volumétrica de energia, y
debido a que el disco es infinitamente delgado, es pertinente hacer uso del tensor superficial

de energia-momentum S,,. Este se puede obtener mediante la relaciéon dada por
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Sy = /E;w dsn, = /022 Quv (2.32)

donde E,, = Qu0(2) vy ds, = /7. dz es la medida fisica de longitud en direccién normal
al disco. Es decir, el “verdadero” tensor de energia-momentum del disco es S,,. Con esto, se

obtiene que la Unica componente no nula es,

Soo = , (2.33)

es decir, la componente que describe la densidad superficial de materia. En principio, si este
tensor de energia-momentum tiene presiones de igual magnitud y no hay transferencias de
calor entre las particulas que lo constituyen o, por lo menos, son despreciables, se puede decir
que describe un fluido perfecto [50], pero especificamente, se esta hablando de un material de
polvo, puesto que, dichas presiones, las cuales describen rozamientos, viscosidades o fricciones
entre las particulas, son nulas. Por ejemplo, usando valores estimados de las dimensiones de
nuestra galaxia —la Via Lactea— y el nimero aproximado de estrellas que la componen,
se puede calcular el camino libre medio de una estrella antes de colisionar con otra [51].
Teniendo esto, se encuentra que el intervalo de colisién es del orden de 10! afios, es decir,
un factor 10° més grande que la edad de nuestra galaxia. Evidentemente, la colisién entre
estrellas es un fenémeno poco frecuente y absolutamnete irrelevante en la dinamica de la

galaxia [9)].

Densidad Superficial de Corriente

Ahora se encontrard la densidad superficial de corriente para el disco. Para esto, se
resuelve la ecuacién (2.19d) en donde el término n, hace referencia a un vector unitario
normal al disco y es equivalente a 67; es decir, el salto en el tensor electromagnéticol se
puede escribir como,

ny, [F*] = [F*]. (2.34)

Con esto, se puede encontrar que la densidad de corriente asociada al disco presenta una

sola componente en la direccién azimutal; esto es,

4y
e
M= A,

27?2

z=0t- (235)

Ver: Notacién, Ec. 4, pag. 14
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Como el objetivo es expresar los tensores de energia-momentum y las densidades de
corriente del halo y del disco en términos de la funcién métrica, entonces usamos el ansantz

de la expresién (2.23). Con esto, finalmente se encuentra que,

63w

I'=—ki_y,

P 2.
2rr =0t ( 36)

El anterior resultado muestra que la densidad de carga del cuadrivector corriente es nula;

sin embargo, existe una componente de corriente en la direccién acimutal diferente de cero.
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CAPITULO 3

Analisis del Contenido Fisico del
Modelo

3.1. Preliminares

Es sabido que la relatividad especial es véalida localmente, es decir, en el espacio-tiempo
de Minkowski. Sin embargo, de acuerdo con el Principio de Equivalencia [52], en la relati-
vidad general no es posible diferenciar, mediante la realizacién de experimentos locales, un
sistema de referencia acelerado de un campo gravitacional. Dicho geométricamente, en rela-
tividad general la variedad del espacio-tiempo puede tener curvatura [53] y por tanto, para
realizar un experimento en donde se consideren campos gravitacionales, se deben introducir
referenciales de observadores locales que dependan de su posicion en el espacio-tiempo. De
esta manera, se tienen campos de tétradas ortonormales o tétradas locales en una variedad
curva. La geometria de la variedad determinara el movimiento, introduciendo aceleraciones

de naturaleza gravitacional o inercial [54].

De acuerdo con lo anterior, las expresiones para el tensor energia-momentum y el cua-
drivector corriente en (2.25) y (2.28) para el halo, y en (2.33) y (2.36) para el disco, atin no
muestran una solucién totalmente interpretable. Para esto, se debe hacer una transforma-
cién adecuada que permita analizar detalladamente el comportamiento fisico del modelo, lo
cual se logra mediante una tétrada de vectores ortonormal que ubicard al observador en una

posicion local.
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Una vez el tensor energia-momentum es visto desde dicha posicién local o “clasica”, es
razonable pensar que la nocion de densidad de materia debe ser un valor estrictamente posi-
tivo. Adicionalmente, dicha materia debe fluir a lo largo de un vector tipo tiempo dentro del
cono de luz, con lo cual se garantizaria que la energia no fluya a una velocidad superluminosa.
Estas y otras restricciones estan resumidas en las condiciones de energia [55], estudiadas al

final de la seccién 3.2.1.

3.2. Contenido del modelo en un Sistema de Referencia

Localmente Minkowskiano

Como se ha mencionado, el Sistema de Referencia Localmente Minkowskiano (SRL)
esta definido mediante una base ortonormal de vectores o tétrada local. Esto significa, que
debe satisfacer las relaciones,

Iuve" (@)€” (8) = Ma)(8); (3.1)

donde 7)) es la métrica del espacio-tiempo Minkowskiano.

Para este caso, se considerard la tétrada del “Observador Localmente Estdtico” [56], u

observador en reposo con respecto al infinito, dado por,

ey = e Yo, (3.2a)
e’tl]

6“(1) = 75?, (32b)

6“(2) = 61/}(55, (3.2C)

et 3 = eV ok, (3.2d)

donde e” () es la cuadrivelocidad.

3.2.1. Halo

Tensor Energia-Momentum

El analisis del contenido fisico del tensor energia-momentum del halo, se hace a partir de
una transformacién que permita determinar sus componentes con respecto a un observador

local usando la tétrada en (3.2). Es decir,

m

T =T e v, (3.3)
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lo cual se aplica en las expresiones (2.25) y se obtiene

8 Ti = e [2V% — (K* + 1) Vo - VY, (3.4a)
87 Ti = (1- k2)w Vi, (3.4Db)
87 Ti oo =1 =k = ,7), (3.4¢)
8T Ti = (1-K)(v,” —v.%), (3.4d)
8 T(i)( p = 87T T(g( o= 2" (1= k) (V:1,). (3.4e)

Ahora, con el fin de encontrar las expresiones para los esfuerzos principales, el tensor de
energia-momentum se debe diagonalizar. Es decir, ya establecida una ubicacién en un SRL,
la diagonalizacién del tensor energia-mometum permite realizar una rotaciéon apropiada den-
tro del SRL, de tal manera que las variables fisicas se puedan apreciar directamente. Para
esto, se resuelve el problema de los valores propios para el tensor en (3.4) y se encuentran

sus correspondientes vectores propios dados por

Vs =e7¥(1,0,0,0), (3.5a)
p
VL = 67(0, 1,0,0), (3.5b)
»
Vs = (0,0,-0,1), (3.5¢)
V2 F1
P
e
Vi, = ———(0,0,1,9), 3.5d
donde
Vs
0="r 3.6
. (3.6)

Por ultimo, se expresara el tensor de energia-momentum diagonalizado, usando los vec-

tores propios en (3.5) siguiendo la transformacién dada por

m

a = Tom VsV V. (3.7)

Antes de dar una expresién definitiva, se tendra en cuenta la ecuaciéon dada en (2.24),

la cual garantiza la condicién de integrabilidad del ansantz en (2.23). Con esto, la expresién
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final para el contenido material del tensor de energia-momentum del halo es

3

p=Tgo=(Bm) (1 - k) Vy-Vy, (3.82)
Py =Ty = (87) 'e® (1 - K2) Vi - Vo, (3.8b)
Py =Ty = (8m)'e® (1 — k) V- Vo, (3.8¢)
Py = Ts5 = —(8m)'e® (1 - k*) V- Vo, (3.8d)

donde p es la densidad de materia volumétrica del halo y P, P, y P5 son las presiones o

esfuerzos principales.

Ecuacién de estado y condiciones de energia

En general, los objetos y fenémenos astrofisicos como estrellas, ptlsares, galaxias, halos
e incluso el universo, entre otros, se suelen modelar como un fluido. La ecuacion de estado
P = P(p), donde P es la presién promedio, es aquella expresién que determina el tipo de
fluido. A partir de las expresiones dadas en (3.8), se encuentra que la ecuacién de estado

para el halo se puede escribir como

P

P+P+P p
— —2T -8 _F 3.9
37 ( )

3
la cual describe radiacién. A pesar de estar tratando con energia en forma de materia,
es analogo a la teoria electromagnética de Maxwell, la cual dice que la radiacién ejerce
una presion sobre un hipotético recipiente cuyas paredes estan constituidas por osciladores
eléctricos que irradian energia y que a la vez también la absorben, de modo que el resultado

final es equilibrio.

Por otra parte, en el contexto de la relatividad general, es razonable esperar que el tensor
de energia-momentum satisfaga ciertas condiciones, tales como la positividad de la densidad
de energia, el dominio de ésta densidad sobre la presion y las restricciones de velocidad
sobre el flujo de dicha energia. Estos requerimientos equivalen a exigir que se cumplan las

siguientes desigualdades [55, 57]:

p >0, (3.10a)
ol = [P, (3.10b)
p+ P >0, (3.10c¢)

35



Capitulo 3. Analisis del Contenido Fisico del Modelo

donde i = 1,2,3. De la condicién (3.10a), obtenemos una restriccién sobre la constante k,
tal que,
—-1<k<1, (3.11)

y las restantes condiciones se satisfacen a si mismas de manera trivial.

3.2.2. Disco Delgado

Tensor energia-momentum

Partiendo de la ecuacion general para la densidad superficial de energia asociada al disco
(ver Ec. 2.33), se seguird un procedimiento similar al del halo, es decir, se usard la tétrada
ortonormal para expresar la densidad superficial en un SRL. De tal manera que se seguird la

transformacién dada por,

S = Swe©e”m), (3.12)
es decir, la tinica componente no nula del tensor energia-momentum asociada al disco, ob-
servada desde un SRL, se expresa como,

e’

o (3.13)

o = S)0) =

Densidad superficial de corriente

Ahora, se llevard a cabo el analisis de la densidad superficial de corriente en un SRL. No
obstante, esta cantidad fisica (ver Ec. 2.36) estd expresada a través de un tensor contrava-

riante, por lo cual, es necesario hacer una transformacion tal que,
6”(5) — €(>\)V, (314)

en donde

A)

el L, = 77()\)(5)9#1/6“(5)- (3.15)

Por tanto, la densidad superficial se halla a través de
W =qve® (3.16)

es decir, teniendo en cuenta que ya se habia encontrado que este cuadrivector sélo tiene una
componente, se encuentra que

IO = =) . 1
27 U (3.17)
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3.2.3. Campo magnético

Para estudiar de manera mas amplia el comportamiento del potencial magnético, es
necesario hallar el tensor de Faraday o tensor electromagnético, definido inicialmente en la

ecuacién (2.14), para obtener las componentes del campo magnético; es decir,
Floyy = Fuwe” @€ (9), (3.18)

donde sus componentes no nulas estan dadas por

Fye) = —kre’y., (3.19)
Fay = kre'd,, (3.19D)
Fiyay = kreV,, (3.19¢)
F(g)(l) = —kT€w¢7T. (319d)
Por tanto, tienendo en cuenta que
1 v
Blay = 5 €@um P, (3.20)

donde ¢ es el simbolo de Levi-Chivita, se pueden encontrar las componentes del vector campo

magnético; es decir

B = Biyé, + B()é: + By, (3.21)
donde
By = —eer’Z, (3.22a)
By = eer’T, (3.22b)
B,y = O. (3.22¢)

Ahora, a partir de la cuadrivelocidad dada en (3.2a), las componentes de la aceleracién

con respecto a la tétrada ortonormal son

agy = ey, (3.23a)
az) = €', (3.23b)

tal que, usando el ansatz en (2.23), se obtiene

k‘B(r) = Q(y), (3.24a)
]{?B(z) = a(z) (324b)
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lo que conduce a concluir que el campo gravitatorio y el campo magnético estan alineados.

Para encontrar las lineas de campo magnético, se debe resolver la ecuacion diferencial,
dz dr

_ , (3.25)
B By

Si se sustituyen las expresiones (3.21) en lo anterior, la ecuacién (3.25) puede reescribirse

como,

dA=A,dr+A,dz=0, (3.26)

es decir, las lineas de campo magnético describen superficies equipotenciales.

3.3. Solucién para la funcién métrica

Ahora que se tienen expresiones concretas para la densidad volumétrica de energia del
halo en (3.8a) y para las densidades superficiales de energfa y corriente del disco en (3.13)
y (3.17) respectivamente, se debe tener en cuenta que todas ellas estdn dadas inicamente
en términos de la funcién métrica ¢ (r, z), y por tanto, resulta conveniente encontrar una

solucion para dicha funcion.

Ahora bien, en la seccién 2.3 se introdujo un ansatz o solucién aproximada (ver Ec.
2.23), el cual relaciona el potencial vector A y la funcién métrica v, y busca reducir el
nimero de variables, para asi facilitar el calculo de los tensores de energia-momentum y
los cuadrivectores corriente. Incluso, debido a su uso, se encontré que el modelo del halo
describfa una densidad de corriente nula (ver Ec. 2.28). Este ansantz estd compuesto por
dos ecuaciones diferenciales, las cuales deben cumplir una condicién de integrabilidad. Se

senalé que dicha condicion estd garantizada por la expresién en (2.24).

Como se mencioné en la seccién (2.3), dicha expresién permite encontrar una solucién
sobre la funcién métrica 1), mediante el uso de un factor integrante!. Con esto, la ecuacién
(2.24) se puede expresar como

Ve ™) =0, (3.27)

la cual se puede apreciar que es equivalente a la ecuacién de Laplace V2® = 0.

Naturalmente, la ecuacion de Laplace permanecera inalterada si a su solucion se le adi-

ciona una constante arbitraria, es decir,

eV =1-0a, (3.28)

Wer Apéndice A.
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a partir de lo cual se deduce ademas que

1
=V
Vi =2 VO,
1
p=
vr=1-5 %
1
z:—q)z-
ve=1-5 %

(3.29a)
(3.29)

(3.29¢)

Como resultado final, se sustituird lo anterior en las expresiones para las densidades de

energia y de corriente del halo y del disco, es decir, para las ecuaciones (3.8a), (3.13) y

(3.17). Se recuerda ademas, el resultado obtenido para la densidad de corriente del halo en

la ecuacién (2.28). Con esto obtenemos finalmente,

1— k2
p=—""0 VDO VO,
(©—1)
Jt=0,
1
g = 2 329
27(® — 1)
P L S
om (1 — ®)°

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

donde las ecuaciones (3.30) y (3.31) corresponden a la descripcién del halo, mientras que

(3.32) y (3.33) a la del disco.

39



CAPiTULO 4

Aplicaciéon al Modelo de Discos de
Kuzmin-Toomre

4.1. Preliminares

Una manera simple de construir expresiones que relacionen la densidad de energia y el
potencial gravitatorio, y que a su vez representen configuraciones discoidales, es emplean-
do el método de las imégenes, el cual es habitualmente usado para resolver problemas en
electrostatica. El primero que usé este método en el contexto de la gravedad Newtoniana
fue Kuzmin [45], pero quien llevé a cabo una generalizacién fue Toomre [46], por lo cual, el

método finalmente se did a conocer como el modelo cldsico de Kuzmin-Toomre.

Con base en dicho método se generara la discontinuidad directamente en la primera
derivada de la funcién auxiliar ®, que a su vez es soluciéon para la funcién métrica ¢. Es
decir, generar la discontinuidad en la primera derivada de nuestra solucion para el potencial
gravitatorio, implica tambien hacerlo para la primera derivada del tensor métrico. A partir
de dicha solucién para el potencial gravitatorio, la cual también es solucién de la ecuacién
de Laplace, se expresaran e ilustraran todos los resultados; es decir, el perfil volumérico y
superficial de energia y toda la informacién posible con respecto al campo magnético. Es de
esperarse que a partir de un perfil que describa la densidad de energia del modelo, se pueda
hallar una expresién general para la masa total del sistema. No obstante, esto sélo es posible

bajo ciertas condiciones, ya que el concepto de masa total en relatividad general no es trivial.
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4.2. Solucién de la Ecuacién de Laplace

A partir de los resultados obtenidos en el capitulo anterior, es decir, las expresiones
(3.30) a (3.33), se puede apreciar que todas las variables fisicas estdn dadas en términos de
la funcién @, la cual se tiene certeza que es una solucién de la ecuacién de Laplace, segin
(3.28). Con base en la geometria de la fuente, seria razonable expresar la funcién ® como
una solucion de la ecuacién de Laplace para un problema con simetria axial. Dicha solucién
estd dada por

" C
O, (R.0)=—) Rl—il Py(cosb), (4.1)

donde Cj son constantes y P, (cosfl) son los polinomios de Legendre [58]. Ademas,
R =+Vr?+ 22, (4.2)

donde r es la coordenada radial y z es la coordenada perpendicular al plano donde se en-

cuentra ubicado el disco.

Hacia el final del capitulo anterior —cuando se encontré que una solucién a la ecuacion
de Laplace podia serlo también para la funciéon métrica—, se adicioné una constante a dicha
solucién (Ver Ec. 3.28). El objetivo de ello es garantizar un espacio-tiempo asintéticamente
plano, es decir, que su curvatura tienda a anularse a grandes distancias respecto a la region
central, con lo que alli se vuelve indistinguible del espacio-tiempo de Minkowski. En otras
palabras, si en la ecuacién (4.1), R tiende al infinito, la solucién a la ecuacién de Laplace
® tiende a cero. Ahora, regresando a la ecuacién (3.28), si ® es cero, se garantiza que la

funcién métrica v, es decir, el potencial gravitatorio, también es cero.

Como se puede apreciar, la funcién (4.1) contiene términos de una expansién multipolar;
asi, es natural que los términos aumenten cada vez que el indice n de la sumatoria crece. Sin
embargo, es preciso aclarar que cada resultado que se obtiene para ®,, con un determinado
valor para n, es una solucién exacta completamente diferente de otra. En otras palabras, en
nuestro modelo seria erréneo creer que, en cuanto se van encontrando resultados con cada
vez mas términos multipolares, una solucién determinada se va “refinando” cada vez mas,

lo cual sucede comunmente en otros problemas.

Una de las caracteristicas claves del modelo, la cual se estudié en el capitulo 2!, es la

discontinudad en la primera derivada con respecto a z que presenta el potencial gravitacional.

Wer pagina 23
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Figura 4.1: Método de “desplazamiento, corte y reflexion”.

Sin embargo, la solucién a la ecuacién de Laplace dada en (4.1) y todas sus derivadas, son
continuas. Por tanto, con el fin de generar dicha discontinuidad en la primera derivada,
se hara una reflexién de la solucién dada con respecto al plano. Para esto, se implementa
un método conocido como “desplazamiento, corte y reflexion”, el cual fue implementado
por primera vez por Kuzmin y Toomre en gravedad Newtoniana. Este procedimiento es

matematicamente equivalente a hacer la transformacién dada por
z — |z] + d, (4.3)

donde d es una constante definidamente positiva.

4.3. Masa Total del Modelo

La definicién de masa en relatividad general es mas compleja de lo que se espera. De
hecho, la relatividad general no ofrece un concepto global, pero si algunas definiciones, las
cuales son aplicables bajo diferentes circunstancias. La razén principal de esto es que “la
energia del campo gravitacional” no hace parte del tensor energia-momentum; en su lugar, lo
que puede ser identificado como la contribucién del campo gravitacional a una energia total,
hace parte del tensor de Einstein. En otras palabras, “la energia del campo gravitacional”

no puede ser localizada.
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El problema radica en la concepcion de un sistema aislado en relatividad general. El cam-
po gravitacional contiene una energia, la cual interactia con su alrededor, contribuyendo a
la curvatura del espacio-tiempo. Pero esta curvatura es un campo gravitatorio que tam-
bién contiene energia. Es decir, en la relatividad general, el campo gravitacional sufre una

retroalimentacién permanente con su alrededor, lo que impide que un sistema sea aislado.

., Como definir entonces el concepto de masa total para una distribucion discoidal en rela-
tividad general? La respuesta esta en considerar un espacio-tiempo asintéticamente plano; es
decir, un espacio-tiempo en el que la materia de nuestra estructura discoidal esté distribuida
en una region compacta, lo cual hace que a grandes distancias del disco que curva dicho
espacio-tiempo, la forma geométrica parezca la de un espacio-tiempo plano o de Minkowski,
donde el campo gravitatorio se anula, lo cual se logra apartir de la ecuacién (3.28). Por
esta razon, en la relatividad general los espacio-tiempos asintéticamente planos representan

idealmente sistemas aislados [59].

Una definicién que provee satisfactoriamente la nocién de masa total para espacio-tiempos
estacionarios y asintéticamente planos, es ofrecida por Komar [55]. Esta definicién se expresa
como,

M = 2/2 (TMV - %Tguy>nM§V(t)\/ﬁ d’y, (4.4)
donde n* es el vector unitario perperdicular a la hipersuperfcie, 6"( p €S el vector de Killing
tipo tiempo, h es el determinante de la parte espacial del tensor métrico y d®y es el elemento
de volumen. Como se espera, la masa de un sistema debe tener un valor finito, es decir, la
integral que la define, debe converger. Adicionalmente, debido a la complejidad de solucionar
analiticamente las expresiones para la masa en los modelos n > 0, se hace uso del Teorema
del criterio de comparacién del limite [60], el cual permite verificar que si la integral que
describe la masa para el modelo n = 0 converge, entonces la integral para cualquier otro

modelo también converge!.

Wer Apéndice C
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4.4. Aplicacién para n=0

Con base en la solucién expresada en la ecuacién (4.1), la primera familia de soluciones

se da para el primer término de la expansién, es decir n = 0. Con esto, se tiene que,

q)(] = —E, (45&)
C

Oy, =7 R—g, (4.5b)
C

Dy, =2 R—g. (4.5¢)

De lo anterior, se encuentra ademas que

o'

Vq)o ° VQ() - ﬁ’

(4.6)

donde el producto interior VR - VR = 1.

4.4.1. Halo
Densidad Volumétrica de Energia del Halo

Partiendo de lo anterior y sustituyendo las ecuaciones (4.5a) y (4.6) en la expresién para

la densidad volumétrica de materia del halo, dada al final del capitulo 3 en (3.30), se obtiene,

 (1- k)G
TG R 0

donde se hace la transformacién dada en la expresién (4.3), es decir, R = /12 + (|z] + d)?,

la cual da el cardcter de esferoidal al halo. Ahora, con el fin de normalizar la ecuacién (4.7),
ésta se expresara en unidades adimensionales, es decir,

Po

S — 4.8

=0 Ry (4.8)

donde R = R/Cy y po = (1 — k?)/Cy? es la densidad volumetrica de materia cuando R = 0.

Por tanto, la expresion final para la densidad volumétrica de energia del halo, se escribe

como
1

p= eI (4.9)

donde p = p/po.
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Figura 4.2: Grafica de la densidad volumétrica de energia en funcién de las coordenadas 7 y

Z para el modelo n = 0 de la ecuacién (4.9).

El comportamiento de la ecuacién (4.9) se ilustra en la Figura 4.2, donde se muestra
el perfil del disco en z = 0, rodeado del halo. El color amarillo en el centro, indica las
zonas donde la densidad volumétrica de energia tiene su valor maximo y por tanto, el campo
gravitacional es mas intenso. Las zonas rojas y naranjas corresponden a las zonas en que el
campo gravitacional decae conforme las coordenadas 7 y Z crecen en magnitud. Finalmente,

los tonos oscuros representan las zonas donde el campo gravitacional es mas débil.

Masa del Halo

A partir de la integral dada en (4.4) para el célculo de la masa, se tiene que para el caso
de la densidad volumétrica de materia, el vector normal esta dado por n* = e (g), el vector

de Killing por £, = ewe” ), el Jacobiano por h = r2¢%, el diferencial de volumen por

Py = drdedz y T, —TOO de la ecuacion (2.25a). Por tanto, dicha integral se reduce a

My —/ / / (92, + 92) rdrdzde, (4.10)

donde se ha hecho uso de las ecuaciones (3.28) y (3.29) para expresar la masa en términos de

la solucién de la ecuacion de Laplace. Teniendo en cuenta el primer término de la expansion
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para dicha solucién, y sus primeras derivadas dadas en (4.5), se obtiene

_12y(2
My, = M. (4.11)

4.4.2. Disco Delgado

Densidad Superfical de Energia del Disco

A partir de la solucién general para el potencial gravitatorio expresada en (4.1) y consi-
derando el primer término de la expansién y su derivada con respecto a z en (4.5a) y (4.5Db)
respectivamente, se sustituyen tales expresiones en la ecuacién para la densidad superficial
de materia del disco que se encontré en (3.32); es decir,

__ Gd
" 27R(Cy + R)?

(4.12)

con R=/r2+ (|z| + d)%

Asi mismo, para encontrar una expresiéon normalizada, adimensional y ademas reducir el
nimero de constantes de ajuste, se hacen las sustituciones 7 = r/d y Cy = Cy/d, de tal

manera que se obtiene finalmente

G Co+1 (4.13)
Vil |G v el '
con ¢ = o/0y, donde
Co (4.14)

o) = ——,
* 7 27(Cy + d)?
es el valor de densidad superficial de energia cuando 7 = 0. Todas las anteriores expresiones

estan evaluadas en z = 07.

La Figura 4.3 muestra el comportamiento de la ecuacién (4.13), la cual se expresa en uni-
dades adimensionales. El origen representa el centro del disco, donde la densidad superficial
de energia es maxima; sin embargo, su valor decrece rapidamente conforme la coordenada

radial se incrementa.
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09— —

08— —
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05— —
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Figura 4.3: Modelo n = 0. Grafica de la ecuacién (4.13), densidad superficial de
energia ¢ en funciéon del radio 7, para diferentes valores de la constante Co. Comen-
zando por la curva inferior hasta la superior, los valores de esta constante son C, =

0,1; 1; 3; 6; 10; 20; 40; 80; 3000.
Masa del Disco

Siguiendo un proceso similar al del halo, no obstante teniendo presente que en coordena-
das cilindricas el diferencial de drea estd dado por d*y = drdedz y T, = €¥S,,0(2), se tiene

que para el caso de la densidad superficial de energia, la ecuacién (4.4) se reduce a

(o ¢] @
MD:/ ( o~ )7’ d’/’, 4.15
g \1—a ) "7 (4.15)

la cual estd evaluada en z = 0. Ademsés, se ha hecho la sustitucién ry? = R? 4+ d%. Con esto,

se puede encontrar una expresion final para la masa del disco, sustituyendo las ecuaciones

de (4.5) en (4.15):

Mp, =In (1 + %) ) (4.16)
Con lo anterior, la masa total del modelo para n = 0 se expresa como,
12\ (.2
MT:MHH <1+%). (4.17)
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Densidad de corriente

Como se encontro en la ecuacion (3.33), la densidad de corriente que describe el modelo
muestra densidad de carga nula y inicamente una componente en la direccion azimutal.
Considerando las expresiones dadas en (4.5a) y (4.5b), la densidad de corriente adopta la

forma,

__k_ ¢
27 (R+Co’’

donde R = v/r? + z2. Ahora se aplicard la transformacién z — |z| 4+ d, con d como un valor

(4.18)

constante y definidamente positivo; es decir,
Cof
(V2 + 1+ Cp)?’

donde X\ = —k/2xd, Cy = Cy/d, 7 = r/d y todas las cantidades estdn evaluadas en z = 0"

I =)\ (4.19)

El dominio de la constante k se indica en la ecuacién (3.11). La ecuacién (4.19) se ilustra
en la Figura 4.4, la cual muestra que en en el centro de la estructura discoidal las corrientes
son nulas, sin embargo alcanzan un maximo cerca de él y vuelven a desvanecer conforme la
cooredenada radial crece. Este pico se debe a que el campo magnético es mas intenso en esta

region del disco; no obstante, su interpretacion fisica no es clara.

Campo Magnético

A partir del ansatz dado en (2.23) y de las expresiones para la solucién del potencial

gravitatorio dadas en (4.5), las primeras derivadas del potencial magnético se pueden escribir

como
A, = —kclo%—j, (4.20a)
A, = —kC’oz% (%) . (4.20b)

Por otro lado, el potencial magnético en una forma general, se expresa como
Ar, 2) = / Adr + (=), (4.21)

donde f(z) es una funcién que depende tinicamente de z; es decir sustituyendo (4.20b) en lo

anterior, se tiene que,
C()Z
A(r, z) = ke f(2), (4.22)
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Figura 4.4: Modelo n = 0. Gréfica de la ecuacién (4.19), densidad superficial de corriente
IM en funcién del radio 7, para A = 10 y diferentes valores de la constante Cy. Comenzando

por la curva superior hasta la inferior, los valores de Cy = 1; 1,5; 2; 3; 5.

lo cual se deriva con respecto a la coordenada z y se iguala a la expresion (4.20a); es decir

Cor? Cor?
—k g; = —k g; +f(2), (4.23)
en donde se evidencia que
f(z) = cte. (4.24)

Por tanto, dado que para nuestro caso sélo son importantes las primeras derivadas del po-

tencial magnético, la expresion (4.22) se puede escribir como

A(r,2) = —k% (4.25)

donde se hace la trasformacién z — |z| + d, la cual genera una discontinuidad en la primera

derivada del potencial magnético a través del disco en el plano z = 0; es decir

Co(|z| +d)

Alr,z) = \/r2 (|z] + d)?

(4.26)

De acuerdo a la ecuacién (3.26), se puede afirmar que la ecuacién final para el potencial
magnético en (4.26), describe superficies equipotenciales; es decir, se pueden igualar a una

constante,
d
¢, = —p—Sollzl+d) (4.27)
\/T2 |Z| + d
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0 2 4 6 8 10

Figura 4.5: Grafica de la coordenada Z en funcién de 7, que muestra las lineas de campo
magnético para el modelo n = 0 de la ecuacién (4.28), con C' = 100. El disco se muestra de

perfil y esta representado por la linea roja horizontal en zZ = 0.

donde C'4 es una constante. Con esto, se puede encontrar una expresion final para las lineas
de campo magnético; es decir,

F=(z+1)VC -1, (4.28)
donde 7 = r/d, 2 = z/d y C = kCy/Ca.

Se puede apreciar que la ecuacién (4.28) describe una recta; es decir, para el modelo n = 0,
las lineas de campo magnético del modelo describen lineas rectas. Esto se puede observar
en la Figura 4.5, donde han sido graficados los contornos de las superficies equipotenciales

dados por la ecuacién (4.27), que es equivalente a las rectas de la ecuacion (4.28).
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4.5. Aplicacién para n=1

Con base en la solucién expresada en la ecuacién (4.1), la segunda familia de soluciones
se da para los dos primeros términos de la expansion. Asi mismo, el segundo término del

polinomio de Legendre esta dado por

Pi(cosh) = cosf) = }%, (4.29)
con lo que se obtiene,
CO Clz
(1)1 = —E — ﬁ’ (430&)
Cor 3Ciz2r
(I)l,r - ﬁ + R5 y (430b)
Coz — C, 302>
o, = i Ly R15 . (4.30¢)

De lo anterior, se encuentra ademas que

R4002 -+ 400012R2 + R2012 + 301222

V- Vb, = = ,

(4.31)

donde R = /72 + 22.

4.5.1. Halo

Densidad Volumétrica de energia

Partiendo de lo anterior y sustituyendo las ecuaciones (4.39a) y (4.40) en la expresién
para la densidad volumétrica de materia del halo, dada al final del capitulo 3 en (3.21), se
obtiene

(1— Kk>)R4 (1%4@02 4G (|3 + DR + R2C + 3G ()7 + 1)2>
, (4.32)

P = - L 4
2 (01(|z| +1)+ CoR2 + R3>

donde R = R/d, Cy = Co/d, 2 = z/d, 7 =r/dy C, = Cy/d*. Ademds, se ha hecho la
transformacion dada en (4.3), la cual da el cardcter esferoidal al halo. Ahora, con el fin de

normalizar la ecuacién (4.32), ésta se expresard en unidades adimensionales; es decir,

P
= 4.33
P 2 ( )
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Figura 4.6: Modelo n = 1. Grafica de la densidad volumétrica de energia p en funcion de la
coordenada Z y de la coordenada radial 7, descrita en la ecuacién (4.34), con las constantes

Co=0C,=2

donde py es la densidad volumetrica de materia cuando 7 = 0 y Z = 0. Por tanto, la expresién

final para la densidad volumétrica de energia del halo, se escribe como,

(Co+ Cy+1)*RA (1%4(?02 +4CCh (3] + 1) R2 + R2Cy” + 3G, (5] + 1)2)

5= . (4.34)

(C° + 6% (Cullzl + 1) + Colte + 13’

El comportamiento de la ecuacién (4.34) se ilustra en la Figura 4.6, donde se muestra
el perfil del disco en z = 0, rodeado del halo. El color amarillo en el centro, indica las
zonas donde la densidad volumétrica de energia tiene su valor maximo y por tanto, el campo
gravitacional es méas intenso. Las zonas rojas y naranjas corresponden a las zonas en que el
campo gravitacional decae conforme las coordenadas 7 y Z crecen en magnitud. Finalmente,

los tonos oscuros representan las zonas donde el campo gravitacional es mas débil.

4.5.2. Disco Delgado
Densidad Superfical de energia

A partir de la solucién general para el potencial gravitatorio expresada en (4.1) y consi-

derando los dos primeros términos de la expansion y sus derivadas con respecto a z, dados
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en (4.30a) y (4.30c) respectivamente, se sustituyen tales expresiones en la ecuacién para la

densidad superficial de materia del disco que se encontré en (3.32); es decir,

o= Co(|Z| + 1) — 01 + 301(|Z| + 1)2/R2

21 (CoR2 — C(|z| + 1)R?) ) (4.35)

con R=/r2+ (|z| + d)%

Asi mismo, para encontrar una expresiéon normalizada, adimensional y ademas reducir el
ntimero de constantes de ajuste, se hacen las sustituciones 7 = r/d , C; = Cy/dy Cy = Cy/d,
de tal manera que se obtiene finalmente

- - . - - - 2
((Cod — ()i + Cod + 201) (Cod +Cy+ d) VT

5=~ — - — (4.36)
(Cod + 2cl> (Cod (72 +1) + Cy +d(7 + 1)3/2)

con ¢ = g/oy, donde ) )
o Cod + 2C4
" 2m(Co+ Cr + d)?

es el valor de densidad superficial de energia cuando 7 = 0. Todas las anteriores expresiones

(4.37)

estan evaluadas en z = 0%. Como se puede apreciar, la ecuacién (4.36) depende de las
constantes Cy, Cy v d. Las figuras 4.7, 4.8 y 4.9 muestran el comportamiento de la densidad
de energia del disco para diferentes valores de cada una de estas constantes. Todas las figuras,
muestran un maximo en el centro del disco, el cual desvanece conforme la coordenada radial

incrementa.

Densidad de corriente

A partir de la ecuacién (3.33), y considerando las expresiones dadas en (4.30a) y (4.30b),
la densidad de corriente para el modelo n = 1 adopta la forma,

o_ Kk (rCoR* + 3Cy2r) R*

I
2 (R3 + C()RZ + 012)37

(4.38)

donde R = v/r? + 22. Ahora se aplicard la transformacién z — |z| + d, con d como un valor

constante y definidamente positivo; es decir,

70 _(Cor® + Co + 3Ci7) (7% +1).2 (4.39)
((72 +1)3/2) +C~’0(f2 +1)+ C«l)g’ .
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09— —

08— -

07— —

06— —

05— —
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03— —

02— -

01—

Figura 4.7: Modelo n = 1. Grafica de la densidad superficial de energia ¢ en funcion del
radio 7 descrita en la ecuacién (4.36). Las constantes d = 10 y Cy = 10 permanecen in-

variables. Comenzando por la curva superior hasta la inferior, los valores de la constante

C, = 1,5, 10, 20,50, 100.

09— —
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Figura 4.8: Modelo n = 1. Grafica de la densidad superficial de energia ¢ en funcion del
radio 7 descrita en la ecuacién (4.36). Las constantes d = 10 y C; = 10 permanecen in-
variables. Comenzando por la curva inferior hasta la superior, los valores de la constante

Co = 1, 5,10, 20,50, 100.
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Figura 4.9: Modelo n = 1. Grafica de la densidad superficial de energia ¢ en funcion del
radio 7 descrita en la ecuacién (4.36). Las constantes C; = 10 y Cy = 10 permanecen
invariables. Comenzando por la curva inferior hasta la superior, los valores de la constante

d = 1,5, 10,20, 50, 100.

donde A = k/2rd, Cy = Cy/d, C, = Cy/d?, ¥ = r/d y todas las cantidades estén evaluadas
en z = 0" El dominio de la constante k se indica en la ecuacién (3.11). El comportamiento
de la ecuacién (4.39) se ilustra en las Figuras 4.10 y 4.11, para diferentes valores de las
constantes Cj y c, respectivamente. El pico que estas graficas muestran, coincide con la
intensidad del campo magnético mostrado en la Figura 4.12. En esta regién, una corriente
sonbre el disco tiene una direccion azimutal, constatando la regla de la mano derecha para

la ubicaciéon y direccion del campo magnético.
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12

0.8— —

06— —

02— -

Figura 4.10: Modelo n = 1. Gréfica de la ecuacién (4.39), densidad superficial de corriente
IM en funcién del radio 7, para A = 10 Cy = 1 y diferentes valores de la constante Cf.

Comenzando por la curva inferior hasta la superior, los valores de C; = 2; 10; 5; 3.

15

05— —

Figura 4.11: Modelo n = 1. Gréfica de la ecuacién (4.39), densidad superficial de corriente
IM en funcién del radio 7, para A = 10 C; = 1 y diferentes valores de la constante Cy. Co-

menzando por la curva con el pico inferior hasta el superior, los valores de Cy = 0,5; 1; 2; 5.
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10

Figura 4.12: Grafica de la coordenada z en funciéon de 7, que muestra las lineas de campo
magnético para el modelo n = 1 de la ecuacién (4.50), con € = 5000 y x = 2. El disco se

muestra de perfil y estd representado por la linea roja horizontal en Z = 0.
Lineas de Campo Magnético

Siguiendo un proceso similar al del modelo para n = 0 (en donde se encontré que la
ecuacién final para el potencial magnético describe superficies equipotenciales), para este
caso el potencial magnético adquiere la forma

RGP kCo(lz + 1)

Ar2) = .

= Cj, (4.40)

donde 7 =r/d , Cy = Cy/d, 2= z/dy R=R/d y Cp es una constante. Con esto, se puede

encontrar una expresion final para las lineas de campo magnético; es decir,
R® = ei? — k(|2| + 1) R?, (4.41)

donde € = kél/CB y k = kCy/Cp. El modelo n = 1 muestra un comportamiento més
general, el cual es analizado en la Figura 4.12, donde las lineas de campo magnético son
curvas y evidencian una mayor intensidad en la regién donde existe la tinica componente de

la densidad de corriente.
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Se obtuvo una nueva familia de infinitas soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein-
Maxwell, para un espacio-tiempo estatico y axialmente simétrico. Dichas soluciones describen
una familia de sistemas constituidos por un disco delgado, rodeado de un halo esferoidal de
materia y en presencia de campos magnéticos. Las soluciones a las ecuaciones de campo se
obtuvieron mediante el uso de una solucién estimada o ansantz, el cual relaciona el potencial
electromagnético con el potencial métrico, permitiendo obtener expresiones generales para el
tensor energia-momentum y el cuadrivector corriente, tanto para el halo como para el disco,

dadas en las ecuaciones (3.30), (3.31) y (3.32), (3.33), respectivamente.

A partir de las expresiones para el tensor energia-momentum, se estudié el comporta-
miento fisico del modelo, verificando el cumplimiento de las condiciones de energia, es decir,
la positividad de la densidad de energia, el dominio de ésta densidad sobre la presién y el
flujo de dicha energia a lo largo de un vector tipo tiempo dentro del cono de luz; ésto tltimo,

con el fin de garantizar que la energia no fluya con una velocidad superior a la de la luz.

A partir de la introduccion del campo magnético al modelo, se encontré que la densidad de
carga del halo y del disco es nula, lo cual esta de acuerdo con la evidencia observacional, que

muestra en general, que las galaxias y otros objetos astrofisicos son esencialmente neutros.

A partir del tensor energia-momentum, se encontré que el contenido material del disco
describe polvo, es decir, que las presiones son nulas. Lo anterior se sustenta a partir del hecho

de que las colisiones dentro de una galaxia, por ejemplo, son un fenémeno irrelevante.

A pesar de que las soluciones determinan que la extensién del disco es infinita, las densi-
dades de energia volumética y superficial, muestran un comportamiento adecuado; es decir,

su valor méximo se encuentra en el centro del sistema y se desvanece rapidamente conforme
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la distancia desde el centro aumenta, lo que permite observar una region central definida en
la cual existe una mayor concentracién de masa. Ademas, se encontré que la integral que per-
mite hallar ésta masa, converge; es decir, que la masa descrita por el modelo es finita. Todo
lo anterior, se logra garantizando que la solucién describa un espacio-tiempo asintéticamente
plano. Finalmente, el modelo muestra que las lineas de campo magnético son paralelas a las

lineas de campo gravitacional.

El estudio de estas estructuras discoidales en relatividad general, sigue plantedndose
sobre condiciones suficientemente ideales como para considerarlas un referente para constatar
directamente con las observaciones. No obstante, en el presente trabajo se procurd construir
sobre los construido por otros autores, avanzando en cuanto a las caracteristicas conjuntas de
objetos astrofisicos, tales como la indudable presencia de un halo y de campos magnéticos,
arrojando resultados coherentes y fisicamente interpretables. En conclusion, en el presente
trabajo se logré dar un paso mas en el largo camino hacia la construcciéon de modelos
relativistas de discos, que puedan llegar a describir fielmente el comportamiento de un objeto

o fendmeno astrofisico.

Los resultados obtenidos en el marco del desarrollo del presente Trabajo de Investigacion,

han sido presentados en los eventos que se listan a continuacion:

s Diego A. Ballén-Daza, Guillermo A. Gonzéalez y Antonio C. Gutiérrez-Pineres. Mo-
delos relativistas de discos axialmente simétricos en presencia de un halo con campo
magnético. Presentado en XXIV Congreso Nacional de Fisica, Bogota D.C - Colombia,
Octubre 6, 2011.

ISBN: 978-958-99225-0-7.

s Diego A. Ballén-Daza, Guillermo A. Gonzélez y Antonio C. Gutiérrez-Pineres. Rela-
tivistic Dust Thin Disks Embedded in a Halo with Magnetic Fields. Presentado en IV
International Meeting on Gravitation and Cosmology, Guadalajara, Jalisco, México.

23 de Mayo de 2012.

s Diego A. Ballén-Daza, Guillermo A. Gonzélez y Antonio C. Gutiérrez-Pineres. Discos
relativistas con halo y campo magnético. Aceptado para presentacion en la modalidad
de charla oral en el I1T Congreso Colombiano de Astronomia y Astrofisica, Bucaraman-

ga, Colombia, del 5 al 8 de noviembre de 2012.
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APENDICE A

Equivalencia entre la solucién trivial
de vacio y la métrica de Mikowski

Con el fin de encontrar una solucién de vacio para la funcién métrica 1, se define la

métrica conformestatica tildada en coordenadas cilindricas, dada por
3% = —e2di”* + e (FPd@? + di + dZ?) . (A1)
Ademas, se recuerda que la métrica de Minkowski se escribe,
ds = —dt* + dr® + r’de® + d2*. (A.2)

Con esto, se puede partir de la invarianza, puesto que la distancia entre dos sucesos en el

espacio-tiempo de Minkowski, es equivalente al vacio, donde no existe campo gravitacional;

es decir,
ds? = ds*. (A.3)
Lo anterior implica que,
evdt = dt, (A.4)
e Vd? = dz, (A.5)
e Vdi = dr, (A.6)
e VFdp = rdyp. (A.7)
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Ahora, si se considera que la funciéon métrica,
P = cte, (A.8)

y se integra la ecuacién (A.6), se obtiene que,

/ e Vdi = / dr, (A.9)

e VF =1, (A.10)
lo cual se sustituye en la expresion (A.8); es decir,
dp = d, (A.11)

donde las ecuaciones (A.4), (A.5), (A.6) y (A.11) son las ecuaciones de transformacion.
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APENDICE B

Demostracion de ,e_¢ como solucion
de la ecuacion de Laplace

Con el fin de encontrar una solucién para el potencial métrico en términos de una solucion

ya conocida, se parte de la ecuacién diferencial parcial no lineal dada por

Vi = Vi - Vi, (B.1)
la cual se puede reescribir como
V) — V- Vi = 0. (B.2)
Ahora, dado que el Laplaciano en coordenadas cilindricas es,
10 0 1 02 0?
2= r= -+ = B.3
v ror (r&r) +7’2 8290+822’ (B.3)

y teniendo en cuenta que 1) = 1(r, z), es decir, el espacio-tiempo es axialmente simétrico, la
ecuacién (B.2) se puede escribir como
10¢ %y O? o\®  [ov\?
__¢+_Q§+Tw_ _¢ _ _w = (. (B_4)
ror  Or 0%z or 0z
Multiplicando la anterior expresién por el factor integrante e~¥, se obtiene que

Loy 0% 9%, (OwNS _, [0\
plO¥ 0% 00y (O (OV) _ B.
¢ r or te or? te 02z c or ¢ 0z 0, (B5)

Ahora, agrupando algunos términos, la anterior ecuacién se puede escribir como
1( _,0p o (OO 0% o (OUN? 0%
I L w (¥ Y N i O e
T (6 87") * (e <6r> © o e 0z 92 (B-6)

63



Apéndice B

Tanto el segundo como el tercer término de la ecuacién (B.6) se pueden expresar como la

derivada de un producto; esto es,

R A R YA BV A
(5 e %)t () =0 D

donde nuevamente se asocian el segundo y tercer término, como el resultado de la derivada

de un producto; es decir,

1/ _, 00 0 [0e ¥ 0 [0Oe
- v - —_ =
r(e 8r)+8r( or )+82< 0z ) 0 (B2

con lo que finalmente se puede llegar a que

1 8(6”@ 82(6*1#) 82(6*1”)
r Or + or? * 022

=0, (B.9)
es decir,
Ve ™) =0, (B.10)

lo que es equivalente a la ecuacion de Laplace.
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APENDICE C

Teorema de comparaciéon del limite
para la convergencia de las masas

Teorema 1 Si dos integrales propias f; fz)dz y fabg(:c)dx existen para cada b > a, siendo

f(x) >0y g(x) >0 para todo x > a, y si

lim = J@) =c, donde ¢ # 0, (C.1)

z=o0  g(x)

entonces las integrales faoo f(z)dz y faoog(x)dx, o ambas convergen o ambas divergen.

El integrando general para la masa del disco esta dado por (Ver Ec. 4.15),

)
= C.2
fum T (©2)
es decir, se debe demostrar que,
lim = UES =c, (C.3)
TQ— 00 fn

con ¢ # 0y 13 = R* + d°. Para calcular f,, y f,.1, se hace uso de la solucién dada en (4.1),

la cual se evalia en z = 0*; es decir,

" C
(bn’zzoJr = - Tll Pl<d/T0)a (04)
=0 0
~ Cy(l+1
(I)n,z’z:OJr - = Z % Pl+1(d/r0)7 (05)
1=0 0

Con lo anterior, se pueden escribir las funciones f, v f,.+1, las cuales se expresan como
9 +1>
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. G B (dfro) oo
RS RN ) |

; > Cl(zlle Prya(d/ro) + %Pn-ﬂ(d/’rb) o
n+l — , .
143 i Pi(d/ro) + e Poga (d/ro)

y por tanto, se puede calcular la relacion

Jns1 Clﬂilf Prya(d/ro) L+ Z% Py(d/ro)
i = |1+ 0 (CS)
" ZCZ(ZH Pra(d/ro) | |1+ Z z+1 Py(d/rg) + fj; P4 (d/ro)

Ahora, con el fin de calcular (C.3), se analiza el comportamiento de la ecuacién (C.8) en el

limite cuando ry — o0; es decir,

lm = I g (C.9)

90— 00 n

En conclusion, ya que se logré demostrar que la masa del disco para el modelo n = 0
converge, entonces con base en el Teorema de comparacion del limite, se puede afirmar que
para cualquier n, la masa también converge. Un procedimiento similar se puede llevar a cabo

para la masa del halo.
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