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TITULO: UNA INTRODUCCION AL ANALISIS DE DATOS CIRCU-
LARES CON ALGUNAS APLICACIONES !
AUTORES: Pedro Nel Jaimes Jaimes, Silvia Johanna Pineda Garavito

PALABRAS CLAVE: Datos direccionales; Analisis descriptivo; Mod-
elos probabilisticos.

DESCRIPCION

Los datos direccionales a pesar de ser un tema de gran utilidad en difer-
entes ciencias son poco usados, ya que es un area con solo tres décadas de
estudio en la estadistica por lo cual no muchas personas tienen conocimientos
sobre este tema. Entonces este trabajo tiene como objetivo presentar algunos
conceptos sobre datos circulares, asi como hacer algunas aplicaciones de estos
conceptos en algunos conjuntos de datos. Se presentan situaciones, en difer-
entes areas de la ciencia, que utilizan datos circulares y se desarrolla la parte
descriptiva de los modelos probabilisticos y de estimacién de datos circulares.

El presente trabajo ha sido organizado de la siguiente manera. En la
introduccién se muestran algunos ejemplos de datos direccionales en areas
como: Meteorologia, Biologia, Geografia, Geologia, Psicologia y Medicina. El
primer capitulo contiene un breve resumen de la historia de los datos circu-
lares, la estadistica descriptiva circular (representacion gréfica, medidas de
localizacion circular, medidas de concentracién y dispersién circular y mo-
mentos circulares), también algunas distribuciones de probabilidad circulares
con sus propiedades mas importantes.

En el segundo capitulo presentamos dos ejemplos de aplicaciones de las
técnicas de andlisis de datos circulares, estas son: 1). La incidencia del dengue
en el Area Metropolitana de Bucaramanga en el periodo 2003-2008; y 2). La
asistencia a urgencias a la Clinica Chicamocha S.A de Bucaramanga en el ano
2009. Finalmente, en el tercer capitulo encontramos las conclusiones que se
dan de las aplicaciones dadas en el capitulo anterior y de los datos circulares
en general.

I Tesis
2FACULTAD DE CIENCIAS, LICENCIATURA EN MATEMATICAS.
DIRECTOR Dr. Germén Moreno Arenas
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TITLE: AN INTRODUCTION TO DATA ANALYSIS OF CIRCULAR
WITH SOME APPLICATIONS !
AUTHORS: Pedro Nel Jaimes Jaimes, Silvia Johanna Pineda Garavito?

KEY WORDS: Directional data; Descriptive analysis; Probabilistic

models.
DESCRIPTION

Directional data despite being a subject of great use in different sciences
are rarely used because it is an area with only three decades of study in statis-
tics so not many people have knowledge on this subject. So this document
is to present some concepts of circular data and make some applications of
these concepts in some data sets. Situations occur in different areas of science,
using circular data and develops the narrative of the probabilistic models and
estimation of circular data.

This document is organized as follows. In the introduction, some examples
of directional data in areas such as Meteorology, Biology, Geography, Geol-
ogy, Psychology and Medicine. The first chapter contains a brief summary
of the history of the circular data, circular descriptive statistics (graphical
representation, circular measures of location, measures of concentration and
dispersion circular and circular moments), also some circular probability dis-
tributions with their most important properties.

In the second chapter we present two examples of applications of the
techniques of circular data analysis, these are: 1). The incidence of dengue
in the metropolitan area of Bucaramanga in the period 2003-2008, and 2).
Assistance to emergency to the Clinic Chicamocha S.A. of Bucaramanga
in 2009. Finally, the third chapter we find the conclusions are given of the
applications given in the previous chapter and the generally circular data.

IThesis
2FACULTY OF SCIENCES, DEGREE IN MATHEMATICS.
DIRECTOR Dr. Germén Moreno Arenas
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Introduccion

En algunas areas de investigaciéon y de aplicacion es necesario utilizar
métodos estadisticos para analizar conjuntos de datos donde algunas de sus
variables tienen caracteristicas circulares, por ejemplo, en el registro de la
direccion de un desplazamiento, dado que indicar una direcciéon de 1° o 359°
es equivalente a decir que hay un grado de desplazamiento con respecto a la

direccién 0°.

De una forma maés general, existen variables que pueden ser represen-
tados sobre la superficie de una hiperesfera de grado p, y estos datos son

denominados direccionales [Mardia y Jupp, 2000].

Los datos medidos en forma de angulos o en forma de orientaciones bidi-
mensionales son encontrados en casi todas las areas de la ciencia. Por lo
general, surgen en la biologia, geografia, geologia, geofisica, medicina, me-
teorologia, oceanografia y muchas otras areas. A continuacién se presentan
algunos ejemplos de datos de caracter direccional, también llamados angu-

lares o circulares.

» Meteorologia: Una fuente natural de datos direccionales es la direcciéon
del viento. Las direcciones son normalmente representadas en el mapa
en el sentido horario desde el Norte (0°), al Este (90°), al Sur (180°), al

oeste (270°) y de nuevo hacia el Norte (360°). También son registrados
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como datos circulares la ocurrencia de truenos y la lluvia en ciertos
periodos de tiempo. Considerando la conversiéon de las medidas del
tiempo en angulos, modulo algin periodo, la longitud del periodo de
tiempo puede ser identificada por 360°. El periodo de tiempo usual es
de un dia o un ano. Por ejemplo, si el periodo de tiempo es de un dia, se
puede registrar el namero de veces que truena cada dos horas durante
el dia en épocas de verano. Para un ano, se puede registrar el niimero
de veces que llueve cada mes durante una década. El anélisis de esta
informacion es util, por ejemplo, para ofrecer mayor seguridad en los

vuelos aéreos.

Biologia: Existen varios experimentos importantes con aves. Por ejem-
plo, para determinar si las caracteristicas celestes son utilizadas para
orientar el vuelo, o si la orientacién del vuelo es aleatoria bajo ciertas
condiciones (por ejemplo, en la lluvia), o ain la direccién de migracion,
asi como de retorno de las aves. Estos experimentos inducen el uso de

datos circulares.

El analisis de estos datos es 1til para determinar los movimientos migra-
torios de los animales y fijar estrategias de conservacién de las especies.
Por ejemplo, en un experimento sobre palomas mensajeras Schmidt-
Koenig (1981) obtuvieron el siguiente conjunto de datos de angulos de
vuelo de 15 palomas puestas en libertad una por una (ordenados por
direccién): 85, 135, 135, 140, 145, 150, 150, 150, 160, 185, 200, 210, 220,
225, 270. (ver Figura 1)

Geografia: FEn el estudio de la ocurrencia de terremotos en una region
se registran la longitud y la latitud del epicentro. Ademas, estos datos

pueden ser ciclicos como en el estudio del nimero de terremotos en los

15



Figura 1: Angulos de vuelo de palomas liberadas

ultimos anos o en los dias siguientes a un terremoto mas intenso.

Geologia: Los estudios de orientaciones de las grietas en las rocas son
usados para interpretar las fuerzas tectonicas. Los estudios de orienta-
ciones de las ondulaciones de la superficie terrestre son utilizados para

interpretar las direcciones de las corrientes de viento o de agua.

Psicologia: Para simular gravedad cero en los viajes espaciales, se ha-
cen experimentos en el agua con buzos y nadadores para evaluar su
capacidad para percibir la verdadera direccion horizontal y vertical, en
la falta de recurso visual. Los datos consisten en las desviaciones con

respecto a la verdadera direccion.

Medicina: El nimero de muertes debido a una enfermedad o el niimero
de enfermos con una determinada enfermedad en cada mes a lo largo
de unos anos forman una distribucion circular. La tasa de mortalidad
mensual puede ser vista como una distribucion circular bajo el supuesto
de que la poblacién-base es estacionaria, de modo que la velocidad es
proporcional al nimero de muertes. Un médico podria estar interesado

en el dia de inicio de los sintomas en pacientes de una determinada
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enfermedad que presenta repeticiones en el tiempo. Ademas del analisis
del lugar de los inicios de una enfermedad en particular y la direccién de
los contagios, proporciona informacion de hacia dénde se dirige dicha

enfermedad.

Este trabajo se enfoca en el andlisis de datos circulares, que se pueden
representar como angulos o puntos sobre la circunferencia de un circulo uni-
tario. Una de las caracteristicas de estos datos, por ser expresados en angulos,
es que la representacién como un angulo o un vector unitario no es necesaria-
mente Unica ya que depende de la eleccion de la direccion cero y el sentido de
rotacion. Por lo tanto estos datos tienen rasgos uinicos y nuevos en términos
de modelacién y tratamiento estadistico. Debido a que estos datos se consid-
eran dentro de un ciclo, hace que muchas técnicas lineales usadas a menudo
sean enganosas y no tengan sentido; por consiguiente, la media muestral, la
varianza, la correlacion, la regresion y otras medidas estadisticas, necesitaron

ser reinventadas para analizar estos datos.

Nuestro objetivo es hacer que los lectores noten las limitaciones de los
métodos estadisticos clasicos, presentado algunos conceptos béasicos de anéli-
sis de datos circulares y algunas aplicaciones a conjunto de datos reales;
esperamos que las personas interesadas obtengan informacion bésica, permi-
tiéndoles escoger un modelo correcto para analizar y hacer deducciones sobre

los problemas de datos circulares que encuentren.

Este trabajo esta disenado en tres capitulos, en el primer capitulo se pre-
senta una descripcién de las técnicas y métodos de analisis de datos circulares
como lo son las medidas de localizacion, concentraciéon, dispersiéon circular y
distribuciones de probabilidad para datos circulares. En el segundo capitulo
se presentan dos ejemplos de aplicaciones de las técnicas de datos circulares,

estas son:
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1. El analisis de la incidencia del dengue en el Area Metropolitana de
Bucaramanga (AMB) en el perfodo 2003-2008.

2. El anadlisis descriptivo y ajuste de las asistencias a urgencias en la

Clinica Chicamocha S.A de Bucaramanga en el 2009.

Finalmente presentamos una seccion de conclusiones de este trabajo.
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Capitulo 1
Datos Circulares

Las referencias méas remotas de anélisis de datos circulares datan de fi-
nales del siglo XVIII, de la mano del gedlogo y astronomo britanico Rev.
John Mitchell (considerado el padre de la sismologia por sus estudios sobre
terremotos) quien emplea estos andlisis para estudiar las separaciones angu-
lares entre estrellas con el objeto de probar la hipdtesis de que sus direcciones

estaban uniformemente distribuidas [Mufioz, 2008].

Los primeros trabajos en estadistica circular tuvieron su origen en inten-
tar comprender la habilidad de las palomas mensajeras para retornar a sus
hogares. Posteriormente estos analisis se extienden a los estudios del empleo
que hacen las aves migratorias de su reloj interno y de la direccion del sol

para orientarse [Mufoz, 2008].

En diversos campos surgen problemas estadisticos donde la medida de los
datos no es escalar sino angular, dando una orientacion en el plano (datos cir-
culares). Los datos circulares surgen principalmente de dos formas: la forma
brujula llamados datos direccionales, por ejemplo, las direcciones del viento

y las direcciones migratorias de los pajaros; y la forma reloj, por ejemplo,
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horas de un dia, dias de una semana, meses de un ano, etc.

Los datos circulares se encuentran presentes en muchos estudios cientifi-
cos y requieren para su analisis el uso de herramientas y técnicas estadisticas
especiales, que no son ampliamente conocidas, ni apreciadas debido a la falta
de familiaridad con ellas. Generalmente se tratan estos datos con las técnicas
usuales empleadas para los datos lineales (entiéndase como contrario a méto-
dos de anélisis de datos circulares), que son mas comunes pero inapropiados

para este tipo de datos.

Para ilustrar esta diferencia, suponga que dos aves salieron del mismo

o o . . . N
lugar y volaron a 15°y 345°, respectivamente. La media p = ) _,_; X;/N de
estos dos valores indicaria que las aves volaron en direccién de 180°, pero
note que esa direccion no representa la direccion promedio real en las que las

aves volaron (ver Figura 1.1).

180° 0°

Figura 1.1: Representacion de la direccién media de vuelo de dos aves

Un segundo ejemplo del uso inadecuado de la media p es usar el promedio
de las horas de cuatro accidentes de transito que ocurrieron a las 23:00, 23:30,
00:30 y 1:00 horas como indicador de la hora promedio de accidentes, el
promedio indica que es a medio dia (12:00), cuando en realidad la mayoria

de los accidentes ocurren a media noche.
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A partir de estos ejemplos, es evidente que la media p no es una medida
de tendencia central para este tipo de datos. La varianza que depende de
la media también sufre el mismo problema y por lo tanto se necesita una

medida alternativa de media y varianza cuando se trata de datos circulares.

Los datos circulares pueden ser considerados como un punto en una cir-
cunferencia de radio uno o un vector unitario en el plano. Una vez que la
direccion inicial y la orientacion del circulo han sido escogidas, cada obser-
vacién circular puede ser especificada por el angulo desde la direccién inicial
hasta el punto en el circulo correspondiente a la observacion. Los datos circu-
lares se miden en grados, sin embargo, a veces es 1til medirla en radianes. Hay

que recordar que las medidas angulares se convierten de grados a radianes

T

multiplicando por 1.

La representacién numérica de direcciones en dos dimensiones como un
angulo o un vector unitario no es necesariamente unica, debido a que el valor
angular depende de la elecciéon de la direccién cero y el sentido de rotacion.
Lo que es considerado 60° para un mateméatico quien toma el Oriente como
la direccion cero y el sentido contrario a las manecillas del reloj como la
direccion positiva, para un gedlogo es 30° debido a que toma el Norte como
la direccién cero y el sentido de las manecillas del reloj como la direccion

positiva (ver Figura 1.2).

Por ejemplo, supéngase que los datos estan formados por los puntos 50°,
160°, 210° y 300° medidas de la manera habitual (el Oriente es cero, con valor
positivo medido en sentido contrario a las manecillas del reloj), asi su media
es 180°, senalando que su direccién media es hacia el Occidente. Por otro lado,
si con las mismas cuatro direcciones se miden los angulos en el rango de -180°

a 180° (el Oriente es cero, con valor positivo medido en sentido contrario a
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Norte
60° 0 30°7

Oriente

Figura 1.2: Seleccién de origen y sentido de rotaciéon

las manecillas del reloj y negativo en sentido de las manecillas del reloj), sus
valores se convierten en 50°, 160°, -150° y -60°, respectivamente. Su media
es 0°, es decir, la direccion media es hacia el Oriente, que es exactamente
lo opuesto a la direccién media anterior. Por 1ltimo, con los mismos cuatro
datos con angulos que van desde -180° hasta 180° tomando al Norte como
cero y la rotacién en sentido contrario a las manecillas del reloj como positivo,
los datos son 40°, 150°, -70° y -120° su direccién media es hacia el Norte.
Asi, la direccion media puede variar para los mismos datos, dependiendo de

la eleccion del origen y el sentido de rotacion (ver Figura 1.3).

Figura 1.3: Direccién media de datos circulares dependiendo de la seleccion
del origen

La metodologia de datos circulares esta basada en la relacién entre coor-
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denadas rectangulares y coordenadas polares. Cualquier punto P en el plano
se puede representar como (X, Y') en coordenadas rectangulares o como (7, «)
en coordenadas polares donde 7 es la distancia al origen y « se define como

su direccion (ver Figura 1.4).

(r,a) <> (reos(a),rsen(a)) = (z,y)

Figura 1.4: Relacién entre coordenadas rectangulares y polares

1.1. Analisis descriptivo de datos circulares

El contenido de este capitulo estd basado en la presentacién que hace
Jammalamadaka y SenGupta (2001) en su libro Topics in Circular Statis-
tics. Presentamos las medidas de localizacion, concentracion y dispersién y

algunas distribuciones de probabilidad circulares.

1.1.1. Representacion grafica

Grdfico de datos circulares en ramas: Una forma sencilla de explorar

las caracteristicas de los datos circulares es representarlos por puntos en
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una circunferencia del circulo unitario, un punto para cada observacién (ver
Figura 1.5). En el ejemplo descrito por Jammalamadaka y SenGupta (2001)

se grafican las direcciones de vuelo de 15 palomas mensajeras.

Figura 1.5: Grafico de datos circulares en ramas

Histograma circular: Los datos circulares agrupados pueden ser represen-
tados por los histogramas, que son analogos a los histogramas en linea. Cada
barra en un histograma circular estd centrada en el punto medio del grupo
correspondiente a los angulos y la altura de la barra es proporcional a la

frecuencia en ese grupo (véase Figura 1.6).

90°

180° 0°

270°

Figura 1.6: Histograma circular
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1.1.2. Medidas de localizacion

Direccion Media Circular: Sea aq, ..., a, un conjunto de observaciones
circulares dadas en términos de angulos y su transformacion a coordenadas
rectangulares, es decir, (cosa;, sena;), i = 1,...,n. Con el vector suma re-

sultante
R = (Z COS v;, Z sen ozz-) = (C,9),
i=1 i=1

donde R = ||R|| = vC? + 52 es la longitud del vector resultante R.
La direccion del vector resultante, se propone como la direccién media
circular, se denota por @g y se define teniendo en cuenta las siguientes ecua-

ciones:

_C _ S
cosQy = —,senqg = —
0 R7 0 R7
entonces,
gy = arcta <S>
oy = arctan [ —
C
Donde:
(
arctan (%), siC'>0,9>0,
o siC'=0,5>0,

A s |
Qg = arctan )= arctan(5)+7r, si C' <0,

arctan (%) +2m, siC>0,5<0,

sin definir, siC'=0,5=0.

Mediana Circular: La direccion de la mediana del conjunto de aq, ..., «a,
es cualquier angulo ¢ de tal manera que la mitad de los puntos de datos se
encuentran en el intervalo [p, ¢ + 7) y la mayoria de los puntos estan mas

cerca de ¢ que de ¢ + 7.
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Cuando el tamano de la muestra es impar, la mediana es uno de los puntos
del conjunto de datos. Cuando n es par, se toma la mediana como el punto

medio de dos puntos de datos adyacentes.

Moda circular: Al igual que en los datos lineales, la moda circular es el
valor que mas se repite, es decir, el valor con mayor frecuencia absoluta.
Una distribucién es bimodal cuando encontremos dos modas, es decir, dos
datos que tengan la misma frecuencia absoluta maxima y una distribucién
es trimodal si encontramos tres modas, etc. Si todas las variables tienen la

misma frecuencia diremos que no hay moda.

1.1.3. Medidas de dispersion

Rango circular: Una medida razonable de distancia circular entre dos
puntos es tomar la menor distancia entre los puntos a lo largo de la circun-

ferencia, es decir, para cualquier o y # dos angulos

do(v, B) = min(a = f,2r — (a = f)) =7 — |7 — |a = f]|.

Por ejemplo, la distancia entre A y B puede ser la longitud del arco AN B
o la longitud de ASB (ver Figura 1.7). Pero el arco AN B es mds corto que el
arco de ASB, se define la distancia circular como la longitud del arco AN B.
Es evidente que no hay dos puntos de la circunferencia de un circulo que
puedan estar mas lejos de 7, es decir, la distancia circular do(a, ), siempre

se encuentra en [0, 7).

Por lo tanto, el rango circular es definido como el arco mas corto en la
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S

Figura 1.7: Distancia circular dy
circunferencia que contenga el conjunto de datos, y se denota
Te = do(Oé, /B)a

donde « denota el menor angulo y  denota el mayor angulo del conjunto de

datos.

Varianza Circular: Sea

k k
1 1
— E (cos ), — g (sen ;)

3
3

y

R=(C"+5%)30<R<1,
donde R es la longitud media resultante. Si las direcciones 64, ...,6, son
cercanas entre sf entonces R seré cercano a 1, por otro lado, si 61, ..., 0, estan

muy dispersas entonces R sera casi 0, asi R es una medida de concentracién

de un conjunto de datos. La longitud del vector resultante R y la longitud
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media resultante se relacionan de la siguiente manera R = nR.
Para el proposito descriptivo e inferencial, la longitud media resultante
R es una importante en las medidas de dispersién de los datos circulares. La

mas simple de ellas es la varianza de la muestra circular, se define como

V:1—§:1—E,
n

donde 0 < R <1,entonces 0 <V <1
Desviacion estandar circular: A veces es 1til tener un andlogo de la
desviacién estandar lineal para los datos circulares. Una manera de obtenerla

es transformando la varianza de la muestra (V). Por lo tanto, la desviacién

estandar circular estda dada por

donde R = % y n el tamano de la muestra.
Note que s toma valores entre [0, 0o}, mientras que V toma valores entre

0, 1].

1.1.4. Momentos circulares

Sea

Ql
I
S|

n
E COos
J=1

9]
I
SRS

n
g sen o
Jj=1
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ademas como €' = cos « + 7 sen «, entonces
n
=, a1 ia,
C+iS=-— E €'Y
n <
Jj=1

De acuerdo con lo anterior el momento muestral de orden p viene dado

por:
n n n
1 ipo; 1 1
— el = — cospa; + 1— sen pa;
J J
]:1 j:l ]:1

donde p =0,1,2,...

1.2. Distribuciones de probabilidad circulares

Una distribucién circular es una distribucién de probabilidad cuyo total
de probabilidad se concentra en la circunferencia de un circulo unitario. Dado
que cada punto de la circunferencia representa una direccién, tal distribucién
es una forma de asignar probabilidades a las diferentes direcciones. El ran-
go de una variable aleatoria circular (va) 6, medido en radianes, puede ser

tomado como [0,27) o [—7, ).
Las distribuciones circulares son de dos tipos:

i. Discretas: Asigna probabilidad sélo a un ntimero contable de direc-

clones.
ii. Absolutamente continuas.

En las distribuciones absolutamente continuas, la funcién de densidad de

probabilidad (f.d.p.) existe y tiene las siguientes caracteristicas basicas:

L f(6) =0
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i 2T f(0)do =1
iii. f(0) = f(6 + k - 2m) para cualquier k entero (es decir, f es periddica)

A continuacién se dan las caracteristicas de algunas distribuciones abso-

lutamente continuas.

1.2.1. Distribucién Uniforme

La distribucion uniforme es la distribuciéon més basica en el circulo y a
menudo se utiliza como modelo nulo. Esta es la tinica distribucién sobre el

circulo que es invariante bajo rotacién y reflexién. Su funcién de densidad es:

1.2.2. Distribuciéon Cardiode

La perturbacion de la densidad uniforme por la funciéon coseno da lugar
a una distribucién denominada cardiode C'(u, p), cuya funcién de densidad

(SN

£(6) = 5-(1+ 2pcos(6 — ) o] < 3.

Otras caracteristicas de esta distribucién son:

a. La longitud media resultante es p.
b. La media de la direccién es p.
c. La distribucion es simétrica y unimodal en u si p > 0 (ver Figura 1.8).

d. Si p = 0 la distribucién se reduce a distribucién uniforme (ver Figura

1.8).
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0.2 0.3 0.4 0.5
1 | 1

0.1

0.0
1

Figura 1.8: Representacion de la f.d.p. Cardiode C(o,p), p = 0,1 (verde),
p =02 (azul), p = 0,3 (naranja), p = 0,4 (rojo), p = 0,5 (negro).

1.2.3. Distribucién Wrapped

Dada una variable aleatoria X en la recta real con funcién de densidad
f(X) y funcién de distribucién F'(X), se puede obtener la variable aleatoria

circular X,,, definida por
Xw = X(mod2m).

Entonces, la funcién de densidad de probabilidad se puede obtener “en-
volviendo” o “enrollando” (wrapping) F'(X) alrededor de un circulo de radio
uno.

La funcién de distribucién Wrapped de X, viene dada por

F(0) = i (F(0 + 2rk) — F(2rk)}.

k=—00

De esta manera tenemos que si z tiene funcién de densidad f, entonces
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la funcion de densidad f,, de x,, es

fu(0) = D" f(0+2rk).
k=—o00
Hay diversos tipos de distribuciones Wrapped, una de ellas es la distribu-
cién normal Wrapped (envuelta) NFE(u, p) la cual se obtiene al envolver la

distribucién N (i, o?) en el circulo, donde 02 = —21In p, es decir, p=e¢~ 7.

Por ConSiguien(e, la funcién de densidad de NE(ILL, p) viene dada por
w ; Y 2 C 9 9 .
v + pg_l oS P ) T p

1.2.4. Distribucion von Mises

Entre las distribuciones de probabilidad circulares existentes, una de las
mas usadas para la modelizacién de variables circulares es la distribucion
de von Mises. En el andlisis direccional, la distribucién de von Mises juega
un papel similar al de la distribucion normal en el analisis lineal. Por esta
razon, también es conocida como “distribucién circular normal”. La funcién

de densidad es:
1

~ 2nly(k)

9(0; 11, k) heost@mm)
donde

i. Iy denota la funcién de Bessel modificada de primer tipo y orden cero,

1 o kcos
IO (k) (& do
0

T or

ii. El pardametro p es la media de las direcciones.
iii. k es el parametro de concentracion.
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Densidad Von Mises

Figura 1.9: Representacién de la funcién de densidad von Mises vM (0, k),
k=0,5 (verde), k =1 (azul), k = 2 (naranja), k = 4 (rojo).

Como se puede ver en la Figura 1.9 la distribucién von Mises es unimodal
y es simétrica sobre § = p, asi mismo, cuanto mas grande sea el parametro
k su funcion de densidad estard mas concentrada.

La distribucién von Mises juega un papel crucial en el campo de los datos
circulares, de hecho, juega el mismo papel que la distribucion gaussiana en
los datos lineales. La relacion de la distribucién von Mises con otras dis-
tribuciones es la siguiente: Si k = 0, entonces vM (u, k) es la distribucién
uniforme. Ademés, para x préximos a cero la aproximacién exp(z) ~ 1 + z,
muestra que para k pequenos v M (u, k) ~ C(u, g), donde C'(p, g) denota una
distribucion cardiode. Esto quiere decir que la distribucién cardiode es usada,
principalmente, como una aproximacion a la distribuciéon von Mises cuando

hay poca concentracion.
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Estimacion de los parametros de una distribucion von Mises

Sean 61,05, ..., 0, un conjunto de observaciones de una muestra aleatoria
simple de una distribucién von Mises con parametros p y k. A partir de dichas
observaciones, podemos plantearnos estimar los parametros que caracterizan

nuestro modelo v M (i, k). Para ello, utilizaremos el método de los momentos.

Los momentos de la distribucion von Mises generalmente se calculan como

0

los momentos de la variable z = e, es decir, representando los datos como

puntos en el plano. A estos momentos se les denomina momentos circulares.

Si definimos la funcién de Bessel modificada de orden p como

»(F)

T or

1 2
/ cos(pld) exp(k cos0)dd,p =0,1,2, ...
0

y tenemos en cuenta la relacién:

1 2m
— / sen(pf) exp(k cos 0)df = 0,
2 Jo

el momento de orden p de la densidad von Mises estda dado por

1 2T 1 2r
0 exp(k cos(0 — p))do = / Pt exp(k d
271,0(]{;)/0 e’ exp(k cos(0 — ) 7o) s e exp(k cosw)dw
e'pr 2 I(k) ,
= cos(pw) + i sen(pw)] exp(k cosw)dw = XL
i L costo) +isen)] exp(kcos i = 25

I,(k
To(k

~—

) [cos(pp) + i sen(pp)].

0

El momento muestral de orden p de la variable z = €% viene dado por:

1 n . 1 n 1 n
— Wy - _ 0. _ 0.).
- jgl (") - ]El cos(pb;) + Zn jgl sen(pb;)
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Igualando los momentos poblacionales a los momentos muestrales para
= 1 se obtienen las ecuaciones que definen los estimadores 1 y k por el

método de los momentos para p y k, respectivamente:

~ 1 &
A ]{Z n=— 91', 1.1
(k) cos 1 n;COS (1.1)
A(k)senfi = ! Xn: 0; (1.2)
senji=— ) senf;, :

i=1
donde A(%) — L)

Suponiendo que Y, cosf; # 0, haciendo el cociente de las ecuaciones

(1.1) y (1.2) resulta:

. (>0 sen 6,
=tan ' [ ==L 1.3
[1, an (Z:L:l e 02 ) ( )

donde tan~! denota la funcién arcotangente.
El estimador por el método de los momentos de p es la direccion de la

media muestral

1 & 1 &
— cos(6;) + i— sen(6.).
2 2 os(B) +in 3 sentt)

Multiplicando (1.1) por cos i y (1.2) por sen i y sumando se obtiene que

E es solucién de
~ 1 <
(B) = 5 Y costti = (14)
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Capitulo 2

Dos ejemplos de aplicaciéon con

datos circulares

2.1. El dengue

El dengue es la enfermedad viral con mas alta prevalencia transmitida
por mosquitos y considerada una de las enfermedades infecciosas mas graves
en todo el mundo. Es transmitido esencialmente por el mosquito Aedes Ae-
gypti como vector principal (ver Figura 2.1), que se encuentra en las regiones
tropicales y subtropicales. Esto incluye paises en Africa, norte de Australia,

Sudamérica, Centroamérica y México.

La enfermedad se propaga por la picadura de la hembra del mosquito
Aedes Aegypti o Aedes albopictus, que ha adquirido inicialmente sangre de
una persona infectada por alguno de los cuatro serotipos del virus del dengue.
Luego de la ingestién de sangre infectante, el mosquito puede transmitir el
virus después de un periodo de 8 a 12 dias de incubacion dependiendo de

la temperatura ambiental. Los microorganismos que causan esta enfermedad
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son los serotipos: DEN-1, DEN-2, DEN-3 y DEN-4. Cada serotipo crea in-
munidad contra el mismo serotipo (homélogo) e inmunidad cruzada de corto
plazo contra los otros tres, la cual puede durar varios meses; por eso es posi-
ble que una persona con dengue sea nuevamente contagiada después de un

periodo tiempo de haber padecido la enfermedad.

Figura 2.1: Aedes Aegypti y Aedes Albopictus.

Estas imdgenes son una obra de los Centros para el Control y la Prevencion de
Enfermedades, parte de los Departamento de Salud y Servicios Humanos de los Estados
Unidos, adoptadas o realizados durante el desemperio de funciones oficiales de un

empleado.

La infeccion por cualquiera de los serotipos del virus del dengue puede re-
sultar en diferentes grados de severidad de la enfermedad, que va desde una
relativa fiebre benigna, llamado Dengue Clésico (DC) hasta manifestaciones

hemorrédgicas llamada Fiebre Hemorragica de Dengue (FHD).

El DC es la manifestacién mas comin de esta enfermedad y su agente
causal puede ser cualquier serotipo de dengue y se manifiesta con las sigu-
ientes caracteristicas: se inicia con una fiebre alta y repentina, a menudo de
40 a 40,5 grados Celsius; del segundo al quinto dia puede aparecer una erup-

cién plana y roja sobre casi todo el cuerpo y posteriormente, se presenta una
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segunda erupcién parecida al sarampion. Las personas infectadas pueden ex-
perimentar una mayor sensibilidad en la piel, dolores musculares y articulares

y dolor retrocular.

La FHD es una complicacion del DC. Hay dos teorias que tratan de ex-
plicar la forma como se origina este tipo de dengue. Una de ellas plantea
que la FHD se presenta como una infeccién secundaria; esto ocurre cuando
circula un serotipo después de otro. La otra teoria afirma que es una infec-
cién primaria, la cual se desarrolla debido a la presencia de anticuerpos. Se
presenta como una enfermedad febril aguda acompafniada de manifestaciones
hemorragicas y sintomas tales como: aumento siibito de temperatura, rubor
facial encendido, anorexia, vémito, dolor de cabeza, dolores musculares y
articulares. La temperatura se mantiene alta de 2 a 7 dias y puede llegar a

41 grados Celsius, presentdndose convulsiones febriles [Gonzales y Velasquez,
1995].

Anualmente ocurren alrededor de 100 millones de casos de DC y medio
millén de casos de FHD, con presencia en mas de 100 paises en todo el
mundo, que ademds de requerir eventualmente cuidados intensivos ocasiona
aproximadamente 24.000 muertes anuales [Guia de atencidn clinica integral

del paciente con dengue, Ministerio de Proteccion Social, 2010)].

La primera epidemia de dengue documentada en laboratorios afecto al
Caribe y a Venezuela en el periodo 1963-1964. Posteriormente, en la década
del 70 del siglo XX la epidemia se propagd a Colombia y para ese entonces,
el dengue comenzaba a hacerse endémico en la zona caribena. Inicialmente
aparecen casos de dengue reportados en Jamaica y por la intensificacién de
los viajes turisticos de la zona, se propaga a las demaés islas del Caribe causan-

do brotes explosivos en otros paises cercanos: Venezuela, Guyana, Suriname,
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Guayana Francesa, Belice, Honduras, El Salvador, Guatemala y México. Re-
cientemente (en el siglo XXI) existen registros de epidemia de dengue inici-
ado en Rio de Janeiro-Brasil y propagado a otros estados brasilenos. Otras
epidemias registradas son Bolivia en 1987, Paraguay y Ecuador en 1988 y
Pert en 1990. Los estudios sugieren que varios millones de personas han sido
afectadas. La preocupacién en Colombia es que durante esos mismos anos se
registré un aumento notable de la ocurrencia de la FHD, que en muchos casos
llevé a la muerte de los enfermos. [Antecedentes de Dengue en Latinoamérica,

Medicina y Prevencidn, 2008)]

2.1.1. Analisis descriptivo circular del dengue por anos

El principal propdsito en esta seccion es realizar un andlisis descriptivo
sobre la estacionalidad del dengue, en el area metropolitana de Bucaramanga,

durante el periodo 2003 al 2008.

Los datos fueron aportados por el Centro de Investigaciones Epidemiol6gi-
cas (CIE), Facultad de Salud, Universidad Industrial de Santander (UIS).
Para poder llevar a cabo este andlisis estadistico circular, los datos fueron
previamente analizados y clasificados por semanas, esto se hizo de la siguiente

manera:

i. En la base de datos original encontramos dos tipos de enfermedades
virales agudas: el Dengue y la Influenza. Se hizo una seleccién tomando

solo los datos de dengue, que son 659 casos entre DC y FHD.

ii. Dado que los datos deben estar distribuidos alrededor de una circun-

ferencia de radio 1, dividimos los 360° de la circunferencia entre 52
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(nimero de semanas por ano); este valor es aproximadamente 6,92° .

iii. Los datos semanales son fijados en la mitad de cada intervalo, dado
que no se conoce como es la distribucion de los datos dentro de cada

semana.

La clasificacién de los datos de dengue por semanas para cada ano se
muestra en la Tabla 2.1, los grados que aparecen en esta tabla corresponden

a la ubicacion de los datos en cada intervalo (o cada semana).

Antes de presentar los andlisis, es necesario aclarar que el rango circular
calculado con el software estadistico R y su libreria CircStats se disminuye
una semana, por ejemplo, si los datos se ubican de la semana 21 a la semana
32 el programa lee esta informacién en grados como el intervalo (141,92°
- 218,07°) pero la longitud de la semana 21 es (138,46° - 145,38°) y la de
la semana 32 es (214,61° - 221,53°), por lo tanto los intervalos (138,46° -
141,92°) y (218,07° - 221,53°) no se estan teniendo en cuenta y la suma de
los rangos de estos intervalos es de 6,92°, lo cual corresponde a una semana.
Entonces para el anélisis de los datos al valor obtenido con el software como

rango circular se le sumara 6,92°.

A continuacion se presenta el andlisis descriptivo por cada ano, en donde
se van a detallar algunas caracteristicas de los datos, ademds se hace una
presentacion, organizacion y resumen de los datos, usando tablas, graficos
y medidas de resumen con los siguientes parametros: la direccion media, la

mediana circular, la moda circular y la varianza circular.
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Tabla 2.1: Datos de dengue clasificados por semanas para cada ano
[ Semana | Representante [ 2003 [ 2004 [ 2005 [ 2006 | 2007 [ 2008 |

i 3,46° 5
10,38° 1 4 1
3 17,30° 3 5 1
4 24,23° 2 4 4
5 31,15° 1 5 2
6 38,07° 3 5 6
7 45,00° 3 3 1
8 51,92° 4 5
9 58,84° 1 2 7 1
10 65,76° 3 2 5 2
11 72,69° 1 7 1
12 79,61° 6 2 5
13 86,53° 1 4 3 4
14 93,46° 1 2 1
15 100,38° 1 1 2 10 4
16 107,30° 1 8 8
17 114,23° 1 1 4 12 1
18 121,15° 4 4 5 1
19 128,07° 2 3 2 7 1
20 135,00° 6 3 4 5
21 141,92° 5 2 9
22 148,84° 1 3 10
23 155,76° 1 2 3 9
24 162,69° 5 1 5 6
25 169,61° 3 3 3 9
26 176,53° 2 4 2 6 1
27 183,46° 9 3 8 11
28 190,38° 3 3 5 9
29 197,30° 7 3 5 3
30 204,23° 4 4 4 11
31 211,15° 3 1 7
32 218,07° 3 8
33 225,00° 6 5 4 1
34 231,92° 5 4 6
35 238,84° 5 1 1 10 1
36 245,76° 4 2 5 3
37 252,69° 2 2 4 7 1
38 259,61° 7 1 4 4 4
39 266,53° 2 2 5 4 3
40 273,46° 5 2 1 2
41 280,38° 5 1 3 2 1
42 287,30° 3 2 3 5
43 294,23° 2 1 4 1
44 301,15° 2 5
45 308,07° 1 4 2
46 315,00° 4 2 7
47 321,92° 2 1 1 4
48 328,84° 1 2 2 1
49 335,76° 1 1 1 3
50 342,69° 1 2 3 1
51 349,61°
52 356,53°
TOTAL 117 30 7 27 | 275 53
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Ano 2003

La Tabla 2.2, muestra las medidas de resumen de los casos de dengue en
el ano 2003, en donde se puede inferir que en la semana donde se obtuvieron
mas casos fue en la 27, con un total de 9 casos.

Ademas, en promedio los casos de dengue en el ano 2003, tienden a presen-
tarse en la semana 31 y se distribuyen en un amplio intervalo de 36 semanas

(ver Tabla 2.2 y Figura 2.2).

Tabla 2.2: Parametros estadisticos sobre el dengue ano 2003

] Ano 2003 \
Total 117
Direccion Media | 242,55°
Moda 183,46°
Rango 249,23°
Varianza 0,40

Sem. 36
Sem. 13 Media Circular
mSem. 27
Moda Circular
Sem. 26 Sem. 1
Sem. 39

Figura 2.2: Grafico de datos circulares en rama e histograma de los casos de
dengue en el ano 2003

Luego, en la Figura 2.2, podemos ver el inicio y la culminacién de esta

enfermedad en el ano 2003, también, la ausencia de casos de dengue en las
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primeras 14 semanas la cuales van de enero a principios de abril, también
al analizar la variable semanas nos conduce a considerar una distribucién
sesgada a la derecha (esto se presenta debido a que los casos de dengue
disminuyeron a medida que transcurrieron los meses), lo cual era de esperarse
ya que en este ano Bucaramanga tuvo temperaturas en promedio de 25° C
y precipitacion entre los meses de julio a septiembre, condiciones favorables

para el desarrollo del agente transmisor de esta enfermedad.

Ano 2004

En la Tabla 2.3 y la Figura 2.3 se muestran los resultados obtenidos al
hacer el analisis descriptivo a los 80 casos de dengue en el ano 2004. Asi,
en la Tabla 2.3 se muestran las medidas descriptivas y en la Figura 2.3 su
histograma circular y su grafico en ramas. En promedio los casos de dengue
en este ano se presentaron en la semana 37 (256,85° ), con una considerable
dispersién de los casos(V = 0,96) y ademdas podemos inferir que hay poca

asimetria como se pone de manifiesto en el histograma circular (ver Figura

2.3).

Tabla 2.3: Parametros estadisticos sobre el dengue ano 2004

] Ano 2004 \
Total 80
Direccion Media | 256,85°
Moda 79,61°
Rango 332,31°
Varianza 0,96

Una caracteristica bastante importante para resaltar es que durante todo
el ano hubo gran incidencia de la enfermedad, esto es debido al rango obtenido

de 48 semanas (332,31° ).
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Teniendo en cuenta la misma figura los casos de dengue tienden a aglom-
erarse a finales de julio y principios de agosto, debido a las condiciones pre-
sentadas en este ano que fueron muy favorables para el desarrollo de esta
enfermedad. Ademas, los casos de dengue mas frecuentes se presentaron en

la semana 12 (79,61° ) con un valor de 6 casos.

Sem. 38
Sem. 13 Media Circular

Sem. 12

Moda Circular
°®
eee®  Scm. 26 Sem. 1
(]

Sem. 39

Figura 2.3: Grafico de datos circulares en rama e histograma de los casos de
dengue en el ano 2004

Ano 2005

Este fue el ano en el que se presentaron menos casos de dengue, tan solo
7 casos los cuales se distribuyeron en un rango de 103,85° que corresponde a
15 semanas que van de principios de marzo a mediados de junio (ver Figura
2.4). Ademas, la poca incidencia de casos de dengue se debe a que en el ano
2005 las dos condiciones necesarias para la reproduccion del mosquito no
fueron muy frecuentes, debido a la ola invernal que predominé durante gran
parte del ano.

Teniendo en cuenta la informacién contenida en la Tabla 2.4 podemos
inferir que los casos de dengue en promedio se presentan en la semana 14 con
una alta concentracién (V = 0,15), dado a que los casos se distribuyen en

un amplio intervalo de 15 semanas.
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Tabla 2.4: Parametros estadisticos sobre el dengue ano 2005

| Afio 2005 |
Total 7
Direccién Media | 92,44°
Moda 65,76°
Rango 103,85°
Varianza 0,15
Sem. 14
Media Circular
Sem. 13
= Sem. 10
Moda Circular
Sem. 26 Sem. 1
Sem. 39

Figura 2.4: Grafico de datos circulares en rama e histograma de los casos de
dengue en el ano 2005
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También se observa un dato atipico o lejano que representa un solo caso
de dengue en la semana 24 que es poco probable, entonces se puede pensar
que donde se contagié esta persona, otras también lo hicieron solo que no

fueron reportados (ver Figura 2.4).

Ano 2006

El nimero total de casos de dengue en este ano fue de 127, su distribucion
bimodal (semana 16 y 27) sobre la circunferencia se puede ver en la Figura
2.5. En promedio los casos de dengue se presentaron en la semana 28 y
se distribuyeron en un amplio intervalo de 42 semanas comprendidas entre

marzo y diciembre (ver Tabla 2.5).

Tabla 2.5: Parametros estadisticos sobre el dengue ano 2006

] Ano 2006 \
Total 127
Direccion Media | 192,58°
Moda 1 107,30°
Moda 2 183,46°
Rango 290,77°
Varianza 0,65

Ano 2007

En este ano se presentaron 275 casos de dengue de los cuales el mayor
numero de estos (12 casos) se presentaron en la semana 17. Ademds, en
promedio esta enfermedad tiene alta incidencia en la semana 24, lo cual
corresponde al mes de junio (ver Tabla 2.6).

Una caracteristica bastante notable a diferencia de los otros anos es que

la enfermedad tuvo una gran prevalencia en gran parte del ano con un rango
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Figura 2.5: Gréfico de datos circulares en rama e histograma de los casos de
dengue en el ano 2006

Tabla 2.6: Parametros estadisticos sobre el dengue ano 2007

] Ano 2007 \
Total 275
Direccion Media | 159,56°
Moda 114,23°
Rango 339,23°
Varianza 0,72

Sem. 24
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Figura 2.6: Gréfico de datos circulares en rama e histograma de los casos de
dengue en el ano 2007

47



de 49 semanas (339,23° ) que va desde la semana 2 a la 50, esto es, por que
las condiciones fueron excelentes para la propagacion del dengue. Ademas se

presenté dispersién de los casos (V = 0,72).

Ano 2008

En este ano se presentaron 53 casos de dengue, estos se distribuyeron en
un intervalo de 40 semanas (rango de 276,92° ) las cuales van desde la semana
2 a la semana 41, es decir, desde principios de enero a mediados de octubre
(ver Tabla 2.7 y Figura 2.7).

Tabla 2.7: Parametros estadisticos sobre el dengue ano 2008

] Ano 2008 \
Total 53
Direccion Media | 46,37°
Moda 1 17,30°
Moda 2 38,07°
Rango 276,92°
Varianza 0,53

Teniendo en cuenta la informacién contenida en la Tabla 2.7 podemos
afirmar que en promedio la enfermedad tiene incidencia en la semana 7(esto
corresponde al mes de febrero), su distribucién se dio en dos grandes grupos,
el primero va desde la semana 2 a la 19 (es decir, de enero a mayo con 41
casos de dengue) y el segundo la semana 33 a la 41 (es decir de agosto a

octubre con 11 casos de dengue), ver Figura 2.7.

Ademas, en la misma figura podemos notar que las semanas con mas
casos frecuentes de dengue fueron la 3 y la 6 cada una con un total de 6
casos, debido a esta caracteristica la distribucién de los datos se le adjudica

el nombre de distribucion bimodal.
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Figura 2.7: Grafico de datos circulares en rama e histograma de los casos de
dengue en el ano 2008

Comparaciéon del analisis descriptivo del dengue

En la Tabla 2.8 se muestran los parametros correspondientes a los casos
de dengue por cada ano, podemos notar que en el ano 2005 se presentaron
menos casos que en el ano 2007, en el primer ano se dieron 7 casos y en el
segundo 275 casos respectivamente, esto se debe a que en el ano 2005 las dos
condiciones necesarias para la reproduccién del mosquito no se dieron, por

el contrario en el afio 2007 las condiciones fueron excelentes.

También es interesante observar que el nimero de casos de dengue y
el rango tienen un comportamiento directamente proporcional, es decir, a
medida que aumenté el nimero de casos también aumenté el rango (2005
rango 15 semanas y 2007 rango 49 semanas), asi de esta manera se puede
mostrar que no existe una incidencia del dengue en alguna semana o mes
especifico, en cierto sentido la incidencia de esta enfermedad depende de las
condiciones necesarias para la reproduccién del mosquito transmisor.

Al observar el numero de casos de dengue presentados en los diferentes
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Tabla 2.8: Parametros estadisticos de los casos de dengue por ano

|

[ 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008

Total 117 80 7 127 275 53
D. Media | 242,55° | 226,32° | 92,44° | 192,58° | 159,56° | 46,37°
Moda 1 183,46° | 79,61° | 65,76° | 107,30° | 114,23° | 17,30°
Moda 2 183,46° 38,07°
Rango 249,23° | 332,30° | 103,85° | 290,77° | 339,23° | 276,92°
Varianza 0,40 0,96 0,15 0,65 0,72 0,53

anos, se nota que no es posible predecir el nimero de casos de dengue en
los préximos anos, ya que es muy variable (debido a los cambios climaticos
presentes en cada ano y como sabemos es muy importante que se den las
condiciones climéticas favorables para la propagacion y desarrollo de esta
enfermedad), esta caracteristica la podemos observar en la Figura 2.8 en
donde los anos 2003, 2006 y 2007 los casos de dengue se presentaron de una
forma continua semana tras semana, en cambio en los anos 2004, 2005 y 2008
tuvieron un comportamiento distinto ya que se nota una divisién de los casos

en grupos.

En la Figura 2.8 podemos observar el inicio y la culminacién de la en-
fermedad en cada uno de los anos, claramente vemos que en el ano 2003
la presencia de casos de dengue comenzaron en el mes de abril a diferencia
de los otros anos, en donde los casos iniciaron a principios de ano, mas ex-
plicitamente en el mes de enero. Asi mismo, observamos que la incidencia de
la enfermedad se dio hasta finales de cada ano, a excepcién del afio 2005 en

donde los casos de dengue se presentaron hasta finales del mes de junio.
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Figura 2.8: Graficos de datos circulares en rama de los casos de dengue del
2003 al 2008
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2.1.2. Ajuste de los casos de dengue a una distribucién

vM

Teniendo en cuenta las respectivas distribuciones de los datos de dengue
para cada ano y los analisis descriptivos correspondientes, nuestro proposito
es confirmar si estos datos se pueden ajustar a una distribucién circular. El
proceso de ajuste se hara a una distribucion von Mises, primero para cada ano
y luego en forma general, haciendo uso del software R y su libreria CircStats
para hallar los pardmetros k y p. Debido a que en el ano 2005 se presentaron
7 casos de dengue no es pertinente hacer un ajuste a la distribuciéon von

Mises, por lo tanto este ano fue omitido en el siguiente anélisis.

En la Tabla 2.9 se muestra los parametros k y p para cada ano, en donde
se nota una variacion en los valores de k, recordemos que este parametro nos

indica la concentracién de los datos alrededor de la media circular ().

Tabla 2.9: Parametros k y p para cada ano
(Ao p | k|

2003 | 212,55 | 1,4896

2004 | 256,85 | 0,0742

2006 | 192,58 | 0,7431

2007 | 159,56 | 0,5771

2008 | 46,37 | 1,0403

Para el ano 2003, tenemos que el pardmetro de concentracién fue k& =
1,4896 v = 212, 55°. Después de obtener estos valores se procede a graficar
la distribucién de los datos contra la distribucion von Mises. Asi podemos
inferir que para los valores de k y p los datos de dengue en el ano 2003 se

ajustan razonablemente a una distribucién von Mises (ver Figura 2.9).
Para el ano 2004, se obtuvieron valores de k = 0,0742 y u = 256, 85°.
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Figura 2.9: Ajuste grafico de los casos de dengue en el ano 2003 a una dis-
tribucién von Mises. (La distribucién empirica es la distribucién de los datos).

Teniendo en cuenta estos resultados en la Figura 2.10 podemos observar que
el ajuste de estos datos no es razonable, debido a que se encuentran alejados

de la linea de ajuste.

06 08
|
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Distribucion von Mises

Figura 2.10: Ajuste gréfico de los casos de dengue en el ano 2004 a una
distribucién von Mises.

En el ano 2006, se presenté una media circular de g = 192,58° y una
concentracion alrededor de esta medida de k = 0,7431. Teniendo en cuenta
estos parametros en la Figura 2.11 podemos observar que los datos tienen un

ajuste razonable con la distribucién von Mises.
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Figura 2.11: Ajuste gréfico de los casos de dengue en el ano 2006 a una
distribucién von Mises.

En el ano 2007, es donde se puede considerar que el ajuste a una dis-
tribucion von Mises es muy bueno, con p = 159,56° y k = 0,5771, esto es
debido al nimero total de casos y a la poca dispersion que se presentaron en

los datos (ver Figura 2.12).
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Distribucion von Mises

Figura 2.12: Ajuste gréafico de los casos de dengue en el ano 2007 a una
distribucién von Mises.

Para el ano 2008, tenemos que el ajuste de los datos a una distribucion
von Mises es poco razonable en comparaciéon con el ano anterior esto se

puede observar en la Figura 2.13; los parametros obtenidos en este ano fueron

k=1,0403 v 1 = 46, 37°.
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Figura 2.13: Ajuste gréfico de los casos de dengue en el ano 2008 a una
distribucién von Mises.

La Tabla 2.10 muestra los parametros: media circular y concentracién de
los casos de dengue entre el periodo 2003-2008, esto con el fin de poderlos

ajustar a una distribucion von Mises.

Tabla 2.10: Pardmetros k y p para el dengue entre 2003-2008
| Pardmetros | Valor |

m 179,68

k 0,4944

A pesar de que los ajustes hechos anteriormente para cada ano no fueron
completamente adecuados, asumimos de forma conveniente que los datos en
cada ano se ajustaron razonablemente a una distribucién von Mises, esto con
el propdsito de hacer un ajuste usando todos los datos (659 casos de dengue).
Para todos los casos de dengue, se obtuvo una media circular de p = 179, 68°
y una concentracion alrededor de esta medida de k = 0,4944. Al realizar
el ajuste usando el software estadistico R con la libreria CircStats podemos
observar en la Figura 2.14 que los 659 casos de dengue registrados en los seis

anos (2003-2008) se ajustan razonablemente a una distribucién von Mises.
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Figura 2.14: Ajuste grafico de los casos de dengue durante el periodo 2003-
2008 a una distribucién von Mises.

De acuerdo con lo anterior en donde todos los casos de dengue se ajus-
taron a una distribucion von Mises, podemos inferir que en promedio esta
enfermedad tienen una incidencia entre finales de junio y principios de julio,
aunque esta incidencia se podria considerar baja debido a que el parametro
de concentracion fue pequeno (0,4944), es decir, los casos de dengue se en-

cuentran dispersos con respecto a la media circular.

2.2. Asistencia a urgencias

Los datos de las personas atendidas por urgencias en el ano 2009 en
la Clinica Chicamocha S.A. fueron aportados por el Observatorio de Salud
Publica de Santander, Registros Individuales de Prestacién de Servicios en
Salud (RIPS). Para poder llevar a cabo este andlisis, los datos fueron previa-

mente analizados y clasificados por horas, esto se hizo de la siguiente manera:

1. En la base de datos original encontramos varios centros salud (clinicas
y hospitales) en donde los pacientes asistieron a urgencias en el afio

2009, en total habian 22470 datos. Se hizo una selecciéon tomando sélo
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los datos de la Clinica Chicamocha S.A de Bucaramanga, que son 958.

2. Dado que los datos deben estar distribuidos alrededor de una circun-
ferencia de radio 1, dividimos los 360° de la circunferencia entre 24

(nimero de horas en un dia); este valor es 15° exactamente.

3. Los datos son redondeados a la hora, dado que no se conoce como es

la distribucién de los datos dentro de cada intervalo de hora.

4. El analisis de los datos se va hacer teniendo en cuenta el reloj, por lo
tanto la direccién cero u origen en esta ocasién sera el norte (00:00

a.m.) y direccién positiva va en el sentido de las manecillas del reloj.

La clasificacién de los datos de los pacientes que asistieron a urgencias a
la Clinica Chicamocha en el ano 2009 se muestra en la Tabla 2.11, los grados
que aparecen en esta tabla corresponden a la ubicacién de los datos en cada
hora.

Los 958 casos de asistencia a urgencias en la Clinica Chicamocha S.A
tuvieron una distribucién unimodal (0:00 am con 146 datos) la cual podemos
ver en la Figura 2.15, asi mismo, podemos inferir que los pacientes en prome-
dio asisten a urgencias entre las 6:00 pm y las 7:00 pm, con una razonable
dispersion de los casos (V' = 0,80), esto se debe a la alta asistencia de los
pacientes a urgencias en las horas de la noche (ver Tabla 2.12).

Ahora, teniendo en cuenta que los datos se redondean a la hora mas
cercana. Esto no es visto como un problema importante: “Fisher (1993, p. 35)
senala que los errores de redondeo no se convierten en un problema cuando la
estimacién estadistica de la muestra de los datos circulares es asignada a cerca
de 12 grupos (es decir, el redondeo con una precisién de 2 h), ademds, él cita

especificamente el redondeo a la hora mas cercana como no problematico”.
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Tabla 2.11: Datos de los pacientes que asistieron a urgencias en el ano 2009

’ Hora \ N° de pacientes \ Grados ‘
00:00 am 146 0
01:00 am 19 15
02:00 am 15 30
03:00 am 17 45
04:00 am 10 60
05:00 am 12 75
06:00 am 16 90
07:00 am 22 105
08:00 am 39 120
09:00 am 42 135
10:00 am 48 150
11:00 am 53 165
12:00 pm 33 180
01:00 pm 23 195
02:00 pm 34 210
03:00 pm 39 225
04:00 pm 59 240
05:00 pm 39 255
06:00 pm 52 270
07:00 pm 70 285
08:00 pm 61 300
09:00 pm 44 315
10:00 pm 37 330
11:00 pm 28 345

Total 958

Tabla 2.12: Parametros estadisticos de asistencia a urgencias en el ano 2009

] Urgencias \
Total 958
Direccion Media | 281,28°
Moda 0°
Rango 360°
Varianza 0,80
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Medio dia

Figura 2.15: Gréfico de datos circulares en ramas para los casos de asistencia
a urgencias

Asi de esta manera nuestro propésito es comprobar si estos datos si se pueden

ajustar a una distribucién circular.

Haciendo uso del software R y su libreria CircStats tenemos que el pa-
rametro de concentracion obtenido a partir de los datos es £ = 0,3993 y su
media circular es p = 281, 28°. Teniendo en cuenta que el valor de k£ que es
pequeno podemos concluir que los datos estan dispersos con respecto a p,

como se muestra en la Figura 2.15.

Ahora, después de obtener los pardmetros k y p procedemos a graficar
la distribucion de los datos la cual llamamos distribucion empirica contra
la distribucion von Mises, como se observa en la Figura 2.16. Asi podemos
inferir que para los valores de k (0,3993) y 1 (281,28°) los datos de urgencias
de la Clinica Chicamocha S.A en el ano 2009 se ajustan razonablemente a

una distribucién von Mises.
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Figura 2.16: Ajuste grafico de la asistencia a urgencias a una distribucién
von Mises.

2.2.1. Asistencia a urgencias segun el género

En la base de datos aportada por el Observatorio de Salud Ptiblica de San-
tander, Registros Individuales de Prestacién de Servicios en Salud (RIPS),
2009; cuenta con las variables: hora y fecha de ingreso, edad y el género
de las personas que asistieron a urgencias en el ano 2009 a la Clinica Chi-
camocha S.A. La variable de estudio ahora es el género, la cual esta dividida

en: femenino (F) y masculino (M).

En la Tabla 2.13 encontramos el resumen estadistico de la entrada a
urgencias segun el género, claramente podemos observar que las mujeres tu-
vieron mayor asistencia que los hombres, con un total de 525 casos, donde
en promedio la asistencia a urgencias se da a las 7:00 pm, con una dispersion
de 0,80. En cambio los hombres asisten en promedio a urgencias a la 6:00
pm con una dispersion de 0,79. La hora mas frecuente en donde los pacientes
asisten a urgencias a la Clinica Chicamocha S.A es a las 00:00 am para los

dos géneros.

En la Figura 2.17, se observa la similitud en el comportamiento de los
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Tabla 2.13: Pardametros estadisticos de los casos de urgencias por género

|

[ FEMENINO | MASCULINO |

Total 525 433
Direccion Media 284,52 277,52
Moda 0° 0°
Rango 360° 360°
Varianza 0,80 0,79
k 0,3893 0,4206

datos para los dos géneros, ademads, se presentd asistencia a urgencia tanto de
hombres como de mujeres durante todo el dia, aunque son menos frecuentes

los casos entre la 01:00 am y las 06:00 am.

FEMENINO MASCULINO

Media dia Media dia

Figura 2.17: Gréfico de datos circulares en ramas para los casos de asistencia
a urgencias por género.

Una caracteristica importante la cual hay que resaltar, es que las asisten-
cias a urgencias divididas por género tienen un comportamiento similar al de
todos las asistencias a urgencias, de esta manera queremos ver si estos datos

también se pueden ajustar a una distribucién von Mises.

Haciendo uso del software R y su libreria CfircStats podemos observar

en la Figura 2.18 que efectivamente las asistencias a urgencias a la Clinica
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Figura 2.18: Ajuste grafico de la asistencia a urgencias por género a una
distribucién von Mises.

Chicamocha S.A en el ano 2009 tanto para hombres como para mujeres con
(k=0,4206 y p = 277,52) y (k= 0,3893 y u = 284, 52) respectivamente, se

ajustan razonablemente cada una a la distribucion von Mises.
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Capitulo 3
Conclusiones

Las técnicas de andlisis de los datos circulares aplicadas al estudio de los
casos de dengue en el AMB entre el periodo 2003 al 2008 demuestran que, la
incidencia de esta enfermedad no presenta una direccién estable (es decir, no
hay rango donde la enfermedad tenga una alta prevalencia), debido a factores
climaticos como la temperatura y la precipitacion las cuales fueron diferentes

para cada ano.

De acuerdo con lo anterior son muchas y muy variadas las herramientas
utilizadas para el andlisis de la incidencia del dengue, en esta ocasién se
hizo el ajuste a una distribucién von Mises, el cual se repitié para cada
ano y luego para todos los casos de dengue. Este tltimo ajuste se considero
razonable, lo cual quiere decir que los datos siguen una distribucién von Mises
con media circular p = 179,68° y parametro de concentracion k£ = 0,4944.
De esta manera podemos decir que los casos de dengue presentan una alta

prevalencia entre finales de junio y principios de julio.

Teniendo en cuenta el periodo de tiempo en donde el mosquito Aedes

Aegypti se desarrolla y el ajuste de los datos realizado, proponemos que las
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campanas y los programas de prevencion para la enfermedad comiencen a
principios del mes de junio, con el objetivo de disminuir el nimero de casos
de dengue, ya que hoy en dia esta enfermedad se considera como un problema

de salud publica.

En el segundo ejemplo al realizar un analisis descriptivo circular y hacer
un ajuste de las asistencias a urgencias a la Clinica Chicamocha S.A a una
distribucion von Mises, podemos afirmar que las personas llegan a urgencias a
partir de las 7:00 pm. Dicha asistencia se puede considerar independiente del
género (esto se pudo deducir ya que las asistencias tanto para hombres como
para mujeres tuvieron el mismo comportamiento que todas las asistencias
a urgencias), aunque el género femenino tiende en proporcién a asistir mas
en ese periodo de tiempo, debido a la concentracién que se presento de 0.8,
pero dicha proporcién no es significativa ya que el género masculino también

alcanzé una concentracién de 0.79.

Acorde con las anteriores deducciones podemos afirmar que las técnicas de
andlisis de los datos circulares son de gran importancia en diferentes ciencias
como se habia nombrado en el primer capitulo, asi mismo, se pudo comprobar
que el modelamiento de este tipo de datos no depende del origen y el sentido
de rotacion, como se pudo ver con los datos de dengue, donde la direccién
cero era en el Oriente y el sentido de rotacién era contrario a las manecillas
de reloj, en cambio, en las asistencias a urgencias la direccién cero era el
Norte y el sentido de rotaciéon era en forma horaria, es decir, en sentido a las

manecillas del reloj.

Para terminar, podemos decir que las técnicas de analisis de datos cir-
culares se pueden considerar trascendentales en la linea estandar de analisis

estadisticos, aunque este tipo de datos han sido poco explorados (hay pocos
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trabajos e investigaciones donde se aplican estas técnicas: Brunsdon y Corco-
ran, 2006; Gill y Hangartner, 2010; Munoz, 2008; Polo, 2007; Oliveira, 2011).
En esta trabajo encontramos una breve introduccién y algunas aplicaciones
de las técnicas mas usadas de los datos circulares; para las personas que estén
interesadas o quieran profundizar en este tema pueden ver la bibliografia, en

donde hay articulos y libros que les pueden ayudar.
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Capitulo 4

Ilustraciéon de un ejemplo

usando Software R

Todos los graficos anteriores y los datos presentados en la tabla fueron
realizados en el software estadistico R con la libreria CircStats. El siguiente
es un ejemplo en el cual nos dan los parametros estadisticos y las figuras de

los casos de dengue presentados en el ano 2003.

> z<-c(100.38, 107.30, 114.23, 121.15, 121.15, 121.15, 121.15,
128.07, 128.07, 135, 135, 135, 135, 135, 135, 141.92, 141.92,
141.92, 141.92, 141.92, 148.84, 155.76, 162.69, 162.69, 162.69,
162.69, 162.69, 169.61, 169.61, 169.61, 176.53, 176.53, 183.46,
183.46, 183.46, 183.46, 183.46, 183.46, 183.46, 183.46, 183.46,
190.38, 190.38, 190.38, 197.30, 197.30, 197.30, 197.30, 197.30,
197.30, 197.30, 204.23, 204.23, 204.23, 204.23, 211.15, 211.15,
211.15, 218.07, 218.07, 218.07, 218.07, 218.07, 218.07, 225,
225,225, 225, 225, 225, 231.92, 231.92, 231.92, 231.92, 231.92,
238.84, 238.84, 238.84, 238.84, 238.84, 245.76, 245.76, 245.76,
245.76, 252.69, 252.69, 259.61, 259.61, 259.61, 259.61, 259.61,
259.61, 259.61, 266.53, 266.53, 273.46, 273.46, 273.46, 273.46,
273.46, 280.38, 280.38, 280.38, 280.38, 280.38, 287.3, 287.3,
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287.3, 294.23, 294.23, 301.15, 301.15, 321.92, 321.92, 328.84,
335.76, 342.69)
> circ.plot(rad(z), stack=TRUE, bins=52, shrink=2, dotsep=10,
cex=0.7)
> rose.diag(rad(z), bins=52, prop=2.5, pts=FALSE, shrink=2,
cex=0.7)
> circ.mean(rad(z))
[1] -2.573481
> circ.disp(rad(z))
n r rbar var
1 117 69.6403 0.5952163 0.4047837
> circ.range(rad(z))
range
1 4.229107
> deg(-2.573481)
[1] -147.4496
> pp.plot(rad(z), ref.line=TRUE)
mu kappa
1 3.709704 1.489646
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