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Anexo 1. Prueba diagnéstica
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RESUMEN

TITULO: CONSTRUCCION DE LAS RECTAS Y PUNTOS NOTABLES DEL
TRIANGULO POR MEDIO DEL PROGRAMA MATEMATICO CARMETAL*.

AUTORES: JOSE GABRIEL RICO MENDEZ, ELKIN FABIAN VAQUERO
LANDINEZ**.

PALABRAS CLAVES: Altura, mediatriz, bisectriz, ortocentro, circuncentro,
incentro, lugar geométrico, geometria dindmica, CarMetal.

El uso y la incorporacion de las nuevas tecnologias en el sistema educativo han
venido incrementando en los ultimos afos, siendo una herramienta importante en
el proceso ensefnanza-aprendizaje. Es asi como hemos decidido implementarlas

en nuestro trabajo de grado.

En este trabajo utilizamos el programa de geometria dindmica CarMetal, el cual
permite al alumno la exploracion y manipulacion directa de las figuras geométricas
a partir de su construccion. El propésito del proyecto es que el estudiante por
medio de la construcciéon identifique las propiedades de las rectas y los puntos
notables del triangulo, para esto se elaboraron cuatro talleres que fueron
desarrollados en las instalaciones de la institucién. Se realiz6 con estudiantes de

noveno grado del colegio Roberto Garcia Pena de Girdn.

* Trabajo de grado
** Facultad de Ciencias, Escuela de Matematicas, Licenciatura en Matematicas.
Dir. Martin Eduardo Acosta Gempeler.



SUMARY

TITLE: CONSTRUCTION OF THE STRAIGHT LINES AND NOTABLE POINTS
OF THE TRIANGLE BY USING THE MATHEMATICAL CARMETAL PROGRAM*.

AUTHORS: JOSE GABRIEL RICO MENDEZ, ELKIN FABIAN VAQUERO
LANDINEZ**.

KEY WORDS: Height, mediatriz, biseptriz, orthocenter, circuncenter, uncenter,
geometric place, geometric dynamic, CarMetal.

The use and the incorporation of new technologies in the educational system have
increased in the last years, being an important tool in the education-learning
process. Therefore, we decided to implement them in our project.

In this project we use the CARMETAL program of dynamic geometry, which allows
the exploration of the pupil and a direct manipulation of the geometric shapes from
their construction. The objective of the project is to help students identify the
properties of the straight lines and notable points of the triangle by using the
construction. Thus, four workshops were elaborated and developed inside the
institution. It was applied to students in nineth grade of the Roberto Garcia Pefia
school in Giron.

* Project
** Science faculty. Mathematics faculty, Mathematic’s degree.
Director. Martin Eduardo Acosta Gempeler.



PRESENTACION

El estudio de la geometria es fundamental en el area de las matematicas, pero
¢ se ensenan todos los temas que la componen? Cuando se habla de triangulos,
por ejemplo, sélo se hace referencia a sus clasificaciones, semejanzas, areas, etc.
dejando a un lado la identificacion de las rectas notables y sus puntos de
interseccion, vemos que este es uno de los tantos temas que se omiten en la
ensefanza de la geometria, tal vez debido a la variedad de conceptos y al tiempo
limitado para abordarlos.

Por otro lado al revisar este tema en varios libros como Elementos de Geometria:
con numerosos ejercicios y geometria del compds de Emiliano Alvarez C.;
Geometria: desarrollo axiomatico de Ana Berenice Guerrero G.; Elementos de
geometria: una introduccion de Cecilia Leguizamon de Bernal, notamos que sélo
se hace referencia a la existencia de estas rectas y a sus puntos de interseccion,
olvidando cada una de las propiedades y caracteristicas que éstas involucran al
ser trazadas.

El propésito de este proyecto es que el estudiante reconozca e identifique estas
propiedades por medio del uso de la geometria dinamica bajo el programa
CarMetal. Por ejemplo, que el alumno identifique por qué se deben trazar las
mediatrices para hallar el centro de la circunferencia circunscrita. Los libros citados
anteriormente so6lo se limitan a mostrar la definicion de mediatriz como la recta
perpendicular que pasa por el punto medio del segmento y enuncian el teorema: la
interseccion de las mediatrices del triangulo, es el centro de la circunferencia
circunscrita en el tridngulo. El concepto de lugar geométrico, necesario para
entender por qué las mediatrices se cortan en un sélo punto y que ese punto es el

centro del circuncirculo, no se trabaja en este nivel. Esta situacién puede deberse



a la dificultad de comprender el concepto de lugar geométrico. Las caracteristicas
dinamicas del software permiten la introduccion intuitiva del concepto de lugar
geométrico, con lo cual es posible recuperar el trabajo matematico de
razonamiento y justificaciéon de los teoremas presentados en los libros.

Esto es lo que nos incentiva a la utilizacién del programa, donde lo que aspiramos
es que el estudiante sea el artifice de su propio conocimiento y se dé cuenta de
las propiedades geométricas de las figuras que sélo con papel y lapiz no se
pueden ver, dandole sentido a lo estipulado en el proyecto del MEN: Incorporacion
de Nuevas Tecnologias al Curriculo de Matematicas de la Educacion Basica y
Media de Colombia, donde dice: “Estos programas tienen como principio base el
estudio de los componentes fundamentales de las figuras geométricas, las
relaciones entre éstos y las propiedades que presentan. A partir de la construccién
de figuras geométricas se permite a los alumnos la exploracion y manipulacion

directa y dinamica que conduce a la elaboracién de conjeturas”.

También nos interesan las dificultades que presentan los estudiantes en el
aprendizaje de cada uno de estos conceptos. En particular, se tiene una
concepcién errdnea de lo que es altura de un triangulo; los estudiantes piensan
que el triangulo sélo tiene una, la cual aparentemente es la recta vertical que sale
del lado donde éste parece apoyarse, asi la geometria dinamica ayudara al
estudiante a darse cuenta de los errores cometidos al momento de realizar la
construccion. Ademdas que el estudiante reconozca lo importante que es el
concepto de altura, ya que éste lo podra utilizar en el momento que necesite
encontrar el area de algunas figuras o el volumen de algunos sélidos.

Para el desarrollo de la propuesta se disefiaron cuatro talleres en los cuales los
alumnos analizaron, exploraron y construyeron los conceptos de altura, mediatriz,
bisectriz, ortocentro, circuncentro e incentro. Los talleres se desarrollaron de

manera constructivista, es decir, no se elaboraron guias para las actividades



planteadas, ya que las actividades se fueron implantando a través del uso del

software.

Con este trabajo queremos responder a preguntas como:

-¢, Qué posibilidades ofrece el software al profesor para que pueda intervenir en el

proceso de aprendizaje de los estudiantes?

-¢,Gomo puede contribuir el uso del software en el aprendizaje de los alumnos?

Nos basaremos en los trabajos realizados por Hernandez (2004), ya que en su
propuesta busca que el estudiante explore mas acerca de los triangulos e
identifique las lineas notables y a su vez adjudiquen un significado a los puntos de
corte; y Herrera (2000), donde utiliza la geometria dindmica para la ensefianza del

tema circulo y circunferencia entre otros.



1. MARCO TEORICO

La implementacion de las nuevas tecnologias ha venido consolidandose en las
distintas areas de la educacion a tal punto que se ha vuelto una herramienta

importante al momento de ensenar.

En las mateméticas, el uso de software educativo, en especial el de geometria
dinamica ha hecho que los estudiantes a través de la manipulacion y la interaccion
con los objetos geométricos construyan su propio conocimiento; permitiéndoles
llegar a un aprendizaje significativo, ya que el alumno con el programa fortalece

los conocimientos preexistentes.

Un aprendizaje es significativo cuando los contenidos son relacionados de modo
no arbitrario y sustancial con lo que el alumno ya sabe. Por relacién sustancial y
no arbitraria se debe entender que las ideas se relacionan con algun aspecto
existente especificamente relevante de la estructura cognoscitiva del alumno,
como una imagen, un simbolo ya significativo, un concepto o una proposicion
(AUSUBEL, 1983).

También cabe resaltar que la geometria dinamica es una nueva herramienta de
aprendizaje para el alumno, por lo tanto el uso del programa permite que el
estudiante asimile nuevos conocimientos con los ya aprendidos. Por asimilacion
entendemos el proceso mediante el cual la nueva informacién es vinculada con
aspectos relevantes y preexistentes en la estructura cognoscitiva, proceso en que
se modifica la informacion recientemente adquirida y la estructura preexistente
(AUSUBEL, 1983), es decir, el principio de asimilacién se refiere a la interaccién
entre el nuevo material que sera aprendido y la estructura cognoscitiva existente

origina una reorganizacion de los nuevos y antiguos significados para formar una



estructura cognoscitiva diferenciada, esta interaccidén de la informaciéon nueva con
las ideas pertinentes que existen en la estructura cognitiva propician su

asimilacion.

La ensefianza de la geometria ofrece un interesante desarrollo hacia una nueva
conceptualizacién de ésta, como el estudio de las propiedades invariantes de las
figuras geométricas. Al permitir la posibilidad de experimentar con una especie de
“materializacion” de los objetos matematicos, de sus representaciones y de sus
relaciones, los estudiantes pueden vivir un tipo de experimentacion matematica
que otros ambientes de aprendizaje no proporcionan. Por consiguiente, es natural
esperar que los estudiantes que trabajen con un programa de geometria dinamica
puedan avanzar en su comprensién y conocimiento de la geometria de una

manera distinta a la que seguirian si utilizan medios tradicionales. (MEN, 2004).
1.1 CONCEPTOS MATEMATICOS UTILIZADOS
A. Definicion de triangulo:

Es una figura limitada por tres segmentos unidos dos a dos, los tres segmentos

que limitan un triangulo se denominan lados y los extremos de los lados vértices.

Figura 1. Triangulos

B. Clasificacion de los triangulos:

Los triangulos se clasifican de acuerdo a longitud de sus lados como:



ESCALENO: Sus lados tienen longitudes diferentes.

A

Figura 2. Triangulo escaleno

ISOSCELES: Tiene dos lados de la misma longitud.

AN

Figura 3. Triangulo isésceles

EQUILATERO: Sus tres lados tienen la misma longitud.

/\

Figura 4. Triangulo equilatero

También se clasifican segun sus angulos interiores como:

ACUTANGULO: Todos sus angulos son agudos.

A

Figura 5. Triangulo acutangulo




OBTUSANGULO: Uno de sus angulos es obtuso.

Figura 6. Triangulo obtusangulo

RECTANGULO: Tiene un angulo recto.

||

g -

Figura 7. Triangulo rectangulo

C. Rectas perpendiculares:
Se dice que dos rectas son perpendiculares si al intersecarse forman angulos

rectos.

D. Recta tangente a una circunferencia:
Es una recta perpendicular a cualquiera de sus radios y que la toca en un solo
punto.

E. Lugar geométrico:
Se denomina lugar geométrico al conjunto de los puntos del plano que cumplen

una determinada condicion o propiedad.

F. Puntos y rectas notables del triangulo:

En todo triangulo se pueden trazar las siguientes rectas y puntos.



ALTURA: Es la recta perpendicular a uno de los lados del triangulo que pasa por

el vértice opuesto. En todo triangulo se pueden trazar tres alturas.

ORTOCENTRO: Es el punto de interseccion de las alturas del triangulo.

Ortocentro

Figura 8. Alturas y ortocentro

MEDIATRIZ: Es la recta perpendicular a uno de los lados del triangulo y pasa por
su punto medio. La mediatriz de un segmento se define como el lugar geométrico
de los puntos del plano que equidistan de los extremos del segmento. Todo

triangulo tiene tres mediatrices.

CIRCUNCENTRO: Es el punto de interseccion de las mediatrices y es el centro de

la circunferencia circunscrita al triangulo.

Figura 9. Mediatrices y circuncentro



BISECTRIZ: Es la semirrecta que divide el angulo de un triangulo en dos angulos
de igual medida. La bisectriz de un angulo se define como el lugar geométrico de
los puntos del plano que equidistan de los lados que lo conforman. Todo triangulo

tiene tres bisectrices.

INCENTRO: Es el punto de interseccion de las bisectrices y es el centro de la

circunferencia inscrita en el triangulo.

Figura 10. Bisectrices y incentro

METODO DE LUGAR GEOMETRICO: Es un método de resolucién de problemas
de construccién. Cuando un problema se reduce a determinar la posicion de un
punto:

1. Se define ese punto como punto que cumple dos condiciones.

2. Se considera cada una de las condiciones por separado.

La primera condiciéon da lugar a un lugar geométrico. La segunda condicién da
lugar a otro lugar geométrico.

3. La interseccién de esos dos lugares geométricos es el conjunto de todos los

puntos que cumplen las dos condiciones.

1.2 INTRODUCCION AL PROGRAMA CARMETAL

El programa CarMetal deriva de C.a.R.: (Compass and Ruler) es un programa
de geometria dindmica desarrollado por René Grothmann, profesor de



matematicas en la universidad catélica de Eichstatt (Alemania), en 1989,
Grothmann construy6 para C.a.R. algoritmos potentes y fiables para manejar los
objetos y las relaciones geométricas, lo que permite a su programa elaborar
construcciones geométricas muy complejas. Las prestaciones de este programa
son muy numerosas: no hay mas que desplegar los menus de C.a.R. para darse
cuenta de ello. Desde el punto de vista de la interface, René Grothmann ha
realizado también un enorme trabajo en lo que se refiere a la interaccion propia de
la figura (respuestas anticipadas sistematicas, inversion de video de los objetos de
interés, cambio de cursores, etc.,...) lo que permite utilizar también C.a.R. de

forma muy comoda en primaria y en la educacion secundaria obligatoria.

CarMetal recoge todas —o casi todas- las prestaciones de C.a.R., proponiendo una
aproximacioén diferente desde el punto de vista de la interface grafica. No se trata
de un simple maquillaje de la aplicacion —lo que en si tendria poco interés— sino de

un cambio, a veces importante, en la forma de acceder a las prestaciones.

Esta nueva interface, desarrollada por Eric Hakenholz (profesor de matematicas),
proporciona un acceso directo y efectos inmediatos a un buen numero de acciones
gue necesitaban hasta ahora de pasos intermedios, a menudo materializados por
cuadros de didlogos modales. Las construcciones se hacen en CarMetal con la
ayuda de una paleta principal y de dos “inspectores”. uno se ocupa de la gestién
de las macros y el otro se encarga de las propiedades de los objetos.

Los sistemas operativos con los que se puede ejecutar el programa son: Windows
95/98/NT, Linux (x86), Mac OS, Windows XP. CarMetal se puede utilizar en la
educacion secundaria obligatoria. Se puede encontrar en varios idiomas, como el
Castellano, Inglés, Francés, entre otros. Ademas es un software gratuito

disponible para todos.
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Entorno CarMetal

CaRMetal O 6 6 |»_Archivo
¥ Edicién

/ Archivo Edicidn Construccion  Mostrar Macros Especial Ventana Ayuda b % E .P. ﬂj’ “L
& °N I_,
Bal’ra de hA Construcciég Barra de
H o }( o O/D OG%/,% .

Window . A herramientas
' Pld 32 %,
LA AARA
, ) . o

Area de dibujo CJokioleYatw

Aspecto y color
Funciones vy lugares
Tests

Controles

Aspecto de 1a rejila
Histarico

Fondo: color & imagen
Tamafio

wiwlwlwiwlwwww

Precision numérica

Figura 11. Entorno CarMetal

En la barra de Windows se ubican menus que permiten realizar acciones en el
momento de la construccién de cualquier figura. A continuacion podemos ver

algunas de las funciones que se pueden encontrar en estos menus.

En el menu archivo encontramos:

Archivo | Edicidn  Construccidn  Maostrar Macros Especial Wentana Ayuda

L Muevo Ctrl-M

Mueva figura 3D

F=r Abrir... Ctrl-0
B Registrar Ctrl-5
Registrar comao...

Cerrar ventana Ctrl-ww

% Exportar como PMG
lﬁ Exportar como ERPS

Exportar como SWG

Salir Ctrl-C

Figura 12. CarMetal; Ment archivo
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En el menu edicion:

Archivo Edici6n|Cnnstruccién Mostrar Macros Especial Ventana Ayuda

2 Copiar Ctrl-C

k& maover

E"'t Cambiar nombre

S Modificar

};:, Agrandar o desplazar
& Ocultar

&? Suprimir

Desactivar las trazas

Borrar las trazas Ctrl-T

Borrar tocdo Suprimir

Figura 13. CarMetal; Meni edicion

En el mend mostrar:

Archiva Edicidn  Construccidn Mostrar|Macros Especial “entana Ayuda

°\ MostrafOcultar los objetos invisibles

.I_., MostraQcultar la rejilla
Smartboard mode
b3 Inspeccionar macros

b+ Histdrico

-

kg Panel de ayuda
[ Inspeccionar objetos Ctrl-P

o Iconos grandes

lconos medianos

lconos pequefos

Figura 14. CarMetal; Meni mostrar

En la barra herramientas se pueden encontrar todas las funciones necesarias para
la construccion de cualquier figura geométrica, como por ejemplo, punto, punto
medio, rectas, semirrectas, segmentos, rectas paralelas y perpendiculares,

circunferencias, angulos, mediatriz, bisectriz, entre otras, también existen
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herramientas que permiten modificar el aspecto de las figuras asi como los colores,

grosor, etc., veamos:
o > Aspecto y color

Forma & nombre de los puntos:

¥ Edicién

QB E ol Bollblecllic”
@\ L ecoco@oom
'mmu . . 5 ;:3_,0
X neg oo
&L i > Funcones s upees

o AR A oo
@@O@@h@ P;:::u?:doremw

T 222058 e

Figura 15. CarMetal; Barra de herramientas

Los programas de geometria dindmica como lo son Regla y Compas, Cabri-
Géometre, GeoGebra, CarMetal, entre otros, se utilizan de la misma manera al

momento de realizar alguna figura geométrica, como por ejemplo para trazar una

circunferencia se selecciona el icono circunferencia @ y se lleva el cursor al area
de dibujo, se ubica un primer punto como centro y se le da el tamafo que se

desee, como se ve en la siguiente figura:

| CaRMetal [aXs)s) P Archivo

> Edicitn

Archivie  Edicidn  Construccidn  Mostrar Macros  Especial  Ventana  Avuda L Y E e g.?ﬁ-f
@l
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o K 0°% o0

9

B K
£ DA
CloHolealw)
T '—'a“‘é'l

~ Aspecto y color

Forma & nombre de los ...
a +@ - + x Py
4
Aspecto decirculos :

ooco00@o g
N
r P P@®AY

°

| ¥ Funciones v lugares
] b Tests
| b Controles

b Aspecto de la rejila
! b Historico
! P Fondo: color & imagen
! b Tamafio

circul: Seleccione el centrol i b Precisién numérica

Figura 16. Construccion de circunferencias

Del mismo modo cuando se quieran realizar otras acciones de la barra de

herramientas.
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2. DISENO E IMPLEMENTACION DE LAS ACTIVIDADES

El trabajo se realizé con un grupo de 8 estudiantes de grado noveno del Colegio
Roberto Garcia Pefa de Girén, esto fue algo ventajoso ya que se conocian
algunos aspectos de los alumnos, pues uno de nosotros habia realizado el trabajo
de grado | con ellos. Se desarroll6 en cuatro sesiones, cada sesién con una
intensidad horaria de cuatro horas, en las cuales se implementaron cuatro
actividades referentes al tema ‘“rectas y puntos notables del triangulo”.

En la primera sesion se realizd una prueba diagnostica y se dio una breve
introduccién a la utilizacién y el manejo del software. En la segunda sesion se
aplico la primera actividad en la cual se trabajoé en las alturas del triangulo y su
punto de interseccién. En la tercera sesion se dio paso a la segunda actividad
donde se trabaj6é las mediatrices del triangulo y su punto de interseccion. En la
cuarta y ultima sesion se trabajaron las dos actividades restantes, una para las
bisectrices del triangulo y su punto de interseccion y la otra para la resolucion de
algunos problemas teniendo en cuenta la aplicacion de las actividades anteriores.

2.1 PRIMERA SESION: Prueba diagnéstica

Prueba diagnéstica '
Con el fin de reconocer cuales eran los conceptos y presaberes que los
estudiantes tenian acerca de la geometria del tridngulo y algunas definiciones

relacionadas con el tema a desarrollar, se realiz6 una prueba diagnéstica.

1- Anexo: Prueba diagnéstica
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Descripcion de la prueba

En el primer item preguntamos acerca de la clasificacién de los triangulos para ver
qué tan claro era este concepto para ellos. En el segundo item se pregunto por la
definicidbn de radio de una circunferencia y la distancia entre dos puntos, esto
pensado para el desarrollo de la actividad 2 que mas adelante describiremos. El
siguiente item, ;Cual es la distancia mas corta entre una recta y un punto exterior
a ella?, fue pensado con el &nimo que los estudiantes reconocieran el concepto de
perpendicularidad. El ultimo punto se hizo pensando en la actividad de las

bisectrices.

Analisis de la prueba

* Los alumnos manejan muy bien la clasificacion de los tridngulos, ya que este

concepto es usado frecuentemente.
* La mayoria de los estudiantes identifican qué es el radio de una circunferencia
cuando tiene un dibujo, pero realmente no saben qué es, es decir, no saben cual

es su definicién.

* Los alumnos reconocen que la distancia entre dos puntos es la longitud del

segmento que los une.
* Los alumnos saben cuando dos rectas son perpendiculares, pero no reconocen
que la perpendicularidad se puede utilizar para calcular la distancia mas corta

entre una recta y un punto exterior a ella.

* El concepto de tangencia no es familiar para los estudiantes.
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Reconocimiento del software

Terminada la prueba diagndstica procedimos a dar una breve introduccién sobre el
manejo y la utilizacion del programa CarMetal, en la cual se mostr6 como es el
entorno y cdmo esta conformado, de tal manera que reconocieran las diferentes

acciones que el programa permite realizar.

Seguidamente decidimos que los alumnos utilizaran el programa para reforzar
algunos de los conceptos evaluados en la prueba diagnéstica.

El primer ejercicio que realizaron tuvo como objetivo el reconocimiento de la
circunferencia como lugar geométrico. Se les pidi6 que ubicaran un punto A, un
punto B y que calcularan la distancia entre éstos. Luego, que ubicaran mas puntos
de tal manera que la distancia de éstos al punto A, fuese aproximadamente la

misma que la del punto A al punto B.

Los estudiantes ubicaron los dos puntos y trazaron el segmento que los une, como
el programa permite calcular la longitud de cualquier segmento, ellos procedieron
a utilizar esta herramienta. Seguidamente ubicaron otro punto y realizaron el
mismo procedimiento. Con la opcién de arrastre los alumnos movieron el punto de
tal manera que las medidas fuesen aproximadamente iguales, como se ve en la

siguiente figura:

2,19724
=i
A B

1,79919 ““H > 19374
"M‘_\. q

Ci‘

c

Figura 17. Circunferencia como lugar geométrico 1
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Este procedimiento lo hicieron repetitivamente y esto fue a lo que llegaron:

~2,19909
2,19486
K

219169 Q

L 2,19189

2,19704

2,19724
2,1981 O
B
H
219513 2,19374
C
G / o 2,19387
219823 E

Figura 18. Circunferencia como lugar geométrico 2

Realizado el ejercicio, notaron que si seguian ubicando mas puntos, éstos
formarian una circunferencia, para confirmar esto construyeron una circunferencia
con centro en A y radio AB, la cual les permitié6 observar que aproximadamente

todos estos puntos pertenecian a una misma circunferencia:

2,19909

. 2,19189
2,19724

L
219823 C -
2,19902

Figura 19. Circunferencia como lugar geométrico 3

2,19248
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Después se realizd el proceso inverso, los estudiantes construyeron una
circunferencia y trazaron diferentes radios, confirmando que todos éstos tienen la

misma longitud:

DR T
3,82377

3.82377

B 3,82377

N

H 3,82377

3,82377
3,82377

3,8237
3,823

~

M
3 g9377

Figura 20. Circunferencia como lugar geométrico 4

De esta manera, los alumnos identificaron la circunferencia como los puntos que
estan a igual distancia de un punto, definiendo asi la circunferencia como lugar

geomeétrico.

En el segundo ejercicio lo que queriamos es que los estudiantes notaran, que para
hallar la distancia mas corta entre una recta y un punto exterior a ella, se debe
trazar una perpendicular a la recta y que pase por el punto.

Se les plante6 que trazaran una recta y ubicaran un punto por fuera de ésta. En
seguida, se les dijo que ubicaran un punto sobre la recta, que trazaran un
segmento desde este punto al punto exterior, y que calcularan su longitud; para
luego mover el punto sobre la recta, de tal manera que buscaran donde esta
longitud fuese minima. Al hacer esto observaron que cuando la longitud del
segmento era minima, la recta y el segmento serian perpendiculares (como se

ilustra en la figura), esto es precisamente lo que queriamos que dedujeran. Para
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corroborar lo observado trazaron la perpendicular, verificando que el segmento se

encontraba sobre ésta.

6,24902 1056578
473393
— o—0
Dttt* D Dttt D* D**

5,04805

Figura 21. Distancia entre un punto y una recta

Como el concepto de recta tangente a una circunferencia se pensaba utilizar en
una de las actividades, optamos por definirlo con ayuda del programa. Para esto
se les dio una nocioén de lo que es una recta secante y una recta tangente a una
circunferencia, apoyandonos con un dibujo realizado en el tablero, donde se les

mostro:

Figura 22. Recta secante y recta tangente

Posteriormente, se dio paso al uso del programa para llegar a una definicion

formal de recta tangente a una circunferencia.
Los alumnos bajo nuestra orientacidon trazaron una circunferencia y situaron dos
puntos sobre ésta, dibujando los respectivos radios. Después trazaron una recta

que pasara por estos puntos, la cual identificaron como una secante. Ya que el
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programa permite mover los objetos, pedimos a los estudiantes que llevaran un
punto hacia el otro, hasta que pareciera ser uno solo. Como se ve en las

siguientes figuras:

Figura 23. Construccion de recta tangente a una circunferencia

Al hacer esto, los alumnos decian que la recta era tangente, guiandose por lo que
veian en el dibujo mas no por haber realizado algun tipo de razonamiento, lo que
nos llevé a hacerles una pregunta que los condujera a realizar un andlisis de la
ultima figura; “; Qué relacion existe entre la recta y el radio de la circunferencia?” a
lo que contestaron, - son perpendiculares- ya habiendo comprendido esto, los
estudiantes fueron capaces de darle formalidad a la definicién, pues no sdélo
decian que una recta es tangente a una circunferencia si la toca en un solo punto,
sino que también reconocian que esta es perpendicular al radio trazado por este

punto.

El siguiente paso fue que construyeran una recta tangente a una circunferencia de
tal manera que si la moviamos siempre fuera tangente, lo cual fue algo sencillo
para ellos, ya que al realizar la construccién aplicaron la definicién correctamente.
2.2 SEGUNDA SESION: Alturas del triangulo

PLANEACION DE LA ACTIVIDAD

Al momento de trazar las alturas del triangulo, vemos que los estudiantes

frecuentemente cometen algunos errores: por ejemplo, piensan que la altura es el
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segmento vertical que sale del lado donde el triangulo parece apoyarse, que el
triangulo sélo tiene una altura y que ademas siempre esta dentro del triangulo.
Con la ayuda del software podremos enmendar estas dificultades a través de

ejercicios que permitiran mostrar a los estudiantes los errores que cometen y a su
vez corregirlos.

Con este fin y apoyados en CarMetal, disefiamos un triangulo de tal manera que

por medio de la manipulacibn podamos girarlo, desplazarlo y cambiarlo de

clasificacion. Veamos la figura:

AO——————0B \ s

Figura 24. Triangulo modificable

El punto rojo y el punto azul son los que permiten desplazar y girar el triangulo
respectivamente sin que cambie la longitud de sus lados y su forma. Para cambiar

la clasificacion del triangulo, se debe modificar la longitud de los segmentos AB,
CDy EF.

La primera dificultad es el hecho de que los alumnos poseen una imagen mental
del triangulo y de su altura, como una figura prototipica en la que el triangulo se
representa con un lado horizontal (paralelo al borde inferior de la hoja), que
corresponde a la base (Unica), y la altura es un segmento vertical, entre el vértice
superior y la base horizontal. Con el fin de llevar a los alumnos a una descripcion

mas geométrica de la altura, utilizaremos la posibilidad de arrastre del software
para que precisen la perpendicularidad entre la altura y la base.
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Les presentamos un tridngulo acutangulo en posicion prototipica, es decir, con un
lado horizontal, y les vamos a pedir que tracen la altura. Suponemos que trazaran
un segmento vertical desde el vértice superior hasta el lado horizontal, basandose
en la imagen mental y no en la definicién. En ese momento, moveremos el punto
gue se encuentra sobre el lado horizontal de modo que el segmento ya no sea
vertical; pensamos que diran que éste ya no es la altura del triangulo. Entonces
ubicaremos el segmento como lo habian trazado inicialmente con el fin de que
analicen la figura y noten que este segmento y el lado horizontal son
perpendiculares, lo que los llevara a la definiciéon correcta de altura de un triangulo:
“es la recta perpendicular a uno de los lados del triangulo que pasa por el vértice
opuesto”. Entonces los estudiantes deberan construir la altura como la recta
perpendicular a un lado y que pase por el vértice opuesto.

Otra concepcion errénea que tienen los estudiantes es creer que el triangulo sélo
tiene una altura, pues como se mencioné anteriormente piensan que Unicamente
tiene una base. El triangulo que utilizaremos podra ser girado de tal manera que
cada uno de sus lados pueda colocarse horizontalmente, permitiendo cuestionar la

concepcién de una Unica base y una Unica altura.

Teniendo en cuenta el primer ejercicio, pediremos que tracen la altura del triangulo.
Luego giraremos el triangulo para que sea otro el lado horizontal, y prevemos que
para los alumnos la altura trazada dejara de serlo, asi que deberan trazar la altura
correspondiente a este lado. Del mismo modo pasara cuando giremos el triangulo
nuevamente. Con esto notaran que el triangulo tiene tres alturas y ademas que

éstas tienen un punto en comun, el ortocentro.

Pensar que las alturas siempre estan dentro del tridngulo, es la tercera dificultad
que se percibe en los estudiantes. Con la ayuda del software podremos modificar
un triangulo de tal forma que cambie su clasificacién, asi cuando tengamos un

triangulo obtusangulo con sus alturas trazadas y lo modifiguemos a un triangulo
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acutangulo, notaremos que estas mismas alturas estaran por dentro, lo que
permitird distinguir a los alumnos, cuando las alturas estan por dentro y cuando

por fuera.

Les presentaremos un tridngulo obtusangulo de manera que el lado mayor no esté
horizontal, y les pediremos que tracen las alturas. Creemos que a pesar de que
conocen la definicibn de altura no lo haran correctamente, debido a que la
clasificacion del triangulo es diferente. Suponemos que ubicaran segmentos
dentro del triangulo, pues buscaran que las alturas estén en el interior del tridngulo,
y no utilizaran la perpendicularidad. Entonces les pediremos que utilicen la
perpendicularidad para construir las alturas. Pensamos que cuando vean dos de
sus alturas por fuera, expresaran que éstas no lo son, por lo que tendremos que
hacerles notar que la clasificacion de este triangulo es diferente, para esto
modificaremos el triangulo de tal forma que vuelva a ser acutangulo, donde podran

observar que al cambiarse de clasificacion las alturas volveran a estar por dentro.

Por ultimo trabajaremos con el triangulo rectangulo, donde esperamos que los
estudiantes no tengan dificultades al momento de trazar las alturas. Ademas
realizardn un analisis que les permita identificar que la posicion del ortocentro
cambia de acuerdo a la clasificacién del tridngulo, es decir, que noten que el
ortocentro es un punto interior si el triangulo es acutangulo, que es punto exterior
si el triangulo es obtusangulo y si el triangulo es rectangulo esta en el vértice del

angulo recto.

DESARROLLO DE LA ACTIVIDAD

Lo primero que se hizo fue mostrar a los estudiantes el siguiente triangulo:
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Figura 25. Alturas del triangulo 1

Seguidamente les pedimos que trazaran la altura, para saber qué nocién tenian de
ésta. Los estudiantes trazaron un segmento que iba desde el vértice superior
hasta el lado horizontal. De esta manera notamos, como se esperaba, que no
todos? tenian la definicion clara del concepto de altura, entonces les preguntamos
¢, Cual es la definicion de altura de un tridngulo? A lo que respondieron “la altura de
un triangulo es un segmento que va desde el vértice superior hasta lado opuesto,
es decir hasta la base”. Esto fue lo que hicieron:

Figura 26. Construccion de las alturas del triangulo 1

A estos estudiantes, les modificamos lo que habian hecho, desplazando el punto
gue se encontraba sobre la base del triangulo, asi:

ANY/\NJAY

Figura 27. Construccién de las alturas del triangulo 2

2- So6lo dos alumnos trazaron desde el comienzo la altura del triangulo, utilizando la herramienta

‘recta perpendicular’, los demas trazaron simplemente un segmento ‘a ojo’.
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Hecho esto se les preguntd que si estas también eran alturas del triangulo. Ellos
contestaron que no, a lo que dijimos que por qué no, si estabamos aplicando la
definicién que habian dado. Entonces ellos dijeron que la altura era la vertical que
salia de la base hasta el vértice. Al expresar esto, les dijimos que volvieran a
trazar la altura como lo habian hecho en un principio y que hicieran un analisis de
esa figura. Realizado el analisis, los estudiantes identificaron que el segmento
trazado y el lado horizontal del triangulo eran perpendiculares y que ademas
pasaba por el vértice opuesto a este lado, llegando asi a la definicién correcta de
altura de un triangulo. Luego los alumnos procedieron a aplicar la definicion para

trazar la altura del triangulo, utilizando la herramienta ‘recta perpendicular’.

Después de que construyeron la altura utilizando la herramienta ‘recta
perpendicular’, y para corregir el error que los estudiantes tenian acerca de que el
triangulo solo tiene una base y por ende una sola altura, giramos el triangulo, para
poner otro lado horizontal y les preguntamos -;Ahora, cual es la altura del
triangulo?-. Inmediatamente los estudiantes trazaron la altura respecto a esta base.
Seguidamente se les preguntd que si la primera que habian trazado seguia siendo
altura, los alumnos dijeron que no, que dejaba de serlo. Entonces giramos
nuevamente el triangulo dejandolo en la posicién que se encontraba inicialmente y
les pedimos que analizaran lo que sucedia. Después de esto, los estudiantes nos
dijeron que ambas eran alturas y que si volviamos a cambiarlo de base se podria
trazar otra altura. Con esto notaron que cualquiera de los lados del tridngulo
podria ser base y por lo tanto se podian trazar tres alturas. Asi que procedieron a
girar el triangulo hasta poner el tercer lado horizontal, y construyeron la altura
correspondiente®. Esta es la figura:

3-Los alumnos necesitan de todas maneras poner la base horizontal para trazar la altura.
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Figura 28. Ortocentro

Los alumnos constataron que las alturas se cortan en un solo punto, y les dijimos

que ese punto se llama Ortocentro.

Para ayudarles a superar la concepcién de que las alturas estan siempre en el
interior del triangulo, borramos las alturas del triangulo que teniamos
anteriormente y lo modificamos de tal modo que fuese obtusdngulo. Veamos la

figura:

Figura 29. Alturas del triangulo 2

Se les pidi6 que trazaran las alturas de este nuevo triangulo. Ningun alumno trazé
segmentos al interior del triangulo, como habiamos previsto. Todos utilizaron la

perpendicularidad.
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Figura 30. Construccion de las alturas del triangulo 3

Los estudiantes al ver que dos de éstas se encontraban por fuera del triangulo,
decian que no eran alturas, que éstas siempre deberian estar por dentro del
triangulo. Les preguntamos que por qué, si habian aplicado correctamente la
definicibn para trazarlas. Después de escucharlos, notamos que ellos
respondieron de esta manera, porque se estaban basando en el trabajo que
habian hecho en el primer triangulo, donde las tres alturas estaban por dentro.
Entonces les preguntamos que por qué estas alturas se encontraban por fuera,
inmediatamente los alumnos empezaron hacer una comparacién entre estos
triangulos, fijandose que su clasificacion era diferente y que tal vez esta era la

razon.

Para confirmar esto, procedimos a modificar el triangulo, de tal manera que este
volviera a ser acutangulo. Mostrandoles, que no siempre las alturas van por dentro,
que depende de como se clasifique el triangulo.

Nuevamente borramos las alturas y modificamos el tridngulo de modo que éste

fuese rectangulo y tuviera un cateto horizontal. Se les pidié que trazaran las
alturas y que sacaran conclusiones acerca de lo realizado.
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Los estudiantes observaron que si el triangulo era rectangulo, dos de las alturas
estaban sobre sus catetos y que ademas el punto de interseccion de éstas se
encontraba en el vértice del angulo recto. Del mismo modo, concluyeron que si el
triangulo era obtusangulo su punto de interseccién se encontraba por fuera y si era

acutangulo se encontraba por dentro. Como se ilustra a continuacién:

Figura 31. Construccion de las alturas del triangulo 4

Algo importante que se les aclaré a los estudiantes es el uso de la altura como
recta y como segmento; les mencionamos que la altura se usa como segmento
para hallar el area del triangulo y como recta cuando se quiere analizar las

caracteristicas del ortocentro.

EVALUACION DE LA ACTIVIDAD

Al desarrollarse la actividad nos dimos cuenta que funcioné como lo habiamos
previsto, ya que los estudiantes mostraron los errores que usualmente se cometen

a la hora de trabajar con las alturas del tridngulo.

Cabe destacar que en el primer ejercicio dos de los estudiantes utilizaron la opcién
de perpendicularidad del programa para trazar la altura del triAngulo, mostrando
tener claridad en el concepto; ademas cuando se trazaron las alturas del tridngulo
obtusangulo todos lo hicieron correctamente, cosa que nos sorprendié pues no lo
esperabamos.
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La interaccién con el software permitié que los alumnos reconocieran sus errores y
a su vez ayud6 a corregirlos, logrando tener una nueva comprension de los

conceptos geométricos.
2.3 TERCERA SESION: Mediatrices del triangulo
PLANEACION DE LA ACTIVIDAD

El reconocimiento de la mediatriz como lugar geométrico es un concepto que
usualmente no es usado en los colegios, por esta razén empleamos una actividad
donde los estudiantes con la ayuda del programa lleguen a este concepto. La
actividad consiste en construir un triangulo isésceles. Trazaremos un segmento
horizontal, de tal manera que éste sea el lado de diferente longitud. ¢Por qué
horizontal? Buscando la facilidad para ellos, debido a que los estudiantes estan

acostumbrados a ver el triangulo apoyado sobre uno de sus lados.

Lo que buscamos es que los estudiantes ubiquen puntos de tal manera que estén
a igual distancia de los extremos del segmento dado, donde podran ver que todos
estos puntos conforman una recta, la mediatriz. Con esta actividad los alumnos
identificaran la mediatriz como un lugar geométrico y ademas la utilizaran para

construir el triangulo isésceles.

En la mayoria de los colegios cuando se estudian las mediatrices del triangulo y su
punto de interseccién, sélo les mencionan que este punto es el centro de la
circunferencia circunscrita en el triangulo, sin explicarles que ésta se puede trazar
porgue este punto se encuentra a igual distancia de los vértices del triangulo. Para
que los estudiantes tengan un mejor entendimiento acerca de esto, planeamos un
ejercicio donde deben trazar una circunferencia que pase por tres puntos no
colineales, en el cual, tendran que buscar un cuarto punto que sera el centro de la

circunferencia, esperamos que los alumnos hayan comprendido la definicion de
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mediatriz como lugar geométrico, ya que para hacer esto tendran que utilizarla.
Cuando los estudiantes hayan trazado las mediatrices y observen que su punto de
interseccion (circuncentro) es el centro de la circunferencia que se quiere trazar,
les haremos notar que con esos tres puntos podremos construir un triangulo, que
las mediatrices trazadas son las mediatrices del triangulo y que ademas la
circunferencia esta circunscrita en él. En el momento que los estudiantes hayan
trazado las mediatrices y la circunferencia, moveremos los vértices del triangulo de
tal forma que cambie su clasificacion, con el fin de que noten que la posicién del

circuncentro cambia.

DESARROLLO DE LA ACTIVIDAD

Primero: Construir un triangulo isésceles

Les pedimos que construyeran un triangulo isdsceles a partir de un segmento
horizontal que les trazamos, de tal manera que éste fuera el lado de diferente
longitud. Como los estudiantes estaban familiarizados con la circunferencia,
intentaron resolver la actividad utilizandola. Trazaron una circunferencia con centro
en uno de los extremos del segmento y de radio la longitud de éste, para luego
trazar otro radio y asi poder encontrar un triangulo isésceles. Esto fue lo que

hicieron:

1,88236

Figura 32. Mediatrices del triangulo 1
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Lo que hicieron los alumnos estuvo bien, pero no era lo que se les habia pedido,
ya que el segmento que les dimos, debia ser el de longitud diferente. Entonces les

pedimos que lo intentaran resolver de otra manera.

Vimos que los estudiantes no encontraban la manera de resolver el ejercicio, por
lo que decidimos guiarlos para llegar a la solucién. Les pedimos que ubicaran un
punto y les preguntamos como debian ser las distancias de éste a los extremos
del segmento. Los alumnos respondieron que estas distancias debian ser iguales
para poder construir el triangulo isdsceles. Seguidamente trazaron los segmentos
y calcularon su longitud y con la opcion mover punto, lo trasladaron de tal manera

que estas longitudes fuesen aproximadamente iguales:

4,13464 _ 4,1218

2,55821

4,53295

O @]

Figura 33. Mediatriz como lugar geométrico 1

Posteriormente les pedimos que siguieran ubicando puntos que cumplieran esta

condicion, veamos lo que hicieron:

4,13464 _ 4,1218

34075 39198

2,9906
2,64418

97284
2,62405

Figura 34. Mediatriz como lugar geométrico 2
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Como podemos ver ellos sélo ubicaron puntos arriba del segmento, corroborando
lo que mencionamos anteriormente, que los estudiantes sélo ven el triangulo
apoyado sobre una base, fue asi como les dijimos que ubicaran puntos por debajo
del segmento para que se dieran cuenta que el triangulo no siempre va a estar

apoyado sobre una base:

4,13464 _ 4,1218

34075 39198

2,9906 97284
2,64418 2,62405
2,56277 2,58709
2,7894 2,7704

3,09266

3,4632 344786

Figura 35. Mediatriz como lugar geométrico 3

En ese momento los estudiantes conjeturaron que pareciera que todos estos
puntos se encontraban sobre una misma recta y que ademas cada punto estaba a
igual distancia de los extremos del segmento. Para confirmar lo dicho, trazaron
una recta que pasara por dos de estos puntos. Trazada la recta también notaron
que ésta era perpendicular al segmento y que lo dividia en dos partes iguales.
Esto nos sorprendid, ya que los estudiantes lo hicieron espontaneamente, sin
esperar a que nosotros les sugiriéramos hacerlo. Creemos que lo hicieron debido
al trabajo que se habia hecho anteriormente con las otras actividades, donde les
pediamos que confirmaran las conjeturas que hacian. La siguiente figura ilustra lo
realizado por ellos:
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4,13464 ]| 4,1218

3,4075 39198

2,9906 ,97284

2,64418 2,62405
256277 2,58709
57894 2,7704

344786

Figura 36. Mediatriz como lugar geométrico 4

Les dijimos que esta recta es la mediatriz del segmento y que se define como el
lugar geométrico de los puntos que equidistan de los extremos del segmento, que
era lo que ellos habian conjeturado. Los estudiantes borraron lo que habian hecho
dejando s6lo el segmento y procedieron a trazar la mediatriz, luego ubicaron un
punto sobre ésta y trazaron segmentos desde este punto hasta los extremos del
segmento, para calcular sus longitudes. Al mover el punto sobre la mediatriz, los
estudiantes verificaron que la longitud de los segmentos siempre era igual.

B\

\Ir’

3.5355 3,5355
4,09322 4,09322

Figura 37. Mediatriz como lugar geométrico 5
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Realizado esto les pedimos que procedieran a construir el triangulo isdsceles

como se les habia planteado al principio.

Para la construccién, los estudiantes utilizaron dos maneras diferentes, algunos
trazaron una recta perpendicular al segmento por su punto medio y ubicaron un

punto sobre la perpendicular tomandolo como el tercer vértice del triangulo. Otros

por el contrario, utilizaron la opcién mediatriz ( Bg) que se encuentra en la barra

de herramientas del programa. Veamos lo que hicieron:

Fa
A

Figura 38. Mediatrices del triangulo 2

Construido el triangulo lo modificamos de tal manera que ellos notaran que por

mas cambios que se le hicieran éste siempre iba ser isésceles.

Segundo: Construccion del circulo circunscrito
Lo que seguia ahora, era mostrarles que un triangulo tiene tres mediatrices y que

su punto de interseccién es el centro de la circunferencia circunscrita a él.

Ubicamos tres puntos no colineales y les pedimos a los estudiantes que trazaran
una circunferencia que pasara por estos puntos. Al desarrollar el ejercicio no
entendian lo que se les pedia, pues para trazar la circunferencia tomaban uno de

los tres puntos como centro e intentaban que ésta pasara por los otros dos.
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Cuando notamos que no entendian cdémo resolver el ejercicio, les aclaramos que
los tres puntos debian estar sobre la circunferencia. Cuando entendieron lo que
tenian que hacer, los estudiantes identificaron que tenian que ubicar otro punto de
tal manera que éste fuese el centro de la circunferencia. Asi que comenzaron a
trazar circunferencias al tanteo, buscando que éstas pasaran por los tres puntos.

Esto fue lo que hicieron:

Figura 39. Construccion del circuncirculo 1

Al ver lo que estaban haciendo, les preguntamos a los estudiantes cuales
caracteristicas tenia el punto que estaban buscando. Después de hacer un
analisis, los alumnos reconocieron que el punto debia estar a igual distancia de los
puntos dados. Entonces les hicimos otra pregunta -;Como hacemos para ubicar
correctamente el punto?-, para ayudarlos con la respuesta, les recordamos lo que
se habia hecho en el ejercicio anterior para el reconocimiento de la mediatriz,
donde identificaron los puntos que estan a igual distancia de los extremos de un
segmento. De esta manera procedieron a unir dos de los puntos dados con un
segmento y luego trazaron la mediatriz, los estudiantes tenian claro que el punto
que estaban buscando debia estar sobre la mediatriz, entonces ubicaron un punto
sobre ésta para luego trazar una circunferencia con centro en este punto y que
pasara por los extremos del segmento, los estudiantes arrastraron el centro de la
circunferencia buscando que el tercer punto estuviera sobre la circunferencia, pero
sabiendo que esa no era la manera correcta de hacerlo, pues si se movia

nuevamente la circunferencia, el punto ya no estaria sobre ésta. Veamos:
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Figura 40. Construccion del circuncirculo 2

En ese momento lo importante era que los estudiantes sabian que debian
construir un punto que no pudiera moverse, para que la circunferencia pasara por
los tres puntos dados. Para esto, los estudiantes borraron la circunferencia y
analizaron lo que habian hecho, preguntandose: “;Qué pasa si construimos otro
segmento y trazamos su mediatriz?”, inmediatamente unieron otros dos de los
puntos dados con un segmento para trazar la mediatriz correspondiente. Cuando
vieron que las dos mediatrices se cortaban en un punto, ellos dedujeron que éste

debia ser el centro de la circunferencia y seguidamente procedieron a trazarla:

Figura 41. Construccién del circuncirculo 3

Posteriormente los estudiantes trazaron el otro segmento que formaba el triangulo
y trazaron su mediatriz. Asi los alumnos observaron que el triangulo tiene tres
mediatrices, que tienen un punto en comun (circuncentro) que esta a igual
distancia de los vértices del triangulo y que a su vez es el centro de la

circunferencia circunscrita en él.
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Figura 42. Construccion del circuncirculo 4

Finalmente los estudiantes observaron que el triAngulo obtenido era obtusangulo y
que el circuncentro se encontraba fuera de éste. Les pedimos que modificaran el
triangulo de tal modo que fuese acutangulo, donde notaron que el circuncentro
estaba por dentro. Por ultimo concluyeron que en el caso del triangulo rectangulo
el circuncentro es el punto medio de la hipotenusa.

EVALUACION DE LA ACTIVIDAD

La actividad que realizamos sirvio para cumplir los objetivos que habiamos
planeado; con la ayuda del software los estudiantes reconocieron la mediatriz
como lugar geométrico e identificaron que todo tridngulo tiene tres mediatrices;
ademas, reconocieron que el circuncentro esta a igual distancia de los vértices del

triangulo y es por esta razén que se puede trazar la circunferencia circunscrita.

En el desarrollo de la segunda actividad los alumnos tuvieron dificultades, asi que
tuvimos que sugerirles que utilizaran la mediatriz para llegar a la solucién.

Durante el desarrollo de la actividad se dieron cosas que no teniamos planeadas,
que nos permitieron observar cémo el estudiante iba mejorando la utilizacién del
programa, mostrando tener un mejor enfoque al momento de resolver un ejercicio.
Por ejemplo, para construir el triangulo isdsceles utilizaron la circunferencia y

aunque el ejercicio no estuviera bien hecho, mostraron tener claridad en el
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concepto, ya que reconocian que la distancia del centro a cualquier punto sobre la
circunferencia es igual. En la resolucién del primer ejercicio, cuando identificaron
que todos los puntos parecian conformar una recta, procedieron a verificar

trazandola sin esperar que nosotros les sugiriéramos.

Algo bueno para resaltar es el hecho de que uno de los estudiantes afirmara que
sblo con trazar dos mediatrices encontrabamos el circuncentro, que no era

necesario trazar la otra ya que ésta iba a pasar por este punto.
2.4 CUARTA SESION: Bisectrices del triangulo y problemas de aplicacion

BISECTRICES
PLANEACION DE LAS ACTIVIDADES

La bisectriz de un angulo es otro concepto que queremos que los estudiantes
definan como un lugar geométrico. La tarea que se propone consiste en que
tracen una circunferencia tangente a dos rectas secantes en uno de los angulos

que se forman.

Buscamos que los estudiantes ubiquen puntos de tal manera que la distancia a las
dos rectas sea aproximadamente igual. Con esto observaran que todos estos
puntos conforman una recta, la bisectriz. De esta manera identificaran la bisectriz
como el lugar geométrico de los puntos que equidistan a los lados del angulo y

podran utilizarla para trazar la circunferencia.

De manera similar como sucede con las mediatrices y el circuncentro, las
bisectrices de un tridngulo y su punto de interseccidn (incentro), se utilizan para
trazar la circunferencia inscrita en el triangulo, pero los estudiantes no entienden
que esto se puede hacer porque el incentro esta localizado a igual distancia de los
lados del triangulo. Con el fin de que los estudiantes comprendan la razén por la

38



cual se puede trazar la circunferencia inscrita en el triangulo, construiran un
triangulo (cualquiera) donde deberan trazar una circunferencia tangente a los tres
lados, esto obligara a que los estudiantes busquen un punto que esté a igual
distancia de los tres lados. Para realizar esta tarea, es necesario que hayan
comprendido tres conceptos fundamentales: recta tangente a una circunferencia,
distancia entre un punto y una recta y bisectriz de un angulo, ya que tendran que

utilizarlos para que la circunferencia sea trazada correctamente.

DESARROLLO DE LAS ACTIVIDADES

Primero: Circunferencia tangente a dos rectas secantes
Trazamos dos rectas secantes y pedimos a los alumnos que trazaran una

circunferencia tangente a éstas en uno de los angulos que se formaban.

Al dar el ejercicio, ellos notaron que para trazar la circunferencia tangente a los
lados del angulo, debian ubicar un punto de tal forma que éste estuviera a igual
distancia de los lados. Para hacerlo, situaron un punto interior al angulo y trazaron
rectas perpendiculares a los lados del angulo y que pasaran por este punto.
Seguidamente trazaron segmentos desde el punto situado hasta las
intersecciones de las rectas perpendiculares con los lados del angulo y calcularon
las longitudes correspondientes. Con la opcibn mover punto lo estudiantes

buscaron que estas distancias fueran aproximadamente iguales. Veamos:

1,68398

1,69488

Figura 43. Bisectrices del triangulo
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Posteriormente, los alumnos procedieron a construir una circunferencia con centro
en el punto situado y de radio la longitud de uno de los segmentos. Observemos lo

que hicieron:

1,68398

1,69488

Figura 44. Bisectriz como lugar geométrico 1

Para los estudiantes la construccidén estaba hecha de manera correcta, olvidando
que la figura debia soportar el arrastre, es decir, que al mover alguno de los
puntos, la circunferencia siempre tenia que ser tangente a los lados del angulo.
Con el fin de que el estudiante notara que el ejercicio no era correcto, movimos
una de las rectas, de modo que la circunferencia ya no fuera tangente. Después
de que los alumnos intentaran buscar una manera de resolver el ejercicio y no
encontrarla, les pedimos que ocultaran la circunferencia y las rectas
perpendiculares, y que siguieran ubicando mas puntos que cumplieran la misma

condicion del punto inicial.

2,27386

167004 939"

1,33352
1,05705

78
1,31433
0.51096 1,03741 1,95297
1,67756 2,27828

Figura 45. Bisectriz como lugar geométrico 2
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Al ver esto los estudiantes inmediatamente dijeron que todos estos puntos que se
encontraban a igual distancia de los lados del &ngulo conformaban una recta. Para
verificar lo dicho procedieron a trazarla. Trazada esta recta, se les pidi6 que
ocultaran los segmentos y que analizaran qué pasaba con el angulo. Los
estudiantes conjeturaron que la recta dividia al angulo en dos partes iguales, y
para corroborar calcularon la medida de cada uno de estos angulos.

17°
17°

Figura 46. Bisectriz como lugar geométrico 3

Con esto procedimos a decirles a los estudiantes que la recta encontrada recibe el
nombre de bisectriz y que se define como el lugar geométrico de los puntos que
equidistan de los lados del angulo y que ademas biseca el &ngulo, cosa que ellos

notaron como se describié anteriormente.

Los estudiantes entendieron que para trazar la circunferencia tangente a los lados
del angulo debian trazar la bisectriz, entonces borraron los puntos que habian
ubicado y la recta que pasaba por ellos, para luego trazar la bisectriz con la opcién
que ofrece el programa. Después ubicaron un punto sobre la bisectriz y trazaron
las perpendiculares a los lados del angulo por este punto, seguidamente
construyeron una circunferencia con centro el punto sobre la bisectriz hasta la
interseccion de la recta perpendicular con el lado del angulo. Al terminar la
construccién los alumnos movian cualquier punto y observaban que la

circunferencia siempre era tangente. Esto fue lo que hicieron:
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Figura 47. Bisectriz como lugar geométrico 4

Segundo: Construccion del circulo inscrito
El siguiente paso era mostrarles que en un tridngulo se pueden trazar tres
bisectrices y que éstas tienen un punto en comun, el cual es el centro de la

circunferencia inscrita en él.

Pedimos a los estudiantes que abrieran un archivo nuevo y que construyeran un
triangulo cualquiera, para que luego trazaran una circunferencia tangente a los

lados del tridangulo.

Luego de construir el triangulo, los estudiantes trazaron la bisectriz de cada angulo,
esto lo hicieron ya que asumian que como al igual que las mediatrices y las alturas,
el triangulo también tendria tres bisectrices. Al ver que éstas se cortaban en un
punto, decian que éste era el que se encontraba a igual distancia de los lados del
triangulo y por tanto seria el centro de la circunferencia que se queria trazar.
Como este ejercicio fue parecido al anterior, los alumnos no presentaron ningun

inconveniente al momento de resolverlo.

Después de haber trazado las bisectrices del triangulo e identificar su punto de
interseccion, trazaron las perpendiculares a cada uno de sus lados por este punto.
Inmediatamente construyeron la circunferencia con centro en el punto de

interseccion de las bisectrices hasta el punto de interseccién entre uno de los
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lados del triangulo y la perpendicular correspondiente. Esto se ilustra en la

siguiente figura:

Figura 48. Construccion del incirculo

Hecho esto les mencionamos que el punto de interseccion de las bisectrices se
llama incentro y que como ellos ya lo habian mencionado, esta a igual distancia de
los lados del triangulo, y que es por esta razon que se puede trazar la

circunferencia inscrita en él.

EVALUACION DE LAS ACTIVIDADES

Llegar a la definiciéon de bisectriz como lugar geométrico y comprender por qué es
posible trazar la circunferencia inscrita en el triangulo, fue algo que los estudiantes
descubrieron a través del desarrollo de la actividad, o que nos muestra que la

actividad funcion6 como lo esperabamos.

El dar solucién a las actividades planeadas para esta sesidn, permitié observar en
los alumnos la utilizacién de los conceptos que hasta ese momento se habian
aprendido, pues no presentaron dificultad alguna, lo que indica que estos

ejercicios han sido de gran utilidad al momento de afianzar los conocimientos.
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PROBLEMAS DE APLICACION

PLANEACION
La actividad final consiste en resolver dos problemas donde tendran que aplicar el
concepto de mediatriz y bisectriz. Esperamos que no tengan ningun inconveniente

al momento de solucionarlos.

DESARROLLO
Para finalizar con esta sesién les dimos a los alumnos los siguientes ejercicios*

para que resolvieran en el programa:

* En una ciudad pequefia se quiere construir un quiosco que quede a la misma
distancia del Palacio Nacional, de la Secretaria de Educacion y del Edificio del

Congreso, ¢ donde deberan construirlo?

Palacio Nacional
°

Secretaria de Educacion °

Edificio del Congreso

Figura 49. Problema 1

* Se tiene un terreno de forma triangular y se va a construir en él una fuente
circular de tal manera que toque los tres lados del terreno y la parte restante se
cubrira de pasto. Dibuja cdmo quedaria la fuente en dicho terreno.

4-Tomado de la internet. Recuperado el 15 de noviembre de 2008 de:
http://www.reformasecundaria.sep.gob.mx/matematicas/PLANESCLASE/segundogrado/B4/B4A3.d

ocC
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Figura 50. Problema 2

Los estudiantes al analizar lo que se pedia en el primer problema, comprendieron
que para resolverlo, debian encontrar el circuncentro del triangulo que se formaba

al unir con segmentos los tres lugares de la ciudad.

Luego de haber hallado el circuncentro los alumnos ocultaron los segmentos y las
mediatrices trazadas, y con la opcion texto nombraron al circuncentro como el

quiosco, llegando asi a la solucién del problema. Observemos:

Palacio Nacional
®

° Quiosco

Secretaria de Educacion ®
Edificio del Congreso

Figura 51. Solucién problema 1

De igual manera identificaron que para resolver el segundo problema, debian

construir la circunferencia inscrita en el triangulo.

Los estudiantes trazaron las bisectrices, ubicaron el incentro, trazaron una

perpendicular a uno de los lados por este punto y construyeron la circunferencia.
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Luego ocultaron las bisectrices y la perpendicular, y procedieron a rellenar la

fuente. Veamos lo que hicieron:

Figura 52. Solucién problema 2

EVALUACION
Como habiamos previsto, los estudiantes no tuvieron ningan inconveniente en la

solucion de los problemas, mostrando tener claridad en los conceptos aprendidos.
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3. CONCLUSIONES

Por medio del software pudimos mostrar contraejemplos que permitieron a los
estudiantes reconocer las concepciones erréneas que tenian y de este modo
lograr corregirlas. Por ejemplo, en el concepto altura de un triangulo, cuando
notaron que un triangulo tiene tres alturas; en el momento en que ellos trazaron la
altura del triangulo prototipico, creian que ésta era la Unica, entonces giramos el
triangulo que disefnamos en el programa, de modo que otro de sus lados fuera
horizontal, esto con el fin que observaran que por este lado era posible trazar otra
altura. El girar el triangulo, fue el contraejemplo que ilustré que el triangulo no tiene
sblo una altura. Esto permiti6 que los estudiantes reconocieran que en todo

triangulo se pueden trazar tres alturas.

En las clases de matematicas usualmente se dan las definiciones de los
conceptos y luego se plantean ejercicios que implican utilizarlos, nosotros por el
contrario planteamos ejercicios donde los estudiantes primero debian descubrir los
conceptos y asi utilizarlos para llegar a la solucion. De esta manera, las
actividades planteadas a los alumnos les permitieron reconocer la mediatriz y la
bisectriz como lugares geométricos. Por ejemplo, se les pidié que construyeran un
triangulo isdsceles a partir de un segmento, y la interaccion con el software les
permiti6 buscar puntos que estuvieran a igual distancia de los extremos del
segmento, y constatar que todos esos puntos estan sobre una linea recta que
pasa por el punto medio y es perpendicular al segmento. De esta manera
identificaron la mediatriz como un lugar geométrico, y la utilizaron para construir el

triangulo is6sceles.

El identificar la mediatriz como lugar geométrico hizo posible que los estudiantes

llegaran a un razonamiento que permitié reconocer por qué es necesario trazar las
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mediatrices para construir la circunferencia circunscrita al tridngulo. Cuando se les
pidi® que construyeran una circunferencia que pasara por tres puntos no
colineales, los estudiantes notaron que el centro de esta circunferencia debia estar
a igual distancia de los tres puntos. Lo que hicieron fue unir los puntos dados con
segmentos para buscar los puntos equidistantes a sus extremos, aplicando la
mediatriz como lugar geométrico; de esta manera se dieron cuenta que la
interseccion de las mediatrices era el centro de la circunferencia a trazar. Esto
muestra como el uso del software contribuye a que el estudiante pueda tener un
aprendizaje significativo, ya que utilizaron el concepto de mediatriz como lugar
geométrico para descubrir otro concepto nuevo, el de la circunferencia circunscrita

al triangulo.

El concepto de altura del tridngulo que los estudiantes tenian, hacia referencia a
una imagen mental y no a una definicion formal. Cuando se les pidié que trazaran
la altura del triangulo prototipico, los estudiantes trazaron un segmento a ojo que
iba desde el vértice superior hasta el lado horizontal, este segmento parecia ser
perpendicular, pero ellos no utilizaron la herramienta “recta perpendicular’ del
programa. El trabajar con el software permitid, a través de la manipulacion de la
figura, que los estudiantes precisaran la perpendicularidad entre el segmento y el
lado horizontal. De esta manera notamos cémo los alumnos modifican los
conceptos preexistentes con la informacién aprendida. Esto posibilita que los
estudiantes afiancen los nuevos conocimientos, dando lugar a un aprendizaje

significativo.

Podemos concluir entonces, que la posibilidad de manipular las figuras en la
pantalla del computador, permite al profesor intervenir para cuestionar las
concepciones de los alumnos, sin emitir juicios de valor sobre dichas
concepciones. El arrastre continuo de las figuras permite por ejemplo producir
contraejemplos que llevan a los alumnos a corregir sus afirmaciones, o permite

evidenciar en la pantalla propiedades que los alumnos mismos pueden descubrir.
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El dinamismo que ofrece el programa posibilita que los estudiantes pongan en
obra sus propias concepciones y busquen medios de verificacién, facilitando asi
un aprendizaje significativo, pues los nuevos conceptos se construyen sobre los
preconceptos que los alumnos tienen, bien sea como un complemento de los

mismos, 0 como un concepto contradictorio con los mismos.
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5. ANEXO: PRUEBA DIAGNOSTICA

UNIVERSIDAD INDUSTRIAL DE SANTANDER
ESCUELA DE MATEMATICAS
SERVICIO SOCIAL EDUCATIVO Y TRABAJO DE GRADO Il

Nombre: Fecha:

1) Une con una linea el concepto correspondiente a su definicion:

e Triangulo Rectangulo Sus tres lados tienen la misma longitud.
e Triangulo Escaleno Uno de sus angulos es obtuso.

e Triangulo Isosceles Tiene un angulo recto.

e Triangulo Acutangulo Todos sus angulos son agudos.

e Triangulo Equilatero Tiene dos lados de la misma longitud.

e Triangulo Obtusangulo Sus lados tienen longitudes diferentes.

2) Cual es la definicién de:

a. Radio de una circunferencia.
b. Distancia entre dos puntos.

3) ¢ Cual es la distancia mas corta entre una recta y un punto exterior a ella?

4) ;Qué es una recta tangente a una circunferencia?

Anexo 1. Prueba diagnéstica
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