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DESCRIPTION:

In this essay a bibliographic revision it is made, about difference equations in special the
linears. In the first chapter contains the study of the main operators involved in the calcu-
lus and their essential properties. They are also studied also some excellent functions that
allow to simplify the notation, as well as to obtain formulates important for the calculus in
differences, and the indefinite summation, as the inverse process to the calculus in differ-
ences. In the second chapter a special development it is made (properties and methods of
analytic solution and graph) to the lineal equations in finite difference of first order with
some applications to the economy and likeness with the continuous calculus. It is also con-
sidered some equations that do not fulfill the definition of lineal equations of first order,
but with a variable change they can be taken to equation of that type or as some equations
with variable coefficients, to reduce it or to convert it to constant coefficients. The Third
chapter a similar study it is made (chapter two) for lineal equations in differences of more
order where the properties and the methods are generalized for any order. In each chapter
illustrative examples of the properties are given that are presented.
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RESUMEN

En el presente trabajo se hace una revision bibliografica sobre los aspectos generales de
las ecuaciones en diferencias finitas en especial las lineales. En el primer capitulo contiene el
estudio de los principales operadores involucrados en el calculo y sus propiedades esenciales.
Se estudiaran asimismo algunas funciones relevantes que permiten simplificar la notacion,
asi como obtener formulas importantes para el calculo en diferencias, y la sumas indefinidas,
como el proceso inverso al calculo en diferencias. En el segundo capitulo se hace un desarrol-
lo especial (propiedades y métodos de solucién analitica y grafica) a las ecuaciones lineales
en diferencia finitas de primer orden con algunas aplicaciones a la economia y semejanzas
con el calculo continuo. También se considera algunas ecuaciones que no cumplen con la
definicion de ecuaciones lineales de primer orden, pero con un cambio de variable se pueden
llevar a ecuacién de ese tipo o como algunas ecuaciones con coeficientes variables, reducirla
o convertirla a coeficientes constantes. El Tercer y tultimo capitulo se hace un estudio similar
(capitulo dos) para ecuaciones lineales en diferencias de orden mayor donde se generalizan
las propiedades y los métodos para cualquier orden. En cada uno de los capitulos se realizan
ejemplos ilustrativos a cada una de las propiedades que se presentan.
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INTRODUCCION

Las ecuaciones en DIFERENCIAS FINITAS juegan un papel muy importante en el
estudio de problemas en los cuales algunas variables asumen soélo valores discretos, y de
aqui su influencia en el desarrollo de los métodos numéricos relacionados con diferentes
areas como la de las ecuaciones diferenciales, la probabilidad y en general problemas donde
existen relaciones secuenciales entre variables. Se constituyen entonces en una herramienta
adecuada para discretizar problemas en variable continua y hoy en dia mucho mas con la
abundancia de computadoras cada vez mas potentes.

El cédlculo en diferencias se ocupa a grosso modo del estudio de propiedades de las fun-
ciones reales de variable real a partir de las diferencias sucesivas entre los valores que toman
dichas funciones en un conjunto determinado de puntos del dominio. Antes del nacimiento
del calculo infinitesimal las funciones que se manejaban tenian como dominio un conjunto
numerable de puntos y el estudio de sus propiedades solo se entendia a partir del calculo
en diferencias finitas. El origen del calculo en diferencias se le puede atribuir a B. Taylor,
aunque el primero que resolvié cuestiones avanzadas fue J. Stirling. No obstante, el primer
tratado sobre el calculo en diferencias aparece en la obra de L. Euler, que introduce por
primera vez el simbolo A para expresar las diferencias.

Dedicaremos esta monografia al estudio de los aspectos generales del ecuaciones lineales en
diferencias. Lo dividiremos en tres capitulos, en el primero abordaremos el estudio de los
principales operadores involucrados en el calculo y sus propiedades esenciales. Estudiare-
mos asimismo algunas funciones relevantes que permiten simplificar la notaciéon, asi como
obtener férmulas importantes para el cdlculo en diferencias, y la “sumas indefinida” como
el proceso inverso al “calculo en diferencias”, todos estos aspectos se desarrollaran tomando
como referencias los libros [3] y [4]. De este ultimo libro se tomara un ejemplo que haga
analogia entre el operador suma indefinida y la antiderivada como proceso inverso del op-
erador diferencial. En el segundo y tercer capitulo se proporcionard un desarrollo bastante
completo (propiedades y métodos de solucién) de las ecuaciones lineales en diferencia finitas
y algunas aplicaciones hacia la economia, para el desarrollo de estos temarios se tomaran



como referencia los textos [1] y [2].



CAPITULO 1

DIFERENCIAS FINITAS

En este capitulo se presenta una vision general de las diferencias finitas y algunas de sus
propiedades, que aparecen en situaciones en que interesa estudiar los cambios en los valores
de una funcién, al efectuar variaciones en el dominio de esta. Ademads estas diferencias
aparecen naturalmente en el estudio de las ecuaciones en diferencias finitas, objeto de la
presente monografia.

Ejemplos de diferencias finitas se dan en diversos contextos, por ejemplo, cuando se estudian
sucesiones numéricas. Al considerar una sucesién (z,,) cuyos primeros términos vienen dados
por 0,2,6,12,20,30,42,56 ,... y asumiendo que la construcciéon de sus términos sigue una
regularidad que puede intuirse de los términos dados, puede observarse que xo — x1 = 2,
T3—To =4, x4 —x3=06, x5 — x4 =8, v — x5 = 10, 7 — x5 = 12, x3 — x7 = 14. Siguiendo
este patréon una sucesién como la indicada tiene la propiedad que x,.1 — x, = 2n, para
todo niimero entero mayor o igual que uno. El lado izquierdo de la dltima igualdad, es una
diferencia finita de primer orden.

1.1. Primera diferencia de una funcion

Definicién 1.1.1. Dadas una funcion f : S — R, con S C R y una constante h tales
que siempre que x pertenezca al dominio de f, x + h también; se define la funcion primera
diferencia de f como la funcion Af tal que

(1.1) Af(x) = fle+h) = f(z).

Ejemplo 1.1.1. La primera diferencia de la funcion f definida por f (x) = ax+b , permite
una interpretacion sencilla, es la funcion cuyo valor en x es iqual al cambio producido en
el valor de f , cuando en el dominio se produce un incremento h. Entonces Af () = ah
define una funcion constante, y si h = 1, la primera diferencia coincide con el valor a de la
pendiente de la recta.



Ejemplo 1.1.2. Sea u(x) = 2™, m € N m > 1. Hallamos la primera diferencia teniendo
en cuenta que

m—1
a™ — (a —b) E am kR lpk,
k=0

Entonces

Alu(z)] = A@@™) = (z — h)™ — 2™ =
—(x+h—x)) (x+h)"F 1k =

8
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=hy (x+h)" 2k,
0

e
I

De esta expresion puede observarse que la primera diferencia de una potencia de x, es un
polinomio de grado menor en una unidad.

Una propiedad muy sencilla pero muy ttil al calcular diferencias de ciertas funciones como
las polinémicas, es la siguiente:

Teorema 1.1.1. Si f, g son funciones y a, b numeros reales entonces

(1.2) Alafi +bfs] (x) = aAfi () + bAfo (x) .

Demostracion.

Alafi +bfo)(x) = [afi(x + h) + bfo(x + h)] — [afi(x) + bfa(x)] =
= lafi(z +h) — afi(z)] + [bf2(x + k) — bf2(2)]
= a[fi(z +h) = fi(@)] + blf2(z + h) = f2(2)] =
= alAfi(x) + DA fo(x).

Ejemplo 1.1.3. Hallar la primera diferencia de la funcién u (t) = 3t* — 5t.
Sean f(t) =t* y g(t) = —t entonces Au(t) = A[3f + 5g](x). Aplicando el Teorema 1.1.1 se
obtiene

A[3f +5g](z) = 3At* — 5At =
=3[(t+h)?—t]=5[t+h—1t] =
= 3[t* +2ht + h* —t*] — 5[h] =
= 3t* — 6ht + 3h* — 3t* + 5h =
= 5h + 6ht + 3h°.

Por induccién matematica, el Teorema 1.1.1 puede extenderse a n funciones y n constantes,
como se indica a continuacién.



Corolario 1.1.1. sean fi, fo, -, fu funciones y ¢y, co,- -+ ,c, constantes arbitrarias. En-
tonces para cualquier entero positivo n se cumple que

(1.3) Alerfi(z) + cafi(®) + - + cufi(2)] = aAfi(z) + cAfo(x) + -+ + D fu(z).

Demostracion. Procediendo por induccién se tiene: Para n = 2, segtin el teorema prece-
dente el resultado es valido.

Si el resultado se cumple para n = k, entonces también es cierto para n = k+ 1. De hechor,
si

Alerfi(@) + c2fo(@) + -+ + e fo(@)] = aDfi(z) + A fa(@) + -+ oA fu(@)
entonces

Aleyfi(x) + cafi(x) + - + o1 (2)] = alA fi(x) + A fo(z) + - + o1 A fra (o).

alAfi(z) + -+ anAfra(z) = [aAfi(x) + -+ A fi(T)] + 1 A frea (o)
= Alerfi(z) + -+ + e fr(@)] + crp1 Afiya (o)
= Alerfi(x) + -+ + e fr(®) + cppr fra (@)

Observacmn 1. Del Teorema anterior se podma preguntar que_ condiciones debe tener
Z fi(z) para que se cumpla la siguiente igualdad Z Afi(x)=A Z filz).?

Ejemplo 1.1.4. Primera diferencia del polinomio
P(z) =a1+ a1z + -+ apz™,
es de grado m — 1.

Aplicando el Corolario 1.1.1 y el Ejemplo 1.1.2 se obtiene que

AP(z) = 1Al + agAx + - - - + a, Ax™ =

0 m—1
:O+ha22(aj+h ) k k+ha3z (x +h)* k-1 k_|_...+ham2(x_‘_h)m—l—kxkz'
k=0 k=0 k=0

Por lo tanto se obtiene un grado menor en el polinomio P(x).

1.2. Diferencia de Orden Superior

Como se establecié en la definicion precedente la primera diferencia de una funcién dada,
produce una nueva funcién. La primera diferencia de esta nueva funcién se llama diferencia
de orden dos y en general se puede definir de forma inductiva para cualquier niimero natural
n, la diferencia de orden n.



Definicién 1.2.1. La diferencia de orden cero de una funcion se define como

(1.4) Af(t)=f ().
Se suele identificar A° con I el “operador identidad”, esto es
(1.5) A'f=1f=Ff.

Definicién 1.2.2. La diferencia de orden n, A™ de una funcion f se puede definir como
A"f (z) = A[A™ ] (@),
para todo numero natural n > 1.

Ejemplo 1.2.1. Sea f(z) = 2 + 1 entonces aplicando la definicion (1.1.1) tenemos :
Af(z) = f(x+h)— f(z) = (z +h)*+1— 2% — 1 =32°h + 30h® + h>.
Aplicado nuevamente la definicion 1.1.1 y el teorema 1.1.1 a la funcion diferencia tenemos:

A(Af)(x) = A(32*h + 3zh* + h*) =
= 3hAz? 4+ 3h* Az + AR® =
=3h[(x +h)? —2*] + 3R} [z +h—2] +0=
= 3h[(xz + h)? — 2*] + 3h*h =
= 3h[(z + h)? — 2°] + 3h® =
= 3h[z® + 2zh + h* — 2] + 3% =
= 3h[2zh + h*] + 3h* =
= 6zh? + 6h°.

Por la Definicion 1.2.2 se tiene que
A(Af)(z) = A% f(x) = 6zh* + 6k,
que es la sequnda diferencia. Si calculamos la tercera diferencia tenemos que

A(A(Af(2)) = A(A* f(2)) = A% f(x) = Al6xh? + 61 =
= A[6xh?] + A[6R°]
= 6h*Alz] + A[6R?]
= 6h°.

Entonces la tercera diferencia es constante y por consiguiente, A f(x) = 6h3 — 6h = 0.

Anotemos que A" f(z) = A" A f(x)]. Inductivamente se tiene que
Alf(x)] = A’[Af(2)).

6



Si
A f(x) = AHAS(2));
A f(z) = A[A*f(2)] = A[AMHAf (2))] = A*[Af(2)).

La primera diferencia de una funcién también tiene formulaciones de tipo general para pro-
ductos y cocientes de funciones, las cuales tienen bastante similitud con las ya conocidas
para la derivacion de productos y cocientes. A continuacién se formulan y demuestran estos
resultados.

Teorema 1.2.1. Dadas las funciones f y g entonces:
1. A[f-gl(x) =Af(x) g (z) + Ag (z) f (z + D).

g 9(x)g(x+h)
Demostracion.
1.
Alf-gl(z) = f(z + h)g(z + h) — f(z)g(z) =
= f@+h)g(z+h) = f(x+h)g(x) + f(z+ h)g(z) — f(z)g(x) =
= flz+h)[g(z + h) — g(z)] + g(x)[f(z + h) — f(z)] =
= f(z +h)Ag(z) + g(x)Af(z) = Af(z)g(z) + Ag(z) f(z + h).
2.
f _fle+h)  flz)
A [E] @)= Savh) 9@ -

g(@)flx+h) —gle+h)flx)
g(x +h)g(x)

g(x)f(z+h) = f(x)g(x) + f(x)g(x) — g(x + h)f(2)]

gl + h)g(z)

g(@)f(x+h) — f(o)] + f(@)lg(x) — gz + )] _




Ejemplo 1.2.2. Calcular la primera diferencia u(z) = 5z(1 — x).
Sean f(z) =5z y g(x) = (1 — z) aplicando el teorema 1.2.1 la parte 1 se obtiene

Au(z) = Alf.g](x) = [6(x + h) = bx][1 — 2]+ [(1 —x — h) — 1 4+ z|[5(z + h)]
= (5bz 4+ 5h — 5x)(1 — x) + (—h)(5x + 5h)
= 5h — 5ha — 5ha — 5h?
= 5h — 10ha — 5h°.

x
2+ 1
Sean f(x) =z y g(x) = 2* + 1, aplicando el Teorema 1.2.1 la parte 2 se obtiene
Av(z) = A {i} (2) = (Az)(z? +1) — zA(2® + 1)
g [(z+ h)% + 1][z2 + 1]
(x+h—2)(2®+1)—[(x+h)?+1—-(2>+1)]
(22 + 2hz + h? + 1)(22 + 1)
h(z? +1) —ax(a* +2he +h*+1—2* - 1)
(22 +2hx + h2 4+ 1)(22 + 1)
_ h(z?+1) —z(2hax + h?)
(224 2hx + h2 + 1) (22 + 1)
_ ha®+h—2ha® + xh?
(22 2hz+ A2+ 1)(22 4+ 1)
- h— ha® + xh?
(22 42k + A2+ 1)(22 + 1)

Ejemplo 1.2.3. Calcular la primera diferencia v(z) =

Por induccién matemaética se probara a continuacion que la diferencia de orden n es lineal.
Teorema 1.2.2. A"[cy f1(x) + cofo(z)] = a1 A" fi(z) + A" fo(x) n=0,1,2,3---
Demostracion. Procediendo por induccién, para n = 0 se tiene:

Alerfi(@) + e fo(@)] = Ilei fi(x) + cafo(a)] = eLfi@) + cafo(2),
por la definicién de A°f = If = f.

Asumamos que para n = k el resultado es verdadero y demostremos que paran = k + 1
también lo es

A ey fi(z) + cafolz)] = A(A [er f1(z) + eafo(@)]) = Alr AF fi(z) + A fo(z)].

Aplicando el teorema 1.1.1 se tiene
A(A [erfi(x) + cofo(2)]) = A AA f1(2) + AAR fo(2) = et A fi(2) 4+ QA fo(x)

luego queda demostrado para n = k + 1, lo cual implica que se cumple para todo n. [ |



1.3. Operador de Traslaciéon E

Introduciremos una nueva funcién que facilitara los cdlculos, ya que el operador A aplicado
a una funcién f requiere de dos operaciones para conseguir A f(x). Si nosotros cambiamos
de f(x) a f(x + h) y substraemos f(x) del resultado, resulta ser sumamente util introducir
un simbolo especial para la primera operacién o funcién, que llamaremos traslacién y se
denotara por la letra £

Definicién 1.3.1. Sean f una funcion y h cualquier constante tales que x y x+ h pertenez-
can al dominio de f, se define operador de traslacion de f como la funcion Ef, cuyo valor
en x es

Ef(x) = f(z +h).
Observando podemos escribir
Af(x) = Ef(z) = f(z) = Ef(x) = 1f(z) = (E = 1) f().
El operador E, como A, puede aplicarse més de una vez a una funcién. Por ejemplo:
E*f(z) = E[Ef(2)] = Ef(x +h) = f(z + 2h),

E*f(z) = B[EX(x)] = Bf(x +2h) = f(x +3h),

y en general, si se define

(1.6) BOf(x) = If(x) = f(2).

Se tiene la siguiente definicion para un entero n > 1 .

Definicién 1.3.2. Para un entero n > 0 se define
E"f(x)=E(E"f(z))  n=12--

A continuaciéon demostraremos un resultado que nos permite hallar £™ de una forma mas
simple, y a la vez nos va permitir demostrar algunos teoremas mas fuertes.

Lema 1.3.1.
E"f(z) = f(x +nh) para todo n > 1.

Demostracion.

Haciendo induccién sobre n, para n = 1 se tiene que E'f(z) = f(z + h) y esto es ver-
dadero por la definicién.
Asumamos que

E*f(z) = f(x + kh).
Aplicando el operador E a E*f, se tiene:

E[E*f(x)] = E[f(x + kh),

9



usando la Definicién 1.3.1 y 1.3.2 se obtiene que

E"f(z) = f(z + kh + h)
= f(z + [k + 1]h),

entonces el resultado es verdadero para todo n > 1.
Igual que para A", el operador E™ es lineal.

Teorema 1.3.1 (Propiedad de linealidad).

E"eifi(x) + eofo()] = at E" fi(x) + 1 E™ f1(x), ¢1,00 €R, n=20,1,2,3---

Demostracion.
Apliquemos induccién sobre n. Para n = 0 es verdadero por que

E°lerfi 4 cafo)(z) = Iler fr + e fil () = erfi(@) + e fi()

A E° fi(z) + 1 E° fi(z) = eid fi(x) + e L fi(x) = e fi(x) + ea fo(x)

por la definicién E° = I.

Supongamos que es verdadero para n = k y demostremos para n = k + 1.
Si
E*evfi(x) + eafo(@)] = et EF fi(2) + 2 B fo(x)

aplicando el operador E, se tiene

E(E"[c1fi(x) + cafo(x)]) = Eler B* fi(x) + 2B fo(2)],

aplicando las definiciones y el Lema 1.3.1

EM ey fi(2) + eafo(@)] = Elerfi(z + kh) + cafo(x + kh)
=cifi(t+kh+h)+cafa(r+kh+h)
=cfilr+h(k+1))+cafalx + k(k+1))
= o EFU 1 (2) + o EF fy(2).

Lo cual demuestra que se cumple para n =k + 1.

Teorema 1.3.2. Sea f y g dos funciones. Entonces

(1.7) Alf-gl(x) = Ef(z) - Ag(x) + g(x) - Af ().

Demostracion. Por el teorema 1.2.1 parte 1 y la definiciéon del operador E se tiene

Alf-gl(z) = f(z+h)Ag(x)+Af (z)g(z+h)
= Ef(x)Ag (x) + Af (x) g(x)-

10



Teorema 1.3.3 (Formula para la diferencia del cociente para dos funciones).
Sean f y g dos funciones entonces

£l 1y S@AF@) = F@)Aga)
R e o(x)Eg(z) #0.

Demostracion. Por el teorema 1.2.1 parte 2 y la definiciéon del operador E se tiene

1y AF @) @) — (@) A0 (2)

AM”‘ 9@ 9@t h)
Af(@)g (@) f(x)Ag(e)
LG

1.4. La Funcion Factorial

Una funcién fundamental para calcular diferencias de polinomios es la factorial que se define
continuacion.

Definicién 1.4.1. La funcion factorial de orden n(n =1,2,3---) es aquella cuyo valor en
x esta dado por

™ =z(x —h)(x —2h)---[x — (n — 1)A] paran=1,2,... yz® =1

Ejemplo 1.4.1.

eV =g (z4+h)V =2+h
2 = x(x — h) (z4+h)® = (z+h)z
23 = x(z — h)(z — 2h) (x4 h)® = (x + h)(x)(x — h)

3W =3 3 =3.1=3 3 =3.1.-1=-3

41 =4 4 =4.2=38 48 =4.2.0=0
Sih=1

e =z

P =gz —-1)=2—2x

) = r(x—1)(z —2) =2° — 32° + 22

En el siguiente teorema se estudia la primera diferencia de la funcion factorial.
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Teorema 1.4.1. Sin es un entero positivo, entonces
Az™ = nhg"Y,
Demostracion. Paran > 1
Az™ = (z + b)) — g™,
Teniendo en cuenta

(z + )™

|
)
_|_
=
S
—
8
|
=
E)
|
)
|
Nt
=
I

¥y que

2™ = x(x —h)(x —2h)-- [z — (n—2)h][r — (n — 1)A]
= [z — (n — 1)h]z"Y,

se sigue que

Az™ = (z + h)z®™ Y — [z — (n — 1)RJz""V =
= [(z 1)~ [o — (n— DAJa"Y =
=[x +h—x+nh—1h)z"D =

= nhz™Y,
[ |

Puede observase que excepto por una constante, la primera diferencia de la funcion factorial
es una funcién factorial de orden menor en una unidad que la funcién original. Entonces se
tiene el siguiente resultado para la diferencia de orden n de la funcién factorial de orden n.

Teorema 1.4.2. Sin es un entero positivo, entonces
Az = plp"

Demostracion. Por induccion matematica.
Para n =1, Alz() = b,
Suponga que AFz*) = E1h*. Entonces
AkJrll,(k’Jrl) _ Ak[Ax(k+1)] _
= A¥[(k + 1)ha™] =
= (k+ DhAR® =
= (k+ 1)hk!hF =
= (k4 1)!pFt1,

12



Teorema 1.4.3. sea f un polinomio de grado n, defenida por
(1.8) ap + a1 + a4+ - - + a,z”,

con ag,ai, - -+ ,a, constantes arbitrarias y a, # 0. Entonces la enésima diferencia de f es
una funcion constante y las subsiguientes diferencias son iguales a cero, es decir,

(1.9) APf(z)=0 sip > n.
Demostracion. Por (1.8)

(1.10) Af(x) = apAl + a1 Az + agAx* + - -+ + a, Az
Si n es un entero positivo,usando el teorema del binomio obtenemos

Ax™ = (c+h)™—a™ =
m(m —

2
1
)xm72h2+.__+hm'

1
:xm_i_mxmflh_i_ )xm72h2+_'_hm_xm:

=ma"™ 'h+ m(mZ—

Es decir, aplicando A a 2™ produce un nimero finito de términos con 2™~! como la potencia

més alta de x. Usando (1.10) se obtiene una suma de términos. Cada constante multiplicada
por una potencia de x y la maxima potencia de x aparece n—1. En otras palabras a aplicando
A a un polinomio de grado n resulta un polinomio de grado (n — 1). Por un razonamiento
similar A? f produce un polinomio de grado n— 2y porconsiguiente sip > n APf(z) =0. W

Si f(x) =a™ con n € N, f se puede escribir en términos de funciones factoriales.

Ejemplo 1.4.2. Sin=1, 2 =2; sin=22® =z(x — h) =22 —zh y 2> = 2@ + 2'h.
Multiplicando la igualdad procedente por x entonces x° = xa® + zaMh.
Como

¥ = z(x — h)(z — 2h) =
= 2P (z —2n) =
= zz® — 2h2®@,

luego

2® =¥ 4+ 2h2® + ha? =
=23 4+ 2h2® 4 plz® 4 W] =

= 2® 4 3hs® 4 B2z,
Se observa que z° es igual £ mas una constante por ¥ mas una constante por x.
Se probard en el caso general, que existen constantes Ay, As, As, ..., A,_1 tales que x™ =
M4 A, x4 A, oD Ayx@P A2 (D y por consiguiente ™ se puede expresar
en términos de funciones factoriales.
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Teorema 1.4.4. Sin € N existen constantes A1, As, As, ..., A,_1 tales que
2" =2+ A 2D 1 A D o Ay ® 4 AW

Demostracion.

Por induccion.

Sin=2, 2% =z(x — h) = 2* — xh entonces 2% = v? + 2V,
Asi A} = h.

Supdnganse que el resultado se cumple para k. Entonces existen constantes Ay, As, Az, ..., Ap_1
tales que

Multiplicando la igualdad anterior por x se sigue que

rz’ = x2® + A, oY + A oz * D 4 Agra® + Ayrz®
Como
e * Y = g(x — h)(x — 2h) - - - (x — (k — 1)h)(x — kh)
= 2W [z — kh),
entonces
zz® = 2* D _ Epa® - para todo k=0, 1,
entonces

"t = 2" pha® 4 Ay 2™ + (k — Dha® ] 4+ Ay [a® D 4+ (k= 2)2% 2]+
+ Ay[z® + 2h2@] + A;[2P + haW] =

= g 4 W kb + Ap_a] + ¥ VA1 (k — Db+ Apo] + 2524 (k — 2)h + Aps]+

+ o+ 2@ [A20 + A + AjhaW

Claramente se ve que lo que esta entre paréntesis son constantes, por lo cual queda de-
mostrado el teorema. [

Teorema 1.4.5. Si f es un polinomio de grado n, f(x) = ap + a1z + asx® + -+ + a,z"
entonces

A" f(x) = nlh"a,.

Demostracion. Tenemos que f(x) = ag+a1x+axz®+- - -+ a,x™ y aplicando la diferencia
enésima tenemos

A" f(x) = Aag + A"ayz + Aagx® + - - - + A"a,z".
Por el teorema 1.4.3 tenemos que
A"f(z) = Aana”,
y por el teorema 1.4.2 se tiene que

A" f(z) = A"ap,x" = nlh"a,.
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El siguiente ejemplo que se presenta a continuacion es semejante al teorema de Taylor para
derivadas.

Ejemplo 1.4.3. Considere h =1y f(z) = 2" + A, 12" + A, 522 ... 4 A2 +

All‘(l) + Ao.
Af(z) = Ay 4 24,2Y + 3432 + - 4 (D
A?f(x) =2-1-Ay+3- 2432 + ... 4 n(n—1)z"?
A*f(x)=3-2-1-Ag+ - +n(n—1)(n—2)z"?
A"f(x) = nlz(©®.

Six =0, como 0M) =03 =...0" =0 entonces

£(0) = Ag, AF(0) = Ay, A%f(0) = 2145, AP £(0) = 31A43,..., A" £(0) = n,

luego

e (3)

(1.11) f(x) = f(0) + Af(0)z® + A?f(o)7 + A3f(0)l;3—! et Z—TA”f(O).

También se puede representar en términos de coeficientes binomiales, ya que

(n>:k nl 1-2-...(n—k)-(n—k—1)-...-n

k I(n—k) E(1-2-...-n—k)
n-(n—=1)-...-(n—k+2)(n—k+1)
k!
)

Por consiguiente

(1.12)  f(x) = f(0) + (j") AF(0) + (g) A2F(0) + (g) ABF(0) + -+ (i) A™£(0).

La ecuaciones (1.11) y (1.12) se llaman formulas de interpolacion de Newton, y se usan
para hallar aprorimaciones de funciones para cualquier niumero real.

1.5. Igualdad de los Operadores

La ecuacién (1.3) se puede reescribir de la siguiente manera:

(1.13) Af(z) = Ef(@) - If(x).

Segun esta ecuacién se obtiene el mismo resultado al aplicar el operador A a cualquier
funcién, como aplicar el operador (E — I'). Casos como estos son muy comunes, se introduce
una terminologia especial para describirlos.

15



Definicién 1.5.1. Dos operadores, Oy y Os, son iguales si tienen un dominio comun D y
para todo f € D, O1f = Osf.

Asi (1.13) puede escribirse como una equivalencia

(1.14) A=F—-1

De igual manera despejando F se tiene que £ = A + I. Lo cual es equivalente a
Ef(x) = Af(z) + If(x)

Teorema 1.5.1. Los operadores A y E conmutan, es decir,

(1.15) AFE = FA.

Demostracion. Lo que vamos demostrar es que AEf(z) y EAf(z) son iguales.
Entonces

A(Ef(x)) = Af(z+h)
(1.16) = f(x+2h) — f(x+h),

y

(BEA)f(z) = E[Af(2)] = E[f(z + h) — f(z)]
(1.17) = f(z 4 2h) — f(x + h).

por (1.16) y (1.17) se tiene lo que se queria demostrar. [

Teorema 1.5.2. Los operadores A y E cumplen la ley de los exponentes, es decir, para n
Yy m enteros no neqativos,

(1.18) ATA" = ATAT = A
(1.19) E™E" = E"E™ = E™",
(1.20) A™E" = E"A™,

Demostracion. Para demostrar (1.18) se procede por induccién. Para n = 0 es verdadero
porque

AMAf(z) = AAf(a)] = AT If(x) = A" f(x) = IA™ f(x) = AYA™ f(x) = A" f(a).

luego
AMA? = APA™ = AT,

Supongamos que es verdadero para n = k y demostremos para n = k + 1.

Si

ATAR f(2) = A[AR f(@)] = AMATARf(2)] = ATAT AR f(2)] =
— ATAMA™ f(a)] = AMA™ f(a)] = AMTA™ f(2)
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APA™ f(x)] = AAFA™ f(2)] = ANA™ f(2)] = A™HH f(a) = A f(a)

Por transitividad se concluye que

(1'21) AmAk+1f(ZL') _ Ak+1Amf($) _ Am+(k+1)f(x).

Ahora para demostrar (1.19) utilizaremos el lema 1.3.1

(1.22) E™(E"f(z)) = E"f(x +nh) = f(x +nh+mh) = f(x +mh + nh),
y
(1.23) (E"E™)f(x) = E"(E™f(x)) = E"f(x + mh) = f(z +mh+ nh).

Por (1.22) y (1.23) se obtiene

(1.24) (E™E")f(x) = (E"E™) [ ().
De la Ecuacién (1.23) se tiene que

(1.25) (E"E™)f(x) = E"" f(x).

Haciendo transitividad en (1.24) y (1.25) se cumple lo pedido.
Para demostrar (1.20), Apliquemos induccién sobre n = 0. Para n = 0 es verdadero porque

(1.26) E"Af(z) = E"AIf(z) = E™Af(x),

(1.27) A"E™ = A°f(x + hm) = I f(z + hm) = f(x + hm).

luego por (1.26) y (1.27) se tiene E™A" = A°E™.
Asumamos que

(E™A") f(x) = (AME™) f(x).

Aplicando el operador A, se tiene

AE™[AFf(2)] = AAR[E™ f(2)],
E™A[AFf(2)] = AAF[E™ f(2)],
(EmAY f(x) = (AMLE™) f(2).

Entonces se cumple para todo n > 0, luego
ETA" = A"E™.
[ |

A continuacion presentaremos un resultado que nos permite escribir las diferencias en térmi-
nos del operador E y viceversa, es decir, como una combinacion lineal de £ 6 como de A.
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Teorema 1.5.3. Sin es un entero positivo, entonces

i) ATf(z) = 3 ) 1)t B f ().

H(
(

i) B f(r) = 3° ”)Akf
=0 \Fk
Demostracion. 1i.) Sea f(z) cualquiera funcién. Entonces la primera diferencia f(z) es

i
Af(x) = Ef(z) — I f(x). Por por Definicién 1.5.1 son equivalente, es decir
A=(E-1I).

Asi, para n € N se tiene que
A" = (E-1)".

Aplicando el Teorema del binomio obtenemos

n

Ar=3" (Z) (—1-I)"*EF =

k=0

= Xn: (Z’) (—1)" R Bk,

Entonces
n
wse) = 3 () 0
ii.) De igual forma como se hizo en lo anterior
E"=(A+1)".
Aplicando el Teorema del binomio a lo anterior se obtiene

E" = i <Z> AFIE

k=0

Pero A*I"=* = AF por lo tanto

Entonces



A continuacién presentamos algunos ejemplos de aplicacion del anterior teorema

Ejemplo 1.5.1. Sea y(z) = ¢*, mostrar que

(1.28) net =" Z() 1)k kh,

con paso fijo o incremento h.
Aplicando el Teorema 1.5.3 parte 1) a A"c* obtenemos que

(1.29) A =3 (Z) (—1)"k Bk,
k=0

Por el Lema 1.5.1 se tiene que

(1.30) Ekck = otk — oo ckh,

Reemplazando (1.30) en (1.29) se tiene que

n

(1.31) A =3 (Z) (—1)" ke ckh,

k=0

Aplicando la propiedad homogénea de la sumatoria a (1.31) se obtiene que

se-cg (e

Ejemplo 1.5.2. Sea la funcion y(x) = 2™ con m € N. Vamos derivar la siguiente formula

LRSS (Z) (—1)"*(z + kh)™,

con incremento h.
Aplicando el Teorema 1.5.3 parte i) a A"x™ obtenemos que

(1.32) Az =% (Z) (—1)"k Ekgm,
k=0

por el Lema 1.3.1 se tiene que

(1.33) Efg™ = (x4 kh)™.

Reemplazando (1.83) en (1.32) se obtiene que

n

Az =% (Z) (—1)"* (2 + kh)™.

k=0

El Teorema 1.5.3 puede ser usado para desarrollar problemas de interpolacién.

19



Ejemplo 1.5.3. Supongamos que se tiene la siguiente informacion referente a la funcion
y(x):

1. Es un polinomio de grado 3.

2. y(0) = —4, y(1) = =6, y(3) = —4.

3. Paso h = 1.

Estimar el valor de y(4).
Usando la informacion del punto 2 podemos construir la siguiente tabla.

v | y(x) | Ay(x) | A%y(x) | A’y(x)
0] —4 | -2 0 6
1] -6 | —2 6

2| -8 | 4

3| -4

4|7

Por el Lema 1.3.1 Tenemos que
E*ly(z)] = y(z + hk).

Tomando x = 0, k =4 y aplicando el Teorema 1.5.3 se obtiene que

B0 =) =3 () 2%0) -

k=0
= y(0) + 4Ay(0) + 6A%y(0) + 4A%y(0) + A'y(0).

Como y(x) es un polinomio de grado 3 entonces A'y(x) = 0.
Luego
y(4) = —4+4(=2) +6(0) + 4(6) + 0 = 12.

1.6. Suma Indefinida: El Operador A~!

En esta seccion se trata de introducir el operador de suma indefinida que puede entenderse
como el operador inverso al de la primera diferencia.

El nombre de suma indefinida puede intuirse de la siguiente observacion donde se asume
que las funciones consideradas son de variable entera no negativa. Si f es una funcién cuyo

n—1
valor en n es f(n), sila funcién F'(n) = > f (k). Tomando como paso h = 1,
k=1

AF(n)=F(n+1)—F(n)=

Il
—
—~

o
S~—
|
=
=

Il



Puede notarse entonces, que dada la funcién f, F' es una funciéon cuya primera diferencia
es la funcién f. Escribiendo F(n) = A~ f(n), se tiene entonces que A (A~ f(n)) = f(n).
El comentario precedente induce la siguiente definicion.

Definicién 1.6.1. Dada la funcion f, una funcion F' cuya primera diferencia es f, serd lla-
mada suma indefinida de f, y se denotard por F = A~'f.

En otros términos si F' y f son funciones tales que AF(x) = f(x), F se llama suma de f,
o equivalentemente una suma de f es una solucion de la ecuacion AF(z) = f(z).

El problema de encontrar una suma indefinida de f es el problema inverso de encontrar la
primera diferencia de F. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6.1. Una suma indefinida de la funcion f definida por f(x) =3, es la funcion
F definida por F(z) =x +4 , ya que considerando como paso h = 3 se tiene que

AF(z)=F(x+3)—F(z)=(z+3)+4— (z+4)
=r+3+4—-—x—-3=3.

Otra suma indefinida para la misma funcion es la definida por F(x) = z + ¢, ya que
tomando como paso h = 3, se tiene que

AF(z)=F(z+3)—F(z)=(z+3)+c— (z+¢)
=x+3+c—x—c=3.

De lo anterior se puede observar, que si se consideran diferencias con un paso fijo h, una
suma indefinida de la funcion constante definida por f(x) = h, es la funcidn F definida por
F(z) =z y de manera mas general una suma indefinida para f, es la funcion definida por
F(x) =z + ¢ donde ¢ es un numero real.

(n+1)
Ejemplo 1.6.2. Probemos que A~'2™ = ——— + C, con paso h # 0.
h(n+1)
Azx®?
Como Ax? = 2haM) dividiendo por 2h se tiene T =W lo cual implica que
2
A0 =2 4o
T 5h +
De igual forma
Ar®) (3)
;h =2?  entonces A2 = :;—h +C.
De forma general tenemos
A—l (n) x(n-i—l) o
T h(n+1) e

xT

2
Ejemplo 1.6.3. Hallemos que A~12% = A + 4, con paso fijo h € R.

Como
A2® = 2vth _ 97 — 9z(9h _ 1),
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Entonces 1

——A2" =2,
(2* 1)

Por consiguiente
2£C
AP = __— 1 (.
(2" —1)
Donde C' es una constante cualesquiera, para este caso se toma C' = 4.
Luego
21
A" = ———— 4.
(2" —1)

Cuando f es una sucesion y se toma como paso h = 1 se tendrd que una suma indefinida
n—1

de f también es la funcién F' definida por F (n) = > f (k) +c¢, donde ¢ es una constante
k=1

real.

De una manera mas amplia, si g es una funcién periédica de periodo h, se tiene que Ag(z) =
0 y entonces una suma indefinida para la funcién f definida por f(z) = h, es la funcién
definida por F(x) =z + ¢(x). Se puede concluir entonces que si F' es una suma indefinida
para una funcién f entonces para toda funcién periddica g de periodo h, G(x) = F(x) +
g(x) define una suma indefinida de f. Obsérvese de otro lado que dada una funcién g y
considerando un paso fijo h, si Ag(x) = 0, entonces g(x + h) — g(x) = 0 y por lo cual g es
una funcién periddica de periodo h. En consecuencia si se tienen dos sumas indefinidas para
la misma funcién su diferencia sera una funcién periédica de periodo h. Los comentarios
precedente permiten formular el siguiente teorema.

Teorema 1.6.1. Sean Fy y F, sumas indefinidas de una funcion f con el mismo periodo
h, entonces su diferencia (Fy — Fy) es una funcién con periodo h,

Demostracion. Si Fy y F» son sumas indefinidas de f, AF)(z) = f(z) y AFy(z) = f(z).
De aqui

AF(z) — AFy(x) = A[Fi(x) — Fy(z)] = 0.
Por el comentario mencionado F} — Fy es periddica de periodo h. [ |

Este teorema nos lleva concluir que en general A™tA # AA™L

Si F es una suma indefinida de f, entonces AF = f. De un lado A7AF ()] = F(z) +ces
una funcién cuya diferencia es AF(z). A[AT'F(z)] = F(x) ya que A7 F(z) es una funcién
cuya diferencia es F. De esta forma:

ATNAF(2)] - A[AT' F(z)) =c v AT'A£AAT

El operador de suma indefinida también cumple la propiedad de linealidad, la cual se de-
muestra a continuacién.

Teorema 1.6.2. Si F y Iy son sumas indefinidas de fy y fs. respectivamente con el mismo
paso, y si ¢y Y ¢ son constante arbitrarias, entonces c1 Fy + coFy es una suma indefinida de
la funcion cifi + cofs, es decir

) )

(134) A_l(clfl + Cgfg) = ClA_lFl + CQA_IFQ.
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Demostracion. Tenemos que AF; = f1 y AF, = f5. Debemos demostrar que la diferencia
de c1 Fy + o F» es igual ¢1 f1 + o fo. Usando (1.2) se obtiene

A(Clpl -+ CQFQ) = ClAFl + CQAFQ
=afi+ef.

Esto muestra claramente que ¢ F; + co F» es una funcion cuya diferencia es ¢ f1 4+ co fo y por
consiguiente:

Aq[chl + o By = 1 fi + o fo.

[ |
Ejemplo 1.6.4. Hallemos
A7z — 2 — 2 4 1].
Sabemos que
2? = 2@ 4 o,
2 = 2B 4+ 3he® 4 p2z W,
Pasando 23 — 2? — x + 1 a funciones factoriales obtenemos
2@ 4+ (3h —1)2@ + (B2 — h — 1)a® 4 2O,
entonces aplicando la suma indefinida y el Teorema 1.6.2 se obtiene
A7z® 4 (3h = 1)2® + (2 = h— DaW + 20 = A7) 1 3h — DA 2@ 4
+ (M2 —h—1DA W 4 A0 =
7@ 7(3) 72 2@
="+ O+ Bh=—1)=—+Cy+ (P —h—1)—+C3+— +Cy =
T 1+ ( )3h+ 2+ ( )2h+ 5+ ——+C
@ ) e) v 2@ M Ot Cn e O
=—+Bh—-1)— —h—1)—+ —
4h+( )3h+( )2h+h+1+ 2+ C3 + Oy,
haciendo C = Cy + Cy + C3 + Cy siguen siendo constantes.
Luego
7@ 23
A7 z® + (3h — 1)@ + (h* = h — 1)z® 4 20] = oy T Bh =5
@) 1)
x x
h*—h—1)—+—+C.
+ ( ) ot T

La formula (1.34) puede ser extendida a una combinacién lineal de n funciones, es decir,

(135) Ail Z Ckfk = Z CkAilfk,
k=1 k=1
la cual se puede demostrar por induccion.
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Observacién 2. Andlogamente a la Observacion, ;qué condiciones debe tener Y >, fi para
que se cumpla la siguiente igualdad iAle(x) =A"! ilfz(x) 2.
Teorema 1.6.3. St F' es una suma indefinida para F. Entonces
A7'f(x+a)=F(x+a)+C, para alguna constante C
Demostracion. Por hipdtesis tenemos que AF(z) = f(z) y haciendo z = x + a.
A[F(z) +Cl = AF(z) + AC = f(2) + 0= f(2).
Aplicando la definiciéon de suma indefinida obtenemos
ATU(z) = F(2) + C,

luego
A f(x+a) = F(x+a) + C.

En el siguiente teorema se estudia la suma indefinida de un producto, la cual conduce a la
llamada sumacién por partes.

Teorema 1.6.4 (Sumacién por partes). Sea u y v dos funciones, entonces
A o(z) - Au(z)] = u(z)v(r) — A7 Bu(x) - Av()].
Demostracion. Como por Teorema 1.2.1 parte 1

Afu(z) - v(z)] = Eu(z) - Av(z) + v(z) - Au(z).

Aplicando la definicién de suma indefinida se obtiene que
A7NEu(z) - Av(z) +v(x) - Au(z)] = u(z) - v(z)
y por el teorema 1.6.2 se concluye que
A7YEu(z) - Av(z)] + A Mu(z) - Au(z)] = u(z) - v(x).

Despejando
A o(x) - Au(w)] = u(x) - v(z) + A Eu(x) - Av(z))].

Ejemplo 1.6.5. Por medio de la sumacion por partes vamos mostrar lo siguiente:

x2”* h2e+h

AT = g - 28— 1)

5 + (),

con paso fijo h € R.
Sean v(x) = x, Au(z) = 2%. Antes de aplicar de teorema de sumacion por partes, calculemos
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A7l
Sea

FEntonces

Por consiguiente

1.36 ATl = C.
Reemplazando ¢ = 2 en (1.36) se obtiene
2.T
A2 = :
1t C
Como Au(x) = 2% entonces A™12% = u(z) = o1 Entonces aplicando teorema 1.6.3
At = 2 an [P o
T 2 — 1 -
x2" h
- — AT L O =
yo1 - @ops F
2% h Qrth
-2 - . +C =
2h—1  (2h—1) (2" —1)
x2" h2e+h

— - c.
o1 (212

Teorema 1.6.5 (Suma de series finitas). Sea f una funcion con dominio en los enteros
positivos y sea I cualquier suma indefinida de f. Entonces

> f(k)=F(n+1)—F().

Demostracion. Como f tiene dominio en los naturales tenemos paso h = 1.
Por hipétesis tenemos que AF'(k) = f(k). Entonces

S0 = S AF(K) = 30 F(k+ 1)~ F(b),
k=1 k=1 k=1
utilizando la propiedad telescépica en la expresién anterior, se obtiene que
> f(k)=F(n+1)—F(Q).
k=1

Ejemplo 1.6.6. Aplicando el Teorema anterior vamos obtener las siguientes formulas:
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4 i b n(n+1)
k=1 2
2 ];1 ark=1 = al—_a,r (r#1)

3 3 (2% — 1) = n2.

Tomando h =1
1. Sea AF(k) = f(k) =k, entonces

K k(k — 1)

S A0 2 P _
Ak =A%k o =Y (R o

Aplicando el teorema 1.6.5 (suma de series finitas) se obtiene

~ k(k—1) (m+n+1-1) ~n(n+1)
];k_ = 5 0=———.

2. Sea AY (k) = y(k) = ar*! entonces

ar

A lark=t = - =Y (k).
rt—1
Luego
n n _ _ —
- ark—1 ariti-l gl
E ar = E = — —
r—1 r—1 r—1
k=1 k=1
ar” a ar™ a
r—1 r—1 l—r 1-—7
a ar™ a—ar”

l—r 1—7r 1—71"
3. Sea AY (k) = y(k) =2k — 1 =2kM — kO entonces

2k (2)

; — kW = k@O = (k1) -k = K —k—k = k*—2k = Y (z),

A2k — kO] =

entonces

> @k—1)=k-2k=[n+1)’-2n+1)]-[1-2 =n’+2n+1-2n—2+1="n".
k=1

Luego

> 2k —1)=n’
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1.6.1. Aplicacion al Calculo Integral

Existe en el cdlculo integral situaciones donde es imposible hallar el valor exacto de una
integral, ya que es necesario conocer una antiderivada de la funcién. Sin embargo, a veces
es dificil o imposible, hallar estas antiderivadas.

Por ejemplo evaluar con exactitud las siguientes integrales

1 1
/ e dz, / V1+ z3dx.
0 -1

Supongamos que queremos hallar la f; f(z)dz. Dividamos el intervalo [a, b] en n subinter-

(b—a)

intermedios del intervalo, Podemos escribir la siguiente aproximacién discreta de nuestra

integral
b n
[ f@de xS sy
a i=1
Aplicando el Teorema Suma de series finitas obtenemos

[ e~ a7t ),

En ocasiones es dificil de calcular suma indefinida de una funcion, una forma de evitar esto,
es sustituir la funcién f por otra funcién g que la aproxime y la cual facilite los calculos.

valos de igual longitud Ax = yseaa =29 < T1 < Xy < -+ < Tpoq < T, puntos

oo

Por ejemplo, conocido el desarrollo de la serie de Taylor e’ = > ot para todo z € R,
k=0

como la serie converge uniformemente, se deduce que:

L g2k = 1 = 1
dv = —d = =y S —
/e = /0 v Z/O R Z(2k+1)k' ;(2k+1)k!

donde se puede hallar una aproximacion hasta término enésimo por medio del operador

suma indefinida, ahora:
! 1
2
Tdr ~ A_l —_— .
/0 ©ax ((Qn + 1)n!)

Se puede observar que este operador suma indeﬁnida es diflcil de calcular.

Considerando desarrollo de Taylor de funciéon = Z 2, se deduce que

:L‘_

pE kd TR it
[x_lx_/zx v = 2/1 =S

Tomando suma de los primeros n términos, tenemos: tenemos

2
1 2n+1_1
/ dx%A*(—).
 v—1 n+1

Lo cual es una suma indefinida facil de calcular.

Para el calculo diferencial, en Ejemplo 2.1.3 se hara una relacién entre el operador diferencial
y diferencia.
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CAPITULO 2

ECUACION LINEAL EN DIFERENCIAS
DE PRIMER ORDEN.

2.1. Introduccion

Se comienza el estudio de las ecuaciones en diferencias con el andlisis detallado de un tipo
especial de ecuacion, llamado ecuacién lineal en diferencias de primer orden. Expondremos
algunos ejemplos iniciales que permitiran ilustrar qué es una ecuacion en diferencias de
primer orden y cémo una ecuacién de este tipo puede originarse.

Ejemplo 2.1.1. Este ejemplo esta relacionado con el llamado interés simple e interés com-
puesto. Una cierta cantidad de dinero gana interés simple a una tasa de interés ¢ en un
periodo determinado, cuando el capital obtenido en un periodo dado, es iqual al capital en
el periodo anterior, mas el interés ganado durante el periodo por el capital inicial invertido.
St el capital inicial se denota por C| y el capital en el periodo k se denota por Cy. , entonces
Ok+1 :Ck+zC, k:O,L'", donde COZC

El interés compuesto es obtenido cuando los intereses son agregados al capital. Sit represen-
ta la rata o tasa de interés por periodo de conversidn (por ejemplo si se tiene una tasa anual
del 8% capitalizable semestralmente i = 0,04, si la capitalizacidn se hace trimestralmente
i = 0,02 etc) entonces el capital Cyy1, acumulado en el periodo k+ 1 de conversion es igual
al capital Cy obtenido en el periodo k mds 1Cy. Entonces Cyryq = Cp +iCy, K =0,1,--- |
donde Cy = C.

Las ecuaciones Cyyq = Cy +1C, y Cpr1 = Cy +iCy, donde k£ = 0,1,2,--- son ejemplos de
ecuaciones en diferencias de primer orden.

Ejemplo 2.1.2. En este ejemplo se muestra la relacion entre la ecuaciones en diferencia de
x

primer orden y las series de potencias. Considerando la funcion [ definida por 1 , esta
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o0
funcion tiene una expansion en series de potencias por Y ap,x", la cual es absolutamente

n=0
convergente en el intervalo (—1,1).
Al multiplicar por 1 — x se obtiene
(o] o oo xn
ex:(l—x)g anxnzg(an—anlx—ao%—g n— Qp_1)T :5 —
n!
(o] o0 o0 (o) n
n n+1 T
:Ean:v—gana: :Ean:l: Eanlx—ao—i—g anl :E—|.
n=0 n=0 n=0 n=1 n:
De aqui se concluye que
1
Ap — Qp_1 = — n=12 ... ya =1
n!
1
La ecuacion a,, — ap—1 = — s una ecuacton en diferencias de primer orden.
n!

Ejemplo 2.1.3. En este ejemplo se muestra la relacion cercana entre el operador de difer-
encia finita y el operador derivada, no es sorprendente que se puedan establecer conex-
tones entre ecuaciones en diferencias y ecuaciones diferenciales. Este ejemplo muestra esta
situacion.

Considere la ecuacion diferencial

dy(z)

(2.1) =

= Ay(x) + B, para a < x < b,

A y B son constantes con A # 0. Si y(a) = yo, resolver el problema de valor inicial implica
encontrar una funcion deriwable que en xq = a tenga el valor presente 1.
Para pasar de una ecuacion (2.1) a una ecuacion en diferencias se divide el intervalo [a, b

—a
en n subintervalos, considerando el paso h = ——. Esto produce (n+1) partes xg = a,x1 =
n

o+ h, o = x0 + 2h, ..., 1, = 19 + nh = b, encontrando yx, = y(xx) = y(xo + kh).
Recordando que

parece razonable reemplazar la ecuacion (2.1) por

Ayk

5 =Ay+B, k=0,1,2,...,n—1

Yk+1 — Yk = Ahyi + Bh.

Despejando yi1, se tiene que
Ypt1 = (1 +hA)yr+Bh k=0,1,2,....n—1 conyy = yl(a).

La ecuacion yrpo1 = (a + hA)y, + Bh es una ecuacion lineal en diferencia de primer orden
con coeficientes constantes.
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Después de haber estudiado lo ejemplos anteriores formularemos a continuacion la definicion
de una ecuacién en diferencia de primer orden.

Definicién 2.1.1. Una ecuacion en diferencias de la forma

(2.2) Y1+ a (k) ye = 0(K),

donde a y b son funciones definidas sobre un conjunto S, se llama ecuacion lineal en
diferencias de primer orden, sobre el conjunto S.

Definicién 2.1.2. Cuando en (2.2), b(k) es la funcion nula la ecuacion llama ecuacion
homogénea.

Ejemplo 2.1.4. Ahora retomemos los ejemplos anteriores y miremos cuales de ellas son
ecuaciones lineales de primer orden, segun la definicion:

1. La relacionada con interés simple, llevada a la forma de la ecuacion (2.2) es

Crosr — Cp =iC k=0,1,2,...

donde a(k) = —1 y b(k) = iC, por lo tanto es una ecuacion lineal y no homogénea ya
que b(k) # 0.

2. La relacionada con el interés compuesto, llevada a la forma de la ecuacion (2.2),
conduce a

Cror — (i+1)Cr =0, k=0,1,2,...

donde a(k) = —(i+ 1) y b(k) =0, por lo tanto es una ecuacion lineal homogénea, ya
que b(k) = 0.
3. En el Ejemplo 2.1.2, la ecuacion se puede llevar a la forma de la ecuacion (2.2)
obteniendo ]
Qp — Qp_1 = — k=0,1,2,....
n!
]. -, . e
Donde a(k) = —1 y b(k) = = lo cual es una ecuacion lineal no homogénea, ya que
n!
b(k) # 0.

4. En el Ejemplo 2.1.3, la ecuacion se puede llevar a la forma de la ecuacion (2.2),
obteniendo lo siguiente:

Ypr1 — (@ + hA)y, = B.

Donde a(k) = (a + hA) y b(k) = B, lo cual es una ecuacion no homogénea, ya que

b(k) # 0.
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2.2. Solucién de una Ecuacién Lineal en Diferencia de
Primer Orden

Ya definimos qué es una ecuacién lineal en diferencias de primer orden y algunos situaciones
donde se pueden presentar este tipo de ecuaciones, ahora vamos a mirar como se comportan
y cual es su solucion general.

La idea de solucién para una ecuacion en diferencias sobre un conjunto de S es bésicamente
la misma que se tiene para una ecuacién algebraica, o para una ecuacién diferencial como
se puede ver en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.2.1. Tomemos la ecuacion en diferencias
yk+1_2yk :07 k:071727"'

Claramente podemos ver que es una ecuacion lineal homogénea. Probemos que al reemplazar
y, =28 k=0,1,2,---, en la ecuacion se obtiene una identidad.

Yer1 — 2y = 28T —2(2F)
_ 2k:+1 _ 2k‘+1
=0.

Se dice que la funcion y definida por yp = y(k) = 2* es una solucion. También podemos
tomar y, =3-28 k=0,1,2,---, y reemplazando tenemos

Yps1 — 2up = 3- 28T —2(3. 2F)
— 3.2k _ 3.9k
=0.
En general se puede verificar que y, = C2F k=0,1,2,---, con C € R, es una solucion y
que para C1,Cy en R
Yk = CIQk + 022k7

define una solucion.

Yes1 — 2y = (C12FT1 4+ Cp28 ) — 2(C12% + C,2F)
= (CL 21 4 Oy2F Ty — (O 28 4 028
= 0.

Lo anterior nos muestra que una ecuacion en diferencias puede tener muchas soluciones
sobre un conjunto especifico de valores.

Ejemplo 2.2.2. Miremos que la ecuacion

C
1+Ck

(2.3) Y = k=012,
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es una solucion de la ecuacion

Yk
24 = .
(2.4) Yk+1 1+ un
De la ecuacion (2.3) obtenemos

C

Ye+1 = —1+C(k—|— 1’

Ahora reemplazando la ecuacion (2.3) en (2.4) tenemos

C C
g = P 14Ck 1+ Ck ¢ ‘
Lty g, C 1+Ck+1) 1+C(k+1)
1+ Ck 1+ Ck

Luego hace verdadera la igualdad.

Tomando estos ejemplos como soporte podemos definir a continuacién qué es una solucion
de una ecuacion en diferencias finitas.

Definicién 2.2.1. Una funcion f es una solucion de la ecuacion en diferencia
Yr+1 = a(k)yr + b(k)

en un conjunto S si
frt1 = a(k) fr +b(k), para todo k € S.

Ejemplo 2.2.3. La funcion y dada por

2
(2.5) yk:l_% k=123,

es una solucion de la ecuacion diferencias de primer orden
(2.6) (k4 Dygr1 + kyp =2k —3 k=1,2,3,---

Para probar lo anterior se sustituyen los valores y en (2.6) para todo entero positivo k. De
(2.5) nosotros tenemos

2

2. =1— —-.
( 7) Yk+1 k1

Reemplazando (2.5) y (2.7) en (2.6) se obtiene

(k+1) (1—%“>+k(1—%> =2k — 3,

simplificando al lado izquierdo tenemos
(k+1)—2+4+k—2=2k—3.

Lo cual implica yy, satisface la ecuacion en diferencia (2.6).
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Ejemplo 2.2.4. La funcion y dada por la

k(k—1)

c
2 +&

(2.8) Yr =

donde C' es cualquier constante arbitraria, es solucion de la ecuacion en diferencias de
)
plimm orden

(2.9) Ykr1 — Yp = K k=1,2,3,---

Para probar lo anterior se sustituye los valores y en (2.9). De (2.8) se conoce que
k(k+1)
2

Reemplazando (2.8) y (2.10) en (2.9) se obtiene

k(k +1) k(k —1) Kk 2k
_ _r T 0=k
5 +C ( st C) =5 t5+C-F+5-C=k

(2.10) Yk1 = +C.

Simplificando el lado 1zquierdo se tiene

BR4+k—k+k 2k

k,

lo cual demuestra que y es solucidn de la ecuacion en diferencias (2.9).

En la seccién siguiente se estudia la ecuaciéon homogénea, la cual es fundamental a la hora
obtener soluciones para la ecuacién no homogénea.

2.3. Propiedades de la Ecuacién Homogénea

Denotaremos R* como el conjunto de todas la sucesiones reales, el cual es un espacio
vectorial bajo las operaciones naturales de suma de sucesiones y multiplicaciones de es-
calares reales. A continuaciéon vamos demostrar que el conjunto solucion ¢4 de la ecuacién
homogénea es un subespacio R*.

Teorema 2.3.1. El conjunto solucion de la ecuacion lineal homogénea en diferencias de
primer orden es un subespacio del espacio vectorial R™>.

Demostracion.
Se va demostrar que si u, v € {; y a € R, entonces (u+v) € {5y (au) € (.

i) Como u,v € £,
U1 —a(k)up, =0y vy — a(k)vg = 0.

Sumando las dos igualdades tenemos
(Ugs1 + vgr1) — a(k)(up + vg) = 0,

lo cual nos dice que u + v también es un elemento de /.
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ii) Como u € ¢, entonces
U1 — a(k)u,, = 0,

multiplicando la igualad anterior por « se tiene
afugrr — a(k)ug] = augyr — a(k)our, =0 a =0,
lo cual implica que au pertenece /.

Por i) y ii) se obtiene que ¢, es subespacio de R>. [ |
Como consecuencia del teorema anterior se cumple el siguiente principio de superposicién

Corolario 2.3.1. Siu y v son dos soluciones de la ecuacion

Y1 = a(k)yr
y c1,co € R, entonces cyu + cov también es solucion.

Teorema 2.3.2 (Existencia y unicidad). Dada la ecuacidn lineal homogénea en diferencia
de primer orden

(2.11) Yr+1 = a(k)yr con a(k) # 0 para todo k

y la constante my, eziste una unica solucion, f con la condicion f(0) = my.

Demostracion.

Se observa que una solucién f debe satisfacer f(1) = a(0)f(0), f(2) = a(1)f(1) = a(1)a(0) f(0);
f(3) =a(2)f(2) = a(2)a(1)a(0)f(0). Esto nos lleva a proponer y demostrar que la funcién
definida por”

es una solucién. En efecto:

Flk+1) = £0) [J o) = [f(O) 11 a(j)] a(k) = a(k)f (k).

J=0 Jj=0

“Para tener bien definida la expresién siguiente en k = 0 hay que suponer

-1
[TeG) =1
j=0

En adelante se adoptara lo siguiente

jl;[fl(]’) _ {clz(r)a(r +1)---a(s.), s>r

, s<r

para garantizar su validez para todo k > 0.

34



Si f(0) = my, f es una solucion de la ecuacién con la condiciones requerida.
De otro lado si g es una solucion,

gk +1) _ a(k)g(k)
a(j)

To) T

J=

J

o
o

entonces
glk+1)  aklglk) _gk+1)  gk) _ | 9(k) | _,
k ' k=1 k ' k=1 k=1 |7
[Ta(j) a(k)[la(i) Tla(i) IIa@) [T a(y)
7=0 7=0 7=0 7=0 7=0
k-1
Entonces existe una constante C' tal que g(k) = C' ] a(j). De aqui se sigue que si g(0) = mq
=0
entonces g = f y se tiene la unicidad. [ |

Teorema 2.3.3. la dimension del subespacio de soluciones de la ecuacion lineal homogéneas
de primer orden es 1.

Demostracion. Sea

H R —/,
n—1
a+— H(a) = aHa(k:).
k=0

Probemos que H es una transformacion lineal biyectiva.

i) Sea x1,7s € R entonces
n—1 n—1 n—1
H(zy + 25) = (21 4 22) [ [ alk) = 21 [ [ alk) + 22 [ [ alk) = H(21) + H(as)
k=0 k=0 k=0

ii) Sea o, 1 € R entonces

n—1
H(az) = axy H a(k) = aH (1)
k=0
iii) H es inyectiva ya que si
k-1
H(o) =0 =a]]a(y),
=0

como a(j) # 0 entonces a = 0.
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k—1
iv) H es sobreyectiva ya que si g(k) = C' [] a(j) con C' € R es una solucién de la ecuacién
j=0
homogénea, entonces g es imagen de C.

Se concluye por i) y ii) que H es una transformacién lineal biyectiva. Por iii) y iv) dimR =
dim/, = 1.
[ |

Ejemplo 2.3.1. Resolver la ecuacion con condicion inicial
Y1 = kys,  y(0) = 2.

Como a(k) =k, entonces la solucion general es

w=w][i=Ck-1 k=123 ..

Ejemplo 2.3.2. Retomando el Ejemplo 2.1.1 de interés compuesto hallemos la solucion
general de esta ecuacion.
Sea

CkJrl = Cflf(Z + 1)7

donde a = (i + 1). Entonces

E—1 k;vices
Crh=Co[Ji+1)=Co(L+i)- (L+d)- (L+14)-...-(1+4) = Co(1+14)".
j=0

Luego la solucion es:

Cr = Co(1 + 1)

2.4. Solucién General de una Ecuacion no Homogénea.

El Teorema que se enunciard a continuacion nos permitird ver la relacién que hay entre la
solucién particular de la ecuaciéon lineal completa y la solucién general de la homogénea
asociada a ésta.

Teorema 2.4.1. Dada la ecuacion lineal no homogénea
Yr+1 = a (k) y + b(k).

Si f y g son soluciones de esta ecuacion, entonces la funcion s = f — g es solucion de la
ecuacion homogénea asociada.
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Demostracion. Por hipotesis

entonces

stk+1) = fk+1) =gk +1) = a(k) f(F) +b(k) —a(k)g(k) —b(k) =
= a(k)[f(k) — g(k)] = a(k)s(k).

El teorema muestra que si se conoce una solucién particular g, de la ecuacién no homogénea,
cualquier soluciéon f de ella, es la suma de ésta solucion y una solucion de la ecuacion
homogénea asociada.

Ejemplo 2.4.1. Tomando la ecuacion
Yk+1 — Yk = 1,

donde fdcilmente se puede ver que yr = k es solucion.
Ahora hallemos la solucion general de la ecuacion homogénea asociada, la cual es:

k—1
ve=vo [ ] 1= w0
=0
Miremos que s(k) = k + yo es también una solucion. Reemplazando en ypy1 — yp = 1

obtenemos que
Yo+tk+1—yo—k=1,
lo cual cumple la igualdad.

Teorema 2.4.2. La solucion general de la ecuacion lineal no homogénea

Yey1 = a(k)yr1 + b(K)

tiene la forma

k—1 k—1 k-1
v = AT (i) + am] LY
=0 =0 =t ] a(i)

donde A es una constante.

Demostracion. Dividiendo ambos lados de

Yrr1 = a(k)yr+1 + 0(k),
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k
por [] a(j) se tiene que

i po oKy | bR au W
[a()  [a0) Iat) at[LaG) ILa()
entonces 1
kykﬂ _k_lyk +— b(k)
o) TeG) [To0)
Por consiguiente
kykJrl _k_lyk _A k_lyk - 1 b(k).
aG) Ilet)  |IaG)| Ila0)

Entonces

— es una suma indefinida de kb(k) .
I a(s) T a(j)
=

finitas existe una constante A tal que:

De aqui

Yk

Jj=0

k—la ] k—1 b( ) |
= ()

=0

Puede observase que la estructura de la solucion es la suma de una solucién de la ecuacion
homogénea y una particular de la no homogénea.

Ejemplo 2.4.2. Resolver

1. Yry1 = yr + (k+1)% En este ejemplo a(k) =1 y b(k) = (k + 1)
Entonces :

(j+1)
w=all I | U -
j=1 j=1 j=1 H 7

=1
k-1 ,. k—1
+1)?
=A+ U : ) =A+> (j+1)
j=1 j=1



Ahora aplicando propiedades de la sumatoria se tiene

k-1 k—1 k—1 k—1
=A+D> (GH1P=A+> P+ 2+ 1=
J=1 j=1 j=1 j=1
k(k —1)(2k — 1) %3 + 3k + &k — 6
+ + .

=A
* 6

k(k+1)+(k—-1)=A

Luego

23 +3k>+k—6

yr = A+ 6

. Y1 = (kK —a)yg. En este ejemplo a(k) = (k—a) y b(k) = 0. Entonces poe el Teorema
2.4.2 la solucion general es:

=1
k—1 k—1
—AlJ-a)+0=-A]](a—4) =
j=0 7=0

. Dado ypy1 = (k — a)(k — b)yx. Se observa que a(k) = (k — a)(k —b) y b(k) = 0.

Entonces la solucion general es:

=Ala(a=1)(a=2)---(a— (k= 1)) - [b(b—1)(b = 2)((b — (k= 1))] =
= Aa®p®).

. Dado ypy1 = (kK —ay)(k — ag) -+ - (k — ag)yx entonces la solucion general se deriva al
observar los casos 3 y 4, luego se obtiene que

Ykt1 = Cagk)aék) e az(el?1az(qk)~
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2.5. Ecuacion Lineal en Diferencia con Coeficientes
Constantes

En esta seccion hallaremos la solucion general de un caso particular de la ecuaciéon no
homogénea, donde a(k) y b(k) son constantes.

Teorema 2.5.1. Dada la ecuacion lineal en diferencia de primer orden

Yk+1 = QY41 + b,

con a y b constantes. Entonces la solucion general tiene la forma

Aa® + ot #+
1
" a T4 b, (a )
A+ kb, (a=1)

Demostracion. Aplicando el teorema 2.4.2 tenemos

1 . 3 k-1 1 (G+1)
(2.12) yk:AHa—l—Ha Zk—b = Aa" + a"b Z<a> :
Jj=0 Jj=0 j=0 H a j=
j=0

Aplicando en la sumatoria de la ecuacién anterior el teorema de suma series finitas de igual
forma como se hizo en el ejercicio 1.6.6 numeral 2 tenemos

213 S ()

J]=

Reemplazando (2.13) en (2.12) obtenemos

1 —aF 1—a"
= Ad" Fp{ ————— ) = Ad” b.
Yk a” +a <ak(1—a)> a +1—a

Sia = 1 tenemos

k—1 k—1 k—1 1 k-1
w=A]t+]]1 —b| =A+b 1| = A+ kb
7=0 =0 =0 J] 1 j=0
j=0

Ejemplo 2.5.1. El llamado fenomeno de telarana en economia, proporciona ejemplos en
los cuales se puede aplicar las ecuaciones en diferencias de primer orden. Consideremos la
siguiente situacion: Los agricultores deciden, sobre los precios del presente ano, el drea que
van a sembrar de cuerdo al producto.



Anticipando que el nivel de los precios se mantendrd si los precios del ano son altos, los
agricultores tienden a sembrar grandes dreas. El siguiente ano cuando la cosecha es recogida
y llevada al mercado, la oferta supera a la demanda, los precios caen, entonces los culti-
vadores sembraran menos drea. Cuando la siguiente cosecha es recogida la oferta podria ser
menos que la demanda y los precios se incrementan, entonces los agricultores siembran mds
y el proceso continua.

Para el andlisis de este proceso estudiaremos tres funciones para k = 0,1,2,... Como S,
donde S(k) es el nimero de unidades ofrecidas en el periodo k, D es la funcion para la cual
D(k) es el numero de unidades demandadas en el periodo k y la funcion P, tal que P(k) es
el precio por unidades en el periodo k. Se hacen los siguientes supuestos:

i. La demanda es una funcidon del precio D(k) = f(P(k)), es decir, la cantidad demandada
depende del precio.

ii. La oferta S es funcidon del precio S(k+1) = g(P(k)), la cantidad ofrecida en un periodo
dado es funcion del precio en el periodo anterior.

15 Bl precio del mercado esta determinado por la disponibilidad de oferta y las transac-
ciones que se presentan en el precio en el cual la cantidad demandada son iguales, es
decir, P es determinado como la solucion de la ecuacion S(k) = D(K)

Si P(0) esta dada f y g son conocidas se puede calcular, S(1) = g(P(0)) y D(1) se puede
calcular puesto que D(1) = S(1) entonces D(1) = f(P(1)) = S(1) y asi P(1) podrd obten-
erse de la ecuacion f(P(1)) = S(1). Este proceso podrd repetirse para obtener Py y Pj. ..,
etc. Se estudiard la sucesion Py, P1, Py, . . ..

St asumimos que f y g son polinomios de primer grado, es decir que la grdfica de la deman-
da y la oferta en funcion de P son rectas; obtendremos una ecuacion de diferencias lineal
de primer orden para P, ya que

D, = —mP, + 0, m>0yb>0

S}H_l:T/T\LPk—FO ffz>OyC’>0.

La pendiente de la demanda se toma negativa ya que el incremento de una unidad en el
precio produce un decrecimiento igual a uno en la demanda y un incremento de una unidad
en el precio produce un incremento m en la oferta.

Por el supesto iii) S(k+ 1) = D(k + 1) entonces

(214) —mPk+b:ﬁ1Pk+1+C.
Despejando Pyy1 se obtiene
m b—C
(2'15> Py =——=F+ ——.
m m
b—C
Haciendo A = —2 y B =——, se obtiene que
m m
Pk+]_ — APk; + .

A <0 la sucesion { Py} “oscila”.
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El siguiente ejemplo mostraremos otra forma de obtener la solucién general de una ecuacion
en diferencia lineal de primer orden

Ejemplo 2.5.2. Dada la ecuacion lineal de primer orden

(2.16) Yrr1 = a(k)yrs1 + b(k)  a(k) #0.

Supongamos que yi es la solucion general, la cual se escribe de la siguiente forma
(2.17) Yk = UV,

ya que el producto de dos funciones u y v puede ser determinado. Entonces

Yk+1 — AkYr = Up41Vk+1 — ARURVE =
= Uk 1 Vg1 + Upp1Vk — Up1Vk — QpUEVE =
= uk+1(vk + Al}k) — ULV =

= ’Uk(uk+1 — akuk) + /U/k+1A/Uk- = b(/f)

Ahora tomando

(218) Ukt+1 — QpUE = 0
Y
(219) uk+1AUk = b(k),

entonces yr es una solucion de la ecuacion (2.16). La funcion u es una solucion de la
ecuacion homogénea (2.18), la cual tiene la siguiente solucion

k—1
U():Cl, uk201Ha<j) k:1,2,3,"' Yy CleR.

Jj=0

Despejando Avy, de (2.19) se obtiene

ya que ug # 0, por que a(j) # 0 para todo j.

Aplicando suma indefinida obtenemos lo siguiente

(2.20) vy = A7

Ahora hallemos nuevamente la solucion general de la ecuacion lineal en diferencias de coe-
ficientes constantes

Yk+1 = aYi + b,
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donde a(k) = a y B(k) = b. Falta hallar v se usa la ecuacion (2.20) y se obtiene lo siguiente

“ k, sia=1.
Entonces i
b 1
- ; 1
v = 1—a(a) , staz
bk + Cs, sia=1.

Luego la solucion de yxy1 = ayy + b, esta dada por

C1Coa® + b , sta#1
1—a
bk+0102, siazl.

Yk = UV =

Haciendo A = C1Cy se obtiene que

b
Adb + ——, sia#1
l—a
A+ bk, sia=1.

Yk = ULV =

Se obtiene la misma solucion del Teorema 2.5.1.

2.6. El Método de Coeficientes Indeterminados

A continuacion presentaremos otro método que nos permitird hallar la solucién particular
de la ecuacion lineal en diferencia no homogénea

(2.21) Y1 = Yp + b(k).

El método de coeficiente indeterminado consiste en hacer una suposicién de la forma general
de y,(k) cuando la funcién b(k) es bastante sencilla. A continuacién se presentaran algunos
casos:

1) b(k) es un polinomio
Comencemos con el caso donde b(k) es un polinomio de primer grado para después
generalizar para polinomios de cualquier grado. Sea b(k) = by + b, k, entonces la ecuacién
(2.2) tiene la forma

(2.22) Yet1 — aYp = bo + b1k, b F#0.
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Dado que el segundo miembro de la ecuacién (2.22) es un polinomio de primer grado,
entonces Y11 — ayr debe ser también un polinomio de primer grado. Luego se puede
conjeturar la existencia de una solucién particular que sea también un polinomio de
primer grado:

(2.23) Yp(k) = Bo + Bik,

reemplazando (2.23) en (2.22) se tiene
Bo+ Bk + 1) — a(Bo + pik) = bo + bik.

Agrupando términos semejante se obtiene

(Bo + Br — aBo) + (Br — aBr)k = by + b1 k.

Igualando los coeficientes de potencias iguales de k:

Bo + B1 — afy = by,
B — aBr = by,

se producen los siguientes valores

boby boby

fo = 1-a)1-a? (1-a)(l—a)?

siempre que a # 1.

Si a = 1 la conjetura anterior ha fallado y no existe ninguna solucién de la forma
propuesta. La razon estd en que, en este caso, yr11 — yx es un polinomio de grado cero
y el segundo miembro de (2.22) es de primer grado. Lo cual se propone para y,(k) un
polinomio de grado dos. Pero como a = 1, la solucién general de la ecuacién homogénea
es yn(k) = C, el termino constante de y,(k) es absorbido por la solucién de la ecuacién
homogénea. Propongamos la solucién particular de la forma

(2.24) (k) = ok + k.
Sustituyendo (2.24) en (2.22) con a = 1, resulta
Bo(k +1) + B1(k +1)* = (Bo + B1k?) = by + bik.

Simplificando se obtiene
(ﬁo + 51) + 201k = by + bik.
[gualando coeficientes
Bofr = bo
{251 = by,
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y asi

b
ﬁozbo_éa
b
51251-

Luego la ecuacién (2.22) tiene solucién particular de la forma:

bo by 5+ by k, sia#1
k) = l1—a(l—a) 1—a
ol b, by
(bo — E)k —|— EkQ, Si a = ]_

Lo anterior se puede generalizar para ecuaciones con termino b(k) = by + b1k + -+ +
b.k™, b, # 0, la ecuacién

(2.25) Yni1 — Yk = bg + b1k + - - - + b k"

cuya solucién general es de la forma

(2.26) yp(k) = {ﬁ0+51k+"'+5nk", sia#1

k(Bo+ Bik + -+ B.k"), sia=1

Los coeficientes Gy + 1k + - - - + (,k™ se determinan sustituyendo (2.26) en la ecuacién
(2.28) e igualando el coeficiente que resulta en el primer miembro para cada potencia de
k con el correspondiente b, del segundo miembro.

Ejemplo 2.6.1. Resolvamos, por el método de coeficientes indeterminados, la siguiente
ecuacton

(2.27) Uk = Yp_1 + k°.

Se puede comprobar que la solucion que satisface y(0) =0 es

1. 1. 1
B By S
O R L

La solucion general de la ecuacion homogénea asociada es

yn(k) = C.

Dado que b(k) es un polinomio de grado 2, y a =1, lo adecuado es buscar una solucion
de la forma

(2.28) yp(k) = k(Bo + ik + Bok?) = (Bok + Bik® + Bak?).

Sustituyendo (2.28) en la ecuacion(2.27)
Bok + Pik* + Bak® — [Bo(k — 1) + Bi(k — 1)* + Ba(k — 1)°] = k*.
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resulta,

Bo—P1+52=0
(2.29) 26, — 30, = 0
352 =1.

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene que

1 1 1
50—67 ﬁl—é Y 52—5-
Entonces la solucion particular es
1 1 1
2.30 k)= —k+ =k + -k*.

Luego, la solucion general es de la ecuacion completa (2.27) esta dada por

o1, 1
y(k) = yn(k) + (k) = C + 2k SR + 2K

6 3
Ahora reemplazando las condiciones iniciales obtenemos
1 1 1
0)=C+=(0)+=(0)*+=(0*=0
y(0) = C + 5(0) + 50 + 50

se obtiene la constante C' = 0, luego se comprueba que la solucién que satisface y(0) =0
es

1 1 1
2.31 = —k+ —k>+ =k3.
(2.31) = gh okt

Tomando la ecuacion (2.27) y haciendo iteraciones con yo = 0 tenemos

Y=y + 17 =17, E=1.
Yo = yy + 22 =12 4 2%, k= 2.
ys = yp + 3% = 12 422 + 3% k= 3.
(2.32) Ypn =Yp1 + 1> =12 4+22 ... 4 n?, k =n.

Lo cual se puede demostrar por induccion.
Ahora haciendo k = n en (2.31) tenemos y, = ¢n+ 3n®+ in® y reemplazando en (2.32)
se obtiene

1 1, 1, 1 3 1, =n 1 n(n+1)(2n +1)
snt g+ an 3n( +2n+2n) 3(n+2)(n+ ) 6
=1" 4 +n?

lo cual implica que

n(n+1)(2n+1)
6

=1"+2° 4. +n?
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es la formula conocida para la suma de cuadrados de numeros enteros. De esta manera
se puede establecer la validez para otras formulas conocidas como

1
13+23+---+n3:§n2(n+1)2:(1+2+~-~+n)2,

1
42t 0t = %n(n—i— D(2n + 1)(3n* 4+ 3n — 1).

Sea b(k) = (Bo + Bk + -+ + k" B,) - oF.
Supongamos ahora que el término b(k) es el producto de una potencia por un polinomio,
o sea de la forma

b(k) = P,(k)-a* o #0

la ecuacién
(2.33) Yer1 = Uk + Pu(k) - o = yp + (Bo + Bik + - + K"B3,) - P

Dividiendo por o**! en la ecuacién (2.33), obtenemos

Yh+1 ye  Pu(k)-o" 1y Pu(k)
(2:34) b+l okl Yok a
Haciendo un cambio de variable en (2.34), donde uy = —yllz, resulta
a
(2.35) = Zup + 1 P, (k)
. U1 = —U (k).
T

Las ecuaciones (2.21) y (2.35) son equivalentes en el sentido de que a cada solucion yy
de (2.21) le corresponde una y solo una solucién u(k) de (2.35). Entonces la ecuacién
(2.33) tiene una solucién particular de la forma

(2 36) y (k)_{ak(ﬂo+ﬁ1k+-..+ﬁnkn)7 siaa
. ) _

Fk(By + Bk + -+ Buk"), sia=a.

De nuevo los coeficientes 3y, 31, - - - B, se determinan sustituyendo (2.36) en la ecuacién
(2.33) e igualando el coeficiente que resulta en el primer miembro para cada potencia de
k con el correspondiente by del segundo miembro.

El siguiente ejemplo nos va permitir pasar de una ecuacién lineal en diferencia cuan-
do a(k) y b(k) no son constantes a una ecuacién de la forma (2.21).

Ejemplo 2.6.2. Dada la constante real oo # 1, resolver la ecuacion

k+2
2.37 =
(2.37) Ykl =

yp + (k +2)a”

1
Multiplicando 10 ambos lados la ecuacion (2.37), se obtiene

1
(238) Yk+1

_ k
k12 ki1
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Haciendo u(k) = ky—fl y sustituyendo en (2.38), se obtiene que

(2.39) Upy1 = up + .

Como a #1 ya =1 en la ecuacion (2.39) entonces a # a, se toma una solucion de la
forma

up(k) = Bool®.
Reemplazando en (2.39) resulta que

ﬁoOékH - ﬁoak =a" = Oéﬁoak - ﬁoak = Oék7

entonces
Boa — fo = 1,
1
y asi By = ( D y la solucion particular de (2.39) es
a —
1
k)= k
up(k) a_1"

Por lo tanto la solucion particular de (2.37) es

(k) = —— (b + 1)a

y su solucion general es

1
y(k) =C(k+1) + E(k +1)o*, CeR.
Sea b(k) = apcoswk + by senwk. Nuevamente la idea consiste en buscar una solucién
particular del mismo tipo, es decir,
(2.40) yp(k) = Agcoswk + By sen wk.
Sustituyendo en el primer término de la ecuacién (2.21)

Yr1 — ayr = Apcos(wk + w) + By sen(wk + w) — aAgcoswk — a By sen wk
= Ap(coswk cosw — senwk senw) + By(sen wk cosw + cos wk senw)—
— aAycoswk — aBysenw

= (Apcosw + Bysenw — aAy) coswk + (—Agsenw + By cosw — aBy) sen wk
e igualando al segundo término resulta
(A cos w+ By senw—aAy) cos wk+(—Ap sen w+ By cos w—aBy) sen wk = agcoswk-+bg sen wk.

Para que estas funciones trigonométricas coincidan para todo k > 0, han de ser iguales
los coeficientes de coswk y sen wk; asi, se deduce que

Agcosw + Bysenw — aAy = aqg
—Apsenw + Bycosw — aBy = by.
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Este sistema si tiene solucién, determina los valores de Ay y By. En el caso de que no
exista solucion del sistema, habria que buscar una solucion particular de la forma

yp(k) = Aok coswk + Bok sen wk,

esto sucede cuando alguno de los sumandos de la expresién (2.40) es solucién de ecuacién
homogénea.

Ejemplo 2.6.3. Dada la ecuacion lineal en diferencia de primer orden

T
Yr+1 = Y + sen 7,

hallemos la solucion homogénea asociada. Como a(k) =1 se tiene que

Supongamos que la solucion particular tiene la forma

k k
yp(k) = A cos % + Bysen %,
entonces sustituyendo en la ecuacion obtenemos
k+1 kE+1 k k k
AOCOSM +BosenM — AOCOSW— - BosenW— — sen =,
2 2 2
Dado que
w(k+1) k
CcOS ——— = —sen —
2 2
w(k+1) 7k
sen = cos —,
2 2
resulta
k k k k k
—Aosen% + B()COS% — Aocos% — Bosen% = sen%.

Simplificando tenemos

—Ay — By Senlk+ By — Ay Cosﬂ—k:senﬂ—k,
( 2 2

2
_AO — B[) = 1
B() - AO = 0
Asi Ag = —% y By = %, por lo que una solucion particular es

1 k3 k
yp(k?) = —5 COS? =+ 5 Sen 7,

y la solucion general de la ecuacion completa viene dada por:

1 7k n 3 7k
=19y — — — + —sen —.
Yk = Yo 5 CoS 5 5 se 5

de lo cual se deduce
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2.7. Solucion Geométrica

Ya vimos en secciones anteriores como resolver una ecuacion lineal en diferencia de primer
orden, para responder preguntas especificas de estas soluciones. Este método gréafico o ge-
ométrico nos permite obtener informacion cualitativas de la solucién general de ecuaciones
dificiles de resolver por métodos especificos.

Este nuevo método esta basado en utilizar la grafica de la funcién f(z) para generar el
siguiente punto que toma la trayectoria de la solucién y luego proyectarlo con ayuda de la
bisectriz y = x, en el eje horizontal; aplicando reiteradamente este procedimiento se generan
los sucesivos puntos de la trayectoria. Vedmoslo con mas detenimiento el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.7.1. Retomemos nuevamente la ecuacion de interés compuesto con un ahorro
A al final de cad periodo, entonces

Crp1 = (14+19)Cr + A,
la cual se puede representar por la recta o ecuacion
y=fla) = (L+i)e+ A

Comencemos con un punto inicial o = 0, el siguiente punto de la trayectoria es xry =
f(zo) = A, est es, x1 = A es el punto del eje vertical tal que (zo, 1) = (0.A) pertenece la
grafica y = f(x). Proyectando dicho punto en el eje horizontal con ayuda de la recta y = z,
podemos aplicar de nuevo la funcion f(x) y obtener xo = f(x1) = (14+1)A+ A= A(2+1))
y proyectarlo nuevamente por medio de la ecuacion x = y. Hacemos lo mismo para obtener
x3 Y asi sucesivamente.

Claramente se ve que el valor siguiente crece de forma proporcional, por lo tanto su solucion

rdfica es la siquiente:
Y ﬁ g y = Crt1
Cr41 =010 +i)Cp + A
L
Ve
/7
Ve
7 |
7
7
Yy =
/7 v r |
7 I
/7
7 |
7 |
’ |
A 7 |
7 | |
7
/ | |
// ! I
’ I I
| 1
7
7 |=zo 1 T2 z=Cy
7
v

Ente caso como la pendiente de la ecuacion es positiva la sucesion que se forma es creciente,
en caso contrario tendriamos una sucesion decreciente y las flechas de la grafica irian en
sentido contrario.
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Ejemplo 2.7.2. Aqui vamos retomar el Ejemplo 2.5.1 relacionado con la oferta y la de-
manda. Veamos sus posibles soluciones graficas. Partiremos desde la ecuacion (2.14) y la
separemos en dos ecuaciones equivalentes

y=-mz+b m>0yb>0

y=mx+C, m>0yC >0,

y se precede de la misma forma que le ejemplo anterior pero con la unica diferencia que no se
proyecta sobre la ecuacion y = x, de esta forma se obtiene la grdfica referente P(k)(precios)
y demanda o oferta. A continuacion se presentaran los diferentes comportamientos que
puede tomar A en la ecuacion (2.15).

i) Si —1 < A <0 larecta P(k+ 1) = AP(k) + b es decreciente y genera una sucesion
puntos que converge al punto de interseccion entre la dos rectas.

D(k) 0 S(k + 1)

Tt t

— ool I

Y I

| 11 | |

Py  P3Ps Py Po Py \EUC)

ii) Si A = —1, todas las soluciones no constates son periddicas de periodo dos.

P(k+1)
\

|
/ I

|

|

|

|

1

Py Py Pk

ii1) Si A < —1 se generan oscilaciones no acotadas
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P(k+1)

py P(R)

2.8. Solucion de Ecuaciones no Lineales

En este seccién vamos considerarar algunas ecuaciones que no cumplen la Definicion 2.1.1
de ecuaciones lineales de primer orden, pero con un cambio de variable la podemos llevar
a una ecuacién de ese tipo. Otra forma de utilizar el método que vamos desarrollar, es
llevar algunas ecuaciones con coeficientes variables, es reducirla o convertirla a coeficientes
constantes.

Ejemplo 2.8.1. Sea la ecuacion y —yr+1 = kyryrr1. Se observa que yr, = 0 es una solucion
de la ecuacion. En este caso, esta solucion es trivial. No obstante, podemos encontrar la
soluciones no triviales de la forma siguiente:

Dividamos le ecuacion por ypyYri1, con la cual

11
—— =k

Yk+1 Yk

Haciendo un cambio de variable up = yik’ tenemos la siguiente ecuacion de primer orden
lineal
Upy1 — Up = kK,

cuya solucion general es up = C' + k, volviendo a la variable original tenemos y =
Ast, tenemos todas las soluciones de la ecuacion lineal, incluyendo la trivial.

_L
C+k*

El siguiente ejemplo nos permite llevar una ecuacién de coeficiente variables a una de coe-
ficientes constantes, dichas soluciones se dejamos al lector.

Ejemplo 2.8.2. i) considere la ecuacidn yi,, — yi = 1. Haciendo u, = y; nos queda la
siguiente ecuacion lineal de primer orden

Upy1 — U = 1.

ii) Considerando la ecuacion yy41 = (1+\3/yk)3. Haciendo un cambio de variable up = /yy
tenemos la siquiente ecuacion

ui+1 = (1 + uk)3 S ) Ui_,'_l =y (1 + uk)S S Upar = 1+ uyg
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luego tenemos la siguiente ecuacion lineal primer orden
Ugpr1 — ug = 1.

Nota: Este método de cambio de variable se puede aplicar para ecuaciones de orden superior
no lineales y llevarlas a ecuaciones lineales de orden superior que se va desarrollar en el
siguiente capitulo.
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CAPITULO 3

ECUACION LINEAL EN DIFERENCIAS
DE ORDEN SUPERIOR.

3.1. Introduccidén

En el capitulo anterior se presto atencién a las ecuaciones en diferencias de primer orden,
haciendo énfasis en las ecuaciones lineales, para las cuales se estudio la estructura de las
soluciones, algunos métodos para calcular soluciones, aspectos geométricos de estas solu-
ciones y se presentaron algunas situaciones que conducian a este tipo de ecuaciones.

En el presente capitulo se hara un estudio similar para ecuaciones lineales en diferencias de
orden mayor o igual que dos. Para efectos de célculo tomaremos ecuaciones de orden dos y
tres.

Comenzaremos con la sucesién de Fibonacci, queg se puede plantear de la siguiente forma
Ynt2 = Yn+1 + Yn. La cual es una ecuacion en diferencia finita de orden dos.

Damos a continuacion la definicion de una ecuacién lineal en diferencia de orden n.

Definicién 3.1.1. Una ecuacion en diferencia de la forma

(3.1) Yktn + @1 (K)Ykin-1 + -+ + a1 (k) Ypr1 + an(k)yr = b(k).

donde a;, b; para i = 0,1,2,... son funciones que depende k € N, donde a,(k) # 0, es una
ecuacion lineal en diferencias de orden n.

En el caso especial en que b(k) = 0, para todo k, la ecuacion se denomina homogénea, y
cuando las funciones a; son constantes, la ecuacion se llama lineal con coeficientes con-
stantes.
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Ejemplo 3.1.1. Un ejemplo de una ecuacion de orden tres es
Yrr3 + 3Yrso + 9y = cosk.

Aqui
ai(k) =3, aq(k)=9, b(k)=cosk.

3.2. Existencia de una Solucidon

Estableceremos condiciones bajo las cuales una ecuacion en diferencias de orden mayor que
uno tiene solucion, El teorema de existencia es importante, ya que por ejemplo

Ypt2 — kY1 —ye =0 k=0,1,2,---

no tiene solucion. Si yo = 0y yo = 1, pues que yo —yo = 1 — 0 = 1. Por otro lado si
Yo = y2 = 1; entonces y» — yo = 0; y como para k =1 y3 —y2 — y1 = Y3 — y2 — ¥1; para
satisfacer la ecuacién se tendra que ys; dependa de y; y asi la ecuacion tendra infinitas
soluciones.

Teorema 3.2.1 (Existencia y unicidad). Dada la ecuacion lineal

yk+n+al(k)yk+n—l +a2(k)yk+n—2+' . '+an—1(k)yk+l +an(k)yk = b(k)7 bara k= 07 17 2a e

y las constantes oy, i, . . ., ayy_1, €xiste una unica solucion tal que Yo = g, Y1 = Q1. .., Yp_1 =
Q1.

Demostracion. Como se conocen
Yo = Qo Y1 = O, Y2 = Qg5 .oy Y1 = Qp1,
al reemplazarlo en la ecuacion, haciendo k& = 0, se obtiene y,, ya que
Yn + ao(0)yn—1 + a2(0)yn—2 - - - + an-1(0)y1 + an(k)yo = b(0).

Ahora supénganse que se conocen los términos de la sucesién hasta y; para algin j > n.
Mostraremos que el valor de y;;1 puede construirse.

Reemplazando en la ecuacion para k = j + 1 — n se obtiene

Y1 =b+1-n)—a(j+1—-n)y;— - —+a,(j +1—n)yjri-n

Como por hipétesis los términos de la derecha son conocidos se conoce y;41. De esta forma
se concluye inductivamente que la ecuacién tiene solucion. Ademaés puede observase que
cualquier otra sucesién con valores iniciales iguales coincide con la solucion encontrada. W
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3.3. Propiedades de la Ecuacion Homogénea

La ecuacion homogénea juega un papel central en la bisqueda de la solucién de la ecuacion
no homogénea. Dos hechos indican la importancia de la ecuacién homogénea en la teoria de
ecuaciones lineales. El primero es que la diferencia entre dos soluciones de la ecuacion no
homogénea es una solucion de la homogénea asociada y en segundo lugar que si dos solucion
de la ecuacion homogénea se suman sigue siendo una solucion de la ecuacién homogénea.
Por consiguiente se estudian aspectos muy importantes de la ecuacién homogénea.

Teorema 3.3.1. Supdnganse que las sucesiones, {wy} y {zr} son soluciones de la ecuacion
lineal homogénea de orden n. Entonces para niumeros reales ay y (i, 1wy + i zg €5 solucion
de la homogénea

Demostracion. Tomando y, = ajwi + aszp y reemplazando en la ecuacion lineal ho-
mogénea

Yktn + 01 (K)Yktn—1 + a2(K)Yktn—2 + - -+ + @n-1(k)yk+1 + an(k)yy =0 parak=0,1,2,---
tenemos
O Whtn + Q2 2Zkin + a1 (k) [0qWrin_1 + @ozkin_1] + -+ + an (k) [cqwg + agzi] =
Oél[warn + aq (l{i)wk+n71 + -+ an(k')wk] + 0[2[Zk+n + CLQ(]{?)Z]CJFVL,l + -+ CLQZk].

Como {wg} y {21} son soluciones de la ecuacién homogénea, luego se obtiene que y; =
Q1w + iz, es una solucion de la ecuacion lineal homogénea. [ |

El teorema anterior nos muestra que puede existir un conjunto muy grande de soluciones
para una ecuacién en diferencia de orden n. Esto nos lleva a preguntarnos si es posible en-
contrar un conjunto especial de soluciones de tal forma que pueda ser usada para representar
todas las soluciones. La repuesta esta a esta pregunta nos lleva a formular la definicién de
soluciones independientes.

Definicién 3.3.1. Dada la ecuacién homogénea de orden n, las soluciones {yr} v {yx} se
llaman independientes si dado que oy + Byr = 0 para todo k entonces a = 3 = 0. De lo
contrario son linealmente dependientes.

Ejemplo 3.3.1.

Yk+2 — Yry1 — Y =0

La solucion {yx} y {yr} son independientes ya que si ayy + Byr = 0 para todo k, entonces

ay, + By1 =0, entonces o+ 3 =0.
ays + By = 0, entonces [+ 20 = 0.

De lo ultimo se tiene o = —F=—-2B yasi =0y a=0.

o6



El siguiente teorema muestra que toda ecuacién lineal homogénea de orden n tiene n solu-
ciones independientes.

Teorema 3.3.2. Toda ecuacion lineal homogénea de orden n tiene n soluciones independi-
entes.

Demostracion. Sea la ecuacion homogénea de orden n

Yan + 01 (B)Yrin-1 + -+ an1(k)yr1 + an(k)yr = 0.
Por el Teorema de existencia y unicidad se tiene lo siguiente:

1) Siy'(k) es la tnica solucién tal que
=1 y=0... Y =0,
2) si y*(k) es la tinica solucién tal que

yg:O» y%:177 yi—lzoa

n) si y”(k) es dnica solucién tal que
yo =0, yi =0,..., y_, =1

Las soluciones {y'(k)}, {y*(k)}, -+, {y"(k)} son linealmente independientes, ya que si
Cry' (k) + Coy? (k) + - - + Cuy™ (k) = 0,

tomando cada problema de condicion inicial y haciendo £ = 0,1,2,...,n — 1 obtenemos
a1y(0) + aey?(0) + - - - + a,y™(0) = 0 entonces a;y*(0) = 0. Por lo tanto a; = 0.
a1y?(1) + azy®(1) + - - + a,y™(1) = 0 entonces azy*(1) = 0. Por lo tanto ap = 0.
Asi sucesivamente resulta que a; = ag = -+ = «,, = 0. [ |

A continuacién mostraremos que toda solucién de la ecuacién homogénea se puede escribir
en términos soluciones independientes.

Teorema 3.3.3. Sea {z;} una solucion de la ecuacion lineal homogénea en diferencias
finitas de orden n, yyi(k),y2(k), ..., yn(k) las soluciones obtenidas en el teorema precedente.
Entonces existen constantes oy, q, ...y, tales que z = cayyr (k) + agya (k) + . . . + anyn (k).

Demostracion. Sea y,(k),y2(k), ..., yn(k) soluciones de la ecuacién lineal homogénea por
el Teorema 3.3.1 existen escalares C1, Cy, ..., C, tal que

yr = Cry1 (k) + Coya (k) + ... + Cryn(k),

es solucién de ecuacién homogénea. Como {z} es otra solucién de la ecuacién homogénea
tenemos el siguiente conjunto de n+ 1 de soluciones y; (k), y2(k), ..., yn(k), z(k) linealmente
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dependiente por el Teorema 3.3.2 que solo se admiten n soluciones linealmente independi-
ente. Aplicando la definicién de dependencia lineal, existen escalares Cy, Cy, ..., C,,, C,,11no
todos ceros tal que

Pos ser y1(k), y2(k), . . ., yn(k) linealmente independientes C,, 1 # 0, entonces

i
CYn+1

Cy Cy

yl(k) + yn(k)

yi(k)

n+1

Tomando «; = , Vie{l1,2,...n} entonces

z(k) = aryi (k) + onya(k) + ... + anyn(k),

lo cual es una solucién particular de la ecuacién homogénea lineal.

Tenemos segun los teoremas precedentes que el conjunto solucion de la ecuacion lineal en
diferencias de orden n es un espacio vectorial de dimensién n. y por consiguiente, cualquier
solucién no solamente puede expresarse como combinacién lineal de las soluciones basicas
dadas, sino que puede expresarse en términos de cualquier conjunto independiente de n
soluciones de la ecuacion.

Ejemplo 3.3.2. Estudiemos la ecuacion ygio — 3Yr+1 + 2y = 0. Puede verificarse que
yr = 1 y 2, = 2F son soluciones ya que

1-342=0 y 2M2 3.2k 1 2.9k —2F22 3.2 1 2]=0.
Estas soluciones son independientes ya que si tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

Cryi + Coz, _ Cy + Cy2F,
ChYp+1 + Coziy. C) + Cy2k+1,

Despejando Cy de la primera y reemplazando en la seqgunda se tiene
Cy(—2F + 21 = 0.

Como —2F 4281 £ 0 para k = 1,2,3,... entonces Cy = 0. Reemplazando el valor de Cy en
la primera se obtiene

Ci+0-28=0.
Luego Cy = 0.

Entonces toda solucién de esta ecuacidn, es de la forma wy, = aqy, + @2* para alguna
pareja o, iy de mumeros reales.

o8



3.4. Ecuaciones Homogéneas con Coeficientes
Constantes

En la seccién 3.3 vimos que una solucion de la ecuacién lineal en diferencias finitas de orden
n es una combinacion lineal de n soluciones particulares linealmente independientes, pero
no dijimos como encontrar tal solucién. Explicaremos ahora como encontrar de manera
explicita y directa, n soluciones linealmente independientes de una ecuacién lineal en difer-
encias finitas de orden n con coeficientes constantes. A continuacién presentaremos algunos
ejemplos de ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes.

Ejemplo 3.4.1. Considere las ecuaciones lineales en diferencia

Ye+1 — Yk = 0,
Y2 — SYk+1 + 2y = 0,
Y3 — Yr = 0.

Son ecuaciones con coeficientes constantes de orden 1,2 y 3 respectivamente.

Busquemos una solucién sencilla de la ecuacion homogénea y observemos lo que sucede al
reemplazar y, = m”* en la ecuacién lineal homogenea

(3.2) Yktn + Q1 Yktn-1 + QYkin—o + -+ an_1Ypr1 + (k)yr = 0,

con ai,as, ..., a, constantes.

mF o amFT o aomFT T g T 4+ a,mP = 0.
Factorizando tenemos
mFm™ + aym™ ! 4+ agm" 2 + -+ ap_ym + a,] = 0,

entonces como m* nunca es cero, y, = m* serd una solucién de la ecuacién (3.2) cuando m

sea una raiz de la ecuacion
m* 4+ am™t +am" 2+ -+ ap_ym+a, =0.
Esto nos lleva plantear la siguiente definicion.

Definicién 3.4.1. Llamaremos ecuacion o polinomio caracteristico asociado a la ecuacion
(3.2) a

p(m) =m" +am™ '+ + ay,.

Ejemplo 3.4.2. Sea la ecuacion lineal homogénea con coeficientes constante y1o — 3yrr1+
2y, = 0. Su polinomio caracteristico es :

p(m) =m* —3m+2=0.
Este polinomio se puede descomponer en dos factores
m? —3m+2 = (m—2)(m—1),

entonces sus raices son: m =2 ym = 1.
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Ejemplo 3.4.3. Sea la ecuacion lineal homogénea con coeficientes constantes yg2+1yr = 0.
Su polinomio caracteristico es el siguiente:

m*+1=0 ¢ m?=-1,
lo que implica que tiene dos soluciones complejas diferentes m = —i y m = 1.

Entonces, nuestro problema se reduce a la soluciéon de una ecuaciéon puramente algebraica.
Por el teorema fundamental del algebra, todo polinomio de grado n tiene n raices no todas
necesariamente distintas ni reales como se vio en los dos ejemplos anteriores, por tal la
solucién de una ecuacion en diferencia presenta diferentes casos, que a continuacién desar-
rollaremos.

Teorema 3.4.1. Sea la ecuacion lineal en diferencia, homogénea con coeficientes constantes

Yktn + G Yktn—1 + Q2Yksn—2 + - + @n_1Yps1 + (K)yr = 0,

y su polinomio asociado p(m) =m" +a;m™ 1 + -+ + a,.

a) Simg es raiz de p(m), entonces, mk es solucion de la ecuacion, homogénea.
b) Si a+ bi es raiz de p(m), entonces r¥senak,r* cosak son soluciones de la ecuacion

homogénea siendo v el modulo y « el argumento de a + bi.
Demostracion.

a) Sean

Yktn T QYktn—1 +  + QGn_1Ykt2 + QnYk

p(mg) = ml +ayml™ + -+ a,.

Sea y, = mf entonces

k+2 k k

k ktn—1 k -1 2
o el a, o mg T+ agmg = mg(mg +amyT + -+ aimg +ay) =

my ' 4 aimy
= mlgp(mo) =0,

por lo tanto ¥, = m¥ es solucién de la ecuacién homogénea

b) Tomando la parte a) tenemos que si a + bi es solucién del polinomio caracteristico p(m)
entonces (a + bi)* es solucién de la ecuacién homogénea en diferencias.

b
Sea r = va? + b? que es el médulo de a + bi y o = arctg — el argumento.
a

Por el Teorema de Demoivre se tiene que
(a+bi) =r(cosa+tisena) y (a+bi)* =r"(coska+isenka) = r*coska+ir* sen ka.

Como las raices de un polinomio vienen en pares conjugados entonces a — bi también es
solucién del polinomio caracteristico por lo tanto

(a — bi)* = r¥(cos ka — isen ka)) = r* cos kar — ir¥ sen ka,
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también es solucion de la ecuacién homogénea en diferencia.

Tomando
k Lk -k Lok -k
r¥ cos ka = 5[7“ cos ko + ir® sen ka —1—5[7“ cos ka — ir" sen kol
(b + oo bi)t
= —(a+bi —(a —bi
2 2

1 1
¥ sen ka = 2—[7“’f cos ka + ir® sen ka] — 2—[7"’C cos koo — ir* sen kal

i 1
1 1
= —(a+bi)* — =(a — i)~
Por lo tanto, ¥ sen ak y r* cos ak son soluciones de la ecuacién homogénea. [

Del teorema anterior podemos concluir que, si se tienen n-raices reales distintas de la
ecuacién caracteristica, la solucién ecuacién homogénea tiene la siguiente forma

yp = Oymt + Cymb + - + CyomE,

ya que el conjunto de soluciones es linealmente independiente.
De igual forma para raices complejas se tiene

k

yp = C1(a +ib)* + Cy(a — ib)* =r* cos ka + ir¥ sen ka4 r* cos ka — ir* sen ka =

=(Cy + Cy)r¥Fsenka + (O — Cy)icos ka =

=cyr¥ sen ko + ¢4 cos ko,

donde ¢; = (C1 + Cy) y ca = (Cy — Cy)i.

Ejemplo 3.4.4. Retomando los Ejemplos 3.4.2 y 3.4.3 se tiene las siguientes soluciones:
Para el Ejemplo 3.4.2

yr = C12% + Oy,
y para el Ejemplo 3.4.3
yr. = C3cos gk‘ + Cysen gk‘
Teorema 3.4.2. Sea la ecuacion en diferencias homogénea
a) Simg es raiz con multiplicidad p, entonces
my, kme, kK*mE, . kP mE,

son soluciones de la ecuacion de diferencias.
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b) Sia+bi, a—bi son complejos conjugados con multiplicidad p, entonces

¥ cos ka, krk coska, . . ., kP~ Yk cos ka,

r¥ sen ko, kr¥senka, ..., kP~ rk sen ko,

son soluciones de la ecuacion homogénea en diferencias.

Demostracion.
a) Utilizando el operador de traslaciéon podemos escribir la ecuacién

Yk+n + A1 Yk4+n—1 + -+ Ap—-1Yk+2 + AnYr = 07

como sigue

[En + CZ1E"71 +-ta, B+ @n]yk =0,

como myg es una raiz de multiplicidad p, lo anterior se puede expresar como

(3.3) (E —mgo)Pyr = 0.
Tenemos que y; = mk es una solucién y hagamos y(k) = upy; = upmg, entonces
ko k k1 k+1 k41 . k+1 k1
(E — mo)ugmg = E(ugmg) — upgmg ™ = ugpimg ' — wpgms ™ =mg ' (U1 — ug) = mg ' Auy.
Entonces

(E — mo)Py, = mg ™ APuy,
para cualquier sucesién wug. entonces y, es solucién de la ecuacién (3.3) si y solo si
AFyy, = 0, luego
u(z) =1+k+k +- + kP71,
en particular m&, kmf, k*mk, ... kP~imk.
b) Usando la parte a) tenemos
(a+ib)* k(a £ib)* k*(a £b)*, .. kP (a £ ib)F.
Entonces
(r[cos a=isen a])*, k(r[cos adisen a])¥, k*(r[cos adisen a)F, ... kP~ (r[cos a=isen o))"
Realizando célculos obtenemos

¥ cos ka & ir* sen ko, kr* cos ko + ikr® sen ko, k*r* cos oo £ ik*rF sen v,

o kPYR cos ka £ kPR sen ko

En particular se tiene

¥ cos ka, kr¥coska, ..., kPR cos ke,

¥ sen ko, kr¥senka, ..., kP~ 1k sen kov.
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Ejemplo 3.4.5. Resolvamos un problema con condiciones iniciales

Yk+2 + 2Yp+1 + yr = 0.
Yo = 5, Yy = -3.

Observemos que la ecuacion caracteristica
m?4+2m+1=(m+1)? =0,

tiene raices iguales my = my = —1, es decir tiene multiplicidad p = 2. De aqui la solucion
general proporcionada por el Teorema 3.4.2 parte a) es

yr = c1(=1)F + cok(—1)".
Reemplazando las condiciones iniciales producen las siguientes ecuaciones
o=c1(=1)"+e0-(=1)" = =5,
b= Cl<_1)1 +cp-1- (_1)1 =—c1 —Cy = —3,

lo cual implica que c1 =5, y co = —2. Asi la solucion deseada del problema con condiciones
mictales es

yp = 5(—1)F — 2k(—1)".
Ejemplo 3.4.6. La ecuacion caracteristica de la ecuacion lineal homogénea en diferencia
finita
Yk+3 + Yk+1 — 10y, = 0,
es la ecuacion cubica
m® +r—10

la cual tiene raices complejas —1 421 y una raiz real 2. De aqui la solucion general propor-
cionada por el teorema 3.4.1 es

Y = 128 + (cycos k + cysen k).

Ejemplo 3.4.7. Sea P, la poblacion n-enésima generacion de una especie de bacterias.
Suponga que la poblacion en la n-enésima generacion depende de las dos generaciones an-
teriores:

Pn+2_rPn+1_3Pn:O

donde r y s son medidas de la importancia relativa de las dos generaciones.
La ecuacion caracteristica es m?> —rm — s = 0 con raices

r VTt ds Vi1 ds

e

63



Sir? > —4, las raices son reales diferentes y la solucién general es
k k
P, = cimy + cams.

Si |my| < 1y |me| < 1, entonces P, tiende a cero cuando k tiende a infinito, pero |my| o
|ms| es mayor que 1, entonces P, tiende a infinito. Sir* = —4s(s < 0), entonces la solucién

general es
r\k A\ k
e (3) cen(3)
C1 9 + C2 5

en cuyo caso P, tiende a cero si |r| < 2, pero si |r| > 2, la solucién general es

E
2

P, = (—s)2(c; coska + +coka),

4s
r

1 2

donde o« = tan~ —r ) . Cuando —s < 1, la solucion P, tiende a cero de una

manera oscilatoria.

3.5. Solucion General de la Ecuacién Lineal no
Homogénea con Coeficientes Constantes

En la secciones anteriores presentamos como hallar la solucién de una ecuacién homogénea
en diferencia de orden n. Igual que las ecuaciones de primer grado hay una relacién entre
esta solucion y la particular de la no homogénea. El Teorema 2.4.1 se puede generalizar para
ecuaciones de grado n donde su demostraciéon es similar a la demostrado, para ecuaciones
de orden uno.

A continuacién presentaremos dos formas de encontrar la solucién de una ecuaciones no
homogénea. El primer método que presentaremos es el de variaciéon de parametros y el
segundo de coeficientes indeterminados que es similar a expuesto para solucionar ecuaciones
de primer grado lo cual nos limitaremos a presentar algunos ejemplos para ecuaciones de
orden n.

3.5.1. Variacion de Parametros

Supongamos la solucién de la ecuacion homogénea asociada a la ecuacién lineal en diferencia
de orden n

Yktn + G1Yktn—1 + Q2Yktrn—2 + - -+ @n_1Ykr1 + an(K)yr, = b(k),

tiene la siguiente forma

yu (k) = Ciyi (k) + Coya(k) + - - - + Cryn(k),

donde y;(k) Vi = 1,2,3,...,n son soluciones linealmente independientes.

A partir de esto, buscaremos una solucién completa de la siguiente forma:
(3.4) yr (k) = C1(k)y1 (k) + Co(k)y2(k) + - - + Cr(k)yn(k),
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donde C;(k) Vi =1,2,3,...,n estan funcién de k.
Por otro lado

(3.5) yu(k+1)=Ci(k+Dy(k+1)+ Co(k+ Dya(k+ 1) + -+ -+ Cr(k 4+ Dyn(k + 1)
sumando y retando C;(k + 1) a 3.5 tenemos

ya(k+1) = [Ci(k) + Ci(k +1) — Cy(k + D)]ys(k + 1) + [Co(k) + Co(k + 1) — Co(k + D]ya(k + 1)+
+ 4 [Cr(k) + Co(k+1) = Co(k 4+ D]yn(k+ 1) =
= [Cy (k) + ACL(E)yr (k + 1) + [Ca(k) + ACs(k)]ya(k + 1)+
+ - 4 [Cu(k) + ACL(E)]yn(k + 1)
= [CL(F)ya(k 4+ 1) + Co(k)ya(k + 1) + -+ - + Coulk)yn(k + 1] + [ACL(K)yr (K + 1)+
+ ACy(k)y2(k+ 1) + -+« + AC, (k)yn(k + 1)].

la cual se puede escribir como

(3.6) i+ 1) = b (b+ 1) + Colk)galk+ 1) + -+ Cu(K)ynll + 1)

siempre y cuando se tome C;(k), Vi =1,2,3,...,n de tal forma que
AC(R)yi(k+1) + ACy(k)y2(k+1) + - + AC, (k)yn(k+ 1) = 0.

Andlogamente, sumando y restando C;(k) para i = 1,2,...,n a la ecuacién 3.6 se puede
escribir de la siguiente forma

yu(k +2) = CL(k)y1(k +2) + Co(k)ya(k +2) + -+« + Cp(k)yn(k + 2),
siempre y cuando se tome C;(k), Vi = 1,2,3,...,n de tal manera que
(3.7) AC(R)yi(k+2) + ACy(k)ya(k+2) + - + AC, (k)yn(k 4+ 2) = 0.
sucesivamente podemos escribir

ya(k+n—1)=Ci(k)yn(k+n—1)+ Co(k)ya(k+n—1)+ -+ Cp(k)yn(k +n — 1)

si elegimos C;(k), Vi = 1,2,3,...,n que verifique
(3.8)  ACi(k)yr(k4+n—1)+ ACy(k)y2(k+n—1)+ -+ AC,(k)y(k+n—1)=0
y finalmente

yu(k +n) = Ci(k)y1(k+n) + Co(k)ya(k +n) + - + Cp(K)yn(k +n)
si elegimos C;(k), Vi =1,2,3,...,n tal que
(3.9) AC (k)i (k +n) + ACy(k)y2(k+n) + - + AC, (k)y,(k +n) = b(k).

Asi tenemos un sistema de n ecuaciones (3.7),(3.8),...,(3.9) linealmente independientes el
cual tiene solucién por el Teorema 3.3.3. Calculando los valores de AC;(k) podemos obtener
los C;(k) por medio del operador suma indefinida A",
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Ejemplo 3.5.1. Hallemos la solucion de la ecuacion
Yk+2 — DYk+1 + Oyx = k + 2.

Su poligono caracteristico
P —5r+6=(r—2)(r—3),

y su respectivas soluciones son r1 = 2 y ro = 3, luego la solucion homogénea asociada es
Yp = 0121“ + 023’“.
Tomando lo anterior tenemos que
ye = 1 (k)28 + ¢y (k)3",
lo cual implica que

(3.10) Acy (k)28 + Acy(k)3F =0,
(3.11) Acy (k)28 + Acy (k)32 =k + 2

Despejando AC;(k) en las ecuaciones (3.10) y (3.11) e igualando obtenemos

3k+l k +9 3k+2

oL co(k) = ok+z WACQ(IC);

despejando se tiene

k+2
Y
k+2

Aplicando la suma indefinida y el Teorema sumacion por partes en (3.12) y 3.13) se obtiene

k+2 4k +7
Cl(k): ok+2 ‘|‘D1 Y Cg(k):23—3k+1

+ Ds.

Entonces la solucion general es:

E+2_, 4k +7 & & k+2 4k4+7 & &
yk:2k+22 +23-—3k+13 +2"D1+3"Dy = 1 + o7 +2"Dy + 3" Do,
luego
k+2 4k +7
yr = 28Dy +3FD, + e

Ahora hallemos en el siguiente ejemplo una formula general para resolver ecuaciones ho-
mogéneas lineales de grado 2 utilizando el método de variacién de pardmetros.
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Ejemplo 3.5.2. Sea la ecuacion

(3.14) Yo + a1(K)yes1 + aa(k)yr = bp - az(k) # 0,

supongamos que la solucion general es de la forma

Yr = cryi(k) + dpya (k).

donde y1(k) e ya(k) son soluciones linealmente independiente.
Utilizando el método de variacion parametros resulta lo siguiente

Acgyr (k) + Adgya(k) = 0,

El determinante de este sistema que lo denotaremos detyi1(y1,y2) es diferentes de cero,
asi que

bryi(k +1) Ad, — brya(k + 2)
-, k= T ———.
detyt1(y1,y2) detyt1(y1,y2)
Aplicando el operador de suma indefinida tenemos que

ACk:—

k—1

by 1 b, 2)

— det,i1(y1,y2) ’ etn+1 1, y2)

entonces la solucion general de la ecuacion (3.14) estd dada por

k—1 k—1

+ yg(k)

= dety,+1(y1,Y2)

Y = Coy1 (k) + doya(k) — ya (k dete ()
k 1(k) oy2(k) 1(k) = dety+1(y1, 2)

3.5.2. Método de coeficiente indeterminados

Este método es andlogo al que se desarrollo para ecuaciones de lineales de primer grado,
es esta seccion lo que se pretende es dar algunos ejemplos para ilustrarlo a ecuaciones de
grado superior.

Ejemplo 3.5.3. Sea la ecuacion
Yk+2 + OYk41 + Oy = k + 2,
la solucion homogénea asociada es
yn(k) = 2°Cy + 37C,.
Para hallar la solucion particular supongamos que este tiene siguiente forma
yp(k) = Ak + C,

entonces calculemos los valores A y C, reemplazando la solucion particular en la ecuacion
completa tenemos

Ak +2) +C —5[A(k +1) + C) + 6(Ak + C) = 24k — 3A + 20 = k* + k,
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lo cual tmplica que A = % yC =
Entonces

>~

luego la solucion general es

1 3
yr = 2"Cy +3"Cy + §k‘ + 1

Ejemplo 3.5.4. Sea la ecuacion ygro — 3ypr1 + yr = sen(wk), la solucion de la ecuacion
homogénea asociada es:

yp(k) = Oy + 2",

Supongamos que la solucion particular de la ecuacion completa tiene la siguiente forma
yp(k) = Asen(rk) + B cos(rk),
reemplazando en la ecuacion completa tenemos
7TAsen(rwk) + 6B cos(mk) = sen(rK),

entonces las constantes A = —% y B =0. Lo caul implica que
1
yp(k) = = sen(7k).
Luego la solucion general es:
k 1
yp = C1 + G927 + = sen(mk).

Ejemplo 3.5.5. Sea la ecuacion Y,z —4ypro+3ypr1 = 2F. La solucién homogénea asociada

es:
yn(k) = 2°Cy + Cy.

Ahora supongamos que la solucion particular es de la forma
y,(k) = Ak2F.
Reemplazando en la ecuacion completa tenemos
Ak +3)23 — 4A(k +2)252 4+ 2A(k 4 1)2F+! = 28,
por lo tanto el valor de A = ﬁ. Reemplazando en la solucion particular tenemos que

1
yp(k) = ﬁka-

Luego la solucion general es

1
Yk = 2k01 + CQ + ﬁkﬂk
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