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RESUMEN
TITULO: DISENO DE UN SISTEMA OPTICO PARA HOLOGRAFIA
DIGITAL DE CAMPO MEDIANO*

AUTOR: MOZO LUIS, Edwin Edgar.**
PALABRAS CLAVES: Diseno, sistema, holografia digital, campo mediano.

DESCRIPCION:

En este trabajo de grado se hace una revision bibliogréafica de los conceptos
tedricos necesarios sobre holografia digital; se describe la forma de hacer el
registro, posteriormente la reconstruccién y como esta técnica es aplicada a un
problema, el cual se trata desde el punto de vista analitico utilizando conceptos de
optica metaxial como: la aproximaciéon metaxial, transparencia de curvatura,
difraccién de Franhuofer, el dioptrio, reglas de conjugacion, imagen de una esfera
tangente al dioptrio, imagen de una esfera centrada sobre el dioptrio, imagen de
una esfera cualquiera, teorema del muestreo fraccionario, difraccion de Fressnel y
transformada de Fourier fraccionaria. El metodo consiste en determinar dénde se
debe posicionar un detector de acuerdo con la rata de muestreo que este, de tal
forma que esta se adapte a la rata éptima del teorema del muestreo fraccionario.
Para ésto se realiza un montaje éptico con un interferémetro de Mach-Zender y se
hace a una reconstruccién numérica del objeto registrado.

En el capitulo uno se habla de la holografica convencional y de la holografia digital
y se mencionan algunas aplicaciones hechas usando hologréafia digital en
microscopia.

En el capitulo dos se hace una descripcion de las herramientas matematicas que se
utilizan para hacer el desarrollo analitico del problema, luego se propone una
solucion.

En el capitulo tres se hace una descripcion de los dispositivos usados para hacer el

experimento.

*Trabajo de Grado
**Escuela de Fisica, Facultad de Ciencias, Universidad Industrial de Santander. PhD: Rafael

Angel Torres Amaris.



En el capitulo cuatro se muestran los resultados obtenidos de los diferentes
patrones de difraccion de Fressnel registrados en diferentes planos del objeto y sus

respectivas reconstrucciones.



ABSTRACT
TITLE: OPTICAL SYSTEM DESIGN FOR AVERAGE FIELD DIGITAL
HOLOGRAPHIC *

AUTOR: MOZO LUIS, Edwin Edgar.**
KEYWORDS: design, system, digital holographic, average field.

DESCRIPTION:

This work presents a literature review of theoretical concepts necessary for digital
holography, describes how to make the record, then the reconstruction and how
this technique is applied to a problem to solve, which is treaty from the analytical
point of view using optical metaxial concepts such as: the approach metaxial,
transparency of curvature, diffraction Franhuofer, the diopter conjugation rules,
the image of a sphere tangent to diopters, an image diopter sphere centered on, the
image of any sphere, fractional sampling theorem, Fressnel diffraction and
fractional Fourier transform. The method is used to determine where should be
the position of a detector according to the sampling rate so that it suits with the
optimal fractional rate sampling theorem.

An optical assembly is performed with a Mach-Zender interferometeres and makes
the record is subjecting to a numerical reconstruction.

Chapter one explains the conventional holography and digital holography and
some applications using digital holography in microscopy.

Chapter two is a description of the mathematical tools used for analytical
development of the problem, then proposes a solution.

Chapter three is a description of the devices used for the experiment.

The fourth chapter shows the results obtained from the different diffraction
patterns of Fresnel recorded at different planes of the object and their different

reconstructions.

*Degree work
**Physics department, Science College, Universidad Industrial de Santander. PhD: Rafael Angel

Torres Amarfs.
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INTRODUCCION

La holografia fue descubierta por Dennis Gabor en 1947, en esta técnica se incluye
la grabacién de ondas 6pticas y su reconstrucciéon[l]. Por medio de la holografia se
puede obtener una imagen de un objeto sin pérdida de informacién debido a que
se registra un patron de interferencia formado por las ondas objeto y referencia, a

diferencia de la fotografia que solo registra la intensidad de la onda objeto.

Un holograma es el grabado de un patrén de interferencia , que nos permite
registrar la informacion de la onda tanto de su amplitud como de su fase, en una
pelicula fotosensible. Para ver la imagen grabada en un holograma, es necesario
iluminar el holograma con el haz de referencia que se usé para generar el patron de

interferencia[3].

En los sesentas, en la holografia se cambia la forma de hacer la recon-
struccion del objeto, en lugar de la metodologia clasica se introdujo una recon-
struccion numérica del campo objeto. A esta nueva forma de hacer la reconstruccion
se le llamé6 holografia digital, fue propuesta por primera vez en 1967 por J. W.
Goodman y R. W. Lawrence[18] y la reconstruccién numérica de un objeto fue de-
sarrollada por M. P. Konrod y L. P. Yavoslavsky|[19]; los registros de los hologramas
fueron hechos sobre placas holograficas que luego digitalizaban para ser reconstrui-
dos numéricamente. El primer montaje holografico totalmente digital fue hecho por
U. Schnars y W. P. Jueptner en 1994, empleando una camara CCD para hacer el
registro de hologramas de Fresnel[20]; de ésta forma se cambié el registro Gptico, el

revelado holografico por un registro digital y una reconstruccion numeérica.
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El alto desarrollo cientifico y tecnoldogico en la actualidad de las camaras
CCD ha llevado a la mejora de la holografia digital dando lugar a la microscopia
holografica digital (lo que implica tener mayor precisién en la recontruccién y un
tiempo menor en el andlisis de datos), junto con el avance en las plataformas de
computacién que permiten tener una mayor versatilidad para usar a un ritmo com-
petitivo en diferentes areas de la ciencia. Parte de esto se refleja en algunas de las

aplicaciones:

1. Aplicacién al control de calidad de dispositivos microépticos[26]: En estos tra-
bajos se muestran las posibilidades ofrecidas por la MHD para el control de
calidad de microlentes y arreglos de microlentes. Trabajando con el montaje
en transmisién, prueban con un arreglo de microlentes refractivas de quarzo
y trabajando en reflexién con otro de Silicio; después de hacer el registro de
los objetos en estudio, para realizar la reconstruccién numérica del campo
complejo, se multiplica el holograma registrado por la onda referencia digital
RD y para eliminar la aberracion de fase introducida por el objetivo de mi-
croscopio OM, se introduce una mascara de fase. Sabiendo que en reflexién
la informacién de fase provee la topografia de la superficie, se reconstruye la
forma de las lentes, obteniendo su radio de curvatura (ROC'). En transmision,
la informacién de fase da la distribucion de la longitud del camino 6ptico, la
cual describe la funcién de fase de la lente, por lo tanto a partir del indice de

refraccion se puede deducir el espesor de la lente, asi como su forma, altura y

ROC.

2. MHD para el estudio de células biolégicas|21]: Se aplica Holografia digital
para obtener imagenes microscépicas 3D de células biologicas. Utilizando el
método de dos longitudes de onda con imagenes de fase con holografia digital,

se obtienen imagenes de fase desenvueltas de células bioldgicas.

3. Holografia con interferencia digital con exploracién de longitud de onda[22]: La
técnica consiste en reconstruir un gran nimero de hologramas registrados con
longitudes de onda que son variadas a intervalos regulares y realizar la inter-

ferencia numérica de los campos de onda resultantes 3D, obteniendo imagenes
16



topogréficas con buen enfoque y con una buena supresién del ruido speckle
coherente. Con muestras biologicas de tamano del orden de los milimetros, se

logra una resolucién de 100um axialmente y 20pum lateralmente.

4. Estudio del limite de densidad de suspensiones para su analisis en microscopia
hologréfica digital en linea[23]: La Microscopia Hologréfica Digital en Linea
(MHDL) es una técnica de formacién de imédgenes sin lentes, dividida en dos
etapas, registro (experimental) donde se captura la intensidad producto de la
difraccion de un frente de onda esférico sobre el objeto y una segunda etapa
de reconstruccién (numérica), donde el registro (Holograma) es digitalmente
difractado para obtener la informacion de amplitud y fase del objeto de es-
tudio. La ténica es basada en una herramienta de modelacion de la etapa de
registro que permite lograr hologramas con aperturas numéricas mayores a 0.4,
correspondientes a resoluciones micrométricas. El resultado principal muestra
una dependencia de la concentracién o limite con la configuracion geométrica

de la muestra y una invariabilidad con la apertura numérica del sistema.

Al cambiar la pelicula holografica por un sensor CCD, se encuentra que la
calidad en la reconstruccién se ve sensiblemente afectada por la ubicacin del sensor.
De aqui que sea necesario la busqueda de una posicién que permita una buena recon-
struccion digital. La holografia digital actual no cuenta con un criterio claro para
la ubicacion del censor CCD. Por lo tanto en esta tesis nos proponemos estudiar
las condiciones bajo las cuales, posicionamos el censor CCD de tal forma que nos
permita obtener un registro del campo, en las mejores condiciones posibles. Es asi
por lo cual que aqui se hara un estudio teérico de este problema y luego se sometera
a una prueba en el registro de frentes de ondas o campo, lo cual es implementado

en un esquema holografico digital.
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Capitulo 1

HOLOGRAFIA DIGITAL

1.1 Holografia clasica

La holograffa convencional fue inventada por Gabor[l]. Esta técnica consiste en
generar un patron de interferencia entre dos haces uno el haz objeto y el otro el
haz referencia para grabar una imagen en una pelicula holografica Fig(1.1) la cual
puede ser de diferentes materiales tales como termoplasticos, fotopolimeros, fotor-
refractivos, fotorrecinas, hemulciones de haluros de plata, calcugenuros[27] entre
otros. El proceso de revelado holografico en blanco y negro es el que hay que llevar
a cabo para que la imagen en negativo impresa en la placa o pelicula fotografica se
haga visible, cuando el proceso se realiza sobre papel a partir del negativo se le da

el nombre de positivado.

El proceso consta de 5 pasos:

Preparacion

Revelado

Bano de paro o detencion

Fijacién

Lavado

18



Onda referencia

Onda objeto L

Pelicula holografica
Figura 1.1: Proceso de grabado sobre una pelicula holografica.

La resolucién que se alcanza en las peliculas holograficas es de hasta 5000
lineas por milimetro en un BTO y cada material tiene una resolucién en particular,
para hacer la reconstruccion del objeto se emplea el haz de referencia para iluminar

el holograma.

1.2 Holografia digital

Las invenciones del detector CCD Fig(1.2) se dio el 17 de octubre de 1969 en los
Laboratorios Bell y fueron inventados por Willard Boyle y George Smith, ambos
premiados con el premio nobel de Fisica en el 2009 por este invento. Es un cir-
cuito integrado que contiene un nimero determinado de condensadores enlazados o
acoplados. Bajo el control de un circuito interno, cada condensador puede transferir
su carga eléctrica a uno o a varios de los condensadores que estén a su lado en el
circuito impreso. La resolucion alcanzada en estos dispositivos depende del numero

de pixeles y del tamano de este.

La holografia digital es una técnica en la cual el registro se hace sobre un

detector CCD. La diferencia que hay entre la holografia convencional y la digital
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Figura 1.2: Detector CCD.

es el sistena donde se hace el registro, para la holografia convencional es una placa
holografica y la digital un detector CCD. Una de las ventajas de la holografia digital
en comparaciéon con la convencional es su versaltilidad lo que la hace mas atractiva
en las diferentes areas de la investigacion y una de las desventajas en comparacion
a la holografia clasica es la resolucién ya que en la holografia convencional la res-

olucién es mayor comparada con la holografia digital.

La técnica de la holografia digital se aplica con buenos resultados en micro-
scopia. Esto se debe a los avances que se hacen en la mejora de los detectores CCD,
lo que hace que los resultados que se obtienen vayan mejorando de la mano con las

diferentes te¢nicas inplementadas.

En estd tesis se busca adaptar las mejores condiciones de registro asociadas
al caracter discreto del detector. Esto se hace adaptando la rata de muestreo que
impone el detector a la rata de muestreo éptimo del campo difractado en el régimen
de Fresnel, bajo la hipdtesis de que una distancia z la rata de muestreo del campo es
igual a la rata que impone el detector. Donde el tamano del pixel no es importanate,
la mayor importacia esta en la distancia interpixel la cual vamos adaptar a la rata

de muestreo del campo difractado.
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1.3 Registro de un holograma digital

Una onda de referencia y la onda objeto interfieren sobre la superficie de un dispos-
itivo CCD, el resultado es un holograma digitalizado, la fuente utilizada es un laser
con el cual se genera la onda referencia y la objeto. Para lograr estas dos, se usa un
divisor de haz BS, sobre el cual incide el frente de onda colimado, que divide 50%
en una direccién y 50% en otra direccién, cada uno de estos haces llega a un espejo
donde se cambia la direccién; uno es el haz de referencia y el otro el haz objeto;
luego estos haces generan un patron de interferencia que es registrado en un detector
CCD Fig(1.3).

Existen diferentes modalidades para hacer holografia digital, a continuacion

enumeramos dos de estas técnicas

1. Hologramas generados por computador (Computer Generated Holograms): En
esta técnica el holograma se realiza numéricamente y su reconstruccion se hace

Opticamente.

2. Holografia digital (Digital Holography): El holograma se realiza épticamente

y su reconstruccion se hace numéricamente.

La metodologia de la holografia digital hace que ésta tenga aplicaciones con buenos

resultados en microscopia[2].

Divisor .
Colimador yde haz Espejo
Laser N
— Detector
Lente T
Espejo\\ E \/,\\// )“ E = E;::zl,
N\ U pivisor Lo Tl
O de haz O’ F

Figura 1.3: Registro de un holograma.



1.4 Reconstruccion de un holograma digital

La reconstruccion de un holograma digital se hace numéricamente. Este proceso
consiste en tomar el patréon de difraccion de Fresnel y usando un algoritmo de re-
construccién nos remontarnos a la imagen del objeto registrado,la cual se encuentra
sobre la superficie O'. El proceso de reconstruccion se puede hacer de diferentes
formas, utilizando integrales de Fresnel, transformaciones de Fourier fraccionaria u
otros algoritmos, en esta tesis usamos la segunda metodologia en el cual se dice que

hay un orden o que nos remonta a la imagen del objeto registrado.

Para calcular el campo reconstruido apartir del patréon de difraccién de
Fresnel de un holograma registrado, utilizando una onda de referencia plana (de

amplitud 1) perpendicular al plano de registro, lo cual se escribe como:

U/(5) = Ackas / U(F)esar e 509 gy (1.1)
i2nd
donde U'(5) es el campo reconstruido en la aproximacién de Fresnel[2]; A = &=

es una constante dependiente de la distancia d de reconstrucciéon y 7 = (x,y) y
s = (&,n) Fig(1.4), son las coordenadas el plano de registro y el plano de recon-

struccion.

Figura 1.4: Reconstruccién de un holograma digital a una distancia d.

Para lograr la mejor reconstruccién con la menor pérdida de informacion
posible el campo debe ser muestreado de forma correcta. Es asi como se busca la

mejor posicién del sensor CCD de la Fig( 1.3) para lograr un buen registro.
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Capitulo 2

SOLUCION ANALITICA DEL
PROBLEMA E
IMPLEMENTACION
EXPERIMENTAL

Los desarrollos matematicos presentados en esta tesis estan basados en la dptica
metaxial, la cual fue inventada por Georges Bonnet en los anos 1975 — 1978. Pella-
Finet en sus lecciones de 6ptica de Fourier presenta nuevos métodos que utilizan la
transformacién de Fourier fraccionaria, cuya aplicacion a la éptica esta basada en
receptores y emisores esféricos, es conocida desde 1993 y es un desarrollo importante
para esta tesis. La transformcion de fourier fraccionaria es la parte central del calculo
operacional, la cual esta bien adaptada a la teoria metaxial utilizada para la solucion

del problema propuesto en este trabajo.

2.1 Difracciéon metaxial

2.1.1 Aproximacién metaxial

La aproximacién metaxial es una aproximaciéon de segundo orden con respecto a

los pardametros de abertura (dimensiones laterales y dngulos). En un desarrollo de
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segundo orden se usan emisores y receptores esféricos bajo las siguientes condiciones:

e Aberturas moderadas. Esto significa que las dimensiones transversales de los
emisores y receptores son pequenas con respecto a las distancias de observacion

y radios de curvatura para un emisor A.
17 < [Ral (2.1)
e Los angulos, de los rayos con el eje del emisor o receptor, son moderados.
e Aproximacion de los emisores y receptores por porciones de esferas.

e Los célculos se hacen al segundo orden, con base en los pardmetros anteriores[5].

2.1.2 Transparencia de curvatura

Considerando dos porciones de esferas A y B tangentes (ver figura 2.1), con un
vértice comun, cuyos radios respectivos son R4 y Rp; las coordenadas son las mismas

sobre Ay B debido a que ambas esferas tienen un plano en comin (P).

P

A B

Figura 2.1: Transparencia de curvatura de A hasta B.

De la Fig(2.1 ) buscamos la relacién entre el campo en un punto M de Ay

el campo en la proyeccion m de M sobre P, al segundo orden tenemos:

2

— 7

Mm=—— 2.2

donde r? = 2% + y2. La diferencia de recorrido Mm produce una diferencia de fase
2nMm

p= (2.3)
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de tal forma que

imr2

Up(F) = UA(T_’))(EARA. (2.4)

Se utiliza la misma relacion entre B y P, y sustituyendo R4 por Rp se obtiene
S S J’l(if—)r?

Up(T) =Ua(r)e >\Bs Ea) | (2.5)

Se dice que la transferencia del campo de A hasta B se hace por medio de una

transparencia de curvatura[6].

2.1.3 Difraccion de Fraunhofer

Se tiene un emisor A de radio de curvatura R4, con vértice V' y centro C. Se conoce
el campo sobre A, se calculara la amplitud del campo sobre una esfera I’ que tiene
como vértice C', centro de curvatura V' (ver figura 2.2). Ay F son esferas confocales,
el radio de curvatura de F' es Rp = —R4. La transferencia del campo U, () entre el

emisor monocromatico A con longitud de onda A y un receptor esférico F' se expresa

por

i 4

Ry
V C
————————— =
A F
Figura 2.2: Difraccion de Franhuofer desde A a F

Ur(5) = 57 /R Ua(F)e i dF, (2.6)

donde se ha omitido el factor de fase ® = exp(—2imR4/\), el cual corresponde al

retardo de fase que esta asociado a la propagacion desde A hasta F, por ser un
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campo monocromatico; lo cual permite eliminar ® con una translacion del origen
del tiempo. La transferencia del campo desde A hasta F' se hace por medio de una
transformacion de Fourier éptica donde F es la esfera de Fourier de A y corresponde

al fendmeno de difraccién de Fraunhofer[5].

2.2 El dioptrio

En la imagen coherente se busca una copia exacta de un objeto en amplitud y
fase, entre el objeto y su imagen hay un aumento lateral de la imagen, implica que
la imagen tiene un tamano diferente al del objeto. El dioptrio (ver figura 2.3) es
una porcion de esfera que separa dos medios isotropos y homogéneos de indices de

refraccion respectivos ny n' [6].

-

Figura 2.3: Ilustraciéon de un dioptrio.

2.2.1 Relacién de conjugacion

Sea D un dioptrio esférico que separa dos medios n y n’ con longitudes de onda
Ay N, Rp el radio de curvatura de D y vértice O; S un punto luminoso sobre el
eje del dioptrio situado en el espacio objeto con indice n, a una distancia d = OS
desde el vértice, y S’ un punto en el espacio imagen, sobre el eje con d' = OS’ (ver
figura 2.4). Para calcular la amplitud del campo sobre D consideramos una esfera
A tangente a D y centrada en S con radio de curvatura d, la amplitud del campo

sobre A es constante y se toma con magnitud 1; la amplitud del campo sobre D se
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expresa por medio de una transparencia de curvatura como
2
— — |55 )7
Up (7) = e 3 (a5-8)7 (2.7)

donde Up_ indica que el campo es anterior al dioptrio. De forma similar se hace

para la parte posterior del dioptrio Up,
Up, (7) = e ¥ (d5=#)", (2.8)

donde S’ serd la imagen de S a través del dioptrio, si una onda esférica originada
en S se transforma en una onda esférica convergente hacia S’, esto sucede cuando

Up_(7) = Up_(7") para todo 7, como n\ = n’\ se cumple si
1 1 1 1
!/
—_—— —— pu— - —— = 2'
"/(w RD) ”(d RD)’ (29)

n n_n’—n
d d Rp'’

la cual es la relacién de conjugacién del dioptrio esférico.

asi

(2.10)

D
RD /

Figura 2.4: Regla de conjugacion del dioptio esférico.

2.2.2 Imagen de una esfera tangente al dioptrio

Sean A y A’ dos esferas tangentes a un dioptrio D, de centros respectivos C'y C' y
radios R4 y Ra (ver figura 2.5). Supongamos que A esta en el espacio objeto y A’

esta en el espacio imagen, la longitud de onda del campo en el vacio es Ag, se tiene

Ua(r) = Up(rye S () (2.11)

_in(nen'_n )2
= e SUE ) 21



Figura 2.5: La imagen de una esféra A tangente al dioptrio es A’ tangente al dioptrio

y su centro es el conjugado de C'.

El campo sobre A’ es la imagen coherente del campo sobre A si el término

de fase cuadratica de la ecuacién (2.11) es igual a uno para todo 7, es decir, para
Ua(T) = Ua(7), (2.13)

lo que conlleva a
n—-n n n'

"o Ra Ra’

la cual es la relacién de conjugacion entre C'y C’. De lo anterior se concluye que

(2.14)

la esfera A’ tangente al dioptrio es la imagen coherente de la esfera A tangente al

dioptrio si el centro de A" es la imagen paraxial del centro de A [5].

2.2.3 Imagen de una esfera centrada sobre el dioptrio

Se tiene un emisor esférico C', a una distancia d de un dioptrio D, el cual esta entrado
en O y de vértice V, tal que OV = d (ver figura 2.6). El radio de curvatura de C' es
—d y F es la esfera de Fourier de C' que esta centrada en C' y de radio d.

La propagacion del campo desde C' a F' se expresa como:

—~ s
Ur(s) =—U, _— 2.15
o) = 340 (~5g) (2.15)
donde
Ur(5) = 35 g ¢ TUA (7 (2.16)

es la transformada de fourier 6ptica de Uy.
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Figura 2.6: La imagen de una esfera C' centrada sobre la superficie del dioptrio es

la esfera C" centrada sobre el dioptrio y el vértice es el conjugado de C.

El campo F’ tangente al dioptrio D es la imagen coherente de la esfera F

tangente al dioprio si Up/(8) = Up(S).

Sea C'' la esfera de vértice V'/, centrada sobre D. La esfera C'' es la esfera
de F'’/, y de radio —d’ con coordenadas 7° sobre C' y 7/ sobre C'’. La amplitud del

campo registrado sobre C'’ es

., i~ [
Vo) = 5% 5@

~
_ QjﬁF (;d,) , (2.17)
lo cual podemos escribir en la forma
Uc/(7") = ;,5,50 (;d) = Z;%Uc (def) . (2.18)
Se define g, = % el aumento lateral en los vértices, luego tenemos que
Uor (') = ~Us (L?’) , (2.19)
Gv v

de lo anterior se concluye que Ug/(7") es una version escalada de Ugx por un factor

gv 5]

2.2.4 Imagen de una esfera cualquiera

Sea un emisor de radio R4 y vértice V', centrado en € y situado en el espacio objeto.
Sea d = OV, con la esfera C' tangente a A y centrada en O. Su vértice es V' y con

radio —d (ver figura 2.7).
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Figura 2.7: La imagen de una esfera C' centrada sobre la superficie del dioptrio es

la esfera C’ centrada sobre el dioptrio y el vértice es el conjugado de C'.

La amplitud del campo sobre C' se determina de la amplitud del campo

sobre A usando una transparencia de curvatura, asi
imn (1 1 2
— ~ 7+7
UC(T) = UAe Ao (d RA)T . (220)

Sea C'' la imagen coherente de C, su vértice es V' y radio d' = OV’. Utilizando las
ecuaciones (2.16) y (2.19) para escribir la amplitud del campo sobre A’ el cual es

tangente a C’, de radio R y centro €' en la siguiente forma

_imn! L/_i_ 1 r2
Un(7') = Uci(i)e (d RA'> (2.21)
/ / itn n'2d2 _, —imn! (1 . r?
B s
n n

El campo sobre A’ serd la imagen coherente del campo sobre A si el termino de fase

cuadrética en la ecuacién (2.22 ) es igual a 1 para cualquier 7. Esto se cumple si

d’ d’ d d
— |1 =—(14+—1. 2.23
n' ( +RA’) n ( +RA> ( )

Siqg=09Q7yq =00, luego

RA:q—d, RA/:q’—d', (2.24)

la relacién (2.23) se escribe también como

o( Ly (A1), .



Por otra parte la ecuacion 2.10 se aplica a V' y V', que son conjugados, y

de 2.23 se obtiene la siguiente relacion:

n_nr, . (2.26)

Esta implica que €2’ es imagen paraxial de (2, entonces la relacién entre los campos

Ay A es

1 =1

De la ecuacién 2.14 se define

1 1 1
Sy P ) (. 2.28
c =00 (- ) (2.28)
con la condicién de que f’ = f,para una lente delgada [17] se tiene
1 1 1
1 1 1

donde expresion 2.29 es la relacién de conjugacion para los vertices y 2.30 es la
relacion de conjugaciéon para los centros, ambas expresiones son llamadas relaciones

de doble conjugacion de la éptica metaxial.

2.3 Teorema del muestreo fraccionario

Se tiene una funcion f tal que su transformada de Fourier fraccionaria de orden

« tiene soporte compacto, confinado en el intervalo [%, %}, entonces f puede
ser muestreada y reconstruida perfectamente si las muestras se toman a una rata

sin
ns g -

Cuando el orden « de la transformaciéon de Fourier fraccionaria es igual a
7/2 se tiene el teorema de muestreo de Shannon, con una rata dada por n < % coImo

un caso particular del teorema del muestreo fraccionario|6, 7).
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2.3.1 Foérmula de interpolacién

Sea f una funcién de banda limitada en un dominio de Fourier fraccionario « y

sin «

fn=1f (nw) una version muestreada de f a una rata , entonces f puede ser

B B
recuperada en la forma
: : TBx
_ imz?cota —imn? sin a cos a/B2 S o S (sina B n,/T)
f(x)=e E e f{n 5 TR (2.31)
sin «

n

Cuando o = /2 se llega a la formula de interpolacién de Whittaker-Shannon.

2.4 Solucién matematica del problema

En esta secién se determinara la distancia z desde un sistema formador de imagen
(Lente) a la cual se debe colocar un detector para que haga el mejor registro posible
partiendo de parametros conocidos.

Sea A, el campo de un objeto cualquiera, el cual estd sobre la superficie de
una esfera con radio de curvatura R4 y centrada en C', separado una distancia d de
una lente. Sobre otra superficie esférica F' con radio de curvatura Rg y centrada
en V a una distancia ¢ desde la lente, se encuentra el patron de difraccion de
Fraunhofer del campo A. La imagen de A, a traves de un sistema centrado formador
de imagen (lente), se encuentra sobre una superficie esférica A’ de radio de curvatura
Ry, centrada en C'’ y a una distancia d’ de la lente (ver figura 2.8). El patrén
de difraccién de Fraunhofer del campo sobre A’ estd también sobre una superficie
esférica F'’ de radio de curvatura Rz y centrado en V'’ a una distancia ¢’ de la lente,
lo anterior forma un sistema con doble conjugacién de vértices y centros|6].

El detector sera modelado como una peine de Dirac finito, es decir, no se
considerard las dimensiones del pixel y por lo tanto no se tendra en cuenta el area
de integracién del pixel. La separacion entres los pixeles corresponde a la separacion
entre dos distribuciones de Dirac, asi tenemos una rata de muestreo fija impuesta
por el detector.

El interés es determinar la distancia D desde el campo en A’ para posicionar
un detector en el plano B y que de esta forma la rata de muestreo que impone el

detector se adapte a la rata de muestreo del campo difractado desde A’ hasta B.
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Figura 2.8: Ilustra como estan los campos después de pasar por el sistema formador

de imagen

Primero escribimos D en funcién de la distancia z (ver figura 2.8), para esto

se parte de las ecuaciones (2.29) y (2.30), y se obtiene
df’

o af
q = Tl (2.33)

El radio de curvatura es una cantidad algebraica la cual expresamos como:
R :q'—d', (234)

el signo del radio indica de qué lado se encuentra la concavidad de A’. Se toma la
convencion de que la longitud algebraica es positiva si va en el mismo sentido de la
propagacién de la luz.

Sustituyendo (2.32) y (2.33) en (2.34) tenemos

Ry — af " df’
q+f' d+fr
asi ,
Ry—— 1 la=d (2.35)

(q+f)d+f")

Se define el aumento lateral de los vértices g, para n = n’/, como:

= — 2.36
9= (2.36)

y sustituyendo (2.32) en (2.36) se obtiene

(2.37)



Se define el aumento lateral de los centros g. como:

/
g="L, (2.38)

Q

y sustituyendo (2.33) en (2.38) se obtiene

__F
ge = Tl (2.39)

Sustituyendo (2.37), (2.39) y (2.24) en (2.35) escribimos

Ry =¢ —d = g,9.Ra, (2.40)

finalmente podemos escribir

!

d+ [

D=z—-d=2z2- =z —g.d, (2.41)

el cual nos da la distancia D en términos de la distancia z. La disncia D es im-
portante por que es el radio de curvatura de la esfera del campo difractado sobre el

detector y esta distancia se escribe en terminos de z y de d’ los cuales conocemos.

2.4.1 Difraccion de Fresnel

En esta seccién se va explicar el fenomeno de de difraccion de Fresnel, ya que la

solucion de nuestro problema estd asociado a este fenomeno.

Ru

Al

D

Figura 2.9: Difraccion de Fressnel de una esfera h.

El fenémeno de difraccion de Fresnel aparece cuando se observa el campo

difractado sobre una esfera h centrada sobre el emisor A’ (ver figura 2.9), la esfera
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h siendo diferente de la esfera de Fourier de A’. El vértice de h se localiza a cierta
distancia del centro de A’, la esfera h se le llama esfera cardinal y su radio de

curvatura es —D (D # R4/). La amplitud del campo sobre h es

U (5) — { _x”(%—zzi,)rﬂ G5 (P 949
h(s)—ERQG e A (F)dr (2.42)

donde Uy es la imagen coherente de Uy y 7 son las coordenadas sobre A’. Susti-

tuyendo la ecuacion (2.27) en (2.42) se tiene

1 —im (L1 )2 o, 7!
Un(5) = * <D RA'> ST U | — ) di 2.43
() JD R2e e A T (2.43)

. . . - /! .
haciendo el cambio de variable 7= ;— se escribe
v

i _iW(L_L)QZTQ i2r oo .
Un(3) = D /. AP R e XD 4 (7Y dT (2.44)
R2
Se define el parametro
D
M/:E'—)M/RA/:D, (245)

y sustituyendo (2.45) en (2.44) se obtiene

4 7/ 72'71'( 1 _ 1 )927,.2 127 g - .
Uh(S) — e » “WRy  By/7vT o NuR 7Y UA(F)dT
)\[J/RA/ R2
. . ’ .
) —im (lfp )927"2 27 g 7.3 .
= - e Mt w T e MR T 4 (F)dT (2.46)
)\;L RA/ R2

2.4.2 Difraccién y la tranformacion de Fourier fraccionaria

Aqui se hace uso de la transformacion de Fourier fraccionaria para expresar la
difraccion, esto basado en la analogia que existe en las expresiones matematicas

para esta dos féormulas. La transformaciéon de Fourier fraccionaria se define

ieim o2 cot 02 cot o 2178 N
e~imo® cota /2 e TP Ot T f(p_’)d,o7 (247)
R

sin o

FIfl(5) =

y se expresa la difraccion de Fresnel como una transformacién de Fourier fraccionaria
de orden o/, para esto se lleva a variables reducidas y amplitudes reducidas ade-

cuadas.
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Comparando las ecuaciones (2.46) y (2.47) se escoge

1 _ !/
cota’ = g’ o , (2.48)
v /_,l,,
tal que
2 : /
, g esina
= _ 2.49
. cosa’ + glesina’ (249)
Utilizando las variables reducidas
- 1 — — 1 / 2 s N =
P = \/ﬁr, g = m(cosoc + g,€81n & )8, (250)
expresamos las amplitudes de los campos reducidos
VA’(ﬁ) = UA/ ( )\e’fRA/p_j s (2.51)
V(@) = Un(v/NeRugn 7 ). (2.52)

/ 2 ] /
cosa’ + gyesim o

Con estas condiciones se escribe la ecuacion (2.47) en la forma

L. i(cosa’+ glesina’
V(&) = ( g )

) / ) y 2imE-p 5
. e 1mo“ cot a e 1Tp“ cot o esina’ VA’(ﬁ)dp (253)
S1n & R2

Para el problema a solucionar As = Az, es la distancia entre dos pixeles,
por lo cual
1
Ag = ————(cosa’ + glesina’)Ax, (2.54)

AV /\6RA/gv

donde Ao es la distancia interpixel escalada y ¢ es el parametro auxiliar. La base de
la solucién del problema es la difraccion de Fresnel y la transformacién de Fourier
fraccionaria, por lo tanto expresamos el tamano del objeto escalado T como

T X' _ g X
VIeRy  VIeRay

(2.55)

donde X es el tamano del objeto y g, = Xyl es el aumento en el vértice.

La camara CCD cumple el teorema del muestreo para una campo difractado

si
sin o/

Ao < = (2.56)
Sustituyendo (2.54 ) y (2.55 ) en (2.56) se llega a
1 ina’v/AeR
(cosa’ + glesina’) Az < sina vAshy (2.57)

vV AsRA/gU gvX ’
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resultando
!
Az < 2EBan”
95X

Las ecuaciones u'Ry = Dy D = z — g,d se sustituyen en (2.58), y se obtiene

(2.58)

XAz
A

donde z es la distancia 6ptima a la cual se debe posicionar el detector para tener el

z 2 gv<gv + d>7 (2'59)

mejor registro posible con la menor pérdida de informacion posible, es decir, la dis-
tancia donde la rata de muestreo del sensor coincide con la rata éptima de muestreo

del campo difractado.

Determinacion de la distancia d de un objeto antes de una lente

Conociendo z = 20[cm|, A = 6.4 x 1077, X = 0.5[cm|, Az = 1.0 x 103[cm] y
f' = 15[em| (ver figura 2.10) se calcula la distancia del objeto que produce un

optimo registro.

d=23821(cm) d =5.30(cm)

Lente

_____ ~

Detector

(EEEEEEXXXY|

Objeto Imagen
z = 20(cm)

Figura 2.10: Ilustracién del ejemplo.

De las ecuaciones (2.59) y (2.37) se tiene

! { f' XAz
Tr Al +d A

+ d} : (2.60)

como d es negativo, se escribe

(2.61)

z =

f’ ' XAx J
f’—d[f’—d A }
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asi

f/ 2 f/d
a(f’—d —f/_d—z:O, (2.62)
donde
XAx
— 2.63
=5 (2.63)
Con esto se escribe
af " = flA(f" —d) = =(f' —df* =0, (2.64)
y
(f = 2)d* + (22f = )+ f*(a—2) =0. (2.65)
Si llamamos A = (f' —z2), B= (2z2f'— f?) y C = f*(a — z), la solucién de
la ecuacién tiene la forma d = =BH/B—44¢ VQJ?:’A‘AC, sutituyendo los valores de las variables

correspondientes se obtiene los siguentes valores para d: dl = 8.21[cm] y d2 =

66.78[cm] .
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Capitulo 3

MONTAJE EXPERIMENTAL

El experimento consta de dos pasos: Registro del holograma digital y reconstruccion
nimerica.

Acontinuacion se hace una descripcion del proceso realizado.

3.1 Montaje 6ptico para el registro de los holo-
gramas

El montaje éptico para hacer el registro de los hologramas consta de los siguientes
dispositivos: Un laser de He — Ne (Ls) de longitud de onda A = 632.8[nm]; un
atenuador (At) de intensidad; un filtro espacial (F'e); tres lentes (L) convergentes,
dos con longitud focal f = 30cm y una con f = 20cm; dos espejos E; dos divisores

de haz (BS); una cdmara CCD Guppy F-0/6B y un computador personal (PC).
Se hicieron diferentes montajes los cuales se describen a continuacién.

El haz del laser de He — Ne incide sobre un atenuador de intensidad luego
entra en un dispositivo que hace filtrado espacial, generando un frente de onda
esférico el cual incide sobre una lente convergente que se posiciona de tal forma
que genere un frente de onda plana. Este (frente de onda plano) incide sobre la

superficie de un divisor de haz, el cual divide el frente de onda plano en dos, el 50%
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BS cCD

Figura 3.1: Montaje para obtener las franjas verticales de interferencia.

sigue en la misma direccion y el otro 50% es reflejado. Estas ondas insiden sobre sus
espejos respectivos, para luego incidir sobre el segundo divisor de haz y asi formar
un patron de interferencia sobre la superficie de un detector CCD (ver figura 3.1).
A continuacién se hace una descripcién de los objetos posicionados en uno de los

brazos del interferometro.

1. En uno de los brazos del interferémetro de Mach-Zender se coloca un objeto
plano iluminado con un frente de onda plano. El haz objeto correspondiente
pasa por un sistema formador de imagen y a la distancia focal de la lente
encontramos el patréon de difraccion de Fraunhofer de la imagen sobre la su-
perficie F”. Si posicionamos el objeto O entre co > d > 2f, su imagen O’ la
encontramos a una distancia f < d’ < 2f, de tal forma que quede fuera del

interferémetro (ver figura 3.2).

2. Con las condiciones de iluminacién del numeral anterior, se cambia la posicion
del objeto O a una distancia d < f, la imagen O’ se encuentra a una distancia
d’ > |d| (ver figura 3.3). Los dos montajes anteriores se hicieron utilizando

una lente de focal f = 20cm para el sistema formador de imagen.

3. Teniendo un patrén de interferencia de franjas verticales, se posiciona una lente

convergente; con focal f = 30cm, en uno de los brazos del interferometro; la
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CCD

Figura 3.2: Tlustracion de la forma que se realizo la posicién de los elementos 6pticos
en uno de los brazos del interferometro de Mach-Zender para d > 2f.

L BS

Fe &M
Ls :'j‘-@'
At Ny |, R

T

Figura 3.3: Tlustracion de cuando el objeto es posicionado para d < f.

cual genera un frente de onda esférico que incide sobre una transparencia plana,
de ésta forma colocamos el campo del objeto O sobre una superficie esférica de
radio de curvatura R,. En el mismo brazo se posiciona una lente convergente
de focal f = 20cm, la cual forma la imagen O’; del campo objeto O y el patrén
de difracciéon de Franhuofer F” de la imagen, fuera del interferémetro; ambos

estan sobre superficies esféricas con radio de curvatura Ry (ver figura 3.5).

Descripcién de la figura (3.5).
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Figura 3.4: Imagen del experimento.
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Figura 3.5: Representacién esquematica del montaje del experimento .

1 Laser.

2 Atenuador de intensidad.

3 Colimador.

4 | Lente convergente de longitud focal f = 30cm para generar la onda plana.
5t Divisor de haz.

6 Espejo.

7 Lente f = 30cm para colocar el objeto plano sobre un emisor esférico.
8 Objeto a registrar y su campo objeto sobre el emisor esférico Uy.

9 Patrén de difraccion de franhoufer F' sobre una porcion de esfera.
10 Lente f = 20cm la cual hace el sistema formador de 8.4pm de imagen.
11 Espejo.

12 Divisor de haz.

13 Detector CCD y el campo imagen sobre un receptor esférico U.
14 Patrén de difracciéon de Franhuofer F” de la imagen.

15 Pc donde se realiza el registro de los datos.

3.2 Registro

Los registros de los patrones de difraccion se realizarén con una camara CCD Guppy
F-046B, la cual tiene una distancia interpixel de 8.4um, con la cual se registraréon
diferentes patrones de difraccion de Fresnel en diferentes posiciones entre O' y Fy/

(ver figura 3.5). Acontinuacion se hace la descripcién de cada registro.

1. El objeto O’ es iluminado con una onda plana y es posicionado a una distancia

d > 2f, d = 45cm su imagen O esta entre f < d' < 2f, d = 36cm desde
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la lente. Se hizo el registro de difrentes planos del patréon de difraccion de
Fressnel a un intervalo de 0.5¢m, avanzando desde la imagen O hacia el patrén
de difraccién de Fraunhofer F’ (ver figura 3.6), que esté en el foco de la lente
f = 20cm. De igual forma se hace para cuando el objeto O estd a una
distancia f < d, d = 5em, d = 6.6cm y el patron de difraccién de franhoufer

F’ se encuentra en el foco de la lente y la imagen O’ es virtual.

2. Para el objeto O que se ilumina con una onda esférica es posicionado a d =
45¢m y su imagen O’ estd a d = 36¢m, El patron de difraccién de Fraunhofer
F' del objeto estda en ¢ = 29¢m y la imagen F’ en ¢’ = 64.49cm, donde todas

la distancias anteriores son medidas desde la lente.

i
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Figura 3.6: Ilustracion de como se realiza el registro de los difrentes planos de

Fressnel.

3.3 RECONSTRUCCION

La reconstruccion se hace numéricamente bajo la plataforma de programacién Mat-
lab, utilizando un algoritmo de transformacion de Fourier fraccionaria para hacer
la reconstruccion de un patron de difracciodon registrado, a este se le calculan difer-
entes ordenes de la transformacion de fourier fraccionaria y se observa cual de este

conjunto de reconstrucciones resuelve mejor la imagen del objeto registrado.

Se uso un algoritmo de transformacion de Fourier fraccionaria ya que con
este se puede hacer la reconstruccion del objeto en cualquier orden «, y esta se

adapta al teorema de muestreo fraccionario.
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Capitulo 4

RESULTADOS

Los resultados obtenidos en la reconstruccién de un patron de difracciéon de Fresnel

a diferentes distancias son:

4.1 Recontruccion del primer objeto registrado

EEE3BBEEEES

Figura 4.1: Plano imagen con d’ = 36.cm.

Figura 4.2: a):Registro del patrén de difraccién de Fressnel a d = lem después de
la imagen. b) Reconstruccién del patrén de difraccién con transformadas de Fourier

fraccionaria con orde o = 0.95

Las franjas circulares que se observan en los registros se deben a que se

uso un sistema formador de imagen en este caso una lente convergente. Las franjas
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Figura 4.3: a):Registro del patrén de difraccion de Fressnel a d = 1.5¢m despues de
la imagen. b) Reconstruccién del patron de difraccion con transformadas de Fourier

fraccionaria con orde av = 0.925

Figura 4.4: a):Registro del patrén de difraccion de Fressnel a d = 2e¢m despues de
la imagen. b) Reconstruccién del patron de difraccién con transformadas de Fourier

fraccionaria con orde aw = (0.9

circulares se generan al hacer incidir un frente de onda plano con lineas verticales

de interferencia sobre la lente convergente.

La reconstruccion depende de un orden « de la transformacién de Fourier
fraccionaria donde se observa que para diferentes « la reconstrucion es diferente.
Para la reconstruccién de la Figura 4.2 b se observa que hace una buena recon-
struccion de la letra B, en la Figura 4.3 b tambien se hace una buena reconstruccién
de la letra B, a medida que no alejamos de la imagen el patrén de difraccion de
Fresnel registrado es mas difuso y el proceso de reconstruccion se realiza pero no es
el 6ptimo. Segun se observa una de las mejores reconstrucciones es la realizada a
una distancia de 2cm desde la imagen, donde la distancia 6ptima de reconstrucciéon
ta a una distancia z = 38.5[cm] o 2.5[cm] despues de la imagen, este calculo se hizo
usando la expresién 2.58 y la mejor reconstruccion que se encontro corresponde a la

figura 4.4, y la mas difusa es la de la figura 4.6 que esta a una distancia de 3cm.
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Figura 4.5: a):Registro del patrén de difraccion de Fressnel a d = 2.5¢m despues de
la imagen. b) Reconstruccién del patron de difraccion con transformadas de Fourier

fraccionaria con orde av = 0.875

Figura 4.6: a):Registro del patrén de difraccion de Fressnel a d = 3e¢m despues de
la imagen. b) Reconstruccién del patron de difraccion con transformadas de Fourier

fraccionaria

4.2 Reconstruccion de un segundo objeto registrado

Figura 4.7: Plano imagen d = 36.6cm.

El segundo objeto registrado es la imagen de un payaso, se realizo el mismo
proceso del caso anterior y se observa que el algoritmo hace la reconstruccion para
los diferentes patrones de difraccién de Fresnel registrados. En la figura 4.8 la cual
esta a 0.5 después de la imagen se observa que se hace la reconstruccién de algunos
detalles, a medida que se aumenta la distancia se va perdiendo la resolucién el los

detalles y la reconstruccién se realiza pero no es la mejor.
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Figura 4.8: a):Registro del patrén de difraccion de Fressnel a d = 0.5¢m despues de
la imagen. b) Reconstruccion del patron de difraccién con transformadas de Fourier

fraccionaria con orde av = 0.975

W e A pm w w w

Figura 4.9: a):Registro del patrén de difraccion de Fressnel a d = lem despues de
la imagen. b) Reconstruccion del patron de difraccién con transformadas de Fourier

fraccionaria con orde o = 0.95
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Figura 4.10: a):Registro del patrén de difraccion de Fressnel a d = 1.5¢m después de
la imagen. b) Reconstruccion del patron de difracciéon con transformadas de Fourier

fraccionaria con orde av = 0.925

Figura 4.11: a):Registro del patrén de difraccion de Fressnel a d = 2em después de
la imagen. b) Reconstruccion del patron de difraccién con transformadas de Fourier

fraccionaria con orde v = 0.9
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Figura 4.12: a):Registro del patrén de difraccion de Fressnel a d = 2.5¢m después de
la imagen. b) Reconstruccion del patrén de difraccion con transformadas de Fourier

fraccionaria con orde o« = 0.875
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

Se hizo el registro de un holograma digital mediante una CCD lo cual fue prop-
uesto como objetivo general del proyecto, y se realizé la reconstrucciéon numeérica.
Para el primer montaje 6ptico; donde el objeto es iluminado y posicionado entre
oo > d > 2f con una onda plana, se realizaron las reconstrucciones de los diferentes
patrones de difraccién registrados por el detector, que se encuentran en el intervalo
f < d < 2f; se observa que el algoritmo de transformacién de Fourier fraccionaria
utilizado no hace el proceso de reconstruccion para ningin valor de « entre 0 y 1.
Esto lleva a concluir que el algoritmo no funciona en todas las direcciones; esto es
en el caso cuando el objeto es iluminado con una onda plana (Fig 3.2); por lo tanto

se procede a cambiar la posicién del objeto que se estaba registrando.

Para el caso donde la posicion del objeto es menor que la distancia focal
d < f (Fig 3.3), el algoritmo de transformacién de Fourier fraccionaria realiza el
proceso de reconstruccién de la imagen del objeto, el problema es que no se puede
hacer el registro de la imagen del objeto la cual es virtual, lo que no pérmite com-

parar las reconstrucciones hechas del objeto.

El objeto es iluminado con una onda esférica y se realizo el registro de la
imagen. Después se hizo el registro de diferentes patrones de difraccién de Fresnel
para diferentes planos (Fig 3.5), se hizo la reconstruccién de cada registro con el

algoritmo de transformacién de Fourier fraccionaria para diferentes valores de «, y
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se observa:

e Cuando el patréon de difracciéon de Fresnel registrado esta cerca de la ima-
gen, la reconstruccion hecha por el algoritmo de transformacién de Fourier

fraccionaria recupera la imagen del objeto para un orden a = 0.95.

e La mejor reconstruccon se logra a una distancia z = 38cm (Fig 4.1 )del sistema
formador de imagen con un orden o = 0.9y la distancia éptima se encuentra
a z = 38.5cm del sistema formador de imagen para el caso del registro de las

letras.

e Cuando el patrén de difraccion de Fresnel registrado por el detector se acerca
al patréon de difraccion de Fraunhofer el algoritmo realiza la reconstruccion,

pero la resolucién en los detalles disminuye para ordenes de a menores de 0.875

Las expectativas son de hacer un experimento, mas fino donde se medira la

resolucién del sistema, se comprobara con exactitud la expresién 2.59.
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