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RESUMEN

TITULO: MODELADO Y SIMULACION DEL FLUJO EN EL SISTEMA DE ESCAPE EN
MOTORES DE COMBUSTION INTERNA DIESEL 4 TIEMPOS*

AUTOR: JUAN PABLO CONSUEGRA TORRES**

PALABRAS CLAVES: MVF, TUBERIA DE ESCAPE, FLUJO EN DUCTOS, SIMPLE.

En el presente trabajo se desarrollé un modelo capaz de predecir el comportamiento del
flujo compresible dentro de los multiples de escape en los Motores de Combustion Interna
(MCI) teniendo en cuenta la transferencia de calor y la friccién del fluido con las paredes.
Para ello se plante6 un modelo mateméatico basado en las ecuaciones de continuidad,
ecuacion de la conservacion de la cantidad de movimiento, ecuacion de la energia y la
ecuacion de gas ideal permitiendo conocer las variaciones de las propiedades de un flujo

transitorio en el interior de los multiples de escape.

La solucién del sistema de ecuaciones se realiza mediante la discretizacion por el Método
de los Volumenes Finitos (MVF) utilizando un esquema upwind de primer orden para el
término convectivo y un esquema implicito para el analisis transitorio. Este sistema de
ecuaciones discretizados se resuelve utilizando el algoritmo SIMPLE (Semi Implicit
Method for Pressure Linked Equations) obteniéndose como resultados finales los perfiles
de temperatura, presion y velocidad en diferentes puntos de los multiples y a su vez en

funcién del tiempo.

Los resultados obtenidos de la simulacion del flujo unidimensional y transitorio en el
interior de dichos mudltiples se compararon con la teoria y con el programa COMSOL

version 4.3b.

*Trabajo de Grado.

**Facultad de Ingenierias Fisico - mecanicas. Escuela de Ingenieria Mecéanica. Director PhD Jorge Luis Chacon
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ABSTRACT

TITLE: MODELING AND SIMULATION OF FLOW IN THE EXHAUST SYSTEM OF
INTERNAL COMBUSTION IN DIESEL FOUR STROKES ENGINES*

AUTHOR: JUAN PABLO CONSUEGRA TORRES**

KEY WORDS: FVM, EXHAUST PIPE, FLOW IN DUCTS, SIMPLE.

In the present work was developed a model capable of predict the behavior of the
compressible flow inside the exhaust manifold in the Internal Combustion Engine (ICE)
considered the heat transfer and the friction. For that was formulated a mathematical
model base on the continuity equation, momentum quantity conservation equation, energy
equation and ideal gas equation in order to know the property variations of a one-

dimensional and transitory flow of the manifold intake and exhaust.

The solution to the equations system was carried by means of the discretization for the
Finite Volume Method (FVM) using an upwind scheme of first order for the convective term
and implicit scheme for the transitory analysis. This discretized equations system was
solved to use of the SIMPLE (Semi Implicit Method for Pressure Linked Equations)
algorithm from which results the temperature profiles, pressure and velocity in different

points of the exhaust manifold and in function of time.

The results of the one-dimensional and transitory flow simulation in the interior of these

exhaust manifold was compared with the theory and COMSOL 4.3b.

*Work degree.
=Faculty of Physical - mechanical Engineering. School of Mechanical Engineering. Advisor PhD Jorge Luis
Chacon
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SIMBOLOS

a Aceleracion [m/s?].
ay Aceleracion en direccion x [N].
A Area [m?].
Apxt Area exterior del ducto [m?].
Aine Area interior del ducto [m?].
B Coeficiente de expansion volumétrica [1/K].
Cp Calor especifico a presion constante [J/(kg * K)].
C; Constante para el calculo del coeficiente de viscosidad dinamica
kg
msVKl
C, Constante para el calculo del coeficiente de viscosidad dinamica [K].
Cr Coeficiente de friccion de Fanning.
At Variacién en el tiempo [s].
AV Variacion del volumen [m3].
Ax Ancho del volumen de control [m].
D Diametro del ducto [m].
Doyt Diametro externo del ducto [m].
Dint Diametro interno del ducto [m].
dx Distancia en x [m].
dy Distancia en y [m].
dz Distancia en z [m].

®

Energia interna [J/kg].

€ Rugosidad del ducto [m].

f Factor de friccion de Darcy-Weisbach.
F Fuerza [N].

E, Fuerzas en direccion x [N].

14



Fuerzas de campo [N].

Gravedad [m/s?].

D Q

- Numero de Grashof.
h Entalpia [J/kg].
h° Entalpia de formacion a la temperatura T° [/ /kg].
Rext Coeficiente de calor convectivo exterior [W/(m? * K)].
Rint Coeficiente de calor convectivo interior [W /(m? = K)].
kext Conductividad térmica del fluido exterior [W /(m * K)].
kine Conductividad térmica del fluido interior [W /(m * K)].
kguct Conductividad térmica del ducto [W /(m * K)].
m Masa [kg].
M Masa molar del aire [kg/kmol].
U Coeficiente de viscosidad dinamica [kg/(m * s)].
Ny(int) Numero de Nusselt para el fluido interior.
Nyt (ext) Numero de Nusselt total exterior.
Ny (ext) Numero de Nusselt para conveccion forzada para el fluido exterior.
Nyn(ext) Numero de Nusselt para conveccion natural para el fluido exterior.
P Perimetro [m].
p Presion [N /m?].
p' Correccion de la presion [N/m?].
p* Estimacion de la presion [N /m?].
B, Numero de Prandtl.
Q Transferencia de calor [W].
qcond Transferencia de calor por conduccion [W1].
Toxt Radio exterior del ducto [m].
Tint Radio interior del ducto [m].
R Constante del aire como gas ideal [J/(kg * K) ].
R, Numero de Rayleigh.
Re Numero de Reynolds.
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p Densidad [kg/m3].
O xx Esfuerzo normal a x y en direccion x [N /m?].
Esfuerzo cortante [N/m?].

Temperatura [K].

Te Temperatura exterior [K].

TO Temperatura de referencia [K].

T* Temperatura estimada [K].

Tr Temperatura de pelicula [K].

T Temperatura de la superficie del ducto [T].
t Tiempo [s].

U Coeficiente global de transferencia de calor [W/(m? * K)].
u Velocidad en direccion x [m/s].

u' Correccion de la velocidad [N/m?].

u* Estimacion de la velocidad [N/m?].

v Viscosidad cinematica [m?/s].

/4 Volumen del volumen de control [m3].

<!

Velocidad [m/s].
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INTRODUCCION.

Uno de los sectores mas importantes en la economia de un pais es el transporte.
La globalizacion, la crisis econdmica internacional, el problema del calentamiento
global y los altos precios de los combustibles derivados del petréleo han
ocasionado que el funcionamiento de los Motores de Combustién Interna (MCI)
sea cada vez mas eficiente. Para lograr una mejora en la eficiencia de los MCI es
necesario comprender profundamente la operaciéon de estos con el fin de
caracterizar de la forma mas detallada posible la respuesta del dispositivo ante las

solicitudes aplicadas.

Hasta los afios 70, la mayoria de los analisis se realizaban mediante métodos
experimentales. Estos métodos experimentales involucran altos costos asi como
un aumento en el tiempo de disefio y puesta en marcha de los experimentos.
Gracias a los avances en el campo del calculo, a la mejora en la tecnologia en
hardware en las computadoras y al gran interés hacia la modelizacion de
fendmenos fisicos cada vez mas complejos, hoy es posible abordar el analisis de
un MCI mediante simulacion computacional con resultados muy aceptables. De
esta forma, el modelado y la simulacion computacional se pueden tomar como una
forma de ahorrar esfuerzo y dinero, reduciendo los tiempos de ensayos, y dejando

la experimentacién como un medio para comprobar el comportamiento simulado.

Por medio del modelado y la simulacion en un MCI se puede predecir, entre otros,
la potencia y torque de un motor en funcién de la posicion del cigiefial. Uno de los
parametros a tener en cuenta son las presiones de admisién y escape en los
multiples correspondientes. En general, los modelos consideran que las
propiedades del fluido en la admisién y escape son constantes, cuando en
realidad se presentan variaciones dependiendo del grado de apertura de las

valvulas, entre otras. Al disponer de un sistema de calculo mas detallado es

17



posible brindar herramientas mas eficaces durante la etapa de disefio, operaciéon y

mantenimiento.

El resultado del proyecto puede ser de gran ayuda para que la ingenieria nacional
logre que los MCI produzcan mejores prestaciones, requieran menor consumo de
combustible produciendo un menor impacto ambiental y de esta forma hacer del

sector de transporte mas competitivo para la economia nacional.
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PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Un aspecto importante en el disefio de los MCI es el relacionado con los multiples
de admision y escape. Actualmente, a nivel mundial, se estan aprovechando los
avances tecnoldgicos en hardware y software para realizar modelamientos y
simulaciones de los procesos en los MCI de manera que sirvan de herramienta en
la etapa de disefio y mantenimiento (disminuyendo costos y tiempo en el disefio),
y que ayuden en la optimizacion de mudltiples requisitos como la reducciéon del
consumo especifico, de las emisiones contaminantes y del nivel de ruido
aerodinamico emitido por los vehiculos; asi como el de obtener los mejores

resultados en par, potencia y rendimiento.

Se debe tener en cuenta que el flujo en el interior de los sistemas de admision y
escape de los MCI es uno de los casos mas complejos de la dinamica de gases ya
que dicho flujo es transitorio, compresible, y se caracteriza por tener una velocidad
elevada con ondas de presién de amplitud considerable y la existencia de fuertes
discontinuidades de temperatura [17]. Es por eso que muchos investigadores han
dedicado grandes esfuerzos al desarrollo de técnicas numéricas capaces de
resolver las ecuaciones del flujo. Se han utilizado durante varias décadas un gran
namero de métodos estandar basados en el método de las caracteristicas para
estudiar y asistir el desarrollo de los sistemas de admision y escape, asi como los
métodos estandar basados en técnicas de diferencias finitas (método de
Lax&Wendroff). Sin embargo, estas técnicas no pueden emplearse con la
precision suficiente en problemas en los que el término fuente tiene un peso
importante en el conjunto de las ecuaciones. De hecho, los mencionados métodos
producen errores de conservacion importantes e incluso presentan fuertes
problemas de oscilacion de la solucion que pueden llegar a la interrupcién de la
ejecucion del programa por aparicion de propiedades fisicas inconsistentes. Para

la resolucion de esta problematica es necesario, en primer lugar un planteamiento
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adecuado del sistema de ecuaciones que incluya el término fuente, y en segundo
lugar, la utilizacion de esquemas numéricos conservativos de caracter no
oscilatorio. EI método a utilizar es el Método de Volumenes Finitos (MVF) por ser
un método conservativo en cada volumen de control y por lo tanto conservativo en
todo el dominio completo, permitiendo discontinuidades de las propiedades del
fluido (como sucede con las ondas de choque en el interior de los multiples de los
MCI).

Dado que los pardmetros operativos del motor dependen de las condiciones de los
flujos en los mdultiples de admision y escape, entre otros, se propone crear una
herramienta computacional que prediga de forma acertada las curvas
caracteristicas del MCI ayudando en la comprension de los fendmenos
termofluidodinamicos al interior de los motores permitiendo pronosticar de forma

mas acertada la potencia, el par, el rendimiento y el consumo de combustible.
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MOTIVACION Y JUSTIFICACION.

Los MCI son altamente influenciados por el disefio de los multiples de admision y
escape [27], siendo este Ultimo el que tiene una mayor influencia en los
parametros de rendimiento de los motores. En el caso del multiple de escape las
variables que mayor influencia tienen en el motor son: el diametro influyendo en la
presion [1, 27], la longitud de la tuberia y la geometria de las conexiones (uniones)
influyendo en las perdidas de presion [27, 35] y el espesor del material influyendo

en la transferencia de calor [27], entre otros.

En este proyecto se desea construir un modelo del flujo que pueda predecir de
una forma bastante acertada algunas de las influencias comentadas anteriormente
gue ayudard a una comprension mas profunda de la variacion de dichas variables,
permitiendo obtener un disefio optimo del multiple y de esta forma poder mejorar

la potencia, el par, el rendimiento y un menor consumo de combustible.

Adicionalmente, el presente proyecto permitira el avance en las lineas de
investigacion de la mecénica de fluidos computacional mediante el estudio de las
condiciones fluido dinamicas al interior de los conductos considerando flujo

compresible.

21



ESTADO DEL ARTE.

Actualmente existen diferentes métodos para resolver el sistema de ecuaciones
generadas en el andlisis del flujo de gases en el interior de los ductos, entre los
mas importantes se encuentran el método de las caracteristicas, que inicialmente
fue utilizado para el célculo del flujo no estacionario unidimensional a través de
conductos de seccidn constante [8], pero fue abandonado porque se trata de un
tratamiento no conservativo y por lo tanto produce errores de conservacion en
masa y energia. Este fue sustituido por métodos en diferencias finitas que aportan
ordenes de precision superiores, existiendo diferentes métodos basados en estos,
como los esquemas Lax&Wendroff, en [15] se puede encontrar una adaptacion a
este método. Uno de los problemas reportados en estos tipos de solucion es que
pueden presentar oscilaciones si se trata de métodos con orden de truncamiento
par, esta problematica llevo en su momento a los investigadores a la utilizacién de
esquemas Esencialmente No Oscilatorios (ENO — Essentially Non Oscilatory) [16]
y los esquemas de Variacion Total Decreciente (TVD - Total Variation
Diminishing); en [23] se da una descripcion detallada de este Ultimo esquema y en
[17] se presenta un planteamiento mas adecuado de las ecuaciones para el
desarrollo del esquema. En [28] se muestra una descripcion detallada de la
mayoria de estas técnicas y en [3] se encuentra un estudio comparativo sobre la
utilizacién de los esquemas donde se da como conclusibn mas importante, que
todos los métodos de segundo orden con algun tipo de correccién, producen
soluciones satisfactorias para la resolucion del flujo por el interior de los
conductos. Mas recientemente, en [18] se ha utilizado el Método de los Volumenes
Finitos (MVF) donde se construyé un modelo de flujo compresible unidimensional

e isoentrépico.

Gracias a los aportes en las técnicas de modelado para los MCI se han obtenido

grandes aportes en los ultimos afios como lo expresa Mantilla, Juan M. en [30]. Se
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han obtenido experimentalmente coeficientes de descarga mas precisos [10, 9], y
se pueden analizar una mayor cantidad de variables con este tipo de modelos [5,
29]. Asi mismo, se han cambiado los métodos de solucion pasando del método de
las caracteristicas en [6] al método de las diferencias finitas en [7, 2] y al MVF en
[18]. También se ha pasado de los modelos unidimensionales para el flujo en
ductos en [24] al modelado multidimensional del flujo en [34, 25]. Se hizo un
estudio numérico y experimental sobre el flujo compresible en uniones de
conductos en [35, 36], y en [38, 40] se estudiaron los fendmenos de transmision
de calor y balance térmico en los MCI alternativos. En [20] se compararon
diferentes correlaciones de coeficientes de transmision de calor para el interior de
tubos. En [27] se llevaron a cabo estudios acerca de los efectos que el disefio de
los sistemas de admisién y escape tienen en motores de combustion interna, y en
[41] se desarroll6 un esquema para la simulacién de grandes vortices (LES) en
flujos compresibles con bajo nimero de Mach utilizando las ecuaciones de Navier-
Stokes en tres dimensiones en coordenadas cartesianas con volumenes de control

no cartesianos.

Finalmente a nivel nacional los aportes a este tipo de tematica los podemos
encontrar en [39], donde se realizé una modelizacion de la renovacion de la carga
en MCI alternativos 4 tiempos, por su parte en [1] se muestra el desarrollo de un
modelo de accion de ondas (MAO) de flujo isoentrépico que permitié simular el
proceso de renovacion de la carga de motores de combustion interna de cuatro
tiempos y en [19] se realizé un estudio termofluidodinamico del proceso de
renovacion de la carga en motores de combustion interna alternativos. En [4] se
desarroll6 un software basado en web para la simulacion de los procesos
termofluidodinamicos de motores de combustion interna, y en [18] se hizo un
modelo de flujo compresible unidimensional e isoentrépico por el MVF. Mas
reciente en [30] se hizo una exploracion tedrica del movimiento y choque de las
ondas de presion y su aplicacion a casos encontrados en ductos de motores

reales.
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1. CONCEPTOS GENERALES.

El propdsito de un motor de combustion interna es la produccion de energia
mecanica a partir de la energia quimica almacenada en el combustible como
aparece en Heywood, J. [26]. En los motores de combustién interna la energia se
libera mediante el encendido y la oxidacion del combustible dentro del motor. El
fluido de trabajo cambia su composicion quimica antes y después de la
combustién y es el encargado de transferir el trabajo al piston que posteriormente
se encarga de transferirlo al resto de los componentes de la cadena cinematica

hasta llegar finalmente a las ruedas impulsoras del movimiento.

Cuando se habla de motores de combustion interna hay que especificar la forma

en que se lleva a cabo el encendido, los cuales son:

o Encendidos por chispa

o Encendidos por compresion.

1.1 Operacion de un motor encendido por chispa.

En los motores encendidos por chispa el aire y el combustible se mezclan en el
sistema de admision previo a su entrada en el cilindro, usando un carburador o un
sistema de inyeccion de combustible [26]. A veces se puede controlar la
temperatura de la mezcla entrante por contacto del sistema de admision con el de
escape. La relacion estandar de aire-combustible es de 15 para asegurar una
combustion eficiente. El carburador es el encargado de dosificar o medir el
apropiado flujo de combustible y aire al cilindro. El aire fluye a través de un Venturi
(tobera convergente divergente) estableciendo una diferencia de presiones entre

la entrada y la garganta que a su vez sirve como medio para impulsar el
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combustible de una camara a la garganta del Venturi pasando por una serie de
orificios. Aguas abajo del Venturi se ubica la mariposa que controla el flujo
combinado de aire y combustible y por lo tanto la potencia del motor. El flujo en la
admision varia de acuerdo a la posicion de la mariposa que en su posicidn
horizontal (maxima &area de pasaje) genera la maxima potencia al régimen de
vueltas especificado. Por lo general, el multiple de admisién es calentado de forma

de promover la evaporacion y mejor mezclado del combustible en el aire.

Una alternativa comun al carburador es el sistema de inyeccién que consiste en
inyectar combustible desde un suministro de baja presién a las compuertas de
admision mediante inyectores. Hay diferentes tipos de sistemas de inyeccion:
mecéanicos mediante una bomba manejada por el motor, inyeccion continua, y el

sistema electrénico.

Figura 1. Secuencia de eventos en el ciclo de operacion de un motor de

combustion interna 4 tiempos encendido por chispa.
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Fuente: Heywood J., “Internal combustion engine fundamentals”, McGraw Hill,
1988.
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En la Figura 1 se muestra la secuencia de eventos que ocurren en el cilindro de un
motor de 4 tiempos a lo largo de todo el ciclo, aqui la variable independiente es el
angulo del cigliefial. La figura muestra la distribucion de las valvulas y la relacion

de volumen para un motor tipico en los automoviles de encendido por chispa.

Con el proposito de mantener buenos niveles de mezcla a altas velocidades la
valvula de admision, que normalmente abre antes de TC, cierra bastante después
de BC. Durante la admision, la mezcla fresca de aire y combustible se junta con
los gases quemados residuales, remanentes de la carrera anterior. Una vez que la
valvula se cierra, el contenido del cilindro se comprime por encima de la presion y
temperatura atmosférica a medida que el volumen del cilindro se va reduciendo. Si
bien existe transferencia de calor de la mezcla no quemada al pistén, cabeza de
cilindro y paredes del cilindro, su efecto es pequefio. Entre 10 y 40 grados antes
del TC se produce una descarga eléctrica a través de los electrodos de una bujia
gue arranca la carrera de combustion. Esta descarga se produce porque el
distribuidor rotante e impulsado por el arbol de levas interrumpe la corriente que
llega desde la bateria al circuito primario de la bobina de encendida. El secundario
conectado a la bujia produce un alto voltaje entre los electrodos proporcional a la
variacion del campo magnético. Este sistema es reemplazado ahora por circuitos
electrénicos que cumplen la misma funcion. A partir de la descarga eléctrica se
produce una llama turbulenta que se propaga a través de la mezcla de aire,
combustible y gases residuales por el cilindro, extinguiéndose al llegar a las
paredes de la cAmara de combustién. La duracién del quemado de la mezcla varia
de acuerdo al disefio y la operacion pero normalmente ronda entre los 40 y los 60

grados de cigtiefal, como se muestra en la Figura 1.

A medida que la masa se quema, la presiéon en el cilindro (linea continua en la
Figura 1) se eleva por encima del nivel debido solo a la compresion (linea
discontinua en la Figura 1). Debido a las diferencias en los patrones de flujo y la

composicion de la mezcla a través de los ciclos se encuentran curvas parecidas
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pero no exactamente iguales. Existe un tiempo Optimo para el avance al
encendido el cual produce el maximo torque al freno (MBT) para una masa de
aire-combustible dentro del cilindro. Este tiempo Optimo es un compromiso

empirico entre:

o Comenzar la combustion demasiado temprano en la carrera de compresion
(cuando existe transferencia de trabajo a los gases).
o Completar la combustién demasiado tarde en la carrera de expansion (y asi

reducir la presion de pico).

Cerca de los 2/3 de la carrera de expansion se abre la valvula de escape y debido
a que la presion del cilindro es mayor que la del multiple de escape se produce un
barrido. Los gases quemados fluyen a través de las valvulas de escape al multiple
de escape hasta que la presion se equilibra. La duracion de este proceso depende
del nivel de presion en el cilindro. Después es el piston el encargado de desplazar
los gases quemados del cilindro al multiple. El tiempo de la valvula de escape es

un compromiso entre:

o Reduccion de trabajo al piston en la carrera de expansion antes del BC.

o Reduccion de trabajo del piston después del BC.

La valvula de escape permanece abierta hasta después del TC mientras que la
valvula de admision vuelve a abrir antes de TC con lo cual existe un periodo en el
cual ambas estan abiertas denominado cruce. Si la mariposa se ubica a baja
carga, la presion en la admision estaria por debajo que la del escape produciendo

un reflujo en la valvula de admision apenas esta se abre.
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1.2 Operacion de un motor encendido por compresién.

En los motores a ciclo Diesel o encendidos por compresion la mezcla inducida al
cilindro esta compuesta enteramente por aire [26]. El combustible se inyecta
directamente y por separado al cilindro justo antes que la combustion se inicie. El
control de la carga se consigue variando la cantidad de combustible inyectado en
cada ciclo mientras que el aire para cada régimen permanece invariable. Existe

una gran variedad de disefio de estos motores:

o Naturalmente aspirados donde se ingresa el aire en condiciones
atmosféricas.

o Turbo cargados donde el aire se comprime mediante un dispositivo que
consiste en una combinacién de una turbina y un compresor manejado por el
escape.

o Super cargados donde el aire se comprime mediante una bomba o un
soplador. De esta forma se puede incrementar la cantidad de aire y por ende de
combustible a ser ingresado por ciclo logrando mejores potencias o disminuyendo

peso y costo para una dada potencia.

La operacion de un motor Diesel tipico de 4 tiempos naturalmente aspirado se
ilustra en la Figura 2. La relacion de compresion es muy superior al caso de
motores encendidos por chispa cubriendo un rango entre 12 y 24 dependiendo del
tipo de motor y si es naturalmente aspirado o turbo aspirado. Los tiempos de las

valvulas son similares a los de encendido por chispa.
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Figura 2. Secuencia de eventos durante los procesos de compresiéon, combustién
y expansion en el ciclo de operacion de un motor de encendido por compresion

aspirado naturalmente.
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Fuente: Heywood, J., “Internal combustion engine fundamentals”, McGraw Hill,
1988.

En la carrera de compresion el aire alcanza 4 MPa y 800 K como muestra la figura
y aproximadamente 20 grados antes de TC se inyecta el combustible. En la Figura
2b se muestra un perfil tipico de inyeccion. El chorro de combustible liquido se

atomiza formandose una mezcla de burbujas de combustible y aire. De esta forma
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el combustible liquido se evapora y se mezcla con el aire en ciertas proporciones.
La presion y la temperatura del aire estan por encima del punto de ignicion del
combustible asi que en cuanto se alcanza una composicion adecuada (retardo de
tiempo) se produce el encendido espontaneo (autoencendido) de una mezcla
heterogénea, y la presion en el cilindro se incrementa notablemente como lo
muestra la Figura 2c. La llama se dispersa rapidamente en las zonas donde la
mezcla esta lista para encenderse y el fendmeno prosigue como lo muestra la

Figura 2d. El escape es similar al caso encendido por chispa.

Figura 3. Secuencia de eventos durante los procesos de expansién, intercambio
de gases y compresion en el ciclo de un motor 2 tiempos encendido por

compresion.
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En el caso de motores de 2 tiempos encendidos por compresion las carreras de
compresion, inyeccion de combustible, combustidén y expansion son similares a lo
ya visto para el motor de 4 tiempos, lo que difiere es la admision y el escape. En la
Figura 3 vemos la secuencia de eventos en un Diesel 2 tiempos con barrido tipo

lazo.

En este disefio las compuertas de admision y escape se ubican en posiciones
analogas de la carrera del piston y se descubren cuando el pistén se aproxima al
BC. Una vez que la compuerta de escape abre, la presién en el cilindro cae
rapidamente durante el barrido, luego abre la de admisién y una vez que la presion
cae por debajo de la correspondiente a la admision, el aire ingresa al cilindro. Los
gases quemados son desplazados hacia la salida por la masa de aire que ingresa

y luego se produce el cierre de la admision y el del escape.

1.3 La Mecanicade fluidos e hipotesis del medio continuo.

La mecénica de fluidos es una rama de la mecénica de los medios continuos, que
estudia el comportamiento de los fluidos (gases y liquidos) asi como los esfuerzos
a que estos estan sometidos [37]. La caracteristica principal que define a un fluido
es su incapacidad para resistir esfuerzos cortantes, lo cual implica que carezca de
forma propia y deba asumir la forma del recipiente que lo contiene. La mecéanica
de fluidos asume que los fluidos verifican las leyes de conservacion de la masa, de
la cantidad de movimiento, la primera y segunda ley de la termodinamica. Pero
probablemente la hipotesis mas importante es la de medio continuo. Esta es la
hipotesis fundamental de la mecanica de fluidos y establece que el fluido es un
material continuo a lo largo del espacio que ocupa, ignorando por tanto su
estructura molecular y las discontinuidades asociadas a la misma. Esto permite
considerar a las propiedades del fluido (densidad, temperatura, presion, etc.) como

funciones continuas. La hipdtesis del medio continuo tiene validez si el camino
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libre medio de las moléculas del fluido es mucho menor a la longitud caracteristica

del sistema fisico.

2. CARACTERISTICAS DE LOS MODELOS DE FLUJO PARA MOTORES DE
COMBUSTION INTERNA ALTERNATIVOS.

Uno de los principales objetivos del modelado mateméatico a corto plazo puede ser
la ayuda considerable en la comprensién de ciertos fendmenos particulares,
mientras que a largo plazo puede facilitar una herramienta eficaz para el disefio de
motores asistido por las técnicas CAD para la optimizacién de diversos elementos
de los MCI con respecto a diferentes requisitos como la reduccion del consumo
especifico, la reduccién de las emisiones contaminantes y la reduccién del nivel de

ruido aerodinamico emitido por los vehiculos.

El modelado de los MCI no es una labor simple, esta conlleva diferentes ramas de

la fisica como son la termodinamica, la mecéanica de fluidos, el andlisis de la

turbulencia, la transferencia de calor y la aplicacion de los métodos numéricos.

2.1 Modelos para el analisis del flujo en los multiples de admisién y escape.

Existen tres modelos utilizados para el andlisis de los flujos a través de los

multiples de admisidn y escape segun Heywood, J. [26]:
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2.1.1 Modelos de flujo cuasi-estacionario.

Aqui se considera cada accesorio como un componente de una red en donde
cada uno constituye una restriccién significativa al flujo, y en donde estos estan
conectados por medio del flujo de gas y de las relaciones de presiéon a través de
ellos. La restriccion al flujo por cada uno de estos componentes se define por su
geometria y el coeficiente de descarga, que por lo general es determinado
empiricamente en condiciones de estado estacionario. El flujo de gas a través de
cada componente se calcula utilizando las ecuaciones del flujo constante en una

sola dimension.

Estos métodos no son capaces de predecir la variacion del rendimiento
volumétrico con la velocidad del motor, ya que se considera que el volumen de los
multiples es despreciable asi como la acumulacion de masa entre los

componentes.

2.1.2 Métodos de llenado y vaciado.

Se considera que los multiples son modelados mediante voliumenes fijos, con lo
cual tienen capacidad para almacenar gas pero no pueden mostrar variaciones de
presion, temperatura y otras propiedades del gas a lo largo de la direccion del flujo
debido a la dindmica inestable de los gases en los multiples. Cada volumen se
trata como un volumen de control (un sistema abierto de volumen fijo) que
contiene gas a un estado uniforme. De esta forma se hace imposible detectar
resonancias o malas distribuciones de mezclas entre los mdltiples. Sin embargo,
tienen su utilidad en multiples pequefios donde la forma es compacta y
especialmente cuando se esta interesado en la respuesta temporal del sistema,

pero sin aumentar demasiado el costo computacional.
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2.1.3 Modelos de accion de ondas o dindmica de gases.

Este tipo de estrategia consiste en resolver las ecuaciones de flujo de gases
(ecuacion de la conservaciéon de la masa, momento, y de la energia para el flujo
compresible no estacionario) permitiendo que las variables tengan una variacion
espacial solo en una direccion (la direccion del flujo), y asumiendo que en la
seccion transversal se realiza una especie de promedio espacial de las variables

de célculo.

Adicionalmente, en la literatura reciente se encuentran aplicaciones de la CFD a

los multiples de admisién y escape, como el siguiente.

2.1.4 Métodos del tipo CFD (Computational Fluid Dynamics).

Este tipo de anadlisis es el mas complejo y costoso desde el punto de vista
computacional. Esta estrategia consiste en resolver las ecuaciones de
conservacion de masa, momento, energia y el transporte de algunas especies en

un dominio en general tridimensional y no estacionario.

De estos cuatro modelos la presente investigacion utilizara el modelo del tipo CFD,
debido a que este puede describir las variaciones espaciales del flujo, la presion y
los cambios de velocidades a lo largo de ductos de diferentes formas y tamafios,
tipico en los ductos de admision y escape de los MCI, ademas de representar el
comportamiento tridimensional del flujo a través de los sistemas de admision y

escape.
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2.1.5 Descripcion del modelo a utilizar.

Para el andlisis del modelo a utilizar se tendran en cuenta algunas

consideraciones como son:

o El flujo es transitorio (no estacionario) debido a los desplazamientos

alternantes del pistén y de las valvulas.

o El fluido se tomara como aire que se comporta bajo las consideraciones de
gas ideal.
o Se considerara el flujp como unidimensional, ya que la variacion de las

propiedades del fluido son més importantes en la direccion del flujo.

o Se despreciaran las fuerzas de cuerpo (f) gue pueden ser por el peso o por

campos electro-magnéticos.

o El fluo que entra al sistema se tomard como laminar y totalmente

desarrollado.

o Se desprecia la transferencia de calor por radiacion desde el tubo a los
alrededores.
o Se tomara un tubo recto y de seccién constante.
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3. MODELADO Y SIMULACION DE FLUJO EN EL SISTEMA DE ESCAPE EN
MCI 4 TIEMPOS DIESEL.

3.1 Ecuaciones de la mecéanica de fluidos.

Las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de los fluidos se obtienen
aplicando los principios de conservacion de la mecanica y la termodindmica a un
volumen de control del fluido. Haciendo esto se obtiene la llamada formulacién

integral o diferencial de las ecuaciones.

La expresion matematica que describe el comportamiento de los fluidos
newtonianos consiste de tres ecuaciones acopladas, dos de tipo escalar para la
densidad y la energia y una vectorial para la velocidad, en sus tres componentes.
Estas ecuaciones pueden ser escritas al menos en tres formas dependiendo de

las variables que se pretende estudiar:

o En forma conservativa atendiendo a las cantidades que se conservan:
masa, cantidad de momento y energia.

o En forma primitiva, utilizando cantidades facilmente medibles como la
densidad, la presién y la temperatura.

o En su forma caracteristica estableciendo velocidades relacionadas con la

velocidad de propagacion de las variables propias del flujo.

Si bien cada una de las tres formas mencionadas tiene ventajas y desventajas a la
hora de su implementacion, en este proyecto se trabajara solo la forma
conservativa de las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo viscoso teniéndose en

cuenta las simplificaciones que se hicieron en el capitulo anterior.
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3.2 Ecuaciones de conservacion.

El tipo de ecuaciones diferenciales que se deduciran a continuaciéon expresan un
cierto principio a conservar. Cada ecuacion emplea una cantidad fisica como
variable dependiente y que debe existir un balance entre varios factores que

ejercen alguna influencia sobre la variable.

Para el andlisis se toma un Volumen de Control (VC) del sistema de escape en los
MCI como se muestra en la Figura 4.

Figura 4. Volumen de control para aplicar las leyes de conservacion.

Fuente: Autor.

En el presente trabajo se esta interesado en la variacion de las propiedades solo
en una dimension (direccion axial al ducto, eje x) por lo que se plantearan las

ecuaciones de conservacion para dicha direccion.
Todas las propiedades seran funciones de la posicion y el tiempo de manera que
es necesario escribir las propiedades tal como p(x,t), p(x,t), T(x,t) y V(x,t) para

la densidad, presion, temperatura y velocidad respectivamente. Para evitar
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confusiones, no se escribiran las propiedades indicando todas las variables de las
cuales depende, y solo se escribirda la propiedad entendiéndose que depende

tanto de la posicion como del tiempo.

3.2.1 Ecuacioén de continuidad.

Para un VC infinitesimal fijo en el espacio el principio basico de conservacion de la

masa se puede expresar de la siguiente forma:

Creacion de masa\ _
{ dentrodel VC } = {0}

{ Masa que se } _ { Flujo de masa } B {Flujo de masa

acumula enel VC) ~ lque entraal VC que sale del VC

b o

La masa que se acumula es la variacion del producto entre la densidad y el

volumen con respecto al tiempo y se puede escribir como:
0 ap
T (pdxdydz) = n (dxdydz) (2)

donde p es la densidad del fluido, t es el tiempo y dx,dy,dz son las dimensiones

del elemento en x,y y z respectivamente.

El flujo de masa que cruza las fronteras del VC esta dado por el producto de la
densidad, el &rea y la velocidad normal a la superficie, a partir de la Figura 5 se

observa que el flujo mésico a través del VC es:

d(pu) 1 d(pu)1
(pu ~ Tox de) dy dz — (pu + “ox 2 dx |dydz  (3)
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donde u es la velocidad del fluido en la direccién del flujo (Velocidad en x).

Figura 5. Flujo de masa entrando y saliendo del VC.

AY

_9lpu) 1 .. d(pu) 1
(pu 3 2)dydz > —b(pu+ ax 2)dydz

Fuente: Autor.

Los flujos que estan dirigidos hacia el VC producen un incremento de la masa
dentro del VC y por consiguiente tienen un signo positivo, mientras que los flujos

que salen del VC tienen un signo negativo y tienden a disminuir la masa.
Reemplazando las ecuaciones (2) y (3) en (1) se tiene:

ap d(pu) 1 d(pu) 1
E(dxdydz)—(pu—wzdx dy dz — pu+W§dx dydz (4)

Después de agrupar y simplificar términos semejantes en la ecuacion (4), la
ecuacion de la conservacion de la masa o ecuacion de continuidad se puede

expresar como:

ap)  d(pu)
ot T Tox

0 (5)
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3.2.2 Ecuacién de conservaciéon de la cantidad de movimiento.

Otro principio fisico de conservacion es la segunda ley de Newton (ﬁ = ma).

La deduccion de la ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento se
hara para un VC infinitesimal moviéndose a lo largo de una linea de corriente con
velocidad u igual a la velocidad local del flujo en cada punto como se muestra en
la Figura 6, se hace de esta forma porque es mas conveniente tanto para la
deduccidn de la ecuacion de la cantidad de movimiento y la ecuacion de la energia

gue se mostrara en la siguiente seccion.

Cuando se aplica la segunda ley de Newton expresada arriba a un VC infinitesimal

del fluido y considerando solamente la componente x da:
E, = ma, (6)

donde F, y a, son las componentes escalares en x de la fuerza y la aceleracién
respectivamente. Considerando el lado izquierdo de la ecuacion (6) se sabe que el
VC en movimiento experimenta una serie de fuerzas en la direccion x, las cuales

son.

e Fuerzas de cuerpo: Las cuales actian directamente sobre el volumen de
masa del VC. Estas fuerzas actuan “a distancia” a través o por medio de la
accion de un campo como por ejemplo el campo gravitacional, eléctrico o

magnético.

e Fuerzas de superficie: Las cuales actuan sobre las superficies del VC. Se
puede deber a dos tipos de fuerzas: (a) a la distribucién de presion que
actla sobre la superficie, impuesta por el fluido que rodea exteriormente el
elemento, y (b) a la distribucion del esfuerzo cortante o de tension que
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actia sobre la superficie, también impuesto por el fluido exterior

“‘empujando” o “jalando” la superficie por medio de friccion.

Las fuerzas de cuerpo se definen como:

Fuerzas de cuerpo
sobreelVC = pf,(dx dy dz) (7
actuando en direccion x

Las fuerzas de superficies en direccién x ejercidas sobre el VC se muestran en la

Figura 6.
Figura 6. Volumen de control infinitesimal en movimiento.
A Y
%T P dx
t—=
pdydz —epm < — (p—aadxxxdx) dydz
A > (0 8 0] ay oz
< 1 L
—TPdx
2 X
|

Fuente: Autor.

Para el VC en movimiento se puede escribir:

sobreelVC

{ Fuerzas de superfie }
actuando en direccion x

dp 00,
= [p - <p + adx)] dy dz + [<0xx + o dx) _ axx] dy dz —tPdx  (8)
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donde p es la presion, g,, es el esfuerzo normal, t es el esfuerzo cortante debido

a la friccion con las paredes del ducto y P es el perimetro.

Los esfuerzos cortante y normal en el fluido estan relacionados con el cambio de
la deformacion del fluido con el tiempo, como se muestra en la Figura 7 para el
plano xy el esfuerzo normal (o,,) esta relacionado con el cambio de volumen del
elemento, este es normalmente pequefio pero es importante cuando el gradiente

de velocidad es alto (ondas de choque).

Figura 7. Esfuerzo normal.

AY

UXX

>

Fuente: Autor.

La suma de las fuerzas en direccion x, estd dada por la suma de las ecuaciones

(7) y (8). Sumando y cancelando términos semejantes se obtiene:

0

ap
F, = pfydxdydz + [—£+

Fuerzas de cuerpo

U’”‘] dxdydz —tPdx  (9)
0x y

Fuerzas de superficie

Como se menciond en la seccién 2.1.5 se despreciaran los aportes realizados por

las fuerzas de cuerpo al fluido, para lo cual se tiene:
00y
E, = [__-I_W] dx dy dz — tPdx (10)
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En el presente trabajo se tiene un fluido con un comportamiento Newtoniano,

donde Stokes establecié que:

ou 2 .
xx = Zﬂa_gﬂ(v' V)

Para un flujo unidimensional da:

_5 u 2 6u_4 u -
e = Al Gy T3 T 3Gy an

donde u es el coeficiente de viscosidad dinamica y se trabajara como en [18] y
[11]:

En los gases el coeficiente de viscosidad (u) es el resultado del movimiento
aleatorio de las moléculas, lo que hace que la temperatura influya fuertemente en
este y en proporciones menores la presion. El coeficiente de viscosidad dinamica
(u) se trabajé como en [19]:

C,T3/2
T +C,

p= (12)

donde T es la temperatura, C; y C, son constantes. Esta ecuacion se considera
valida por los grandes porcentajes de nitrdgeno que poseen los gases en el

escape y en donde las constantes C; y C, son:

C; = 1,458 x 10~ [
! mS\/—

C, = 110,4[K]

43



El esfuerzo cortante debido a la friccion con las paredes del ducto se trabajara

segun [14] como:

pu?
T= CfT (13)

donde C; es el coeficiente de friccion de Fanning definido como:
Cr = 124)

donde f es el factor de friccibn de Darcy—Weisbach que se puede encontrar por

medio de la ecuacion de Colebrook:

1 e/D 2,51
— =-2,0xlog| == (15)

\/7 3;7+Re\/7

El valor de f en la ecuacion (15) aparece de forma implicita por lo que se utilizara
el Método de Newton Raphson para encontrar el valor de f y como primera

iteracion se utilizara la relacion de Haaland explicita aproximada como:

1
f= (16)

1,117)2
{—1,8 * log [g + (83/—7]3) ]}

donde ¢ y D son la rugosidad y el didametro del ducto respectivamente y Re es el

numero de Reynolds que se define como:

Re =22 (47
e =——
U
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Ahora considerando el lado derecho de la ecuacion (6), la masa del fluido dentro

del VC esta dada por:
m=pdxdydz (18)

La aceleracion del VC es el cambio de la velocidad en el tiempo, la componente
de la aceleracion en direccion x, denotada por a, es simplemente el cambio de u
en el tiempo, y debido a que se esta considerando un VC que se mueve con el

fluido, el cambio de la velocidad esta definido por la derivada sustancial:

Du
a, = D_t (19)

Reemplazando las ecuaciones (10), (18) y (19) en (6) se tiene:

dp 00,y
" ox + ox

D
] dx dy dz — tPdx = (p dx dy dz) (D—lt‘)

Simplificando y reagrupando nos da:

Du dp TP 00y

PDt ™ "ox dydz | ox

(20)

La ecuacion (20) es una ecuacion en derivadas parciales obtenida directamente a
partir de una aplicacion del principio fundamental a un VC infinitesimal. Sin
embargo, debido a que el VC se esta movimiento con el flujo, la ecuacién (20) esta
expresada en forma no conservativa, para escribirla en forma conservativa se

utiliza la definicion de la derivada sustancial:

Du u

- = 7. 21
P =P TPV Vu (21)
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Expandiendo la siguiente derivada:

d(pu) 6u+ ap
ot Pac "o

Y reagrupando,

ou a(pu) ap
Pac™ ac "o

(22)

Recordando el vector identidad para la divergencia del producto de un escalar por

un vector:
V- (pul7) =uV- (pI7) + (p17) -Vu
Reagrupando:
(V) -Vu =V (pulV) —uv-(p¥)  (23)
Sustituyendo las ecuaciones (22) y (23) en la ecuacion (21) se tiene:

Du 6(pu) ap
Ppoe™ "ot Yot

—+V: (puV) —uv- (pV)

D d
R L B | EA A T Bes

Escribiendo la ecuacién (24) para un flujo unidimensional:

Du a(pu) 6p o9 ou N d(puu)
PDe ™ ot ac " Paxl T ax

(25)

46



donde el término entre corchetes en la ecuacion (25) es el lado izquierdo de la
ecuacion de la conservacion de la masa o ecuacion de continuidad dada en la
ecuacion (5); por lo que este término es igual a cero. Entonces, la ecuacion (25) se

reduce a:

Du  d(pu) d(puu)
PDe~ "ot T ox (26)

Sustituyendo la ecuacion (26) en la ecuacion (20) nos da la ecuacion de la

conservacion de la cantidad de movimiento en forma conservativa como:

d(pu) N d(puu) _ 6_p TP N 00,y

ot ox ox dydz ox

(27)

3.2.3 Ecuacion de la energia.

Ahora se aplicard el principio fisico donde la energia se conserva. Para la
deduccidn de la ecuacion de la energia se usara un VC infinitesimal que se mueve
con el flujo (como se hizo con la ecuacion de la cantidad de movimiento). El
principio fisico que la energia se conserva es nada mas que la primera ley de la
termodindmica. Cuando se aplica al modelo de flujo de un VC infinitesimal

moviéndose con el flujo, la primera ley establece que:

Trabajo realizado sobre
} + el VC debido a las (28)

{Cambio de energia} _ {Flujo neto de calor
fuerzas de superficie

dentro delVC dentrodelVC

Primero se evaluara el cambio de energia dentro del VC con el tiempo. En la
termodindmica clasica, generalmente se trabaja con sistemas estacionarios, en

este caso, la energia que aparece en la formulaciéon de la primera ley de la
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termodindmica es la energia interna. La energia interna es simplemente la energia
de cada molécula o atomo, sumada en todos los &tomos y moléculas del sistema.
Ahora, considerando un medio en movimiento, el término energia incluido en el
cambio de la energia dentro del VC debe considerar la energia producto del
movimiento del VC. Entonces, el fluido tiene dos contribuciones a su energia:

e La energia interna debida al movimiento molecular aleatorio, e (por unidad
de masa).
e La energia cinética debido al movimiento traslacional del elemento fluido.

La energia cinética por unidad de masa es V?/2.

Entonces, el VC en movimiento tiene energia cinética y energia interna; de
manera que la suma de ellas representa la energia total. La energia total es
entonces e + V2/2. Debido a que se esta analizando un VC gque se mueve con el
flujo, el cambio de energia por unidad de masa esta determinado por la derivada

sustancial. Si la masa del VC es p dx dy dz, se tiene:

2
Cambio de energiay _ D Ve
{ dentro del VC } B th(e 3 )dx dy dz (29)

Ahora se centrard la atencion en el flujo neto de calor dentro del VC. El flujo de

calor es debido:
e Calentamiento volumétrico, tal como la absorcidon o emision de radiacion.

e Transferencia de calor a través de las superficies, debido a gradientes de

temperatura, como el caso de conduccién y conveccion térmica.
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Figura 8. Flujos de energia asociados a un VC infinitesimal que se mueve con el

flujo.
‘Y Q
e
2 < e =
= ao’xx
Updydz — m——teee = ey up -~ dx| dy dz
Qeond dy dz ey w w1 srnnnn (qcond+ aq;’"ddx) dy dz
X
o. G
U xx dde <— """"""""" —> UGxx+ dx dde
< S
T utpdx
2 X

Fuente: Autor.

En la Figura 8, el calor transferido por conduccion térmica entrando al VC en

movimiento es q.,nq dx dy dz, y el calor transferido neto dentro del VC es:

Flujo neto de calor [ ( aCIcond )] 3
{ dentro del VC qcona ~ | dcona + ax dydz —Q

_ aqcond
=~ dxdydz—Q (30)

donde Q es la transferencia de calor desde el fluido hacia el entorno y segun [33]
el aporte generado por q.,nq S€ puede despreciar, quedando la ecuacion (30)

como:.

{Flujo neto de calor} —

dentrodelVC G

La transferencia de calor desde el fluido hacia el entorno se puede observar en la
Figura 9, donde Q esta dado por:

49



0 =TT (39

UA

donde T, es la temperatura exterior, A es el &rea que es igual al perimetro por el

ancho del VC, i la resistencia global, U es el coeficiente global de transferencia

de calor y UA esté dado por:

1
UA =

(33)
ln(rext)
1 Tint 1
hintAint 21K gy ctAx hextAext

donde h;,; es el coeficiente de calor convectivo del fluido interior, 7,y Y Tine SON €l
radio exterior e interior del ducto respectivamente, kg, €S la conductividad
térmica del ducto, h,,; es el coeficiente de calor convectivo del fluido exterior, A;,;

y A.,: SON el area interior y exterior respectivamente y Ax es el ancho del VC.

Figura 9. Transferencia de calor desde el fluido hacia el entorno.

Toeo, hext
1
hext Aext

| (rext)
n Fint

2 1 kduct Ax

1
hint Aint %

Fuente: Autor.
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La conductividad térmica kg4, Se obtuvo haciendo una aproximacion de los
valores mediante un Rotational Model del programa CurveExpert Professional
1.5.0 con datos tomados de [31]:

kguce =a+bx*cos(cxTg +d) (34)

donde T; es la temperatura de la superficie del ducto y a, b, c y d son constantes

gue toman los siguientes valores:

a = 38,76520772254727
b =13,02153211692467
¢ = 0,003203816556341828
d = —0,831480724171671

El coeficiente de calor convectivo h;,; esta definido como:

Nygine)Kint

35
Dint ( )

hint =

donde k;,; es la conductividad térmica del fluido interior, D;,; el diametro interior

del ducto y Nyins) €S €l numero de Nusselt interior que se tomara de la relacion de

Gnielinski quien modifico la segunda ecuacién de Petukhov como:

(36)

(f/8)(Re — 1000)P. ( 0,5 < P. < 2000 )
1+12,7(f/8)°5(P%/® — 1) \3 X 10* < Re < 5 x 10°

u(int) =

donde B. es el numero de Prandtl.

El coeficiente de calor convectivo del fluido exterior h,,; Se encuentra como:
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NuT(ext) kext

(37)
Dext

hext =

donde k., es la conductividad térmica del fluido exterior, D,,; el diametro exterior

del ducto y Nyr(exr) €S €l nimero de Nusselt total exterior. Para el fluido exterior se

deben evaluar las propiedades a la temperatura de pelicula definida como:
1
Ty = > (Ts + To) (38)

donde T; es la temperatura de la pelicula.

El nimero de Nusselt total exterior se expresa como:

1/n
NuT(ext) = (NuF(ext)n + NuN(ext)n) (39)

donde Nypeext) €S €l Nusselt para conveccion forzada, Nyy(exr) €S €l Nusselt para

conveccion natural y n es un numero entre 3 y 4 dependiendo de la configuracion
geométrica. Se ha observado que n =3 correlaciona bien con los datos
experimentales para superficies verticales y los valores mas grandes de n resultan
mas apropiados para la superficies horizontales. Para el presente proyecto se
supondra que la disposicion del ducto es de forma horizontal por lo que se tomara

para n un valor de 4.

Para el Nyp(exy S€ tomara de la relacion propuesta por Churchill y Bernstein como:

4/5
(P.>0,2) (40)

0,62Re/2p}/? Re \*/®
NuF(ext) = 0,3 + [ + ( ) l

1 -
[1+ (0,4/P.)2/3]1/4 282000
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Y para el Nyy(ex) S€ tomard como:

0,387R, /¢

[ (5"

75| (R <1012) (41)

—|2
I
I
I

I
NuN(ext) = |0:6 +

donde R, es el numero de Rayleigh definido como:
R, = G,P. (42)
donde G, es el numero de Grashof dado como:

— gﬂ(Ts - Too)Dext3

G
r vz

(43)

donde g es la gravedad, B es el coeficiente de expansion volumétrica y v es la
viscosidad cinemética. El coeficiente de expansion volumétrica para gases ideales

se define como:

1
B=x (44)

La viscosidad cinemética es:

u

V== 45

p (45)
El nimero de Prandtl (B.) se define como:

C

p=t= (46)
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donde Cp es el calor especifico a presion constante:

p

a+ bT 4 cT? +dT3
(47)

M

donde M, a, b, c y d son la masa molar y las constantes caracteristicas del aire

respectivamente:

M = 28,97 (kg/kmol)
a = 2811
b =0,1967 x 1072
c=0,4802 x 10~°
d=-1,966x10"°

donde a, b, c y d se tomaron de [13] y se cumplen para un rango de temperatura
de:

273 (K) < T < 1800 (K)

La conductividad térmica del fluido interior y exterior (ki Y kext) S€ obtuvo
haciendo una aproximaciéon de los valores mediante un Rotational Model del
programa CurveExpert Professional 1.5.0 con datos tomados de [14] para aire
como gas ideal, dicha aproximacion dio la ecuacion (48) y en la Figura 10 se

observa la grafica en el programa CurveExpert para dichos datos:

a+ bT

_ 48
1+ cT + dT? (48)

kint = Kext =

donde las constantes a, b,cy d son las siguientes:
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a =0,000174468698265576
b = 0,00009680018097764748
¢ = 0,0004612649785231345
d =—0,00000001210055011777511

Figura 10. Variacion de la conductividad Térmica del aire como gas ideal en

funcion de la Temperatura.

T T T T
e Data :
—— Rational Model

0:1 Ersosmmansnienmnmes oo e L ™

0.08 |- —— e = 0 . ; y ORI |
0.06

0.04

Conductividad Térmica (W/m K)

0.02 |- : f g : =

. I I ] . ]
0 500 1000 1500 2000 2500
Temperatura (K)

Fuente: Autor.

Finalmente se abordara el trabajo realizado sobre el VC debido a las fuerzas de
superficie. El trabajo realizado por las fuerzas ejercidas sobre un cuerpo en
movimiento es igual al producto de la fuerza y la componente de la velocidad en
direccion de la fuerza, por ejemplo, el trabajo realizado por o,,dydz es

Uy, dy dz.

El fluido en movimiento se mostr6 en la Figura 8 donde se observa explicitamente
el trabajo realizado sobre cada una de las caras debido a las fuerzas de superficie
en la direccion del flujo.

Considerando todas las fuerzas de superficie mostradas en la Figura 8, el trabajo

neto sobre el VC en movimiento es:
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el VC debido a las

{Trabajo realizado sobre}
fuerzas de superficie

= [up — <up + agjcp) dx)l dy dz

0
+ Kuaxx + (léixx) dx) - uaxxl dy dz — utPdx

Simplificando y agrupando términos semejantes se tiene:

el VC debido a las
fuerzas de superficie

Trabajo realizado sobre ~ 3(up)
= |- dx dy dz —utPdx (49)

a(uaxx)
Ox + 0x

La forma final de la ecuacién de la energia se obtiene sustituyendo las ecuaciones
(29), (31) y (49) y en la ecuacioén (27):

d(up) N 0 (uoyy)

D V2
e+7 dxdydz=-Q + |-

p Dt % o dx dy dz — utPdx
Simplificando y organizando se obtiene:
D & o(pu utP o(u
p—e+—)=— (p ) _ T _ Q ( O-xx) (50)
Dt 2 0x dydz dxdydz 0x

La ecuacién anterior es la forma no conservativa de la ecuacién de la energia, en
términos de la energia total e + V?/2. La ecuacion en forma no conservativa
resultante se obtuvo a partir de la aplicacion de los principios fisicos a un VC en
movimiento. Como en el caso de la ecuacion de la cantidad de movimiento, la

ecuacion (50) se puede presentar de forma conservativa.
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Repitiendo los mismos pasos realizados desde la ecuacién (21) a (26) como se

muestra a continuacion:

> D

D(e +V?%/2 dle+V?%/2 iR |%&
p ( Dt/):p( at/)+pV'V<e+ >

Expandiendo la siguiente derivada:

0 & o(e+V?/2) V2\ap
alp<e+7>]—f’T+<e+7)a

Y reagrupando,

d v2/2 d v? V%\ o
e mmp ) )E o

Recordando el vector identidad para la divergencia del producto de un escalar por

un vector,

<
e}
/-~
®
+
N|<N
~
<
Il

& - - V?
<e +7>V-(pV) + (pV)-V(e +7>
Reagrupando:
(pV)-V<e+7>=V-lp(e+7>Vl—<e+7>V-(pV) (53)
Sustituyendo las ecuaciones (52) y (53) en la ecuacion (50) se tiene:
D(e+V?/2) @ V2 V2\ dp v2\ V2 .
pT—a[p e+7 ]— e+7 §+V [p e+7 V]— 6’+7 Y (pV)
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Dle+Vi/2) 0 +V2 +V2 [8p+v (17)]+V +V2 Vv 54
Pm™ D “a|P\°7 2 MACNIFT: P PRET2 G
Escribiendo la ecuacién (54) para un flujo unidimensional:

D(e+V?/2) @ +V2 +V2 6p+ 6u+6 +V2 e
P~ D¢ “ac|P\¢T eto ae TPal TaxlP e T O

. . 1o
donde el término [ P

] . o ,
i pa—’;] en la ecuacion (55) es el lado izquierdo de la ecuacion

de la conservacion de la masa o ecuacion de continuidad dada en la ecuacion (5);
por lo que este término es igual a cero. Reemplazando V2 por u? en la ecuacion
(55) se tiene:

D(e+u?/2) 0 u? 0 u?
O e G T G

Sustituyendo la ecuacion (56) en la ecuacion (50) nos da la forma conservativa de

la ecuacién de la energia:

d u? 0 u? a(Pu) utP Q a(uo-xx)
&p<e+7>]+&[p(e+7>”]__ dx _dydz_dxdydz+ dx ©7)

El sistema de ecuaciones formadas por (5), (27) y (57) forman un sistema de

ecuaciones no lineales acopladas, y por lo tanto es muy dificil resolverlas
analiticamente. Hasta la fecha no existe una soluciébn general para estas
ecuaciones, por ello en general su resolucion implica recurrir al analisis numérico

mediante mecanica de fluidos computacional (CFD).
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3.2.4 Ecuaciones de cierre.

En este momento se tienen cinco incognitas (p, u, p, T y e) Yy solo tres ecuaciones

principales (5), (27) y (57). El conjunto de ecuaciones se completa al incorporar

dos ecuaciones algebraicas, una es la ecuacion termodindmica de estado y la otra

es la ecuacion de estado fundamental.

e FEcuaciéon termodinamica de estado.

Esta ecuacion relaciona la densidad con la temperatura y la presion:

p=ppT)

Para un gas ideal se puede escribir de la siguiente forma:

p=pRT  (58)

donde R es la constante del aire definida como:

R = 0,287 (k] /kg * K)

e Ecuaciéon de estado fundamental.

Esta ecuacion relaciona la energia interna con la temperatura y la presion.

e=e(T,p)

donde se puede escribir de la siguiente forma:
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(59)

donde h es la entalpia y se puede expresar como:

T P2 dv
— hO — -
h=h +f deT+f (v T< ))dP (60)
TO P1 dT/p

donde el tercer término de la ecuacidon(60), la integral con respecto a la presion, se

vuelve cero para gases ideales, por lo tanto la ecuacion queda:

T
h=h° +j Cp,dT (61)

TO

donde T° es una temperatura de referencia, h° es la entalpia de formacion a la

temperatura T° y C, se encuentra de la ecuacion (47).

3.2.5 Ecuacién diferencial general.

Para simplificar la forma de las ecuaciones (5), (27) y (57) se puede escribirla

ecuacion general que se muestra a continuacion:

d(p?) a(PQVx)_ d(p9,) 9(020yx)
ot T T ax o Tox TPt ax

(62)

donde los valores de @, @, y @, se muestran en la Tabla 1.
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Tabla 1. Representacion generalizada de las ecuaciones de conservacion.

ECUACION U} 8, 3, S
Continuidad 1 0 0 0
Cantidad de TP
o u 1 1 -
movimiento dy dz
Enerai u? utP Q
nergia e+ 2 v u dydz dxdydz

Fuente: Autor.

3.3 Discretizacion de las ecuaciones.

Para la discretizacion de las ecuaciones se necesita que el dominio fisico del
problema sea discretizado, asignando las variables dependientes a cada uno de
los puntos discretos dentro del dominio de célculo, obteniéndose en cada punto
una ecuacién algebraica que relaciona los valores de las variables de flujo para un
conjunto de puntos (que llamaremos nodos). Dichas ecuaciones se obtienen de la
ecuacion diferencial que gobierna la variable y por lo tanto expresa la misma

informacion fisica que la ecuacion diferencial.

El valor de la variable en un nodo influye sobre la distribucion de esta variable
solamente en los nodos vecinos a este nodo. A medida que el nUmero de nodos
crece, la solucion de las ecuaciones discretizadas debe tender a la solucién exacta
de la ecuacion diferencial. Esta discretizacion es lo que hace posible el sustituir las

ecuaciones diferenciales por ecuaciones algebraicas simples.

Existen al menos tres métodos numéricos para resolver problemas de mecanica
de fluidos; Métodos de Diferencias Finitas (MDF), Métodos de Elementos Finitos
(MEF) y Métodos de volumenes finitos (MVF). Para el desarrollo del presente

proyecto se trabajoé con el MVF.
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3.3.1 El método de volumenes finitos.

El MVF divide el dominio de calculo en un nimero determinado de voliumenes de
control (VC) que no se solapan entre si (como los mostrados en la Figura 11), tal
gue existe un VC en cada punto o nodo de la malla. Es decir, el nodo de la malla
contiene la informacion (promedio) que representa al volumen de control que lo
rodea y la ecuacion en derivadas parciales se integra en cada uno de los
volumenes de control. Para evaluar estas integrales se asumen ciertos perfiles de
variacion de la variable. El resultado es la ecuacién de discretizacion para cada
uno de los volumenes de control y relaciona el valor de la variable en distintos

nodos.

La caracteristica mas atractiva del MVF es que este método es conservativo en
cada VC y sera conservativo en todo el dominio completo si se discretizan
apropiadamente los flujos en los contornos de los VC. Esta caracteristica esta
presente para cualquier nimero de puntos en la malla y no justo cuando el nimero
de nodos llega a ser considerable. Aln cuando la malla sea burda, la solucién

exhibe balances integrales exactos.

Figura 11. Dominio unidimensional.

Fronteras del volumen de control

®a = constante
Os = constante

Volumen de control Puntos nodales

Fuente: Fuentes, David, “Mecanica de fluidos computacional”, Universidad
Industrial de Santander, 2009.
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Una ventaja del MVF es su directa aplicacion al espacio fisico y la féacil
interpretacion en mallas curvilineas que permite usarse en mallas estructuradas y

en mallas no estructuradas.

Cuando se trata de dominios moéviles (deformacion de la malla) la formulacién del
sistema se vuelve un poco mas engorrosa, debido a que, al no ser constantes los
dominios de integracion, existen ciertos términos que no pueden ser extraidos
directamente de las integrales y es necesario aplicar previamente el teorema del
transporte de Reynolds. Para el desarrollo de este proyecto no se tendra en
cuenta la deformacion de la malla debido a que la geometria en el multiple de

escape siempre sera constante para un problema dado.

El MVF sigue los siguientes pasos para encontrar los valores de la variable en el

dominio.

3.3.1.1 Generacion de la malla.

El primer paso en el MVF es dividir el dominio en VC discretos. Las ecuaciones de
conservacion (ecuaciones (5), (27) y (57)) se aplican a un VC que se define
alrededor o entre los puntos de la malla. Las técnicas numéricas para la
discretizacion espacial difieren esencialmente en la disposicion de los VC y en la

técnica de discretizacion.

e Disposicion de los volumenes de control.
La disposicion de los volumenes de control en un mallado puede definirse de
diversas formas. Comunmente se utilizan las disposiciones denominadas como

centrada en la celda y la centrada en el vértice. En el caso de VC centrados en la

celda las variables se definen en el centro de la misma. En el otro caso tanto las
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variables como la geometria se definen en los nodos del mallado. Estas
disposiciones se extienden facilmente a elementos triangulares y a mallas no

estructuradas.

En una reticula cartesiana estos dos métodos de construir los volimenes de
control muestran obviamente la misma precision, pero para un mallado curvilineo
presenta diferentes errores. Cerca de un contorno geométrico, los diferentes
modos de construir el VC requieren diferentes técnicas para expresar la condicion
de contorno. Para el presente proyecto se trabajé con la disposicion centrada en la

celda como la mostrada en la Figura 11.

Para la disposicion centrada en la celda se debe establecer una nomenclatura a
los volumenes en el espacio entre las fronteras Ay B (ver Figura 11). Las fronteras
(o caras) del VC gquedan posicionadas en la parte media entre voliumenes
adyacentes. Cada nodo esta limitado por un VC o celda. Es una practica comun
establecer VC cerca de la frontera de tal forma que las fronteras fisicas coincidan
con las fronteras del VC.

En la Figura 12 se muestra la convencién usual en métodos de CFD para una

malla unidimensional.

Figura 12. Conveccion en una malla unidimensional.

Oxwp OXpE
-
r I Oxwe , : OXpe I 1
o foomee P EEEEES ‘
W w e E
| < Ax = 6Xwe >

Fuente: Fuentes, David, “Mecanica de fluidos computacional”, Universidad
Industrial de Santander, 2009.
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Un nodo general se identifica con la letra P y sus vecinos en una geometria
unidimensional, los nodos al oeste y al este, se identifican con las letras W y E
respectivamente. La cara del lado oeste del VC esta definida con la letra w,
mientras que la de la cara este con la letra e. Las distancias entre los nodos W'y
P, y entre los nodos P y E, se identifican por dxyp Yy dxpg respectivamente.
Similarmente, las distancias entre la cara w y el punto P y la cara e y el punto P se
definen como d8x,,p y dxp, respectivamente. La Figura 11 muestra el VC con ancho

igual a Ax = &x,e.

3.3.1.2 Discretizacion de las ecuaciones por el MVF.

El paso clave del MVF es la integracibn de las ecuaciones que rigen el
comportamiento de la propiedad en un VC para obtener una ecuacion discretizada
en su punto nodal P. Aplicando el MVF a la ecuaciéon diferencial general (62)

queda:

t+At

a @ t+At a @
MdV dt l f (gx”) av | dt

t+At a q) t+At
(p Dy dt+ f sav|at
t
a(Q)ZUxx)
+ f f 22 v | e (63)
t |ve |

Volviendo a escribir la ecuacién (63) en las ecuaciones de conservacion,
reemplazando el valor de o,, dado por la ecuacion (11), aplicando el MVF,

integrando espacialmente y ordenando se tiene:
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e Ecuacion de continuidad:

t+At t+At
l _gng]d [ —glldV dt=0
Ve ve
t+At 5 t+At
= f o lpAvide = f [A(pw)y, — A(pu).]dt (64)

t

e Ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento:

t+At
[ a(p

t+At

d(puu)
dt [J 0x av

t+At
dt— If &y dz dV]dt

dt

—————-dV' dt

ox

lfa( o)

f[ ()
=— —av

t

t+At

t+At

:>f 6[ AV]dt
ac P¢

t+At t+At t+At

- f [A(puw),, — Apuw),Jdt + f [A®),, — Ap).]dt — f [cPAx]dt
t+AC

A2, 02 e

66



e Ecuacion de la energia:

t+At ) t+At
[[ e+ >dV dt+ j l<e+ ) dv|dt
at
- t
t+At [ a( ) t+At P
_ pu B uT
_ffadVd f[dydz dt
t |vc

t+At

Q f f (uaxx)
f fdx dy dZdV dt + e av|dt

t |49 t |49

t+At
N f 9 N DR
ac[P\¢ T
t
t+At

T e, b))

+ 7M[A(pu)w — A(pu).ldt — tj.M[UTPAX] dt — tjAt[Q]dt
+A
+ tj t% [A (u/l Z—Z)e —A (uu Z—Z)W] dt (66)

t

donde VC indica la integracion sobre el volumen de control y A es el area

transversal del VC que para el presente trabajo es constante.
Observando las ecuaciones (65) y (66) aparece el término ?TZ’ para lo cual se tiene

que saber la variacion de la velocidad u con respecto a x, y para ello se utiliza la

interpretacion de la derivada.
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e Derivacion.

En la Figura 13 se muestra la interpretacion geométrica de la derivada. La primera
deriva 0@/dx en el punto x; es la pendiente de la linea tangente en este punto y

en la Figura 13 se nombra como Exacto.

Figura 13. Definicion de derivada y sus aproximaciones.

A’ '

—_—

e
— —
e

— —
— -

- Central

P * —_ | Forward

Axi | Axi+

A
¥

x

i-2 i-1 i i-1 i+2 i+3
Fuente: Ferziger, J.H, “Computational Methods for Fluid Dynamics”, Springer,
2002.

La pendiente en el punto x; puede ser aproximada como la pendiente que pasa
por dos puntos cercanos a la curva. La linea denominada como “Bacward” es una
aproximaciéon de la derivada en x; usando una linea que pasa a través de los
puntos x;_; Y x;, la linea denominada como “Central” es una aproximacion de la
derivada en x; usando una linea que pasa a través de los puntos x;_; Y x;+1 Y la
linea denominada como “Forward” es una aproximacion de la derivada en x;

usando una linea que pasa a través de los puntos x; y x;j;1.

68



Por lo tanto se puede reemplazar la derivada parcial d¢/dx de una variable @ en

un punto x; mediante:
o Diferencia Bacward (Bacward Difference Schemes (BDS)):

(&) =228 000 67)

i Xi — Xi—1

¢ Diferencia Centrada (Central Difference Schemes (CDS)):

=) = L+ 0(Ax)? (68)
ox Xi+1 — Xi-1

(6@) _ Dip1 — Di

¢ Diferencia Forward (Forward Difference Schemes (FDS)):

9 Y
(_Q)) — M + 0(Ax) (69)
Ox/i  Xip1— X

donde el simbolo 0(Ax) es una notacién matematica que representa “términos de
orden Ax” que para el caso de la Diferencia Bacward y Forward es de primer orden

de exactitud y para la Diferencia Centrada es de segundo orden de exactitud.

. . 0 . .
Reemplazando las derivadas espaciales de la forma a—i por una Diferencia

Centrada de segundo orden como la mostrada en la ecuaciéon (68) y utilizando la

nomenclatura de CFD en las ecuaciones (64), (65) y (66) se tiene:

e Ecuacién de continuidad:
t+At t+At

0
J E[pAV]dt=f [A(pw),, — Alpu),ldt (70)
t t
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e Ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento:

t+At

f a[ AV]dt
ot P

t+At t+At t+At

- f [A(puw),, — Apuw), Jdt + f [A),, — Ap).]dt — f [cPAx]de
t+At

f [A( )e(u)E (u)P—A(M)W (u)px—(u)wl it 71

ox XpE 8 wP

e Ecuacion de la energia:

t+At

Ja 2 av] ae
ac[P\¢ T
t

t+At

T ebler5),ble2))

t

t+At t+At t+At
+f [A(pu),, — A(pu), ]dt—f [utPAx] dt—f [Q]dt
t+At
f lA( ny (u)’g P;”)P—A(uu)WW] dt (72)

70



e Discretizacion temporal.

La integracion temporal puede basarse en métodos explicitos o implicitos.

Los métodos explicitos tienen los algoritmos mas simples, ya que se evalla el
operador de estado estacionario desde el estado inicial conocido, y el nuevo
estado puede calcularse para cada celda, de forma desacoplada. Los métodos
explicitos se adaptan bien a mallas estructuradas y no estructuradas. La
vectorizacion y paralizacion del algoritmo se hace de manera simple. Sin embargo,
el paso temporal de un método explicito viene condicionado por la estabilidad
numeérica, en funcion de la mayor velocidad de onda presente, y en flujos viscosos

en funcion del numero de Reynolds de la celda.

Los métodos implicitos tienen la ventaja de ser incondicionalmente estables, o por
lo menos permiten un paso temporal mucho mas grande que los métodos
explicitos. Pero el costo computacional por cada paso temporal es mucho mas
alto, debido a la inversién de matrices de gran tamafo. La estructura recursiva de
los algoritmos de inversibn es una desventaja para la vectorizacion y
paralelizacion de los métodos implicitos. Pero actualmente los métodos implicitos
pueden vectorizarse con el mismo alto grado de eficiencia que los métodos
explicitos con algoritmos apropiados, compiladores optimizados y suficiente

capacidad de memoria.

Para este trabajo se utilizard el método implicito por las ventajas respecto al
método explicito, ademas se usara una Diferencia Forward de primer orden como
la mostrada en la ecuacion (69) para la derivada parcial en el tiempo, por lo tanto
los primeros términos en las ecuaciones de (70), (71) y (72) quedan de la siguiente

forma:
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t+At

t

L+t tHAt _ (h\t
‘= ] [((D)p - (@pl dt = (9)5¢ — (9)5 (73)
t

donde el subindice P denota los valores para el nodo P, los superindices t y t + At

, d . , .
denotan los valores para el tiempo y a[(b] se reemplazé por una Diferencia

t+At_ it
Forward de primer orden como [W].

También hay que realizar las otras integrales con respecto al tiempo en las
ecuaciones (70), (71) y (72), para ello es necesario asumir cierta variacion de las
variables respecto del tiempo. Se pueden usar las variables en el tiempo t 0 At
para calcular la integral temporal o una combinacion de las variables en los
tiempos t y At. En este punto se generalizara la solucion introduciendo un
parametro 6 entre 0 y 1 y entonces se puede escribir las integrales I, de las

variables @ respecto del tiempo como:
t+At

Ip = f [@]dt = [005¢ + (1 — 6)@5]Ac (74)

t

de donde, de acuerdo al valor de 6 la ecuacion (74) tendr& los valores mostrados

en la Tabla 2.

Tabla 2. Valores de la integral de I de acuerdo al valor de 6.

0 1 1/2 0

1
Iy QLA AL > (P5Ht + 9% )At @5At

Fuente: Fuentes, David, “Mecanica de fluidos computacional”, Universidad
Industrial de Santander, 2009.
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En la Tabla 2 se han destacado los valores de la integral I para 6 de manera que
si 8 = 0 se usa la variable en el tiempo t (anterior) y el esquema resultante se
conoce como esquema explicito, si 6 = 1/2 se usa un promedio entre la variables
en el tiempo t y en el tiempo t + At y el esquema resultante se conoce como
esquema implicito, finalmente si 6 = 1 se usa la variable en el tiempo t + At y el
esquema resultante se conoce como esquema completamente implicito. Siguiendo
con la eleccién del método implicito donde 8 =1 y la ecuacion (74) tomaria la

siguiente forma:

t+At

Iy = f [@]dt = pLTAtAL (75)

t

De esta forma, sabiendo como se van a discretizar las ecuaciones (70), (71) y (72)

tanto espacial como temporalmente se pueden expresar de la siguiente manera:
e Ecuacion de continuidad:
[(0)5F = (p)5]AV = [A(pu)§Ht — A(pu)EHot]At (76)
e Ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento:

[(w)§¢ — (pw)b]|av
= [A(puw)§2 — A(puw)EHAAL + [A(p)§HAt — A(p)EHat]At

— [P(@)E2]axAt
, H[AWEHaE™ — Gop™]
3 6xpE
+A +At _ +A
_ AW - @it (77)
Sxwp
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e Ecuacion de la energia:

(o)) o
(oo a5

+ [A(pw)§ ™ — A(pu)EH2t]At — [P (ur)EM2 | AxAt — QE+AtAL

L4 [A(uu)?“[(u)%*“ - W]

At

3 OXpE
A t+At t+AL _ (o EHAE
A W - Wi ]l AL 78)
Sxwp

En las ecuaciones (76), (77) y (78) se tienen los valores de las variables no solo
en los nodos sino también en las fronteras w y e, para ello se debe realizar una
interpolacion de los valores de las propiedades con los nodos adyacentes a las

fronteras.

e Interpolacion.
En las ecuaciones (76), (77) y (78) se requiere el valor de las variables en otros
puntos diferentes a los nodos (como son en las fronteras w y e) y la forma de

encontrar estos valores es haciendo una interpolacion.

Existen numerosas posibilidades para realizar tal interpolacion entre las que se

encuentran:

¢ Interpolacién upwind.

e Interpolacién lineal.
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e Interpolacion upwind cuadratica.

e Interpolaciones de mayor orden.

Para nuestro problema se escoge una interpolaciéon upwind que aproxima el valor

de @ en la frontera por el valor de @ aguas arriba como se muestra en la Figura 14.

Figura 14. Esquema para la interpolacion upwind cuando el flujo va en direccion

positiva.
(0)3
@W mw
—

: @P @e

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

Uw 1 ! Ue
................ |
° £ * . ®
[ B He
w P E
Sxww Sxwe Oxre OXer
I I

Fuente: Fuentes, David, “Mecanica de fluidos computacional”, Universidad
Industrial de Santander, 2009.

Los valores de @ para las diferentes fronteras se tiene:

op si(V-A) >0

0. = IS (79)
Dp sz(V-n)e<0
Oy si(V-7) >0

By = DN (80)
op si(V-7), <0

75



Para nuestro caso se tiene que (17 . ﬁ)e > 0, por lo que el valor de @, se tomara

como @, y el valor de @,, como @y,.

Expresando la ecuacion de la energia en funcién de la entalpia y utilizando el

método upwind en las ecuaciones (76), (77) y (78) se tiene:
e Ecuacion de continuidad:

[(P)EAE — (p)E]AV = [A(p) A (WGt — A(p)EH (w)EHAt] At (81)

e Ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento:

[(pw)EHAE — (pw)p]AV

= [A(p)wAt(u)‘t;At(u)‘t;At _ A(p)ﬁ*“(u)?“(u)?“]m
+ [A(P)GA — A(p)§Hat]at — [P(DEHA | axAt

4[AWEMWE™ - WE™]

3 OXpg
A(y)EHAe t+At _ t+At
_ (Ww [(U)P (wWw ]At (82)
Sxwp
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e Ecuacion de la energia:

(o))" o+5) ).

— [A(p)ﬁj“(u)ﬁf“ ((h)‘t/;-At + ( >

AV

2\t+A
M)] At — [P(w)ETE (D)5 | axAt

— A(p)E" (gt ((h)%*“ +—

_ Qt+AtAt

4 [A ()52 A (W) 5 — (w)5HY]
+ —_—
3 0xpg

AW @A @E - @i
B SXuwp ] At

(83)

3.4 La malla alternada.

Al almacenar las velocidades y las otras variables escalares como la presién y la
temperatura en los mismos nodos del volumen de control se puede dar el caso
gue un campo de presion altamente no uniforme pueda actuar como un campo

uniforme en las ecuaciones de cantidad de movimiento y continuidad.

Un remedio a este problema es usar una malla alternada (o desplazada) para las
componentes de la velocidad. La idea es evaluar las variables escalares como la
presion y la temperatura en el centro del VC y la velocidad en una malla

desplazada del VC como se muestra en la Figura 15.
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Figura 15. Disposicién de las variables en la malla alternada.

/Celda para u

: — : :

5 W e 5
L 4 N 4 i . 4 1 4 £ .
R N O T TS I

Fuente: Fuentes, David, “Mecanica de fluidos computacional”, Universidad
Industrial de Santander, 2009.

Las variables escalares se guardan en los nodos marcados con (e) mientras que
las velocidades estan definidas en las caras de las celdas entre los nodos y estan

indicadas mediante flechas horizontales (—).

Una ventaja de la disposiciéon de la malla alternada es que la solucion proporciona
las velocidades en los puntos exactos donde se requieren para los calculos
escalares de conveccién-difusion, de este modo no se necesita interpolar para

calcular las velocidades en las caras de las celdas.

Esta ventaja tiene un precio ya que un programa de computador basado en una
malla alternada debe acarrear con toda la indexacién y la informacién de
geometria sobre la localizacion de las componentes de la velocidad y debe
ejecutar ciertas interpolaciones tediosas. Aun asi, las ventajas de usar una malla
alternada son mayores que los perjuicios que se pudieran presentar y es por esta

razon que en el presente trabajo se tomara una malla alternada atrasada dado que
. ., . . . 1
la localizacion de la velocidad se encuentra a una distancia de —2Ax como se

muestra en la Figura 15.
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3.5 Algoritmo SIMPLE.

Los problemas con la no linealidad de las ecuaciones de cantidad de movimiento y
el acoplamiento entre las ecuaciones de transporte se abordan adoptando una
estrategia de solucion iterativa como el algoritmo SIMPLE.

El algoritmo SIMPLE (Semi Implicit Method for Pressure Linked Equations) fue
presentado inicialmente por Patankar y Spalding [32] y es esencialmente un
procedimiento para la correccién de la estimacién de la presion en una malla

alternada.

El método se ilustra para un volumen de control como el mostrado en la Figura 16

en coordenadas cartesianas.

Figura 16. Volumen de control para la velocidad.

- .: ............ Jl ............ Jl ______ T
' Ui-1 y Ui s Ui+1
—L —L —
— : ® ¢ ® : ¢
W w P ' e  E
I I IR A (IR S I .
|-2 i-1 I-1 i | i+1 [+1

Fuente: Fuentes, David, “Mecanica de fluidos computacional”, Universidad
Industrial de Santander, 2009.

Planteando la ecuacion de cantidad de movimiento para el volumen de control de

la Figura 16 se tiene:
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[(ow)§2t — (pw)b|Av
= [Alpww) " — Alpuw), At + [A(),, Y — Alp). At

— [P(0)p | AxAt
4 A(u)et+At[(u)Et+At _ (u)Pt+At]
+_
3 Oxpg
t+At t+At t+At
AW @ — (w ]] At (84)
Sxwp

Organizando y aplicando la interpolacion upwind se tiene:

+A +A

_ AAt(p)et+At [(u)pHAt ‘; (u)EHAt] (u)Pt+At

t+At
Ww

- AAt(p)w 2

t+AE !(U)WHM + (u)PHM]

+[AP) ™ = (A)o (). At — AxAtP

(T)Wt+At n (T)et+At
2

4At t+At t+At [4At t+At] t+At
+ |5 A0 @ - S5 40. [@
47

4A t+At t+At t+At t+At
- e 4G @ + [ AG0w | G0 (85)

Agrupando términos semejantes y organizando se tiene:
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t+AL t+AL
[4—MA( )Wt+At _AAt(p)Wt+At [(U)W ;(U)P ] (u)Wt+At

+ L aaeo), o7 [(u)p““ + (u )E”A"‘] (D)5t + ()5t

AV
2 2 l

4At t+At t+At rane , [4AL t+At t+At
=2 [A000 7 + 400 | @ + [T a0, @
t+At t+At
— {4 — AGp), ]t + axacp |2 ;r (e ]
— lwl AV(u),t; (86)

Expresando la ecuacién (86) para una variable i (donde i da el numero del nodo

en el ducto) se tiene:

(u)i_1t+At n (u)it+At
2

4At
[—A(mi_lt*“ —AAt(p)i_l”“l ] Wi+

t+At t+At t+At t+At
u); + (u); -1 T ;
n AAt(p)l-HAt [( )i (W41 ]_ (p)il1 ()i

AV
2 2 l
4At
 3Ax

4At

Ao+ A | )it +
3A

A( ), t+At]( ), +1t+At

= [A();{"™ — A()i_,""]At + AxAtP [ z

(T) i_1t+At + (T)it+At]

_ l(p)f—l;' (p)fl AV(u)f (87)

Expresando la ecuacion (87) en términos de coeficientes se tiene:
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a; (Wi + by (W) 4 (W) = d; (88)

donde los coeficientes a;, b;, c¢;, Y d; para la ecuacion de conservacion de la

cantidad de movimiento son:

4‘At A A (u)'_1t+At+ (u)'t‘l'At
@ = 3o AWi " = AB ()i [ — (89)
t+At t+At t+At t+At
u); + (u); -1 T -
bi — AAt(p)it+At ( )l ( )l+1 _ (p)l 1 (p)l AV
2 2
4At
— o (AW + 4G ] (90)
4At
¢ = @A(#)itﬂt] €)Y

d; = [AP)"™ — A@);i_, "] At + AxAtP

(T)i_1t+At n (T)it+At‘
2

t t
B I(p)i—l;' (P)il AV (u)? (92)

El objetivo del algoritmo SIMPLE es mejorar la estimacion de la presion p* tal que
el campo de velocidad principal resultante este progresivamente mas cerca de

satisfacer la ecuaciéon de continuidad. La propuesta es que la presion corregida se

puede obtener a partir de:

p=p +p (93)
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donde p’ es la correcciéon de la presion. Ahora, se necesita conocer cual es la
respuesta de las componentes de la velocidad a estos cambios en la presiéon. Se
pueden introducir las correspondientes correcciones de velocidad u' de forma
similar:

u=u"+u (94)

Con un campo de presion estimado p*, se resuelve la ecuacién de cantidad de

movimiento (88) con lo que se obtienen la velocidad u* por medio de:
@)+ )+ W) = d (95)

donde el coeficiente d;"es:

d;" = [A@")™* = Ao ]At + AxAtP

(T)i_1t+At n (T)it+At]
2

_ [(p)i_12+ (P)il AV 96)

La sustitucion del campo correcto de presion p en las ecuaciones de cantidad de
movimiento produce el campo correcto de velocidad u. La ecuacién (88) vincula el

campo correcto de velocidades con el campo correcto de presiones.

Restando la ecuacion (95) de la ecuacion (88) produce:

ai[(u)i—lHM - (U*)i—1t+M] + bi[(u)iHM - (U*)iHM] + Ci[(u)i+1t+At - (U*)i+1t+M]

=d;—d; 97)

donde d; — d;" es:
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t+At] (98)

d;—di" = A[()" = )] - 4| P)iea ™ - 0)ia

Usando las férmulas de correccion (93) y (94), la ecuacion (97) se puede rescribir

como:
t+At t+At t+At
a;(Wim b)) T (W) =dy (99)
donde el coeficiente d;’ es:

d' = A" — A", (100)

t+At t+At

y ci(u)isq con el

objetivo de simplificar la ecuacion (99) para la correccion de la velocidad. La

En la ecuaciéon (99) se quitan los términos a;(u');_;

omision de estos términos es la principal aproximacion del algoritmo SIMPLE. Con

esto en mente, se obtiene:
@) = A0 = A (101)
Reemplazando la ecuacion (101) en la ecuacién (94) da:
@ = @4 AN - 400 a0

Hasta este punto solamente se ha considerado la ecuacion de cantidad de
movimiento, pero el campo de velocidad también esta sujeto a la restriccion de
satisfacer la ecuacion de continuidad. La continuidad se satisface para el volumen

de control escalar mostrado en la Figura 17.
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Figura 17. Volumen de control usado en la discretizacion de la ecuacién de

continuidad.
e |
—@ : @ g 9—
W Wi P e E
I (N A -
I-1 i | i+1 +1

Fuente: Fuentes, David, “Mecanica de fluidos computacional”, Universidad
Industrial de Santander, 2009.

La ecuacion de continuidad para el volumen de control de la Figura 17 es:
[(0)E48 — (p)5]AV = [A(pu),, ™ — A(pu) At (103)
La ecuacion (103) se puede expresar como:
AV (p)EE = AV(p)h = AAt(p),, " (W), — ABt(p), M W), (104)
Suponiendo una variacién lineal de la densidad en las fronteras se tiene:

AV (p)Et — AV (p)b

= AAt

_(P)WHM ;‘ (P)PHM] (u)wt+At

[ t+At t+At
e | @27+ 0 ] (1), 7 (105)

2

Expresando la ecuacion (105) nuevamente para la variable i:
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AV (p)§*a* — AV (p);

[ t+At t+AtT
. + ,
— AAt (p)l 1 z (p)l (u)it+At

i t+At t+At]
At (P)l 2(P)1+1 ( )i+1t+At (106)

La sustitucion de las velocidades corregidas de la ecuacion (102) en la ecuacion
de continuidad (106) da:

AV(p)Eat — AV (p)f

= AAt

2

(P)i—lHAt + (P)iHM‘ [(u*)it+At

1
+ - [ApD - A(p'x-_l”“]]
l

t+At t+At
 ane | @ @i ”(u*)mm
+ 1[A(p’)m”“—A(p')i”“]] (107)
1+

Organizando la ecuacion (107) se tiene:
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AV (p)i+t — AV (p)§

2

t+At t+At
. + .
_ ane| @ O ] )
AP ™+ ] e
b, ) "
l
At ™+ O] e
T ) ®)i-1
l
t+At t+At
e !(P)L 2(P)1+1 ](u*)i+1t+At
A%At _(P)iHAt + (P)i+1t+At_ N t+At
y ) ®"i+1
i+1 | ]
A2At [ .t+At+ tHAL]
- ()i 2(,0)1+1 (p,)it+At (108)
i+1 |
Reagrupado la ecuacién (108) se tiene:
A%t (P)i—lHAt + (P)iHM , t+AL
1 2 (®"i-1
L
o A8 [@ia ™ + @ ABe[ ()i + ()i (),
b; 2 bi+1 2 '
A%At _(P)iHAt + (P)i+1t+M_ N tHAL
- biry 2 (®)i+1
L
t+At t+At
— AV(p)f.FAt_AV(p)f_l_AAt (p)L 2(p)l+1 ](u*)i+1t+At
t+At t+At
P _|_ .

Expresando la ecuacion (109)

por medio de coeficientes se tiene:
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ei()i-1 + fi®)i + 9:i(®)iv1 = ki (110)

donde los coeficientes e;, f;, g; Y k; para la ecuacién de continuidad son:

(111)

o | At iy ™ 4 (o)
' b; 2

(A28t @i ™+ )] A8 |0 + ()™ .
l b; 2 biy1 2
A0+ (0D
i =" 5 (113)
1+1
( )'t+At+( ) t+At .
ki = |AV ()2 = AV ()} + Ade [P (),
t+At t+At
. _|_ .
ne| @i 2 (p); ](u*)im] (114

La ecuaciéon (110) representa la ecuacion de continuidad discretizada como una

ecuacion para la correccion de presion p’. El término k; en la ecuacion es el

desbalance en la ecuacién de continuidad producto del campo de velocidad

incorrecto u*. Resolviendo la ecuacion (110) se puede obtener en todos los puntos

el campo de correccion de presién p’. Una vez que se conoce el campo de

correccion de presion se puede obtener el campo correcto de presion mediante la

ecuacion (93) y finalmente las velocidades a través de la ecuacion (102).

Planteando la ecuacién de conservacion de la energia para el volumen de control

de la Figura 17 se tiene:
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AV

()2, ~(e(o5)-0),

L2\ EHe 42\ FHe
A(pu)iat <h + 7) — A(pu)ttat (h + 7) ] At
w e

— [Prw)ErAt]axAt — QT+AtAL

L4 [A(#u)?“[(u)%*“ — (W]

3 6XpE

A t+At t+At _ t+At

AR E™ - @i ]]At (115)
Sxwp

La ecuacion (115) se puede expresar como:

2 t+At
u
AV(p)Pt'I‘At(h)Pf-I-At + AV(p)Pf-I-At <( ); )_ AV(p)Pt+At _ AV(p)Pt(h)Pt
@),
- AV(p);:t( |+ AV (@)
V 2 t+At
= AAt(p)afAt(u)ﬁ;*M(h)WHAt +AAt(p)a,+At(u)ﬁ,+At %
2 t+At
u
— ABE(p)EF (WS () — ABL(p) S (e <—( )26 )
_ PAXAt(T)F-At(u)g'-At _ Qt+AtAt
4AAt
+ m (/1)2"'“(11)2*‘“[(11)%"‘“ _ (u)?At]
4AAt
— m (H)a;l-At(u)‘tN+At[(u)Itj+At _ (u)ll;l-/l-At] (116)

Suponiendo una variacion lineal de algunas propiedades se tiene:
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t+At

@), + @),
— AV(p)p" ()" —AV(p)J[ Sam R UG
(p)t+At + (p)t+At‘ A
= AAt | R (),
A
\ anr (p)t+At + (p)t+At (u3)wt+ t
_ 2 2
'(p)t+At + (p)t+At'
ane (p)“M + (] (@
2 2
t+At t+At
— PAXAt(T)ffAt (u)W + (u)e ] _ QHMAt
2

4AAt (‘u)lta+At+ (’u)t+At o )HM (u)£+At+ (u)gzm
2

(u)wt+At + (u)et+At
B 2

_ 4AAt (M)&}L“+(#)”“ N () M
[ l ( ) t+At
2

(117)

~ (u)WWtH'At + (u)wt‘l'At]
2

Aplicando la interpolacion upwind y simplificando se tiene:
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t+At t+At

+ (u?),
4

(uz)w t+At

AV ()p () + AV (p) — AV(D)p

@), + @),
4

+ AV (),

— AV (p)p (h)p" — AV (p)p' [

w

2

_ - t+At
o ang [ + (05 <<u3>w ¥ )

2 2
()5 + (5]

~ At . @EH (h)p

— AAt

[(p)5HAE 4 (p) 5] ((u%ﬁ*“
2 2

t+At t+At]
Wy — + @We

5 _ Qt+AtAt

— PAxAt(7)5HAt

4AAL [(W)E + (WE™]
3Ax 2

(Wi - (u)w”“l
_AAME [+ WE

t+At
30x | 2 W

'(u) . t+At (u)wwt+At]

2

Expresando la ecuaciéon (118) nuevamente para la variable i:
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t+At
t+At

- AV(p);

2 t+At 2
uc); + (u%);
AV(p)l-HAt(h)iHAt + AV(p)iHAt [( )l ( )l+1

4

WD + W)y

= AV ()" ()" = AV (p);* [ 7 + AV (),

[(p)EH0E + (p)+ar] A
= AA¢ [Pt L ()2 (h),

2

_ - t+At
o ang [@EE + () ((u% )
2 2

[ t+At t+At]
C+AL .
_ AAt (p)l . (p)1+1 (u)lgift(h)it"'At

— AAt

_ - t+At
(p)EFAt 4 (p)trhe ((u%ﬂ * )
2 2

t+At t+At
(w); + (U)i41
2

— PAxAL(T)HA ] — QUFAIAL

(u

- : [ A
JANE [T + GOF] | peae |5 — Q0
3Ax | 2 [ 2

[ t+At t+At
(u)i+1 - (u)i—1

2

_AABE (GO + (W]

t+At
38x | 2 @,

] (119)

Agrupando términos semejantes y organizando se tiene:
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At t+AL
_ lAAt [(P) + (p)i l (u )HAtl (R 1t+At

t+At t+At

i+1

t+At

=AV(p);  —AV(p);

t+At t+At
e [(uzn + (U1 ]
4

- e t+At
o [@E + ) ((u%i ¥ )
2 2

— AAt

- E t+At
(p)E+A 4+ (p)itar ((u3)i+1 * )
2 2

t+At t+At
(w); + (U)i41

2

- ; I A
4N [ + W [@ss — @) t]

— PAxAt(t)ttAt

] _ Qt+AtAt

3Ax | 2 _ Wir1 2

4ANE (H)HAt-l- (‘u):;+At'
3Ax | 2

(u)€+At >

[ t+At t+At
(u)i+1 - (U)i—1 ‘

w?);" + (uz)i+1t] (120)

+AV(p); (W) — AV (D) + AV (p);* [ 4

Expresando la funcion (120) en términos de coeficientes se tiene:
Li(h)i—y + my(h); = my (121)

donde los coeficientes [;, m;, y n; para la ecuacion de continuidad son:

t+At t+At
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= lAV(P)i

n; = [V () S — av(p),t [

[(p)IHAE + (p)i+ae

t+At + AAt

lUﬁ“At+(pﬁIfl( HA1

(123)

i+1

t+At
(u?); + (Wi

t+At
4 ]

+ AAt

— AAt

[(p)EHAE + (p)iFee

2

: (u3)it+At
] 2

— PAxAt(t)tFAt

4AAt

2

] (ug)i+1t+At
] 2

t+At t+At
(w); + (U1

(WA + (W)

+
3Ax |

4AAt

2

(S +

© 3Ax |

+AVﬁﬂfUOf-AVQﬂf-FAVUDf[

2

_ t+AtAt
L

(Wit |

(Wi’ -~ (u)ﬁ“]

(u) €+At >

[ t+At t+At
(u)i+1 - (u)i—l ]

(uz)it + (uz)i+1t
4
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3.5.1 Secuencia de operaciones.

Las operaciones en orden de ejecucion son:

1. Estimar el campo de presion p*.

2. Resolver la ecuacién de cantidad de movimiento (95) para obtener u*.

3. Resolver la ecuacion para p’ (ecuacion (110)).

4. Calcular p a partir de la ecuacion (93) y calcular u con la ecuacién (102).

5. Se resuelve la ecuacion de conservacion de la energia (ecuacion (121)) que

esta influenciada por el campo de flujo y se encuentra la entalpia en todos

los nodos.

6. Encontrar las temperaturas sabiendo las entalpias en todos los nodos

(ecuacion (61)).

7. Tratar la nueva presion p como presion estimada p*, la velocidad u como la
velocidad estimada u* y la temperatura T como la temperatura estimada T*
para la siguiente iteracion y retornar al paso 2. Repetir hasta que se

obtenga una convergencia satisfactoria.

En la Figura 18 se observa un diagrama de flujo que resume el procedimiento del
algoritmo SIMPLE.
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Figura 18. Procedimiento del algoritmo SIMPLE.

A 4

Paso 1: Suponer p* y u*
|
v

Paso 2: Resolver la ecuacion de cantidad de movimiento:

@)y b)Y+ W)Y = d (95)

*

u

« A 4
Paso 3: Resolver la ecuacion de correccion de presion:

ei(PNi-1+ fi(@Di + 9:(®)is1 = ki (110)

vV

Paso 4: Corregir presion y las velocidades:
p=p"+p" (93)

1
@) = @)+ o[4S - AN (102)
L

Paso 5: Resolver la ecuacion de conservacion de la energia:
L(h)i—y +my(h); =n;  (121)

vh

Paso 6: Encontrar las temperaturas sabiendo las entalpias en los nodos.

No

¢Converge?

Fuente: Autor.
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3.6 Solucién del sistema de ecuaciones.

Al implementar el algoritmo SIMPLE se producen un sistema de ecuaciones que

se pueden escribir de forma genérica como:

[A(@)){2} = {Q} (125)
donde {@} es el vector de valores nodales desconocidos, [A(®)] es una matriz tri-
diagonal que contiene los coeficientes algebraicos que surgen del proceso de

discretizacion y se muestra en la Figura 19, y {Q} es el vector solucion.

Figura 19. Matriz tri-diagonal.

[aq, a0 0 0 .. 0 0 0

a1 Qyy; azz3 O 0 0 0 0

0 a3, azz3 az, 0 .. 0 0 0

[A(@)] =] 0 0 ay3 Q4 Qs 0 0 0
0 0 0 0 0 « Ap_in-2 OGn-1n-1 An-1n
| 0 0 0 0 0o .. 0 Apn-1 nn |

Fuente: Autor.

Para poder desarrollar esta clase de matrices, Thomas desarroll6 una técnica para
resolver rapidamente sistemas tri-diagonales (TDMA). El algoritmo de Thomas
(TDMA) es un método directo para situaciones uni-dimensionales, pero se puede
aplicar iterativamente, de una forma linea por linea, para resolver problemas
multidimensionales. Esta técnica no es tan costosa desde el punto de vista

computacional y tiene la ventaja de requerir una minima cantidad de memoria.

A continuacién se hace una breve descripcion de este algoritmo tomado de [22].
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3.6.1 Algoritmo de Thomas para matriz tri-diagonal.

Para deducir el algoritmo de Thomas, inicialmente se aplicara el procedimiento de
eliminacion de Gauss a una matriz tri-diagonal [A(@)], esto significa llevar la matriz
[A(®)] a una matriz triangular superior. Para esto se tomara la ecuaciéon matricial
dada en la ecuacion (125) donde la matriz [A(@)] es una matriz tri-diagonal de la

forma como aparece en la Figura 19.

Debido a que todos los elementos de la columna 1 por debajo de la fila 2 son cero,
el Unico elemento a eliminar en la fila 2 es a,;. Entonces, si se reemplaza la fila 2

por R, — (ay;1/a,1)R;, la fila 2 seré:
[0 a22 - (a21/a11)a12 a23 0 0 O 0 O] (126)

Similarmente, solamente se debe eliminar el elemento a3, en la columna 2 de la
fila 3; el elemento a,; en la fila 4 y asi sucesivamente. El elemento eliminado en si
mismo no se necesita calcular. De hecho, guardar el elemento multiplicador
em = (ay;/a,1), e€tc., en lugar del elemento eliminado permite que el
procedimiento se use como un método de factorizacion LU. Como se observa,
solamente los elementos en cada diagonal se afectan en el proceso de

eliminacién. La eliminacion de las filas 2 a la n se realiza como sigue:

Ai—1,i-1

a;i_
ai,i = ai,i — <L> ai_lji(i = 2, ,n) (127)

De esta manera el proceso de eliminacion involucra solamente 2n multiplicaciones

para poner la matriz [A(@)] en su forma triangular superior.

Los elementos del vector {Q} también se afectan en el proceso de eliminacion. El

primer elemento g, permanece inalterado, el segundo elemento g, es:
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g2 = q2 — (az1/a11)q1 (128)

Los elementos subsecuentes del vector {Q} se cambian de una forma similar. El
procesado del vector {Q} requiere una operacion de multiplicacion, debido a que el
elemento multiplicador em = (a,;/a,,), ya se encuentra calculado. De tal manera
gue el proceso de eliminacién total, incluyendo el vector {b}, requiere solamente

3n operaciones de multiplicacion.

La matriz tri-diagonal [A(@)] de nxn se puede almacenar en una matriz [A’] de nx3
dado que no se necesitan almacenar los ceros. La primera columna de la matriz
[A’], los elementos a;, corresponden a la matriz subdiagonal de la matriz [A(®)],
con elementos a;;_,. La segunda columna de la matriz [4’], con elementos a;,
corresponden a los elementos en la diagonal de la matriz [A(®)], elementos a;;.
La tercera columna de la [A’], con elementos a; ; corresponden a la superdiagonal
de la matriz [A(®)] con elementos a;;4,. LOS elementos a;j; y a3 no existen. De

esta forma:

1A 1A
- ai» a3
1A I 1A
aza az» azs
1A ! 1A
a a a
[A'] — 3,1 3,2 3,3 (129)

1A ! 1A
Ap-11 QAp-12 Qn-13
1A !

L an,l an,z -

Cuando se eliminan los elementos de la columna 1 de la matriz [4'], esto es, los

elementos a; ,, los elementos de la columna 2 de la matriz [A'] seran:

a’1,2 = a’1,2 (130)

ag,z = a§,2 - (ag,l/a§—1,2)a£—1,3 (i=23,..,n) (131)
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El vector {Q} se modifica como:

41 = q1 (132)
qi = qi — (ag,l/ag—Lz)q;—Ls (i=23.,n) (133)

Después que se evallen a;, (i = 2,3,...,n) y el vector {Q}, se realiza la sustitucion

regresiva como sigue:

Qn = Qn/a;l,z (134)
Q)i =q; — (ag,l/ag—l,Z)a£—1,3 (l =n-— 1:" - 2: 11) (135)
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4. RESULTADOS Y VALIDACION DE LA HERRAMIENTA COMPUTACIONAL

El presente programa realiza la simulacion del comportamiento del flujo de los
gases al interior de los multiples de escape en los MCI con flujo de entrada tanto
estable como transitorio y con diferentes geometrias del ducto, en los siguientes

casos se muestran algunos de ellos:
Caso 1: Para este caso se trabajé con un ducto de 1 [in] y espesor estandar
(Schedule STD) las caracteristicas del este ducto y del flujo de entrada aparecen

en la Tabla 3.

Tabla 3. Caracteristicas del ducto y flujo.

Diametro interno 0,02664 [m]
Espesor 0,00338 [m]
Rugosidad 1,0e — 4
Longitud 3 [m]
Flujo masico 0,01 [kg/s]
Temperatura 800 [K]

Fuente: Autor.

Como el fluido que entra al ducto tiene mayor temperatura que el fluido de los
alrededores se producira una transferencia de calor desde el ducto a los
alrededores dando una caida de temperatura exponencial tedrica como se

observa en la Figura 20.
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Figura 20. Caida de Temperatura a lo largo del ducto.

-I—M

T

et pmerr—-—— — — — — — — ——

Fuente: Autor.

Teniendo este comportamiento se compararon los resultados dados por el

programa con dos métodos utilizados para los intercambiadores de calor:
1. Se compard la transferencia de calor total Q que sale del ducto dada por el
programa contra la encontrada por el método de la Diferencia de

Temperatura Media Logaritmica (LMTD).

2. Se comparo la temperatura de salida del ducto dada por el programa versus

la obtenida por el método de la Efectividad €.

Adicionalmente se comparo la caida de presion dada por el programa contra el

valor teérico mostrandose los resultados en la Tabla 5.

Tabla 4. Porcentaje de error para los diferentes métodos.

METODO Error
LMTD 0,3052 %
Efectividad & 0,7447 %
Caida de Presion 0,043075 %

Fuente: Autor.
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A continuacién se visualizan los resultados obtenidos de la simulacion para el caso
1, los resultados dados por el programa se exportaron y se visualizaron en
ParaView version 3.10.1 obteniéndose las graficas de las variaciones de

Temperatura, Presion y Velocidad (Figuras 21, 22 y 23 respectivamente).

En la Figura 21 se presentan los tiempos de simulacion 0,1 [s], 0,5 [s],
2,5 [s] y 10,0 [s] respectivamente para la variacion de la Temperatura del fluido
dentro del ducto, en esta figura se observa una variacion de la Temperatura a lo
largo del ducto teniendo una propagacion de onda caracteristica para el flujo en
los ductos de escape en los MCI (como se menciona en [1]) y después de cierto
tiempo la variacion de esta propiedad no cambia (ver para el tiempo 10,0 [s])

teniendo un comportamiento acorde a la teoria y mostrado en la Figura 20.

Figura 21. Simulacion de la Temperatura para el caso 1:
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Fuente: Autor.
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La Figura 22 muestra los tiempos de simulacion 0,1 [s], 0,5 [s], 2,5[s] y 10,0 [s]
respectivamente para la variacion de la Presion del fluido dentro del ducto, en esta
figura se observa un comportamiento de la presion altamente variable para los
primeros tiempos debido a la expansion de los gases de escape en el ducto y a

todos los fendmenos de la dinamica de los gases asociados al mismo.

Figura 22. Simulacion de la Presién para el caso 1:
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Fuente: Autor.

Para la Figura 23 se muestran los tiempos de simulacién 0,1 [s], 0,5 [s],
2,5[s] y 10,0 [s] respectivamente para la variacion de la Velocidad del fluido
dentro del ducto e igualmente se observa una variacion de la Velocidad a lo largo
del ducto teniendo una propagacion de onda y después de cierto tiempo la

variacion de esta propiedad no cambia (ver para el tiempo 10,0 [s]).
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Figura 23. Simulacion de la Velocidad para el caso 1:
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Fuente: Autor.

Caso 2: Se procedi6 a simular el flujo en el interior del ducto teniendo una

variacion de las propiedades del flujo de entrada, esto viene dado por la apertura y
cierre de las valvulas de escape de los MCI.

Para este caso se trabajé con los datos obtenidos en [42] donde se utiliz6 una

instalacién como la que se muestra en la Figura 24, estos resultados se observan
en las Figuras 25, 26 y 27.
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Figura 24. Esquema del medidor de pruebas.
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Fuente: Heywood J, “Time-Resolved Measurements of Hydrocarbon Mass

Flowrate in the Exhaust of a Spark-Ignition Engine”.
Las caracteristicas del motor con el que se trabaj6é en [42] se muestran en la Tabla
5y en la Tabla 6 aparecen las caracteristicas del ducto utilizado para simular el

comportamiento de los gases de escape.

Tabla 5. Caracteristicas del motor.

Velocidad 1200 [RPM]
Relacion equivalente (Combustible/Aire) 1,2
Relacion de compresion 7

Fuente: Heywood J, “Time-Resolved Measurements of Hydrocarbon Mass

Flowrate in the Exhaust of a Spark-Ignition Engine”.
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Tabla 6. Caracteristicas del ducto.

Diametro interno 0,03504[m]

Espesor 0,00356 [m]
Rugosidad 1,0e — 4
Longitud 1,0 [m]

Fuente: Autor.

Los resultados que se muestran en las Figuras 25 y 26 se utilizan como
parametros de entrada para el modelo, mientras que los que aparecen en la
Figura 27 son de comparacion de los resultados obtenidos en la simulacion (esto
debido a que la presion depende de las resistencias que el flujo encuentra aguas
abajo), asi que como condicion de frontera para la presion no se utilizd un
parametro de entrada sino una condicion a la salida del ducto igual a la presion

atmosférica.

Figura 25. Variacion del flujo masico de entrada.
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Fuente: Heywood J, “Time-Resolved Measurements of Hydrocarbon Mass

Flowrate in the Exhaust of a Spark-Ignition Engine”.
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Figura 26. Variacion de la Temperatura de entrada.
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Fuente: Heywood J, “Time-Resolved Measurements of Hydrocarbon Mass

Flowrate in the Exhaust of a Spark-Ignition Engine”.

Figura 27. Variacion de la Presién de entrada.
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Fuente: Heywood J, “Time-Resolved Measurements of Hydrocarbon Mass
Flowrate in the Exhaust of a Spark-Ignition Engine”.

A continuacioén se visualizan los resultados obtenidos de la simulacion para el caso

2, los resultados dados por el programa se exportaron y se visualizaron en

ParaView version 3.10.1 obteniéndose las gréficas de las variaciones de
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Temperatura, Presion y Velocidad a lo largo del ducto para varios tiempos de

simulacién (Figuras 28, 29 y 30 respectivamente).

La duracién del ciclo para un motor de 7200 [RPM] como el utilizado es de 0,05 [s],
asi que los tiempos escogidos para mostrar los resultados en las Figuras 28, 29 y
30 deben ser diferentes a los multiplos de 0,05 [s] y asi observar como varian las

propiedades de entrada en las respectivas graficas.

Como parametro inicial (t = 0,0 [s]) se utilizd que las propiedades del fluido en el
interior del ducto son constantes, la variacién de estas propiedades se da cuando
la valvula de escape se abre dando una variacion en las condiciones de entrada y

este comportamiento se da para el tiempo t = 0,018777 [s].

Figura 28. Simulacion de la Temperatura para el caso 2 a lo largo del ducto:
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Fuente: Autor.

t =0,25[s]

En la Figura 28 se observa que la Temperatura de entrada para los diferentes

tiempos de simulacion varia, esta variacion de la propiedad de entrada hace que la

Temperatura del fluido a lo largo del ducto cambie tratando de estabilizase para

los VC mas lejanos a la entrada del ducto y para varios ciclos de simulacion

(t = 0,25 [s]).

La Figura 29 muestra la variacion de la Presion del fluido interior a lo largo del

ducto para diferentes tiempos de simulacién, en esta figura se observa un

comportamiento ciclico de la Presion dado por el movimiento alternativo del pistén.
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Figura 29. Simulacion de la Presién para el caso 2 a lo largo del ducto:
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La Figura 30 muestra la variacién de la Velocidad del flujo a lo largo del ducto para

diferentes tiempos de simulacién e igualmente en esta figura se observa un
comportamiento ciclico de la Velocidad dado por el movimiento alternativo del

piston.

Figura 30. Simulacion de la Velocidad para el caso 2 a lo largo del ducto:
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Fuente: Autor.

La Figura 31 muestra la variacion de la Temperatura para un ciclo del motor para

varias distancias a lo largo del ducto, estas distancias son tomadas respecto a la

entrada del flujo al ducto.

Figura 31. Simulacion de la Temperatura para el caso 2 a diferentes distancias en

el ducto y para un ciclo del motor (0,05 [s]).
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En la Figura 31 se observa que al aumentar la distancia del punto de analisis (por
ejemplo para 0,5 (m)) la Temperatura trata de seguir el mismo comportamiento

que el de la entrada pero presentdndose una respuesta mas tardia.

La Figura 32 muestra la variacion de la Presion para un ciclo del motor y para

varias distancias a lo largo del ducto.

Figura 32. Simulacion de la Presién para el caso 2 a diferentes distancias en el

ducto y para un ciclo del motor (0,05 [s]).
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Fuente: Autor.

En la Figura 32 se observa que la Presion para el VC que se encuentra a 1,0 [m]
es constante, esto se debe a que para esa distancia, se tiene es una condicion de
frontera de salida igual a la presion atmosférica que no varia en el tiempo.
También, se ve que a medida que se aleja el VC de control de la entrada del ducto
su Presion tiene menos amplitud, esto se debe a que el flujo tiene menos

resistencia por friccion aguas abajo.
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En la Figura 33 se muestra la variacién de la Velocidad del flujo para un ciclo del

motor y para varias distancias a lo largo del ducto.

Figura 33. Simulacién de la Velocidad para el caso 2 a diferentes distancias en el

ducto y para un ciclo del motor (0,05 [s]).
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Fuente: Autor.

Para la Figura 33 se observa que a medida que se aleja el VC de control de la
entrada del ducto la Velocidad tiene mayor amplitud, esto es debido a que el

gradiente de Presién para esos VC es mayor.

Las siguientes figuras (Figuras 34, 35 y 36) muestran la variacion de la
Temperatura, Presion y Velocidad respectivamente para 10 ciclos del motor y para
varias distancias a lo largo del ducto, se tomaron varios ciclos para poder observar

el comportamiento de las propiedades bajo régimen estable.
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Figura 34. Simulacion de la Temperatura para el caso 2 a diferentes distancias en

el ducto y para 10 ciclos del motor (0,5 [s]).
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Fuente: Autor.

En la Figura 34 se observa que a medida que pasa el tiempo y cuando el VC se
aleja de la entrada (por ejemplo para 0,5 [m] y 1,0 [m]) la Temperatura del fluido

en el interior del ducto aumenta y se estabiliza.

Para la Figura 35 se observa un comportamiento de la variacion de la presion en
la entrada del ducto (ver para 0,0 (m)) muy parecido al que se obtuvo
experimentalmente en la bibliografia [42] (ver Figura 27 para P2, presion en el
ducto de escape), la diferencia se debe a que en la presente simulacién no se
contd con las mismas caracteristicas del ducto utilizadas en la medicion de los

datos obtenidos en [42].

116



Figura 35. Simulacion de la Presién para el caso 2 a diferentes distancias en el

ducto y para 10 ciclos del motor (0,5 [s]).
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En las Figuras 35 y 36 se observa una variacion ciclica de las propiedades
(Presion y Velocidad respectivamente) debido al movimiento periodico del piston
en los MCI y una estabilizacion ciclica de las propiedades al pasar el tiempo
cuando se llega a un régimen estable de las condiciones de entrada del ducto.
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Figura 36. Simulacion de la Velocidad para el caso 2 a diferentes distancias en el

ducto y para 10 ciclos del motor (0,5 [s]).
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Fuente: Autor.

Caso 3: Para este caso se utilizé un flujo con propiedades constantes a la entrada

del ducto y se comparé con una simulacion realizada en COMSOL version 4.3b.

Las caracteristicas del ducto y del flujo que se utilizaron para la simulacion en el

presente proyecto se muestran en la Tabla 7.

Tabla 7. Caracteristicas del ducto y flujo.

Diametro interno 0,05251[m]
Espesor 0,00391 [m]
Rugosidad 1,0e — 4
Longitud 5 [m]
Flujo masico 0,005 [kg/s]
Temperatura 800 [K]
Presién 1 [MPa]

Fuente: Autor.
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Para COMSOL se utilizaron las mismas caracteristicas del flujo como paradmetros
de entrada mostradas en la Tabla 7 y se trabaj6 con las propiedades que trae para

el aire (considerado como gas ideal) y del material del ducto (Steel AISI 4340).

Analizando los 2 programas de simulacién, el presente proyecto y COMSOL se
cuenta con diferencias importantes: para el presente proyecto se trabajé con el
Método de Volumenes Finitos y se realizé un simulacion unidimensional mientras
que COMSOL trabaja con el Método de Elementos Finitos y se realiz6 una
simulacién tridimensional, estas diferencias hacen que los resultados no sean los
mismos pero la comparacion con este programa sirve para verificar la tendencia

de los resultados.

En las siguientes figuras (Figuras 37, 38 y 39) se pueden observar las
comparaciones de los resultados de la variacion de la Temperatura, Presion y
Velocidad respectivamente dadas por la simulacion en C++ contra los obtenidos
por COMSOL version 4.3b.

Figura 37. Comparacion de los resultados para la Temperatura.
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En la Figura 37 se observa una caida de Temperatura exponencial de acuerdo a lo
comentado al inicio de esta seccion y siguiendo la misma tendencia de la teoria
(ver Figura 20) tipica para un intercambiador de calor de una sola corriente, la
diferencia con los valores obtenidos COMSOL se debe a las diferencias en las
propiedades de los materiales.

Figura 38. Comparacion de los resultados para la presion.
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Para la Figura 38 se observa la misma tendencia con una caida de Presion casi
lineal conforme a la teoria de la termofluidodinamica, la diferencia de los valores
obtenidos en la simulacién respecto a los arrojados por COMSOL se debe a la

diferencia del factor de friccién de la tuberia utilizada en COMSOL.
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Figura 39. Comparacion de los resultados para la Velocidad.
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En la Figura 39 se observa una caida de la Velocidad exponencial conforme a la
teoria de la termofluidodindmica e igualmente la diferencia de los valores
obtenidos en la simulacién respecto a los arrojados por COMSOL se debe a la

diferencia del factor de friccién de la tuberia utilizada en COMSOL.
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5. ANALISIS DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Para el analisis en CFD se debe verificar que se cumplan las siguientes
caracteristicas [22]:

Consistencia.
Estabilidad.
Convergencia.
Precision.

Conservacion.

S e

Solucién acotada.

En el método utilizado (método SIMPLE) como primera iteracion se asume la
velocidad del fluido como un valor conocido para resolver la ecuacion de cantidad
de movimiento, este valor puede diferir significativamente del valor que se
encuentra en dicha ecuacién para las primeras iteraciones, de esta forma, se
cumple con la consistencia de las ecuaciones cuando se tenga el campo de la

velocidad correcto.

El modelo presentado es condicionalmente estable por lo que se definieron unos
parametros de relajacion para la correccién de presion (a = 0,1), correccion de
velocidad (8 = 1,0 — a) y correccion de energia (min(a; 0,3)) para que el proceso
sea estable. Los valores Optimos de estos parametros de relajacion dependen,
entre otros factores, del avance en el tiempo y este ultimo depende del tamafio de

los voliumenes de control.
La convergencia del método utilizado es baja, para la simulacion presentada la

norma del residuo masico alcanzé valores menores a 1,0e — 7 para mas de 160

iteraciones.
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Los resultados obtenidos tienen una precision satisfactoria pero una baja
exactitud como se pudo observar en las Figuras 37, 38 y 39. Esto se debe a

varios factores:

e El modelo utilizado es unidimensional mientras que en COMSOL se tuvo en

cuenta la variaciéon de las propiedades en las tres dimensiones.

e Como material del ducto se utiliz6 en COMSOL el acero que se encuentra
por defecto (Steel AISI 4340, sin poder cambiar las propiedades de dicho
material) mientras que para el modelo presentado se utilizO un acero con
rugosidad de € = 1,0e — 4 (tomado de [31]), ademas de la rugosidad esta
diferencia en el material se ve reflejado en la conductividad térmica del

mismo afectando por lo tanto la transferencia de calor.

e Para el modelo se utilizé el método de los volimenes finitos mientras que

COMSOL utiliza el método de elementos finitos.

La propiedad de la conservacion se cumple al satisfacer el criterio de
convergencia del maximo valor permitido para el residuo masico y Los resultados

encontrados para el método utilizado son acotados cuando la solucion converge.

Como conclusiones se tiene:

1. Analizando los 3 casos mostrados se encontrdé que aunque no se tienen los
mismos valores que los obtenidos experimentalmente para la Presion
(Figura 27) ni para la Temperatura, Presion y Velocidad dados por
COMSOL (Figuras 37, 38 y 39) el modelo utilizado muestra la misma

tendencia por lo que se considera que el modelo utilizado es el correcto.
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La solucién de las ecuaciones de la mecanica de fluidos se puede llevar a
cabo al tratar las ecuaciones como un acoplamiento de las ecuaciones de
difusidon con las ecuaciones de conveccion — difusion para al flujo de los

gases de escape en los MCI.

El método SIMPLE ha probado ser un método iterativo efectivo para
resolver las ecuaciones de Navier Stokes aplicadas al flujo dentro de un

ducto.

El uso de un valor de referencia para la ecuacion de correccion de presion
en el método SIMPLE introduce un error en el residuo masico que no afecta

significativamente los resultados.

El uso del esquema upwind para el término convectivo y esquema implicito
para el analisis transitorio en el método SIMPLE da un proceso que es
condicionalmente estable de acuerdo al valor del parametro de relajacion y

el avance en el tiempo seleccionado.

El analisis realizado respecto a la transferencia de calor que se simul6 da
buenos resultados, esto se ve claramente en los porcentajes de errores
mostrados en la Tabla 4 lo que indica una buena tendencia de los

resultados de la simulacion.
La prediccion de los resultados obtenidos en la simulaciéon demostro ser

buena para predecir el flujo de los gases en los ductos de escape de los
MCI.
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6. RECOMENDACIONES Y OBSERVACIONES

1. En el presente trabajo se simuld el flujo de un fluido a lo largo de un tubo en
régimen laminar utilizando el Método de Volumenes Finitos. Como mejoras
para hacer una simulacion mas cercana a la realidad se puede tener en

cuenta lo siguiente:

a. Considerar la composicion real del fluido que sale del cilindro
incluyendo el planteamiento de las ecuaciones de conservacion de
especies.

b. Tener en cuenta la variacion de las propiedades en 2 o 3
dimensiones.

c. Tener en cuenta la turbulencia del flujo por medio de los modelos
k — & u otros.

d. Tener en cuenta la union de ductos tipico en los multiples de escape
de los MCI.

e. Considerar la variacion del diametro a lo largo de los ductos.

2. Para el presente trabajo de grado se puede mejorar la convergencia
utilizando diferentes métodos de solucibn como los métodos SIMPLER,
SIMPLEC, PISO u otros.

3. Para una validacibn mas precisa se recomienda utilizar el software
OpenWAM del laboratorio CMT de la Universidad Politécnica de Valencia
UPV.

4. Para validar completamente el modelo se necesita el disefio y construccion

de una instalacion experimental en la escuela de ingenieria mecénica para

ajustar y calibrar debidamente el modelo.
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