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Resumen

Titulo: Alegra max-plus y una aplicacién a los Cuadrados Latinos
Autor: Lina Liceth Palomino Nifio [7]
Palabras Clave: Algebra max-plus, Grafos, Valores y vectores propios, Cuadrados Latinos.

Descripcién: El dlgebra méx-plus se define sobre el conjunto R = RU{—oo} dotado con las operaciones a &b =
max{a,b} y a®b = a+ b, estas operaciones son asociativas, conmutativas y distributivas. En este conjunto, el
elemento neutro es € = —co y el elemento unidad es e = 0. Con estas operaciones, R tiene estructura de semianillo

que ademads es idempotente respecto a @.

En el primer capitulo se introducen algunos resultados preliminares sobre la teoria de grafos. En el segundo capi-
tulo se presentan conceptos bdsicos y se estudian algunas propiedades algebraicas que satisfacen las operaciones
@ y ® en el conjunto R,. Se definen las matrices y vectores, se estudia la relacién que existe entre los grafos y
las matrices ya que, toda matriz cuadrada puede ser representada mediante un grafo ponderado y los pesos de los
caminos de dicho grafo pueden ser interpretados mediante las potencias de la matriz ya mencionada, finalmente
se hallan los valores y vectores propios de una matriz cuadrada por medio de su grafo asociado y se muestra que

toda matriz irreducible tiene valor propio tnico.

En el capitulo tres se definen los cuadrados latinos, se muestran algunas propiedades que satisfacen en el dlge-
bra max-plus como que todo cuadrado latino es una matriz irreducible y se halla su tinico valor propio con sus

respectivos vectores propios asociados.

Trabajo de grado

£

Facultad de Ciencias. Escuela de Matemadticas. Director: Rafael Fernando Isaacs Giraldo, Magister en Mate-
maticas.
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Abstract

Title: Max-plus Algebra and an application to Latin Saquares
Author: Lina Liceth Palomino Nifio
Keywords: Max-plus algebra, Graphs, Eigenvalues and eigenvectors, Latin squares.

Description: In max-plus algebra we work with the set R = RU {—} with operations a & b = max{a,b}
and a ® b = a+ b, this operations are associative, commutative and distributive. The additive and multiplicative

identities are taken to be € = —oo and e = 0, respectively. The set R, with this operations is a idempotent semiring.

In the first chapter we introduce some preliminary results about graph theory. In the second chapter, basic concepts
are introduced and basic properties of max-plus algebra are studied. We define the matrices and vectors in max-plus
algebra and studied the relation between matrices and graphs over the max-plus semiring. The basic observation
is that any square matrix can be traslate in to the wighted graph and that products and powers of matrices over
the max-plus semiring have entries with a nice graph-theoretical interpretation. finally, we study how to find the
eigenvalues and eigenvectors of a square matrix and show that any irreducible matrix have one and only one

eigenvalue.

In the third chapter we define the Latin square, we show some structural properties, proof that any latin square
are a irreducible matrix over max-plus algebra and we find the unique eigenvalue and its respective associated

eigenvectors.

Bachelor Thesis

ek

Facultad de Ciencias. Escuela de Matemaéticas. Director: Rafael Fernando Isaccs Giraldo, Magister en Mate-
maticas.
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Introduccion
El 4dlgebra max-plus aparece por primera vez en el afno 1956 en el articulo “Representation
of events in nerve sets and finite automata” (Kleenel 1956), del matemédtico Stephen Cole
Kleene. Este dlgebra se define sobre el semianillo R = RU {—oo} dotado con las operaciones
x®y=mdx{x,y} y x®y = x+y las cuales son conmutativas, asociativas y distributivas.

El algebra max-plus ha encontrado aplicaciones en diversas dreas de las matemdticas
como combinatoria, optimizacion, geometria algebraica y en dreas como la fisica y ciencias de
la computacién. También es usada en teoria de control, programacion de maquinas, procesos
de eventos discretos, telecomunicaciones, entre otros, ver (Baccelli et al., 1993)), (Cuninghame-
Green, |1979), (Gaubert, [1997). Muchas de las ecuaciones que modelan el comportamiento de
estas aplicaciones no son lineales en el dlgebra convencional pero se ha encontrado que si lo
son el dlgebra max-plus; esta es una de las principales razones por las cuales es tan ttil en el
desarrollo de estas dreas.

Teoremas clasicos del dlgebra convencional tienen andlogo en el dlgebra max-plus,
matematicos como Cuninghame-Green (Cuninghame-Green, 1979)), Gaubert (Gaubert, |1997),
Gondran and Minoux (Gondran and Minoux, 1984) han contribuido en la teoria del 4dlgebra
max-plus lineal que se conoce hasta hoy. Ellos han estudiado conceptos como solucién de sis-
temas de ecuaciones lineales, dependencia e independencia lineal y valores y vectores propios,
estos ultimos son el centro de estudio de este trabajo, cuyo objetivo tiene por estudiar la relacién

que tienen con la teoria de grafos en el dlgebra max-plus.
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El trabajo esta organizado de la siguiente manera: en el primer capitulo se presentan al-
gunas definiciones y resultados en la teoria de grafos que ayudarén al desarrollo de este trabajo.
En el segundo capitulo se inicia con algunas propiedades algebraicas basicas del dlgebra méx-
plus, se definen las matrices y vectores, se presenta la nocion de grafo asociado a una matriz y
su relacidn con los valores y vectores propios que esta tiene. En el tercer capitulo se definen los
cuadrados latinos en el dlgebra méx-plus; se estudian algunas de sus propiedades estructurales

y se presentan los valores y vectores propios que dichos cuadrados poseen.
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1. Preliminares

En este capitulo se presentan algunas definiciones y resultados bdsicos de la teoria grafos que
son importantes para el desarrollo de este trabajo. Estas definiciones y resultados se pueden
encontrar en (Baccelli et al., [ 1993)) y (Brualdi and Cvetkovic, 2008).

1.1. Conceptos basicos en teoria de grafos

Definicion 1.1 Un grafo dirigido G, es un par (V,E) donde V es el conjunto de vértices y E C
V XV es un conjunto de pares ordenados de vértices llamados aristas. La palabra ordenado
significa que las aristas (i, j)y (j,i) se pueden distinguir. Para (i, j) € E, i es llamado el vértice

inicial y j el vértice final de la arista (i, ).

Definicion 1.2 Un camino p que va del vértice i a un vértice j, en un grafo, es una suce-
sion de aristas (i1,i2),(i2,13), ..., (ix,ixr1) donde iy =i e i1 = j. Al camino p se le denota
por itis...ix+1. Si todos los vértices iy,ia,...,ix+1 Son distintos, entonces p es llamado camino

elemental. Se dice que p tiene longitud k, donde k es el niimero de aristas 'y se denota |p|;.

Observacion El conjunto de todos los caminos de i a j que tienen longitud k es denotado por

P(i, j, k).

Definicion 1.3 Un circuito de longitud k, es un camino elemental cerrado, es decir, un camino
i11...0+1 donde iy = ix41. Cuando un circuito esté formado por una sola arista serd llamado

bucle.
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Observacion Los caminos en G(A) se pueden unir de diferentes formas para dar lugar a nuevos
caminos. Por ejemplo, considere los caminos p = i1ii3 y ¢ = isisigi7 en G(A), entonces un nue-

de caminos.

Definicion 1.4 Dado un grafo G = (V,E), un grafo G = (V/,E/), se dice que es subgrafo de
GsiV CcV y si E' consiste en el conjunto de aristas de G las cuales tienen su vértice inicial y

final en V.

Definicion 1.5 Se dice que un grafo G = (V,E) es fuertemente conexo si para cualquier i, j €

V, con i # j, existe un camino que conecta a i con j.

Definicion 1.6 Sean i, j €V dos vértices de un grafo. Se dice que i se comunica con j, denotado

como i j siy solo si, existe un camino de i a j y un camino de j a i.

Entonces V se divide en clases de equivalencia V1,V,...,V, con respecto a Z. Note que cada
V,,conr € {l,..,q} corresponde a un subgrafo G, = (V,, E,) que es fuertemente conexo, donde
E, es un subconjunto de E con aristas que contienen tanto su vértice inicial como el vértice

final en V.

Definicion 1.7 Los subgrafos que corresponden a las clases de equivalencia determinadas por

Z son los subgrafos fuertemente conexos de G = (V,E).

Ejemplo 1.8 El grafo que se presenta en la Figura 1. tiene dos subgrafos fuertemente conexos
que corresponden a los subgrafos compuestos por los vértices {1,2,3,4} y {5,6,7} respecti-

vamente.
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Figura 1. Grafo con dos subgrafos fuertemente conexos.

Definicion 1.9 Un grafo G = (V,E) es llamado ponderado si a cada elemento (i, j) € E se le

asocia un peso w(i, j).

Desde ahora se hablara siempre de grafos dirigidos ponderados que por brevedad, serdn

llamados simplemente como grafos.

Definicion 1.10 Sea A € R™™". El grafo asociado a la matriz A es un grafo G(A) = (V,E) que
tiene n vértices. Los vértices en G(A) son denotados como 1,2, ...,n. Se dice que hay una arista

del vértice i al vértice j siempre que aj; # 0 coni,j € {1,2,...,n}.

El peso de un camino p = iyizi3...ixix+1 en G(A) es denotado como |p|,, y se define

como el producto de los pesos de todas las aristas que conforman a p.

Ejemplo 1.11 Sea la matriz
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el grafo asociado G(A) a la matriz A se muestra en la Figura 2. Si se considera el circuito

p = 1321 se tiene que |p|w =2

Figura 2. Grafo asociado a la matriz A.

Definicion 1.12 Sea A € R"*". Se dice que A es irreducible si no existe una matriz de permu-

tacion P de orden n tal que

Al A
PTAP =

0 Ap
donde A1y y Ay son matrices cuadradas de tamaiio k X k y (n— k) x (n— k) respectivamente

con 1 <k <n— 1. Si existe tal matriz de permutacion P diremos que A es reducible.

Cabe resaltar que una matriz de permutacién P es una matriz cuadrada de orden n que
tiene exactamente un 1 en cada fila y cada columna y 0 en las demas componentes. Estas matri-

ces corresponden a permutaciones de la siguiente manera: Sea ¢ = kjk3...k, una permutacién
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de {1,2,...,n}. Sea P = [P];; una matriz de orden n definida como

1 si ] = k,'
[Plij =

0 Sl];’ék,

Entonces P es una matriz de permutacion.

Ejemplo 1.13 Considere la siguiente matriz

16
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Si 0 = 31452, la matriz de permutacion P queda definida como

entonces

T
PPBP=10 00 0 1

Por lo tanto, la matriz B es reducible.

Teorema 1.14 Una matriz cuadrada A es irreducible si y solo si su grafo asociado G(A) es

fuertemente conexo.

Demostracion Para la primera implicacion veamos que si G(A) no es fuertemente conexo en-

tonces A es reducible. Si G(A) no es fuertemente conexo, existen vértices distintos, digamos
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i, j tales que no existe un camino que va de i a j. Sea .# el conjunto de vértices que se pueden
conectar por un camino que iniciaeniy _¢ el conjunto de los que no. Sin pérdida de genera-
lidad, se puede suponer que . = {1,2,..,k} y # = {k+1,k+2,...,n}. Con esta numeracién
de vértices la matriz A tiene estructura de bloque triangular superior.

Para el reciproco veamos que si A es reducible entonces el grafo asociado G(A) no es

fuertemente conexo. Si A es reducible, existe una matriz de permutacion P tal que

Al A
PTAP = ,

0 Axp

donde A} y Ayy son matrices cuadradas de tamafo k X k' y (n — k) x (n— k) respectivamente
con 1 <k <n-—1.Silos vértices {1,2,...,k} en G(PTAP) corresponden a las primeras & filas
de PTAPy {n—k,n—k+1,...,n} a las filas restantes, entonces G(PTAP) no es fuertemente
conexo, yaque aj; =0si 1 <i<kyk+1<j<n Con esta nueva numeracion de filas y

columnas de A se concluye que G(A) no es fuertemente conexo. U

Ejemplo 1.15 Considere la matriz B dada en el Ejemplo El grafo asociado G(B) se
muestra en la Figura 3. Este grafo no es fuertemente conexo porque no existe una arista que

comunique al vértice 2 con el vértice 4, por Teorema la matriz B no es irreducible.
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Figura 3. Grafo asociado a la matriz B.

2. Algebra max-plus

En este capitulo se estudiardn algunas de las propiedades algebraicas que satisfacen las opera-
ciones que definen a la estructura conocida como dlgebra max-plus, se incluyen los conceptos
de matrices, vectores y operaciones entre estos; también se muestran algunos resultados de teo-
ria de grafos. Estas definiciones y resultados se pueden encontrar en (Heidergot et al., 2005) y
(Butkovic, [2010).

2.1. Definiciones y propiedades algebraicas basicas

El dlgebra mdx-plus se define sobre el conjunto R = RU{—e0} donde R es el conjunto de los

nimeros reales y el elemento menos infinito se denota como € = —oo.

Definicion 2.1 Dados x,y € Re. Definimos las operaciones suma y producto, denotadas &y ®
respectivamente, como:

x@y=max{x,y} yx®y=x+y.

Ejemplo 2.2 2068 = mdx{20,8} =20y —5®32 = —5+32 =27
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En el dlgebra max-plus, € = —oo es el elemento neutro ya que

x® € = max{x, —oo} = mix{—oo,x} = ePx=x,Vx € R

y el elemento unidad es e =0

xRe=x+0=0+x=e®x=1x,Vx € R¢.

Es importante resaltar que la operacion & tiene prioridad sobre @. Considere el siguiente ejem-
plo:

1520 -9®2

Note que (15®2) & (—9®2) = 17 mientras que 15@ (24 —-9)®2 = 19.
A continuacién damos una lista de las propiedades algebraicas que se satisfacen en el

algebra max-plus.

Proposicion 2.3 Para todo x,y,z € R¢ las operaciones @ y ® satisfacen las siguientes propie-

dades:

1. Conmutativa: x &y =yPxyxQy=yRx,

2. Asociativa: (x®@y)®z=x®(y®2)y (xQy)Rz=x2 (y®2z),

3. Distributiva de ® sobre ®: x® (y®z) = (x®y)® (x®2),

4. Elemento neutro: x e =€Dx =x,
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5. Elemento unidad: x Qe — e @ x = x,
6. Inverso multiplicativo: Si x # €, entonces existe un vinico elemento y tal que x Ry = e,
7. Elemento absorbente respecto a la multiplicacion: xQ € = € R x = &,

8. Idempotente respecto a la suma: x B x = x.

Demostracion Se presenta la demostracion de la propiedad 3, ya que las demas propiedades se

consideran inmediatas.

Sean x,y,z € Rg, se sigue que

x® (y®z) =x+médx{y,z}
= max{x+y,x+z}

= (x@y)®(x®2).

Definicion 2.4 Sean x € R yn € N, n# 0. Se define la n-ésima potencia del elemento x como:

x&n =IRXRIRXR..QX.

n—veces

Cuando n = 0, entonces x®0 — ¢,
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Observacion La exponenciacién se reduce a la multiplicacion usual, es decir:

XM = x4 x+x+x+..+x=nxx

n

Ejemplo 2.5

998 — 8% 9 =72,

de forma similar, se tiene para el caso en el que n sea un niimero negativo:

395 = 5x3=-15.

Ahora se presentan las leyes de los exponentes en el dlgebra méx-plus:
Proposicion 2.6 Sean m,n € Ny x € R, se cumple:
1. X1 @ x&m — x®(n®m)’
2. (x®n)®m — X®(n®’”))
3 x®l =y
4. XE @y = (x®y)®".
Demostracion Para m,n € Ny x € R, entonces:

1 x®"@x®" = p x x+mxx= (n4+m) x x = x2(Em)

2. (MM = (nxx)®M =mx (nxx) = (m x n) x x = x>0,
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3. X®1 =1xx=x,
4, XMy =pxx+nxy=nx(x+y)=(x®y)“".

0
Continuando con el estudio de las propiedades del dlgebra max-plus, encontramos que

es un ejemplo de una estructura algebraica llamada semianillo.

Definicion 2.7 Un semianillo es un conjunto no vacio % dotado con dos operaciones binarias

Pz y Qgp, tales que

» Py es asociativo, conmutativo y tiene elemento neutro.

= Ry es asociativo, distributivo respecto a By y tiene elemento unidad.

» FEl elemento neutro es absorbente respecto a Xg.

Definicion 2.8 Un semianillo % cuya operacion @y es idempotente, es llamado semianillo

idempotente o dioide.

Como el dlgebra méx-plus es un semianillo idempotente respecto a @, se tiene que los

elementos distintos de € en R no tienen inverso aditivo.

Teorema 2.9 La idempotencia de & en el semianillo R, implica que los elementos en R¢ \ {€}

no tienen inverso aditivo.
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Demostracion Sea a # €. Suponga que a tiene inverso aditivo, es decir, existe b € R \ {€} tal
que

adb=c¢,

sumando a en ambos lados de la ecuacion se tiene

haciendo uso de la propiedad asociativa y el hecho de que R, es idempotente respecto a P,

obtenemos que

a=a®(adb)
=(a®a)®b

=adb

I
o

lo cual es una contradiccion, pues a # €. Concluimos asi que ningtn elemento en R tiene
inverso aditivo. U
Usando la operacién &, es posible definir un orden en el dlgebra méx-plus. A continua-

cion se presenta la definicion formal.
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Definicion 2.10 Decimos que a < b, donde < es el orden natural de los niimeros reales, si

a®b=0b, para todo a,b € R.

2.2. Matrices y vectores

Definicion 2.11 El conjunto de todas las matrices de orden n X m en el dlgebra mdx-plus es

denotado por R}*™, donde n es el niimero de filas y m el niimero de columnas.

Sea A € Rp*™. Paran € N, definimos n = {1,2,3,...,n}. La matriz A se escribe como:

apl diz aiz - dim

azy dazp azz - dyy
A=

apl ap2 Adp3 - Apm

La entrada de A en la i-ésima fila y en la j-ésima columna es a;; parai € n'y j € m. Algunas
veces escribiremos [A];;.
La suma y producto de matrices y vectores en dlgebra méax-plus son definidas de forma

andloga a las operaciones usuales + y x de matrices.

Definicion 2.12 Sean A,B € R.*™. Se define la suma de matrices A @® B como:

[A@B]ij :a,-j@b,-j :méx{aij,bij}, parai €nyjem.
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Ejemplo 2.13 Considere las siguientes matrices:

entonces

[A® B =432 =mix{4,2} =4,
[A@B]lz =5¢¢ :méX{S,—w} =35,
[A® By = 1®8 =méix{1,8} =8,

[A @B]zz =e®T = méx{0,7} =1,

teniendo como resultado la matriz

A®B=

Definicion 2.14 Sean A € Rg” yBe Rlexm. Se define el producto A @ B como:

I
[A®B|;j = @aikéi)bkj = r?é’llx{aik—i—bkj}, parai€ny j € m.
k=1 -

Note que A® B € Ry
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Ejemplo 2.15 Considere las matrices A y B dadas en el ejemplo El producto de A por B

es.’

[A®B]; =4®265®8 =mix{4+2,5+8} = 13,
[ARB]12=4Re®507T =max{4+ (—«),5+7} =12,
[A®Bl = 1023 e®8 =mdx{l +2,0+8} =38,

[ARB]pn=10e®e®7=mix{l+ (—),0+7} =17,

se obtiene como resultado la matriz

13 12
A®B=

nxm

Observacion Note que para un par de matrices A,B € R, se cumple que A® B = BB A pero
no siempre es cierto que A ® B = B® A. Considere las matrices del ejemplo 2.13] el producto

de B por A se presenta a continuacion:

B®A =
12 13

Es claro que A® B # B®A.

Ahora se define el producto de un escalar por una matriz.
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Definicion 2.16 Sea A € R*™ y un escalar o € Rg, se define:

[0 ®Alij=0®ajj, parai Eny j € m.

Ejemplo 2.17 Sea A la matriz dada en el ejemplo y sea o0 = 8, entonces:

[8®A] =8®4=8+4=12,
[8®A]1p =8®5=8+5=13,
[8®AL =8®1=8+1=09,

B®RA]p =8®Re=8+0=23,

ast, el producto de 8 ® A es

12 13
E®RA =

Definicion 2.18 Llamamos matriz nula a la matriz & (n,m) de orden n x m cuyas componentes

son todas iguales a € y se define la matriz E(n,m) de tamaiio n X m como:

cuando n = m, decimos que E(n,n) es la matriz identidad.
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Proposicion 2.19 Sean A,B,C matrices con ordenes compatibles y o, € Re, entonces se

satisfacen las siguientes propiedades:
1. AGB=B®A,
2. (A®B)®C=A®d(B®C)y(ARB)®C=A® (BC),
3 AQB®C)=(A®B)®(A®RC)y (A®B)RC=(ARC)® (BxC),
4. Ap&E(n,m)=A=E(n,m) DA,
5. AQE(m,m) =A=E(n,n)®A,

6. ADA=A.

Demostracion Se presentan las demostraciones de las propiedades 2 y 3 para el producto de
matrices ya que las demds se consideran inmediatas.
Sean las matrices A € Ry, B € RE*? y C € RZ*"™, entonces la ij-ésima entrada de

(A® B) ® C estd dada por

P-

[(A®B)&Cl;j =

p
@ail X blk) cCkj

1=

~
I

—_

—_

@ail ® by @ ¢y
I=1

q
ajf & (@ by ® ij)

k=1

O 1D+

-
I

1

[A@ (B@C)]ij,
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por tltimo, considere las matrices A € Rz ” y B,C € RE™™ entonces la i j-ésima entrada de

A® (B®C) esta dada por

[A® B@C @ air X bk]@ckj)

>~
—

p
@ Aik ®bk1@alk®ck1)
=1

p p
(@ ajx @ bkj) @ <@aik ® ij)
k=1 k=1

= lij®[A®Clij,

>~

paraicny jcm. U
Observacién Note que en R2*” la suma de matrices es conmutativa, asociativa, idempotente y
tiene elemento nulo & (n,m). Para RZ*" el producto de matrices es asociativo, ® es distributivo
respecto @, tiene elemento unidad E(n,n) y & (n,n) es absorbente respecto a ®, por lo tanto
(R, ,®,&,E) es un semianillo idempotente no conmutativo.

Al igual que en el dlgebra lineal, en el dlgebra méx-plus es posible definir a partir de

una matriz dada, su matriz transpuesta, su traza y su k-ésima potencia.

Definicién 2.20 Sea A € R?™. La transpuesta de la matriz A es denotada por AT y es definida
como:

[AT]ij = [A]ji7 paraiEQyj € m.
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Definicion 2.21 Sea A € RE*". La traza de la matriz A, notada como tr(A), se define como:

n
tr(A) = @aii, parai € n.
i=1

Definicion 2.22 Sean A € R}*" y k un entero positivo, la k-ésima potencia de A es denotada

A®k

por y se define como:

AF=AQARARAR..QA.

k—veces

Cuando k = 0, entonces A*° = E.

Sea A € R, Note que cuando k = 2, la i j-ésima entrada de A*? con i, j € n es dada

por

n
[A%%);j = Panwa;
=1

:m/

1§1gxn{aﬂ +ayj},

cuando k = 3, la i j-ésima entrada de A®3 eg

n n
A% = P au, ® (@ ap, ® alu’)

L=1 =1

= max {a;, +a,;, +ai}.
lgllleS”l{ = 2 U}
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Por lo tanto, la i j-ésima entrada de A®* es dada por

n n
[A®H);; = D ay @@ (@alzll ®allj)

lr_1=1 L=1

e mé,X {al'[k71 + oee +alzll +a[1j}'

lgll,...7lk71§l’l

Ahora considere & € Rg y A € R, 1a i j-ésima entrada de (a @ A)“* es

(a®A)M;;=  mix  {(a+ag ,)+..+(@+ay,)+(a+a;)}

lgll,.-.7lk71§l’l

=at+a+..+o+( mix {ay_ +...+ay, +a,;})
SN——— 1<l lk1<n
k—veces

— a®k ® [A®k]ij-

Se concluye que (o ®A)®* = a® © A%, con k un entero positivo.

Ejemplo 2.23 Considere la matrizA= | , 3 4 |, entonces

2 €1
12 ¢ 12 ¢ 256
2 _ _
AV =AQA=1, 3 4|®|e 3 4|=|66 7|
2 ¢ 1 2 ¢ 1 34 2

tr(A) = max{1,3,1} =3 y tr(A%?) = mix{2,6,2} = 6.

32
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Se presenta el concepto de vector en el dlgebra méx-plus.

Definicion 2.24 Los elementos de R = R” son llamados vectores. La j-ésima componente

de un vector x € R} es denotado como xj o [x]; con j € n.

Definicion 2.25 Sea u € R} el vector cuyas componentes son todas iguales a e, esto es [u]j = e

para j € n. Este vector recibe el nombre de vector unidad.

Observacion Note que & ® u = o denota al vector con todas sus componentes iguales a o con

acRe.

Definicién 2.26 La j-ésima columna de la matriz E (n,n) es llamado el j-ésimo vector base de

R% y es denotado por e . La j-ésima componente de e; tiene valor e y las demds tienen valor €.

2.3. Matrices y Grafos

En esta seccidn se estudiard la relacion que hay entre los grafos y matrices en el contexto
del algebra max-plus; veremos como una matriz cuadrada puede ser representada mediante un
grafo. Ademads, se presentardn resultados de utilidad para hallar los valores y vectores propios
de una matriz. Muchas de las definiciones y resultados presentados en esta seccion se pueden

encontrar en (Baccelli et al.l [1993)) y (Heidergot et al., 2005).

Definicion 2.27 Sea A € R}*". El grafo asociado a la matriz A es G(A) = (V,E) con vértices
V(A)=nyaristas E(A) = {(i,j) €nxn:aj # €}. Para cada (i, j) € E, aj; es llamado el peso

de la arista.
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Definicién 2.28 El peso de un camino p = iyizi3...inin+1 de longitud m es denotado por |p|,

y es igual al producto de todos los pesos de cada arista, es decir:

m
pl,, = ®aik+1ik'
k=1

Definicion 2.29 El peso promedio de un camino p = iizi3...ixix+ con longitud k se define

como |p|,, / |pl;.

Ejemplo 2.30 Considere la matriz:

A=[12 7 ¢

El grafo asociado G(A) a la matriz A se presenta en la Figura 4.

/12\ 7
Figura 4. Grafo asociado a la matriz A.

G(A) tiene como conjunto de vértices V(A) = {1,2,3} y conjunto de aristas E(A) =

{(1,2),(2,3),(3,1),(2,2)}. Note que en G(A) hay dos circuitos, el circuito p = 1231 que tiene
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peso |p|,, = a3 +az +az =8+ 12410 =30 y longitud |p|, = 3 y el circuito ¢ = 22 cuyo
peso es |q|,, = ax =7 y longitud |¢|, = 1.
Al igual que en el édlgebra lineal usual, en el dlgebra méax-plus se tiene la nocién de

matrices reducibles e irreducibles.

Definicion 2.31 Una matriz A € R}*" es irreducible si no existe una matriz de permutacion P

de orden n tal que

Al A
PToAQP= ,

& A

donde A1y y Ay son matrices cuadradas de tamaiio k x k'y (n—k) x (n — k) respectivamente

con 1 <k <n— 1. Siexiste tal matriz de permutacion P diremos que A es reducible.

Como se puede observar, la definicion de matriz irreducible es andloga a la definicién en el
algebra convencional. La unica diferencia es que la matriz de permutacién P tiene un unico

e =0 en cada fila y cada columna y € en las demés componentes.

Teorema 2.32 Una matriz cuadrada A es irreducible si 'y solo si su grafo asociado G(A) es

fuertemente conexo

Demostracion La demostracién es andloga a la presentada para el Teorema (1.14 U
Las potencias de una matriz cuadrada A y su grafo asociado G(A) estdn estrechamen-
te relacionados. Como se evidenciard en el siguiente teorema, el elemento [A®¥] ji da el peso

maximo de todos los caminos que tienen longitud k& que van desde el vértice i al vértice j.
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Teorema 2.33 Sea A € R}*". Para todo entero k > 1
(A% ji = max{|pl,, : p € P(i.j.K)}.

Si P(i, j,k) = 0, entonces [A®k]j,~ = &, es decir, no existe ningiin camino de longitud k desde el

vértice i al vértice j en G(A).

Demostracion Se procede por induccion. Considere i, j dos vértices cualesquiera. Si k = 1, los
caminos en P(i, j, 1) estdn formados por la arista (i, j) que por definicién, tienen peso [A] j; # €.
Si P(i, j, 1) = 0 entonces no existe la arista (i, j) y [A] j; = €. Suponga ahora que el teorema es
cierto para k, veamos que se satisface para k+ 1. Sea p € P(i, j,k+ 1), este camino debe estar
formado por un camino ¢ de longitud k que conecta al vértice i con un vértice / y un camino
formado por la arista (/, j) la cual tiene peso [A] ;, es decir, p = go ([, j) con g € P(i,l,k). El

peso maximo de cualquier camino p € P(i, j,k+ 1) puede obtenerse como
max ([A]+méx{lql, : g € P(i,1,K)}),

por hipétesis max{|q|,, : ¢ € P(i,l,k)} = [A®¥];;, luego el peso madximo de los caminos de
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longitud £+ 1 que van de i a j puede escribirse como

n
i (4 1700) = D
= I=1

=[A®A™;
_ [A®(k+1)]ji-
Ahora considere el caso en el que P(i, j,k+ 1) = 0, esto es, no existe un camino de longitud
k+ 1 que conecte a i con j, lo que implica que para cualquier vértice / no existe un camino de
longitud k de i a o que no existe la arista (I, j) o ambos. Por lo tanto, para cualquier vértice
al menos uno de los valores [A] ;; y [A®¥];; tiene valor € y asi [A®KF1)]; = €. O

El siguiente ejemplo da una idea de la utilidad que puede tener el teorema anterior.

Ejemplo 2.34 Considere un conjunto de n ciudades y suponga que algunas de estas ciudades
estan conectadas por vias. Lo dicho anteriormente puede ser visto mediante un grafo en el
cual sus vértices son representados por las ciudades y las aristas son representadas por las
vias. Se denota dicho grafo como G = (V,E), donde V = n. Si hay una via que conecta a la
ciudad i con la ciudad j, entonces (i, j) € E coni,j € V; a la arista (i, j) se le asocia un peso
aj;, donde aj; corresponde a la distancia que hay entre iy j; que la via no exista, implica que
aji==¢€y (i,j) ¢ E. Suponga que alguien estd interesado en saber cudl es la distancia mdxima
que se recorre de una ciudad en particular i a otra ciudad j en |l viajes, para calcular esta

esta distancia considere una matriz A de orden n x n cuyas entradas representan el peso de
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las aristas en G, asi por Teorema la distancia mdxima que se recorre de i a j en |l viajes
es dada por [A®!] ;, es decir, la distancia mdxima es dada por el elemento (j,i) de la I-ésima

potencia de A.

Definicion 2.35 Para A € R}*", se define

A+ — éA®k.
k=1

Observacién El elemento [A®] ji €s el peso mdximo de los caminos de longitud k que van
desde un vértice i a un vértice j, asi el elemento [A™];; es el peso mdximo de los caminos de

cualquier longitud que vande i a j.

Teorema 2.36 Sea A € RE*" tal que cualquier circuito en G(A) que tiene peso promedio menor

o igual a e =0, entonces

[}

A+ — @A@)k :A@A®2@A®3@...@A®n c Rgxn.
k=1

Demostracién Por definicién de A, se obtiene que [A™];; > max{[A®¥];; : 1 <k < n}. Ahora
considere un camino de i a j con longitud mayor que n en G(A), como el ndmero de vértices
en G(A) es n, dicho camino estd formado por al menos un circuito y un camino de i a j con

longitud menor o igual que n. Por hipétesis, todo circuito en G(A) tiene peso promedio menor
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o igual a e, entonces

A" < ADA? A @ ... p AP, para todo m > n.

Asi [A*]j; <max{[A®¥];; : 1 <k <n}.Concluimos At =ABA“2 QA @ ... A%, O
2.4. Valores y vectores propios

En esta seccion se estudiaran los valores y vectores propios de una matriz cuadrada A, en el
sentido del algebra max-plus. Ademds se mostrard la relacion que existe entre los valores y
vectores propios con el grafo asociado G(A). Aqui tendrdn relevancia algunas de las defini-
ciones, teoremas, y proposiciones que se presentaron en la seccion Matrices y Grafos. Los
resultados presentados en esta seccidn fueron tomados de (Baccelli et al.l [1993) y (Heidergot

et al., 2005)).

Definicion 2.37 Sea A € RE*". Se dice que el escalar 1 € R¢ es un valor propio de A si existe

un vector v € RY que contiene al menos una componente distinta de € tal que

ARv=UuUw.

El vector v es llamado vector propio de A asociado al valor propio |L.

Note que, dada una matriz cuadrada, la definicién anterior permite que € sea un valor propio
de dicha matriz y que el vector propio asociado tenga algunas de sus componentes iguales a €.

Considere la siguiente proposicion.
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Proposicion 2.38 Sea A € R;*". € es un valor propio de A, si'y solo si, A tiene al menos una

columna cuyas entradas son todas iguales a €.

Demostracion Supongamos que ( = € es un valor propio de A y v € R} un vector propio
asociado a [, entonces existe jo € n tal que vj, > €. Por hipétesis A ®@v = U ® v, por lo tanto,

se satisface que

n
@aij@)vj:u@vi:e, parai,j€n.
j=1

Como vj, > &, entonces a;j, = € para todo i € n; asi, la matriz A tiene una columna cuyas
componentes son todas iguales a €. Ahora, suponga que la j-ésima columna de A tiene todas

sus componentes iguales a €, considere el vector v de la siguiente manera

€ sSii#j
V= 7paraiajeﬂ7
a sii=j
donde x € Rg \ {€}. Notequev# eyestalque AQv=€®v. O
Ejemplo 2.39 Considere la matriz
39 ¢
A=14 ¢ ¢|>
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note que

4 ¢ e|®|e|=u®]| |, dndeaxcR:\{e}yu=e.

1 8 ¢ o o

Por lo tanto, € es un valor de A y existen infinitos vectores propios asociados a [L.

Como resultado de la anterior proposicion, se presenta el siguiente corolario.

Corolario 2.40 Si A € RE*" es una matriz irreducible, entonces € no es un valor propio de A.

Demostracion Por hipétesis, A es una matriz irreducible, entonces su grafo asociado G(A) es
fuertemente conexo, es decir, para cada i existe j tal que a;; > € donde i, j € n, por lo tanto,
la i-ésima columna de A no tiene todas sus componentes iguales a €, entonces por Proposicion
[2.38] € no es un valor propio de A. O

Una matriz cuadrada puede tener mas de un valor propio; mdas adelante, se mostrard
bajo qué condiciones se cumple que el valor propio es Unico. Los vectores propios tampoco

son unicos. El siguiente teorema deja constancia de ello.

Teorema 2.41 Sea A € R}*" con valor propio finito W y vector propio asociado v, entonces

o v, con o € Re \ {€}, también es un vector propio de A que corresponde al valor propio L.

Demostracion Por hipétesis g es un valor propio de A con vector propio v, entonces

ARv=URV, (D)
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multiplicando por o € R¢ \ {€}, en ambos lados de (1), se obtiene

ORARV=aRURV (2)

como « es un escalar, (2)) puede escribirse como

ARARV=UR 0V

AR(0®@V)=u®(0®v).

Obteniendo que ot @ v € RE también es un vector propio de la matriz A que corresponde al valor
propio . U
El conjunto de los vectores propios asociados a un valor propio recibe el nombre de
espacio propio. El espacio propio se describird adecuadamente més adelante, ya que para su
estudio son necesarios algunos resultados que se presentaran a lo largo de la seccion.
El siguiente teorema establece que todo valor propio finito de una matriz cuadrada es el

peso promedio de algun circuito del grafo asociado.

Teorema 2.42 Sea A € RE*" una matriz con valor propio W finito, entonces existe un circuito

cen G(A) tal que

€l

u

N ’C|l'

Demostracion Sean p un valor propio finito de A y v € R} un vector propio asociado a L.

Como v es un vector propio de A, existe un vértice i; € n tal que v;, # €, entonces [A Q@ v];, =
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U1 ®v;, # &, por lo tanto, existe un vértice ip con

Ajyiy QViy = LV,

lo que implica que a;,;, # € y v, # €, ademas (ip,i;) € E(A). Andlogamente, se puede hallar
un i3 € n, tal que

Ajyiy & Vis = H ® Vi,

donde a;,;, # €, vi; # €y (i3,i2) € E(A). Siguiendo este razonamiento, se puede encontrar un
vértice i; por segunda vez, ya que el nimero de vértices es finito. Entonces, se ha encontrado
un circuito

€ = Ul —1Tk1—2---Tk+ 11k,

-1
con longitud |c|; =1y peso |c|,, = X iy , i m:1» dOnde ig = ij4;. Por construccion del circuito

m=0
c, se tiene que
-1 -1
® (@i s i @ Vigser) = pe ® Vigim )
m=0 m=0

Como ® es la suma usual +, entonces (3 puede escribirse como

-1 -1
Z (aik+mik+m+1 +vik+m+]) =Ixp+ Z Victm: 4)
m=0

m=0
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Ademas iy = iy, por lo tanto

-1 -1
Z Vicgmer = Z Vicgm®
m=0 m=0

-1
Sustrayendo Z Vig,, €0 ambos lados de la ecuacion (4)), se obtiene que
m=0

-1
Z aik+mik+m+l = l X l"'L
m=0
Lo cual implica que |c|,, = [ x u. Por lo tanto, el peso promedio del circuito c es

lely _ Ixp
|C|1 [

Definicion 2.43 Sean A € R}*" y C(A) el conjunto de todos de circuitos en G(A), se define
A= max v 5)

Diremos que es A el peso promedio mdximo de los circuitos en G(A).

Observacion Note que C(A) es un conjunto finito. Si C(A) es no vacio, entonces el peso pro-
medio maximo A se alcanza por al menos un circuito en G(A), en el caso contrario, se define

A = €. Ademds, si la matriz A es irreducible, A es finito ya que G(A) contiene al menos un
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circuito.

Definicion 2.44 Sea ¢ € C(A). Diremos que c es un circuito critico, si su peso promedio es

mdximo, es decir, si A = |c|,,/|c|;.

Definicion 2.45 Sea A € R}*". El grafo que estd formado por los vértices y aristas que com-

ponen a los circuitos criticos en G(A) recibe el nombre grafo critico de A 'y se denota como

G(A) = (VE(A),E“(A)).

Ejemplo 2.46 Considere la matriz:

En G(B) hay cuatro circuitos criticos, 8 = 11, d =22, p =343 y y = 44. En la Figura

5. se muestra el grafo asociado G(B) y su correspondiente grafo critico G°(B).

Figura 5. G(B) y G°(B) del Ejemplo respectivamente.
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Cabe resaltar que el grafo critico de una matriz irreducible no necesariamente es fuerte-

mente conexo, basta con observar el grafo G°(B) del Ejemplo m para darse cuenta de ello.

Definicion 2.47 Sean A € R2*" y A el peso promedio mdximo de los circuitos en G(A). La

matriz A), recibe el nombre de matriz normalizada y se define como

A; = (—1) ®A.

Observacion Note que los grafos asociados de A y A, coinciden salvo por el peso de sus
aristas. Por lo tanto, si un circuito en G(A) es critico, entonces este circuito también serd critico
en G(A,), teniendo como resultado que los grafos criticos G°(A) y G°(A,) coinciden, otra
vez, salvo por el peso de sus aristas. Claramente, el peso promedio maximo de los circuitos en
G(A,) serdigual a 0.

Para entender mejor lo dicho anteriormente, considere la matriz A dada en el Ejem-
plo El grafo asociado G(A) contiene dos circuitos, p = 1231 y ¢ = 22, que tienen peso

promedio 10 y 7 respectivamente, entonces A = 10y p critico en G(A), luego

cuyo grafo asociado G(A, ) se muestra en la Figura 6. En G(A)) se encuentran los circuitos
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p1 = 1231y q; = 22, que tienen peso promedio 0 y —3 respectivamente, asi A =0y p; es

critico en G(Ay ).

eDs

) 0

Figura 6. Grafo asociado a la matriz G(Ay )

Ahora, como el peso promedio méaximo de los circuitos en G(A, ) es igual a cero, por
Teorema la matriz A} estd bien definida; ademds como G°(A) y G°(A},) coinciden, excepto

por el peso de sus aristas, se sigue
[A5 gy =e =0, paracadan € V°(A). (6)
Es decir, como todo vértice en G°(A;)) estd en un circuito y todo circuito en el grafo

critico tiene peso cero, entonces todo camino que va de ese vértice en si mismo tiene peso cero.

Definicion 2.48 Sea A € RE™". Se define la matriz A3 como

n
A} =E®A] = PA™t.
k>0

La siguiente proposicién nos garantiza la existencia de un valor propio de una matriz

dada y sus respectivos vectores propios asociados, siempre que el peso promedio maximo de
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los circuitos del grafo asociado sea finito.

Proposicion 2.49 Sean A € RE*" y A el peso promedio mdximo de los circuitos en G(A).
Entonces el niimero A es un valor propio de A y la columna [Az],n es un vector propio asociado

a A, para todo vértice n € VE(A).

Demostracion Sea A el peso promedio maximo de los circuitos en G(A). Como se menciond
anteriormente, el peso promedio médximo de los circuitos en G(A)) es cero y por esta razén la

matriz AI estd bien definida. La definicién de A} , implica que la 1-€ésima columna de A} es
[A3]n = [E©A] ]y, (7)

entonces la i-ésima componente del vector [A} ]| 5 satisface

eDAT]m sii#N
A3 )i = [E®A} i = :

De las ecuaciones (6)) y (7). se tiene que para todo 1 € V¢(A)

[AyTn =410 (8)
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Note que

A7 =A;, ®A;
= (A, QE)® (A, ®A})
=A;, ® (E®AY)

:Al ®Aj{,

entonces, la ecuacion (§)) puede reescribirse como

[A3]n =[A2 ®A% ]
=A;, ®[A)]q

— (-1) @A A},

multiplicando por A en ambos lados de la ecuacion, se obtiene

A@[A]n =20 (-A)RA®I[A]] 4

=A®[A7]n.

Asf queda demostrado que A es un valor propio de A y la 77-ésima columna de A’ es un vector

propio de A, para todo 11 € V¢(A). O
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Ejemplo 2.50 Sea

1 2 -7 —6
Ay =—-ARA=-8® =
7 8 -1 0
Ahora se procede a calcular la matriz AI
2 ) -7 -6 -7 —6 -7 —6
+ _ @k _ _
AT =PAT = & = :
= 1 0 ~1 0 1 0
por lo tanto la matriz A} es
0 ¢ -7 —6 0 -6
A3 =E®AS = @ =
e 0 -1 0 -1 0
—6
Por Proposicion|2.49 es un vector propio de A.
0

Anteriormente se menciond que los valores y vectores propios de una matriz no son
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Unicos, sin embargo cuando la matriz es irreducible, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.51 Sea A € R}*". Si A es una matriz irreducible, entonces A tiene un tinico valor

propio A. Este valor propio es finito y corresponde al peso promedio mdximo de los circuitos

en G(A), es decir

lel,y
) Iel;

A = max

ceC(A

Demostracion Note que si A es irreducible, su grafo asociado G(A) contiene al menos un
circuito, entonces A es finito y la existencia de un valor propio finito se mostré en la Proposicion
Ahora, mostremos que A es tnico, para ello, considere un circuito ¢ = i1izi3...ijij; en

G(A) con longitud |c|; = e i{ = i;;;. Como A es irreducible a;, ;, 7# €, parak € [. Suponga

es un valor propio finito de A y v un vector propio asociado, tal que A ® v = u ® v, por lo tanto
Qg iy, O Vi, U RV, parak € L.

Usando el mismo argumento para la demostracién del Teorema [2.42] se obtiene que

Il Dxa
’C’l !

= MU, 9)

para todo ¢ € C(A). Es decir, todo valor propio i es mayor o igual que A. El Teorema [2.42]
dice que todo valor propio finito puede obtenerse del peso promedio de algiin circuito en G(A),
entonces U no puede ser mayor que A porque contradice el hecho de que A sea peso promedio

maximo de los circuitos en G(A). Por lo tanto u = A. O
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Ejemplo 2.52 Considere la matriz A dada en Ejemplo El grafo asociado G(A) es fuerte-
mente conexo, entonces A es irreducible. En G(A) se encuentran los circuitos p y q cuyo peso
promedio es |p|,,/|pl; =10y |q|,,/|q|; = 7 respectivamente; por Teorema se concluye que

A = max{10,7} = 10.

Proposicion 2.53 Sea A € RE*". Si A es irreducible, entonces todo vector propio v € R} aso-

ciado al valor propio A tiene todas sus componentes finitas.

Demostracion Suponga que A es irreducible, entonces el valor propio A corresponde al peso
promedio maximo de los circuitos en G(A), siguiendo el razonamiento de la Proposicion
se tiene que A, estd bien definida. Por otra parte, como G(A) es fuertemente conexo, G(Ay)
también lo es, asi las entradas de Aj{ son todas distintas de €, y como A} = E @AI, la matriz
A} también tiene todas sus entradas finitas. La proposicién dice que para cadan € V°(A),
la columna [A} ] 5 es un vector propio de A asociado a A, por lo tanto, los vectores propios de
A tienen todas sus componentes distintas de €. U

Ahora, pasamos a describir el conjunto de los vectores propios de una matriz dada. Las

siguientes definiciones se pueden encontrar en

Definicién 2.54 Sean A € RY*" y u un valor propio finito. El espacio propio, notado por Vy, (A)
de la matriz A, es el conjunto de todos los vectores propios de A que corresponden a 1. V(A)

es un espacio vectorial en el sentido del dlgebra mdx-plus.

Proposicion 2.55 Sean A € RE*" y A el peso promedio mdximo de los circuitos en G(A),

entonces el espacio propio de A’y A), coinciden y e es un valor propio de A;,.
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Demostracion Considere v un vector propio de A que corresponde a A, entonces para todo

J € n se cumple que

[A@V]j=[A®V]j <= [AQV]j—A =v;<=[A, @V]j = eV,

Por lo tanto, V) (A) y V3 (A ) coinciden y e es un valor propio de A, . O

Proposicion 2.56 Sean A € R}*" una matriz irreducible y A un valor propio con vector propio

asociado v, entonces A tiene valor propio e con vector propio asociado v.

Demostracion Como A ®@v =A Qv, se tiene A; ® v = vy ademds E ® v = v, entonces

(E@v)D (A, @v)=(E®A)) Qv ="

Note que A = E AT = (E®A;)®" ya que R?*" es idempotente, asi

As@v=(E®A)" @V
— (E®A)®(EaA;)* " Vay

=(E®A)*" Vv

I
=

Por lo tanto, e es valor propio de A’} con vector propio v. U

El grafo de saturacion de una matriz A estd relacionado con su grafo critico, es por eso
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que la siguiente definicion juega un papel importante en la descripcidn del espacio propio de A.

Definicion 2.57 Sea A € R}*" con valor propio finito | con vector propio asociado v. Se
define el grafo de saturacion, denotado como S, ,(A), al conjunto de aristas (j,i) en G(A) tal

que a;j@vj = U @ v; con v;,v; # €.

Proposicion 2.58 Sean A € R}*" y 1 un valor propio finito con vector propio asociado v,

entonces

1. Para cada vértice i en S, ,(A), existe un circuito en Sy, ,(A), desde el cual se puede llegar

al vértice i en un niimero finto de pasos.
2. Todos los circuitos en Sy, ,(A) tienen peso promedio igual a |L.

3. Si A es irreducible. entonces los circuitos en Sy, ,(A) pertenecen a G°(A).

Demostracion

1. Sea i un vértice en Sy, ,(A), entonces existe j en Sy ,(A) tal que a;; ®v; = L ®@v; con
vi,vj # €, de igual forma, existe k en Sy ,(A) tal que ajx @ vy = L@ v; con v, v # &,
repitiendo este argumento un nimero finito de veces, digamos m-veces, se obtiene un
camino de longitud m. Si m > n, el camino construido debe contener al menos un circuito,

ya que el nimero de vértices en Sy ,(A) es finito.

2. Considere un circuito ¢ = ijisi3...iij11 con iy = i;41 y longitud [ en Sy ,(A). Por defini-



ALGEBRA MAX-PLUS Y CUADRADOS LATINOS 55

cién de grafo de saturacidn, se tiene
iy, 1i, @V = L@V, con 1 <k<lI.

Lo que implica

l
— ®!
®aik+1ik ®vi1 _.u’ ®vi17
k=1

entonces
l
_ @l
®aik+1ik =u.
k=1

l
Observe que ®a,~k 1ir = lcl,,» por lo tanto el circuito c tiene peso promedio u.
k=1

3. Si A es una matriz irreducible, el valor propio u es tnico y corresponde al peso promedio
méximo de los circuitos en G(A). Por la parte (2), sabemos que todo circuito en S, ,(A)
tiene peso promedio i, es decir, todo circuito en Sy ,(A) tiene peso promedio mdximo

igual a u, por lo tanto, todo circuito en S, ,(A) es critico. O

El siguiente teorema caracteriza el espacio propio de una matriz irreducible.

Teorema 2.59 Si A € R}*" es una matriz irreducible con valor propio A, entonces el espacio

propio de A es dado por

Vi(A)=<KveR;:v= @ a;®[A}]iparaa; € R\ {€}
i€ve(A)

Demostraciéon Por Proposicién [A% ] es un vector propio de A, para todo vértice i €
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V¢(A). Sabemos que una combinacion lineal de vectores propios sigue siendo un vector propio,

por lo tanto

EB a; @Ay,

i€Ve(A)

con a; € R¢ \ {€}, es un vector propio de A. El siguiente paso es mostrar que cualquier vec-

tor propio de A puede escribirse como combinacién lineal de columnas [A}]; para i € VS(A).

Como A es una matriz irreducible con vector propio v que corresponde al valor propio A, por

Proposicion [2.56} A} tiene valor propio e con vector propio asociado v. Considere dos vértices

i,jenS.,(A;) tal que existe un camino de i a j, digamos ijipi3...00 11 con i =iy j = ij41,

entonces por definicién de S, ,(4))

®[Al]ik+1ik ®Vik — e®vik+l’ con 1 S k S l.
k=1

Sea

l
o= ®[Al]ik+1ik7

1

por lo tanto & ® v; = v; y ademds por definicién de A%l y A%, se tiene
!
a < [A7']ji < [A7]ji-
Usando el hecho de que @ ® v; = v}, se sigue que paracadan € n

[A3lnj®@v;=[A}]In; @ a®v;,

(10)
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por la desigualdad (10,

Al @v; < [A3]n; ®[A}]ji®@vi

[Alnj®v; <[A}]ni®wi,

La dltima desigualdad se tiene ya que A} ® A} = A} . Ahora, por Proposicién parte (1) y

(3), para cada jen S, (A, ), existe i = i(j) el cual pertenece a un circuito critico, por lo tanto

P Klnevi< P Ao, (11)
jeSe,V(A;L) iEVf(A)

para cada 1 € n. Como v es un vector propio de A con valor propio e, entonces v = A} v,
luego vy = [A} | ®v; paraalgin jen S, ,(Aj). No se sabe cudl j determina el valor de vy, pero

como el vértice j se encuentra en S, (A, ), para todo 1 € n, la ecuacién (11)) puede escribirse

wm= P Aiiev,< @ Ao,
jESe,v(Ax) iEVC(A)

obteniéndose que

vp < EB [Ai]ni@)vi-
i€Ve(A)

Por otra parte, como v es vector propio de A} asociado a e,

n

v = (A5 @]y = Dlaglnev; > @ Wil (12)
j=1 i€Ve(A)
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para n € n. Note que V¢(A) = V¢(A,,), entonces

v= D Uil
ieve(A)

U

Proposicion 2.60 Sea A € RE*" una matriz irreducible con valor propio A. Para i, j que per-

tenecen al grafo critico de A, existe a € R tal que

a®[A3) = [A3], (13)

siy solo si, iy j pertenecen al mismo subgrafo fuertemente conexo del grafo critico de A.

Demostracion Recuerde que el grafo critico de A coincide con el grafo critico de A, , entonces
suponga que i y j pertenecen al mismo subgrafo fuertemente conexo del grafo critico de A,

por lo tanto [A];; ®[A}];j = 0. Como A ®A; <A}

[A3 i ®[AY]ij < [A}]ij paratodo [ € n.

Del hecho [A} ] @ [A}]ij = 0 se sigue que [A}];; = [A}]1; @ [A]]i ®[A]} ]ij, entonces

[A7 )17 < [A3)ii ®[A3)ij para todo [ € n,

entonces [A}]; ®[A} ]ij = [A]ij. Sia= [A}]ij, queda demostrado que a® [A} ] ; = [A} ].;. Ahora



ALGEBRA MAX-PLUS Y CUADRADOS LATINOS 59

suponga que i y j no pertenecen al mismo subgrafo fuertemente conexo del grafo critico de A

y que (13) se cumple, entonces la i-ésima y j-ésima componente de (13)) satisface que

[Alij=a®[Ali=ay[A];i=[A3];® (—a) = —a,

entonces [A}]; ® [A7]i; = 0. Luego el circuito formado por las aristas (i, j) y (j,i) tiene pe-
so promedio 0, por lo tanto i, j pertenecen al grafo critico de A; y como consecuencia i y j

pertenecen al mismo subgrafo fuertemente conexo lo cual es una contradiccion. U

Ejemplo 2.61 Sea

La matriz A es irreducible y tiene valor propio uinico A = 6, ademds el grafo critico de A consta
de los vértices {1,2} que corresponden al circuito critico 121, por lo tanto el grafo critico de

A tiene solo un subgrafo fuertemente conexo. Se tiene que

0 -3
A) = ,
3 0
0 -3
por Proposicion|2.49| los vectores y son vectores propios de A. Observe que estos
3 0

vectores son miiltiplos el uno del otro en el sentido mdx-plus, lo cual se verifica con Teorema
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[2.60\ya que los vértices pertenecen al mismo subgrafo fuertemente conexo del grafo critico de

A. Por lo tanto el espacio propio de A estd dado por

0
ViA)={veERZ:v=a® paraa € R

Ejemplo 2.62 Considere

La matriz A es irreducible con valor propio vinico A = 0. El grafo critico de A estd compuesto

por los vértices {1,2} los cuales corresponden a los circuitos criticos 11y 22, por lo tanto el

grafo critico de A tiene dos subgrafos fuertemente conexos. Ahora

0 -3
*
Al — ,
-2 0
0 -3
por Proposicion|2.49, los vectores y son vectores propios de A. Estos vectores
-2 0

no son miiltiplos el uno del otro, lo cual se verifica con Teorema 2.60} ya que los vértices

que conforman los circuitos criticos pertenecen a diferentes subgrafos fuertemente conexos del
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grafo critico de A. Por lo tanto, el espacio propio de A estd dado por

0 -3
Vi(A) = vER%:v=a1® Dar® para ay,ar € R

-2 0

3. Algebra méx-plus y cuadrados latinos
En este capitulo se estudiardn algunas propiedades estructurales de los cuadrados latinos en el
algebra méx-plus como lo son la clausura bajo las operaciones ¢ y &, también se estudiardn los
valores y vectores propios que posee un cuadrado latino. Estos resultados se pueden encontrar
en (Mufid and Subionol 2014} y (Mufid and Subiono, 2013]).
3.1. Cuadrados latinos
Definicion 3.1 Un cuadrado latino L de orden n es una matriz n X n cuyas entradas son los

enteros 1,2, ...,n. Ningiin entero aparece mds de una vez en cada fila y en cada columna de L.

Ejemplo 3.2 Sea la matriz

L es un cuadrado latino de orden 4.

Los cuadrados latinos han sido estudiados durante siglos, pero fue Leonhard Euler quien
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en 1779 los definié formalmente (Andersen, 2007), él usé letras del latin como elementos de

tales cuadrados, por lo tanto, la matriz

también es un cuadrado latino de orden 3.
Teorema 3.3 Existe un cuadrado latino de orden n para cada entero positivo n.

Demostraciéon Considere los nimeros 1,2, ...,n. La primera fila del cuadrado sera 1,2,3,...,n.
Ahora, a partir del segundo renglén se desplazan los elementos de la primera fila una posicién
hacia la izquierda, quedando el primer elemento de la fila anterior al final de la fila que se esta

construyendo. El cuadrado latino que se obtiene al seguir este procedimiento es
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Como en el dlgebra max-plus el elemento € = —co puede ser elemento de una matriz

dada, entonces se deben considerar dos tipos de cuadrados latinos.

1. Los cuadrados de orden n con todas sus entradas finitas serdn denotados como £ y sus

entradas serdn los elementos del conjunto n = {1,2,3,...,n}.

2. Los cuadrados de orden n tales que en sus entradas se encuentre el elemento € = —oo se

denotardn como .Z}' y sus entradas serdn los elementos del conjunto n, = {—oo, 1,2,...,n—

1},

Ejemplo 3.4 Las siguientes matrices son un ejemplo de cuadrados latinos del tipo "y L}':

1 2 3 4 2 3 ¢ 1

2 1 4 3 3 1 2
L= vyl =

34 21 1 2 3 ¢

4 3 1 2 e 1 2 3

Claramente Ly € £*y L, € L.

3.2. Propiedades de los cuadrados latinos

Proposicion 3.5 Todo cuadrado latino es una matriz irreducible

Demostracion Sea L un cuadrado latino. Si L € ", entonces todas las entradas de L son

finitas, por lo tanto, en el grafo G(L) existe un camino de longitud uno desde un vértice i a otro
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vértice j, para todo i, j € n, entonces G(L) es fuertemente conexo, lo cual muestra que L es
una matriz irreducible. Ahora suponga que L € £/, considere la matriz L*?> = L ® L; como &
aparece exactamente una vez en cada fila y cada columna de L, la entrada [L%?]; j es finita para
todo i, j € n, es decir, en G(L) existen caminos de longitud dos que conectan a un vértice i con
un vértice j, para cada i, j € n, por lo tanto, G(L) es fuertemente conexo y asi L es irreducible.

O

Definicion 3.6 Diremos que los cuadrados latinos son cerrados bajo la operacion &, si dados

Ay B cuadrados latinos, A @ B también es un cuadrado latino.

Observacién Sean A,B € " y C = A® B. Se sabe que [A];; y [B];; son elementos finitos, en-
tonces [C|;; = [A];j ® [B];; también lo es, por lo tanto, si C es un cuadrado latino necesariamente

C € £". De igual forma, siA,B € £} y C =A® B, entonces C € £

Proposicion 3.7 Sean A y B cuadrados latinos. A& B es un cuadrado latino si y solo si A = B.

Demostracion Sean A,B € .£" y C = A® B. Observe que

€11 €12 - Clp ain®byy an®biy ... a1, Obyy,

€21 €22 ... C2p a1 ®byy ax®byn ... ay Dby,

Cnl Cn2 .. Cppn anl Dby a ®byy ... A Dby
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entonces fijando la j-ésima columna de C se tiene que

C1j aj by
C2j Clzj@sz
Cnj anj © bnj

Como A es cuadrado latino, existe i; € n tal que a;,; = n. Si b;,j # n solo puede pasar que
b, j < n, por lo tanto ¢;, j = a;, j ® b;, j = n. Por hipdtesis B es cuadrado latino, entonces existe
bj j = n con iy € n, dado que a;; = n, a;; <ny asi ¢;; = a; ;D a; j = n, lo cual contradice
que C sea cuadrado latino, luego a;, ; = b;, j. Siguiendo el mismo razonamiento, existe i, € n
con iy # i1, tal que a;,; = n — 1 para concluir que a;,; = b;, ;. Repitiendo este proceso se llega a
que a;; = b;j paratodo i € n, esto es [A];; = [B];; y al ser j arbitrario, se tiene que A = B. Ahora
suponga que A = By C = A® B, entonces c¢;; = a;; @ b;; para i, j € n. Por hipétesis a;; = b;;

para cada i, j € n, entonces ¢;; = a;j D a;j = a;j, porlotanto C=A®GB=A®A =A.

Para el caso en el que A, B € £} 1a prueba es andloga. U

por la proposicién anterior los cuadrados latinos no son cerrados bajo la operacién .
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Ejemplo 3.8 Sean

entonces

ADB=13 1 3

no es un cuadrado latino. De igual forma, considere las matrices

1 2 ¢ e 2 1

se tiene que

CaeD= 271 2

no es un cuadrado latino.

Definicion 3.9 Se dice que los cuadrados latinos son cerrados bajo la operacion ® si dados A 'y
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B cuadrados latinos, su producto A® B es también un cuadrado latino. En otras palabras, A QB

es cuadrado latino si existe un cuadrado latino C 'y un niimero natural p tal que AQB = p®C.

Proposicion 3.10 Si A,B,C € £" satisfacen que AR B = p QC, entonces p = n.

Demostracion Sea A ® B = D con D cuadrado latino, entonces [D];; = max{a;| + b1j,a;» +
byj,...,ain + byj}. Como el mayor valor que puede tomar a;, y by, para cada k € n es n, en-
tonces el mayor valor que toma [D];; es 2n. Ahora considere d = a; + by, entonces [D];; =
méx{dy,dy, ...,d,}. Partiendo del hecho de que }'}_, dy = n(n+ 1) se tiene que el valor minimo
que puede tomar [D],-j esn+1yeste ocurre cuandod; =dy = .... =d, =n+1.Siexiste k €n
tal que dy < n—+1, como D es cuadrado latino, entonces existe / € n tal que d; > n+ 1y como
consecuencia [D];; > n+ 1. Por lo tanto, n+ 1 < [D];; < 2n para i, j € n. Dado que D es un
cuadrado latino de orden n, se tiene que [D];; = {n+k:k € n} y como D = p® C, entonces
[D]jj=n+k=p+|[C;j, paratodo i, j € n,luegon=py [Cl;; = k. O

Dados A,B € .£", por la proposiciéon anterior, una condicion para que A ® B sea un
cuadrado latino, es que para cada i € nexista j € ntal que [A]; +[B] j=[n+1 n+1 ... n+1].

Por lo tanto, los cuadrados latinos no son cerrados bajo la operacién ®.

Ejemplo 3.11 Sean
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entonces

A®B=

no es cuadrado latino.

Observacién Sean A,B,C € .Z}. Se tiene que [A ® B];; = max{a;1 + b1j,aip + byj,....ain +
bnj} # € para todo i, j € n. Ademds, note que dado un natural p, [p ® Cl;; = p+ [C];; donde

[Clij € {&,1,2,...,n— 1}, por lo tanto existen i, j € n tal que [p®C|;; = p+[Cl;j = €, 1o que

6

5

5

3®

implica que no existe C € £ talque AQB = p®RC.

Ejemplo 3.12 Considere

se tiene que

A®B=

no es cuadrado latino.

4

3

3

2®

3

2

2
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3.3. Valores y vectores propios
Todos los cuadrados latinos son matrices irreducibles, para encontrar el valor propio de un
cuadrado L, se necesita encontrar el peso promedio de los circuitos criticos en el grafo asociado

G(L).

Teorema 3.13 Sean A € " y B € L. El peso promedio de los circuitos criticos en G(A) y

G(B) es igual any n— 1 respectivamente.

Demostracién Sea A € .£". Sabemos que [A];; € n y el mayor nimero que puede tomar [A];;
es n, para i, j € n. Sea i; € n, como A es un cuadrado latino, existe i, € n tal que a;,;, = n.
Si i1 = ip, para el circuito p = iyij, el peso promedio |p|,,/|p|; = n. En caso de que i; # iy,
existe i3 € n tal que a;;;, = n. Si ij = i3, considere el circuito p = iizi3, de manera que
\pl,,/|pl; = n. Siocurre que i; # i3, siguiendo este razonamiento se puede encontrar un circuito
critico p = i1ipi3...Ixigs1, con iy = ixy 1 y longitud k < n, para k € n, tal que an:l iy, i = k0t
y asi |p|,,/|p|; = n. Por lo tanto, el peso promedio de los circuitos criticos en G(A) es n. Para

el caso en el que B € £/, la prueba es andloga. U

Observacion Como se mostrd anteriormente, todos los cuadrados latinos son matrices irre-
ducibles, por lo tanto, su tnico valor propio corresponde al peso promedio de los circuitos
criticos en su grafo asociado, es por esta razén que el tnico valor propiode A € "y B € £}
es n'y n— 1 respectivamente.

Considere A € "y B € £}, denotemos como A =ny B =n—1 los valores propios
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de A y B respectivamente. Tenemos que

Ay =A®(—n)yBg=B®(—(n—1)),

como A y B son los pesos promedios maximos de los circuitos en G(A) y G(B), entonces
el peso promedio maximo de los circuitos en G(A; ) y G(Bg) es cero, por Teorema [2.36} las

matrices AI y BE pueden ser calculadas.

Teorema 3.14 Sean A € £"y B € £} con valores propios A =ny B =n— 1 respectivamente,
entonces todas las columnas de AI son vectores propios de A que corresponden a A y todas

las columnas de BE son vectores propios de B que corresponden a 3.

Demostracion Sea A € Z" con valor propio A = n. Como AI estd bien definida, la matriz
Ay =E EBA}LL puede calcularse. Por otra parte, A aparece una sola vez en cada fila y cada
columna de A, entonces se puede encontrar un circuito critico en G(A) tal que su vértice inicial
es I, para todo i € n, esto es, todos los vértices en G(A) estan en un circuito critico y por lo tanto
se satisface que

[AT]ii =0 paratodoi € n,

como consecuencia [A}]; = [AT]; para todo i € n. Por Proposicién 2.49, todas las columnas de

AI son vectores propios de A que corresponden a A. Para B € £} 1a prueba es andloga. U
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Ejemplo 3.15 Sea

Sabemos que el tinico valor propio de A es niimero mayor que aparece en sus entradas, enton-

cesA =4y
0O -3 -2 -1
-1 -2 0 -3
Ay =
-3 0 -1 =2
-2 -1 -3 0

Ahora se procede a calcular A}f, para ello considere las siguientes matrices

0 -2 -3 -1 0o -2 -2 -1
) -1 0 -1 -2 5 -1 -1 0 =2
2 _ ®3 _
Ayt = VAT =
-1 -1 0 =2 -1 0 -1 =2
-2 -1 -1 0 -2 -1 -1 0
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0o -2 -2 -1
-1 0 -1 -2
yAYH = :
-1 -1 0 =2
-2 -1 -1 0
por lo tanto
0o -2 -2 -1
-1 0 0 -2
+ _
Az] — Y
-1 0 0 =2
-2 -1 -1 0
por Teorema los vectores
0 -2 —1
-1 0 -2
) y
—1 0 -2
-2 —1 0

son vectores propios de A que corresponden al valor propio A. Ahora considere el siguiente
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cuadrado latino

Ahora calculemos B

B®2 _

-1 =2
0 -1
-1 -1
2 0

—1

—1

0

-2

-2

-2

—1

0 -2
e -1
-2 0
-1 €

B®3 _

—1

, para ello considere las siguientes matrices

0 —1
2 0
-1 -1
1 -2

73



ALGEBRA MAX-PLUS Y CUADRADOS LATINOS 74

-2 0 -1 -1
A -1 -2 -1 0
Q4 _
yBﬁ - )
-1 -1 0 -1
o -1 -1 =2
por lo tanto
O 0 -1 0
0O 0 -1 0
+ _
Bﬁ_
-1 -1 0 -1
O 0 -1 0
por Teorema los vectores
0 —1
0 —1
y
—1 0
0 —1

son vectores propios de B que corresponden al valor propio B.
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