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Resumen: En este trabajo se desarroll6 e implementé un cédigo computacional basado en el modelo magnetohidro-
dindmico (MHD) ideal y linealizado para estudiar la dindmica de plasmas confinados magnéticamente en configura-
ciones tipo tokamak esférico bajo simetria axial. La investigacion se enfocé en analizar cémo la triangularidad de la

seccion transversal del plasma afecta su estabilidad magnetohidrodindmica.

Se realizaron simulaciones numéricas de diez configuraciones de equilibrio MHD, diferenciadas por dos valores de
presion central (24 kPa y 36 kPa) y cinco valores de triangularidad (6 = +0,6, £0,3, 0,0). El esquema numérico
empled diferencias finitas de segundo orden para aproximar derivadas espaciales y el método de Runge-Kutta de
cuarto orden para la integracién temporal, garantizando una conservacion excelente de la condicién solenoidal del
campo magnético (V-B < 107°).

Los resultados demuestran que todas las configuraciones analizadas son linealmente estables bajo perturbaciones ini-
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resistencia al crecimiento de inestabilidades. Este hallazgo confirma que la triangularidad negativa es un factor es-
tabilizador importante en tokamaks esféricos, consistente con observaciones experimentales reportadas en literatura

reciente.
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Introduccion

A principios del siglo XX, con el desarrollo y consolidacién de la teoria cuantica, se avanzo
significativamente en la comprensién de la estructura atémica y las reacciones nucleares (Council
et al., 1930). Entre estas, la fusién nuclear emergié como una fuente de energia con un potencial
extraordinario, capaz de alimentar incluso a las estrellas (Eddington, 1988). Este descubrimien-
to motivo la idea de replicar y controlar reacciones de fusion nuclear en la Tierra, lo que podria
proporcionar una fuente de energia practicamente inagotable y transformar el panorama energé-
tico global. No obstante, las condiciones necesarias para lograr la fusién nuclear son extremas,
particularmente en cuanto a las temperaturas requeridas, que superan ampliamente los limites que

cualquier material s6lido puede soportar sin fundirse o evaporarse (Stacey, 2012).

En este contexto, el estudio del plasma, el cuarto estado de la materia, se vuelve fundamental. Un
plasma es un gas ionizado, cuasineutro, que experimenta comportamientos colectivos y que, bajo
condiciones de alta temperatura, permite la ocurrencia de reacciones de fusién. Sin embargo, el
confinamiento de un plasma a tales temperaturas representa un desafio tecnoldgico y cientifico
considerable (Perrone, Dendy, Furno, Sanchez, Zimbardo, Bovet, Fasoli, Gustafson, Perri, Ricci
et al., 2013), ya que el contacto con cualquier superficie solida provocaria su inmediato deterioro
y por ende un enfriamiento rdpido y la pérdida de las condiciones necesarias para la fusién. Para
superar esta dificultad, se han desarrollado métodos no convencionales de confinamiento, destacan-

dose principalmente dos: el confinamiento inercial y el confinamiento magnético (Obaldia, 2014).



EFECTO DE LA TRIANGULARIDAD EN UN SISTEMA S.T. 12

Este tltimo utiliza campos magnéticos para aislar el plasma de las paredes del dispositivo, evitando

su enfriamiento y permitiendo el mantenimiento de las altas temperaturas requeridas.

Dentro de los dispositivos de confinamiento magnético, el stellarator (Pustovitov & Shafranov,
s.f.) y el tokamak se presentan como los mds ampliamente estudiados. Ambos emplean una confi-
guracion toroidal, aunque difieren en su disefio. Mientras que el stellarator presenta una geometria
retorcida que puede complicar su andlisis y construccion, el tokamak aprovecha la simetria axial,
lo que facilita su estudio y operacion (Holtkamp, Team et al., 2007). Esta ventaja ha posicionado al
tokamak como el candidato mds prometedor para el desarrollo de un reactor para la generacion de
energia por fusion nuclear a corto y mediano plazo, impulsando proyectos de gran escala como el
ITER (International Thermonuclear Experimental Reactor) (Holtkamp, Team et al., 2007), ubica-
do en Francia, cuyo objetivo es demostrar la viabilidad de la fusién nuclear como fuente de energia
sostenible. A pesar de los avances en el disefio y operacion de dispositivos tipo fokamak, el confi-
namiento magnético de plasmas enfrenta desafios significativos derivados de la naturaleza electro-
magnética del sistema. Entre estos desafios destacan las inestabilidades magnetohidrodindmicas
(MHD), que surgen debido a perturbaciones en los campos magnéticos y pueden comprometer la
estabilidad del plasma (Miyamoto, 2011). Estas inestabilidades pueden desviar el comportamiento
del plasma de los escenarios ideales, introduciendo dificultades adicionales en su control y en la
modelizacién precisa de su dindmica. En particular, la complejidad de las interacciones entre los
campos magnéticos, las corrientes de plasma y las perturbaciones MHD limitan la capacidad de los

modelos analiticos para capturar todos los aspectos relevantes, especialmente en configuraciones
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geométricas complejas o en regimenes no lineales. Por ello, las investigaciones numéricas se han
convertido en una herramienta indispensable para estudiar la dindmica del plasma en dichos regi-
menes y bajo configuraciones geométricas especificas. Mediante simulaciones computacionales es
posible explorar sistemdticamente el efecto de pardmetros como la triangularidad, la elongacién
y la corriente de plasma, proporcionando perspectivas que no serian accesibles mediante métodos

puramente analiticos o experimentales.

Uno de los aspectos clave en el estudio de plasmas confinados en un tokamak es la geometria del
plasma, particularmente su forma de D-shape evidenciada en el corte transversal del toroide (Ni-
colai & Borner, 1989). Esta forma, que puede modificarse ajustando los campos magnéticos de
confinamiento, tiene un impacto directo en la estabilidad y el comportamiento del plasma. Inves-
tigaciones recientes, tanto numéricas como experimentales, han demostrado que configuraciones
especificas del D-shape, en particular aquellas con triangularidad negativa, pueden mejorar signi-
ficativamente el confinamiento del plasma y mitigar inestabilidades como los modos localizados
en el borde (ELMs, por sus siglas en inglés) (Garofalo, Solomon, Park, Burrell, DeBoo, Lanctot,
McKee, Reimerdes, Schmitz, Schaffer et al., 2011). Los ELMs son perturbaciones que ocurren en
la regién de borde del plasma y pueden liberar grandes cantidades de energia y particulas hacia las
paredes del dispositivo, lo que representa un riesgo para la integridad de los componentes del reac-
tor y la operacion estable del plasma (Imran, Hu, Zheng, Sattar, Khan, Igbal, Luo & Ding, 2024).
Se ha observado que la triangularidad, un pardmetro geométrico que caracteriza la forma del D-

shape (Medvedeyv, Kikuchi, Villard, Takizuka, Diamond, Zushi, Nagasaki, Duan, Wu, Ivanov et al.,
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2015), desempeia un papel crucial en la supresion de estos modos. En particular, configuraciones
con triangularidad negativa han mostrado una reduccién notable en la amplitud y frecuencia de
los ELMs, lo que sugiere una via prometedora para optimizar el disefio de futuros reactores de fu-
si6n (Austin, Marinoni, Walker, Brookman, Degrassie, Hyatt, McKee, Petty, Rhodes, Smith et al.,
2019). Estos hallazgos remarcan la importancia de estudiar en detalle la influencia de la geometria
del plasma en su estabilidad, no solo desde un punto de vista tedrico, sino también mediante si-
mulaciones numéricas que permitan explorar regimenes operativos y configuraciones magnéticas

especificas.

Es asi que en este trabajo se realizaron simulaciones numéricas de la dindmica MHD lineal de
un tokamak esférico bajo la aproximacion de simetria axial, con el propdsito de estudiar como la
triangularidad negativa afecta la estabilidad de la columna de plasma. Como primer paso, se adopta
el régimen lineal, ya que permite obtener una visién general y fundamental de las inestabilidades
MHD vy, en particular, identificar cémo la geometria del plasma influye en su comportamiento, sin
la complejidad adicional que implican los efectos no lineales. El presente estudio se enfoca prin-
cipalmente en comparaciones de la dindmica de plasmas con triangularidad positiva y negativa en
dichas configuraciones, con el objetivo de explorar y profundizar en la comprensién de las ines-

tabilidades, contribuyendo asi al entendimiento sobre el impacto de la geometria en la estabilidad
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del plasma confinado en un dispositivo tokamak.
1. Confinamiento magnético

1.1. Principios de la fusién nuclear

La fusién nuclear es un proceso fisico en el cual dos nicleos atémicos superan la repul-
sion electrostatica, también conocida como barrera de Coulomb, y asi alcanzar el régimen en que
domina la interaccion nuclear fuerte, formando entonces un nucleo mas pesado. Este fendmeno,
ilustrado en la Figura 1, requiere que los niicleos posean energias cinéticas suficientemente altas
para vencer su repulsion mutua, condicion que se logra macroscOpicamente a temperaturas ex-

tremadamente elevadas, del orden de 10® K en sistemas de fusién por confinamiento magnético.

Figura 1.
Esquema de la reaccion de fusion deuterio-tritio (D-T)

Nota. Los niicleos reactantes (D y T) se combinan para formar helio-4 (*He) y un neutrén (n). La diferencia de masa
entre reactantes y productos, conocida como defecto de masa, se convierte en energia liberada.

Segun la relatividad especial, el defecto de masa (Am) entre los nicleos iniciales y finales se trans-

forma en energia, conforme a la ecuacion,

E = Amcz, (D
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donde c es la velocidad de la luz en el vacio (Einstein, 1905). La probabilidad de que estas reac-
ciones de fusion ocurran estd determinada por la seccion eficaz de fusién o (E), la cual depende
criticamente de la energia cinética de los nucleos (temperatura del plasma), de las caracteristicas
de los nucleos involucrados (carga y masa) y de efectos cudnticos como el efecto tinel a través de

la barrera de Coulomb (Minotti, 2012).

En particular, la reacciéon D-T mostrada en la Figura 1 es de gran interés en dispositivos tokamak
debido a su elevada seccion eficaz a temperaturas alcanzables, del orden de ~ 10-20 keV, y su fa-
vorable balance energético. Esta ventaja se observa comparativamente en la Figura 2 y la Tabla 1,

donde se muestran las secciones eficaces y energias dptimas de diversas reacciones de fusion.

Figura 2.
Reactividad en funcién de la temperatura para (D-D), (D-T) y (D-3He)

Nota. Imagen extraida de (Atzeni & Meyer-ter-Vehn, 2004). La curva D-T presenta el maximo a temperaturas
alcanzables en dispositivos actuales.
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Tabla 1

Seccion eficaz y energias optimas para distintas reacciones de fusion

Reaccién o(10keV) (barn) o©(100keV) (barn) Opjx (barn)  €n4x (keV)
D+T— a+n 2,72 %1072 3.43 5.0 64
D+D—T+p 2,81 x 1074 3,3x 1072 0.096 1250
D+D —3He+n 2,78 x 1074 3,7x 1072 0.11 1750
T+T— a+2n 7,90 x 1074 34%x1072 0.16 1000
D+3He — a+p 2,2x 1077 0.1 0.9 250
p+°%Li— o +3He 6x 10710 7x1073 0.22 1500
p+'"'B =3« 46x 10" 3x107* 1.2 550
p+p—D+et+v 3,6 x 10726 4.4 %1072 - -
p+12C = BN+y 1,9x 10726 2,0x 10710 1,0x107% 400
12C + 12C (todas las ramas) — 5,0x 107103 - —

Nota.Tabla extraida de (Atzeni & Meyer-ter-Vehn, 2004)

1.2. Principios del confinamiento magnético

A las temperaturas tipicas de la fusién nuclear, del orden de 108 K, la materia adopta nece-
sariamente el estado de plasma, un medio altamente conductor compuesto por especies cargadas
cuyo comportamiento colectivo estd dominado principalmente por interacciones electromagnéticas
(Fitzpatrick, 2022). El desafio tecnoldgico fundamental consiste en confinar este plasma evitando
su contacto con superficies materiales, lo que provocaria tanto su enfriamiento como el deterioro

de los componentes del reactor.

En la biisqueda de soluciones a este desafio, han emergido dos enfoques principales. El primero,
conocido como confinamiento inercial, el cual busca alcanzar las condiciones de fusion mediante la

creacion de altas densidades a través de implosiones ultrarrdpidas que comprimen el combustible.
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El segundo, y de mayor relevancia para este estudio, es el confinamiento magnético, que emplea
configuraciones cuidadosamente disefiadas de campos magnéticos para mantener el plasma dentro

de regiones bien definidas sin contacto material.

Entre los diversos dispositivos de confinamiento magnético, el fokamak ha demostrado ser parti-
cularmente prometedor para aplicaciones de fusién controlada. Su disefio combina varios campos
magnéticos, como un campo toroidal generado por bobinas externas, un campo poloidal inducido
por la corriente que circula en el plasma (Baek, Wallace, Bonoli, Brunner, Faust, Hubbard, Hughes,
LaBombard, Parker, Porkolab et al., 2018), y campos adicionales para el control vertical y de forma
(Blanco, s.f.; Chapa, Salvador, Sdnchez, Ramirez, Martinez & Acosta, s.f.; J. Freidberg, Mangia-
rotti & Minervini, 2015; Salvador, Hernandez, Sanchez, Villarreal, Gonzalez, Martinez, Garcia,
Guevara, Chapa & Vorobyov, s.f.). Esta configuracion permite alcanzar pardmetros de plasma que
cumplen con el criterio de Lawson (Mills, 1957), el cual establece tedricamente la condicién mi-
nima que se debe cumplir para que la tasa de generacién de energia por fusion supere las pérdidas
de energia del plasma, lo cual es necesario para que el reactor sea autosostenido y energeticamente
viable. Fisicamente, implica que el plasma debe ser lo suficientemente denso y permanecer confi-
nado el tiempo suficiente para que las colisiones entre nicleos sean efectivas en producir energia

neta; y matematicamente se puede expresar como:

2)
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donde n representa la densidad del plasma, 7¢ el tiempo de confinamiento de energia, 7 la tem-
peratura, (ov) el producto seccidn eficaz-velocidad promediado, y Q la ganancia energética. Para
la reaccién deuterio-tritio (D-T), este criterio requiere tipicamente ntg > 10?° s/m> a temperaturas
cercanas a 15 keV (Tanabe, 2017).

1.3. Dispositivos de confinamiento

Los primeros dispositivos de confinamiento magnético, como los z-pinch, empleaban geo-
metrias cilindricas. Sin embargo, estas configuraciones presentaban pérdidas inevitables de plasma
a través de sus extremos abiertos (Shumlak, 2020). Para superar esta limitacion, se desarrollaron
configuraciones toroidales cerradas, donde las lineas de campo magnético no tienen extremos, eli-
minando asi las pérdidas axiales. La geometria toroidal permite confinar el plasma mediante la
superposicion de un campo magnético toroidal intenso y un campo poloidal, generando superfi-
cies magnéticas anidadas que mantienen las particulas confinadas (Maccaferri, Gabbani, Pineider,
Kaihara, Tapani & Vavassori, 2023).

Dentro de las configuraciones toroidales, dos disefios principales han dominado la inves-
tigacion en fusion: los stellarators y los tokamaks. Los stellarators (Wright, 2023) emplean una
geometria helicoidal tridimensional compleja, donde el confinamiento se logra enteramente me-
diante campos magnéticos externos, sin requerir corriente neta en el plasma.

Por su parte, los tokamaks aprovechan la simetria axial, donde el campo poloidal es gene-
rado principalmente por la corriente que circula en el plasma mismo (Berkery & Harrison, 2025).
Esta ventaja en simetria ha posicionado al tokamak como la configuracién mds prometedora para

reactores de fusion, impulsando proyectos de gran escala como ITER (Samanta, 2024).
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Figura 3.
Configuracion helicoidal tipica de un dispositivo Stellarator

Nota. Imagen extraida de (National Institute for Fusion Science, 2024).

1.4. Tokamak

La simetria axial aproximada del tokamak simplifica significativamente tanto el andlisis
tedrico como la implementaciéon computacional, respecto a dispositivos toroidales mas complejos
como los stellarators. En esencia, un tokamak consiste en un toroide en el que el plasma se confina
mediante la combinacion de tres componentes magnéticos principales: el campo toroidal (By),
generado por bobinas externas dispuestas alrededor del toro; el campo poloidal (Bg), producido por

la corriente del plasma; y campos adicionales destinados al control de posicién y forma (Wesson

& Campbell, 2011).

La interaccion de estos campos da lugar a que el plasma adopte una forma caracteristica, similar a
la letra D en el corte poloidal (plano ¢ = cte) (Ver figura 4b).

La geometria precisa de la seccion transversal de la columna del plasma, D-shape, puede descri-
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Figura 4.
Tokamak y D — shape

Nota. (a) Representacion esquemdtica de un fokamak, mostrando la disposicion de las bobinas poloidales y
toroidales, asi como la generacién de los campos magnéticos poloidal (Bg) y toroidal (By) (Organismo Internacional
de Energia Atémica, 2021). (b) Geometria D-shape tipica en el corte poloidal, con los pardmetros caracteristicos:
radio mayor (Ry), radio menor (a), triangularidad (0) y elongacién (k).

birse mediante cuatro pardmetros fundamentales: i) el radio mayor,

Rmax + R
R(): ma -2i_ IIlll’l, (3)

que representa la distancia desde el eje de simetria hasta el centro de la seccién transversal del

plasma; ii) el radio menor,

Rmax - Rmin

o= R =B, )

que caracteriza su extension radial. Por otra parte, la forma especifica se cuantifica mediante iii) la
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triangularidad,

. RO_RtOp
_77

s (&)

que mide el desplazamiento de la parte superior del plasma respecto al eje radial; y finalmente iv)

la elongacidn, que describe el alargamiento vertical de la seccidn transversal del plasma,

Z
K= P
a

(6)

Esta parametrizacion geométrica permite estudiar sistemdticamente como las variaciones en la for-
ma del plasma afectan la dindmica magnetohidrodindmica y la estabilidad del sistema. Estudios
recientes han demostrado que la triangularidad (0) desempefa un papel particularmente crucial en
el control de inestabilidades de borde, especialmente en regimenes de alto confinamiento (Ding,
Garofalo, Wang, Weisberg, Li, Jian, Eldon, Victor, Marinoni, Hu et al., 2024; Happel, Piitterich,
Told, Dunne, Fischer, Hobirk, McDermott, Plank et al., 2022). En particular, configuraciones con
triangularidad negativa han mostrado capacidad para suprimir los modos localizados en el borde
(Edge Localized Modes o ELMs), manteniendo al mismo tiempo buenas caracteristicas de confi-
namiento. Estas observaciones han convertido a las configuraciones con triangularidad negativa en
un drea de intensa investigacion para el disefio de futuros reactores.

Un desarrollo significativo en la configuracion tokamak lo constituyen los tokamaks esféri-
cos (ST, por sus siglas en inglés), caracterizados por una razén de aspecto notablemente reducida,
tipicamente R, /a < 2 (Kingham & Gryaznevich, 2024). Esta geometria compacta, que se asemeja

mads a una esfera achatada que a un toroide convencional, ofrece caracteristicas utiles en términos
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del estudio de estabilidads MHD y confinamiento del plasma, particularmente en las inestabilida-
des de borde. En este tipo de tokamaks, existe una predominancia y pronta aparicion de las ines-
tabilidades de birde, en comparacion con tokamaks con relacidon de aspecto mayor. Dispositivos
como MAST (Mega Ampere Spherical Tokamak) y NSTX (National Spherical Torus Experiment)
(Berkery & Harrison, 2025) son de los principales exponentes respecto a reactores con disefio de
tokamaks esférico.
1.5. Estabilidad

El equilibrio de un plasma no garantiza su persistencia en el tiempo, ya que pequeios des-
plazamientos o perturbaciones pueden llevar a que el sistema evolucione hacia estados alejados del
equilibrio inicial. La estabilidad hace referencia a la capacidad del plasma para resistir estas pertur-
baciones, manteniéndose cercano a su estado de equilibrio. Por el contrario, una configuracion es
inestable si pequefias perturbaciones crecen con el tiempo, llevando a una evolucion significativa

o incluso a una pérdida de confinamiento.

Este concepto puede ilustrarse mediante una analogia mecanica, Figura 5, en la que un cuerpo en
el fondo de un valle representa un equilibrio estable, ya que una perturbacion hard que el cuerpo
oscile alrededor del punto de equilibrio. En cambio, un cuerpo sobre la cima de una colina ejem-
plifica un equilibrio inestable, donde cualquier desplazamiento provocard que el cuerpo se aleje
cada vez mads de su posicion original. Finalmente, un equilibrio meta-estable supone un equilibrio
estable solo para ciertos rangos de energia (Parisi, 2023).

En plasmas confinados magnéticamente, como en un fokamak, las inestabilidades pueden mani-
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Figura 5.
Esquema-Tipos de equilibrio

Nota. En la figura se visualizan tres sistemas en equilibrio con diferentes estabilidades. Los sistemas consisten en un
cuerpo, esfera verde, sobre superficies sin friccién. De izquierda a derecha: inestable (cima), estable (valle) y
meta-estable.

festarse de diversas formas dependiendo de los pardmetros de operacion y la geometria del plasma
(Marinoni, Sauter & Coda, 2021). Estas inestabilidades incluyen modos de borde (Edge Localized
Modes o ELMs), inestabilidades de presion y modos internos, entre otros (O’Dea, 2021; Solokha,
Kurskiev, Yashin, Balachenkov, Varfolomeev, Voronin, Gusev, Goryainov, Dyachenko, Zhiltsov

et al., 2023). Su aparicion puede comprometer la estabilidad global, deteriorar el confinamiento o

incluso causar disrupciones.

El estudio de la estabilidad es, por tanto, esencial para comprender la dindmica del plasma y disenar
configuraciones que minimicen o controlen el crecimiento de perturbaciones. En particular, la for-
ma de la seccidn transversal del plasma, caracterizada por pardmetros como la triangularidad y la

elongacién, desempefia un papel critico en la estabilidad frente a distintas clases de inestabilidades.
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1.5.1. Variacion de energia potencial 6W. La determinacién rigurosa de la estabi-
lidad de una configuracién de equilibrio en el marco de la teoria magnetohidrodindmica se funda-
menta en el principio de energia, el cual establece un criterio analitico basado en la variacién de
energia potencial del sistema cuando éste es sometido a una perturbacion infinitesimal (Vedenov,
Velikhov & Roal’d Z, 1961). Esta variacion, denotada por 6W y expresada mediante una integral
funcional del vector de desplazamiento & que caracteriza la perturbacion, representa la diferencia
entre la energia potencial total del plasma en su estado perturbado y su energia en el estado de
equilibrio original (Boyd & Sanderson, 2003).

Matemadticamente, la variacion total de energia potencial se descompone en tres contribu-
ciones principales,

OW = dWp + dWs + dWy, @)

donde 6Wp representa la contribucion del volumen del plasma, d Ws la contribucion de la superficie
que delimita el plasma, y Wy la contribucion de la region de vacio exterior. Cada una de estas

componentes estd definida por las siguientes expresiones integrales:
1
§Wo =5 [ [BY/mo—&-(Jox Br)~ i(V-£)]dr, ®)

SWs = % / (€ -10)? [V(Py+ B} /240)]} - S, ©)

SWy = / (B3 /2u) dr, (10)
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donde el subindice 0 denota variables evaluadas en el estado de equilibrio y el subindice 1 las
componentes perturbadas, ngy es el vector normal a la superficie del plasma, y las integrales se
realizan sobre el volumen del plasma, su superficie, y el volumen de vacio, respectivamente.

Fisicamente, W cuantifica la cantidad de energia que debe suministrarse al sistema para
desplazarlo de su configuracion de equilibrio: si este desplazamiento requiere un aporte neto de
energia (6W > 0), el sistema tenderd espontdneamente a regresar al equilibrio cuando se libere,
caracterizando asi un equilibrio estable; por el contrario, si el desplazamiento resulta en una dis-
minucion de la energia potencial (6W < 0), el sistema continuard evolucionando alejandose del
equilibrio, indicando inestabilidad. El valor critico SW = 0 define la frontera marginal entre es-
tabilidad e inestabilidad, representando una condicién limite donde perturbaciones infinitesimales
no crecen ni decaen.

El principio de energia constituye una herramienta computacionalmente eficiente y con-
ceptualmente clara para el estudio de inestabilidades magnetohidrodindmicas, particularmente en
geometrias complejas donde el andlisis de modos normales resulta analiticamente intratable. La
expresion explicita de 6W dada por las ecuaciones (7)—(10) puede descomponerse en contribu-
ciones asociadas a diferentes mecanismos fisicos: términos positivos que representan la energia
almacenada en las ondas de Alfvén, magneto-acusticas y acusticas, que actian como mecanismos
estabilizadores del plasma; y términos potencialmente negativos asociados a gradientes de presion
y corriente paralela, que pueden impulsar inestabilidades conocidas como modos ballooning y mo-
dos kink, respectivamente. Esta descomposicion permite no solo determinar si una configuracién

es estable, sino también identificar cudl es el mecanismo fisico dominante responsable de la estabi-
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lidad o inestabilidad observada, proporcionando informacidn valiosa para el disefio de estrategias
de control y optimizacién de configuraciones de confinamiento magnético.

En el contexto de este trabajo, la evolucion temporal de W se calcula numéricamente a
partir de las simulaciones tridimensionales del plasma, evaluando las integrales correspondientes
dadas por las ecuaciones (8)—(10) sobre todo el volumen de la columna de plasma en cada iteracion
temporal. Esta metodologia permite monitorear continuamente el estado de estabilidad del sistema
y cuantificar el ”margen de estabilidad” disponible: valores grandes y positivos de §W indican que
el sistema posee una alta resistencia frente a perturbaciones, requiriendo desplazamientos de gran
amplitud para alcanzar el umbral de inestabilidad; valores positivos pero pequefios sugieren que
el equilibrio, aunque estable, es marginalmente estable y podria desestabilizarse facilmente ante
perturbaciones de mayor intensidad o cambios en los pardmetros operativos. Asi, el anélisis sis-
temdtico de SW en funcién de pardmetros geométricos como la triangularidad permite establecer
criterios de disefio para configuraciones 6ptimas que maximicen la estabilidad, objetivo fundamen-
tal en el desarrollo de reactores de fusion por confinamiento magnético.

2. Modelo teérico
2.1. Consideraciones MHD

Un plasma, definido como un gas ionizado (Morse, 1983), cuasi-neutral y que exhibe com-
portamiento colectivo (Ver figura 6), requiere descripciones tedricas particulares segin las escalas
espaciales y temporales de interés. Para caracterizar completamente un plasma se emplean para-
metros fundamentales como las densidades de particulas de las especies que lo conforman, i6nica

y electrénica, n; y n, respectivamente, asi como sus respectivas temperaturas, 7; y 7.
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Figura 6.
llustracion-plasma

Nota. Representacion simplificada de un plasma, donde se evidencian electrones libres e iones compuestos por
protones y neutrones.

A nivel microscépico, la descripcién més completa de un plasma se logra mediante el formalismo
cinético, el cual emplea funciones de distribucion de particulas en el espacio de fases y permite
capturar efectos como colisiones, resonancias de ondas y fendmenos no locales. Sin embargo, este
enfoque exige la resolucidn de las ecuaciones de Vlasov o Boltzmann junto con las ecuaciones de
Maxwell, lo que implica una enorme carga computacional, especialmente para plasmas de gran

extension espacial y tiempos de evolucidn largos.

En el régimen macroscépico relevante para dispositivos de confinamiento magnético que propician
reacciones de fusion, donde las escalas tipicas, del orden de metros, son mucho mayores que las
escalas microscépicas como la longitud de Debye, Ap, el modelo cinético se vuelve computacional-
mente prohibitivo para describir el comportamiento global. En este contexto, la aproximacién mag-

netohidrodindmica (MHD) emerge como una herramienta adecuada y eficiente (Krauss-Varban,
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Omidi & Quest, 1994). Este modelo trata el plasma como un fluido conductor que responde colec-
tivamente a las fuerzas electromagnéticas, permitiendo describir de manera tractable la dindmica

global del plasma, la evolucion de sus inestabilidades y su interaccion con campos externos.

El modelo MHD no solo “reduce” la complejidad del problema, sino que también captura ade-
cuadamente los fendémenos de interés a escalas macroscépicas, siendo ampliamente utilizado en
el estudio de plasmas confinados en dispositivos como tokamaks y stellarators, asi como en otros
contextos astrofisicos y espaciales.
2.2. MHD ideal

El modelo magnetohidrodindmico ideal, o simplemente MHD ideal, describe el comporta-
miento macroscépico de plasmas como fluidos conductores que interactian con campos electro-
magnéticos (J. P. Freidberg, 2014). Este enfoque resulta adecuado para estudiar la dindmica global
de plasmas en dispositivos de confinamiento magnético, donde los efectos resistivos y viscosos son
despreciables en primera aproximacion. El modelo MHD ideal combina las leyes de conservaciéon
de masa, cantidad de movimiento y energia con las ecuaciones de Maxwell simplificadas bajo la
hipétesis de alta conductividad eléctrica y variaciones lentas (J. P. Freidberg, 2014). Esta descrip-
cién permite capturar fendmenos colectivos esenciales, como la evolucién de las configuraciones

de equilibrio y el desarrollo de inestabilidades, con una complejidad computacional manejable.
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2.3. Ecuaciones MHD ideal

2.3.1. Conservacion de masa:.

ap .

también conocida como ecuacion de continuidad, donde p es la densidad de masa y i la velocidad
del plasma. Esta ecuacién expresa que la masa se conserva en ausencia de fuentes o sumideros.

2.3.2. Balance de cantidad de movimiento:.
i . .
p E—i—(mV)u =JXxXB—-VP, (12)

siendo J la densidad de corriente, B el campo magnético y P la presion del plasma. Esta ecuacién
representa el balance entre la fuerza de Lorentz y el gradiente de presion.
2.3.3. Conservacion de energia (forma adiabdtica):.

JoP
5, Tl VP+yPVi=0, (13)

donde ¥ es el indice adiabatico. Esta expresion supone que el plasma evoluciona sin intercambios
de calor (proceso adiabdtico) y sin disipacion de energia.

2.3.4. Ecuacion de induccion magnética:.

2B }
S = -vxE, (14)
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que describe como el campo magnético es arrastrado y deformado por el movimiento del plasma,

donde el campo eléctrico E se obtiene a través de la Ley de Ohm,

E+ixB=0, (15)

—:Vx(ﬁx§)+£V2§, (16)

ot Ho

lo cual evidencia que la evolucién temporal del campo magnético depende de dos térmi-

nos, los cuales se comparan a través del nimero de Reynolds magnético, Ry, = K %”L. SiRy >1,

entonces la difusion del campo magnético es despreciable, lo cual es equivalente a asumir la apro-
ximacién N — 0 (o 0 — o). Indicando que, bajo la hipétesis de alta conductividad eléctrica, el
campo eléctrico en el sistema de referencia del plasma es nulo. Esto conlleva al fenémeno conocido

como el congelamiento de lineas de campo magnético (Ver figura 7).

Es de resaltar que el modelo MHD ideal se sustenta en las siguientes hip6tesis y supuestos,
que permiten simplificar la descripcion del plasma y centrarse en su comportamiento macroscopi-

CO:

= Alta conductividad eléctrica: se desprecia la resistividad del plasma,(n — 0), lo que impli-

ca que las lineas de campo magnético se encuentran congeladas en el fluido.

= Baja frecuencia: las frecuencias caracteristicas de las perturbaciones son mucho menores
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Figura 7.
Congelamiento magnético

Nota. Representacion del congelamiento de las lineas de campo magnético respecto al plasma

que la frecuencia ciclotrén i6nica, (® < @;;), permitiendo ignorar efectos de desplazamiento

y ondas electromagnéticas de alta frecuencia.

= Cuasi-neutralidad: la densidad de carga neta es despreciable a escalas mucho mayores que

la longitud de Debye, n, ~ Zn;,.

» Fluido continuo: se considera que el plasma puede ser tratado como un medio continuo,
lo que es vélido cuando las escalas espaciales son grandes en comparacion con la longitud

media libre de las particulas.

= Procesos adiabaticos: se asume que el plasma evoluciona sin intercambios de calor ni disi-

pacion de energia (enfriamiento radiativo u otras pérdidas son despreciables).

= No viscosidad: los efectos viscosos se consideran despreciables para la dindmica global en

primera aproximacion.
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2.4. Estados de equilibrio

El equilibrio MHD corresponde a un estado en el cual el plasma no presenta evolucién tem-
poral apreciable y las variables macroscdpicas permanecen constantes en el tiempo. En términos
generales, esto implica un plasma estatico, sin movimiento global, i = 0, y estacionario, sin cam-
bios en las propiedades fisicas con el tiempo, d/dt = 0 (Morgan & Martinez, 2022). Bajo estas
condiciones, las ecuaciones del modelo MHD ideal se simplifican notablemente. En particular, la
ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento se reduce a un balance entre el gradiente de
presion y la fuerza magnética,

JxB=VP (17)

Esta relacion expresa que, para mantener el equilibrio de cada elemento de fluido, la fuerza de
Lorentz generada por las corrientes y los campos magnéticos debe contrarrestar exactamente el

gradiente de presion cinética.

Para configuraciones axialmente simétricas, como las presentes en los fokamaks, donde no existe
dependencia de la coordenada toroidal (¢), las condiciones de equilibrio permiten reducir el ba-

lance de fuerzas a una sola ecuacion escalar, la ecuacién de Grad-Shafranov.

Partiendo de la expresion del campo magnético en coordenadas cilindricas (r, z, ¢),

Ez%wwwmé, (18)

r
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donde y(r,z) es la funcion de flujo poloidal y g(y) esta relacionado con el campo magnético
toroidal (Boyd & Sanderson, 2003), y utilizando la condicién de cuasi-neutralidad y las ecuaciones

de Maxwell, se llega a la forma final,

2 rar Taz T T ay fW g (19)

Fy 1y 'y ,dP(y)

siendo P(y) es la presién cinética del plasma como funcién de y. Esta es la ecuacién de Grad-
Shafranov, que gobierna el equilibrio estdtico y estacionario de plasmas axialmente simétricos en
dispositivos de confinamiento magnético, como en un tokamk, y es fundamental porque determina
la distribucién espacial del flujo poloidal y, en consecuencia, la geometria de las superficies de
flujo y de las lineas de campo magnético en equilibrio (Zohm, 2014). La forma especifica de las
funciones P(y) y g(y) define el perfil de presion y el campo toroidal, respectivamente, y permite
construir configuraciones de equilibrio ajustadas a los pardmetros de disefio del dispositivo (Doy-
le, Lopez-Aires, Mancini, Agredano-Torres, Garcia-Sanchez, Segado-Ferndndez, Ayllon-Guerola,
Garcia-Mufioz, Viezzer, Soria-Hoyo et al., 2021). Es importante resaltar que la ecuacion de Grad-
Shafranov puede interpretarse como una ecuacion tipo Poisson, donde el término del lado derecho
actda como una fuente asociada directamente con la densidad de corriente toroidal Jy. Debido a
la complejidad de las geometrias y perfiles de presion y corriente en configuraciones reales, las
soluciones analiticas son limitadas y aplicables solo a casos idealizados. Por ello, la obtencién de
soluciones précticas requiere el uso de métodos numéricos y técnicas computacionales especiali-

zadas (Poljak, Descamps, Raynaud & Dimic, 2024).
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2.5. Linealizacion

Como se ha discutido, aun cuando una configuracion de plasma se encuentra en equilibrio,
pequeiias perturbaciones pueden inducir desviaciones que evolucionen hacia comportamientos es-
tables o inestables. Para estudiar esta dindmica inicial, es conveniente como primera instancia,
emplear un esquema de linealizacién del modelo MHD ideal, que permite analizar como evolucio-

nan perturbaciones de pequeiia amplitud superpuestas al estado de equilibrio.

La linealizacién consiste en descomponer cada variable del sistema en una componente de equi-
librio, estacionaria, y una perturbacion que evoluciona, es decir, con dependencia temporal. Bajo
la hipétesis de que la amplitud de las perturbaciones es suficientemente pequefia, se desprecia el
producto de términos perturbados, de segundo orden o superiores, obteniendo asi un sistema de
ecuaciones lineales que gobierna su evolucion temporal (Boyd & Sanderson, 2003). Este enfoque
permite identificar los modos inestables y sus tasas de crecimiento, proporcionando una com-
prension fundamental de la estabilidad de la configuracion considerada. Aqui se asume que cada

variable fisica se descompone tal como sigue,

p= P0(7) +p1<?7t)7
=1 (7,t) (considerando iy =0),

(20)
P = Py(r)+ P (7,1),

donde los subindices 0 y 1 denotan las componentes de equilibrio y de perturbacion, respectiva-
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mente.

A partir de la expansion anterior y aplicando las hipdtesis de linealizacion, se obtienen las siguien-

tes ecuaciones que gobiernan la dindmica de las perturbaciones (Boyd & Sanderson, 2003),

0 . "

% = —uy-Vpo—poV - u, 21
t

@——VP—FL(VXE)XE —{-i(VXE)XE (22)

POor = T VT Vo

P

e @

OB =

a—;:Vx(ﬁl X By), (24)

Estas ecuaciones permiten estudiar el crecimiento o dindmica lineal de las perturbaciones en fun-
cién de los pardmetros del sistema, como la geometria del plasma, los perfiles de presion y las
configuraciones de campo magnético. La linealizacion constituye asi un primer paso esencial para
comprender la estabilidad y la dindmica inicial de las inestabilidades MHD en plasmas confinados.
3. Modelo numérico

3.1. Geometria y condiciones de frontera

Para el desarrollo de las simulaciones numéricas, se construyd una malla bidimensional
rectangular en coordenadas cilindricas (r,z) sobre el plano poloidal. La regién de simulacién se

defini6 en el intervalo r € [0,15,1,65] m para la coordenada radial y z € [—1,3,1,3] m para la
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coordenada vertical. Esta discretizacion espacial permitid acotar la region de interés que contiene
tanto la columna de plasma confinada como una porcién de la regién exterior, facilitando asi el
estudio de la dindmica global del sistema. La malla empleada fue homogénea, con N, = 151
puntos en la direccion radial y N,, = 261 puntos en la direccion vertical, proporcionando una
resolucion espacial adecuada para capturar las variaciones significativas de las variables fisicas del
plasma.

En cuanto a las condiciones de frontera, se estableci6 que la velocidad del plasma en todos
los bordes de la regién de simulacién debia anularse, es decir, i|,,q; = 0. Esta condicién se 1mpuso
en las cuatro fronteras: r = riin, ¥ = F'max> 2= Zmin Y 2 = Zmax» Simulando asi paredes rigidas y no
deslizantes. Esta aproximacion, aunque simplificada respecto a las condiciones reales de un dispo-
sitivo tokamak, resulta apropiada para el estudio de la dindmica global del plasma sin comprometer
los fendmenos fisicos relevantes del sistema (Miyamoto et al., 2016).

3.2. Esquema numérico y validacion

3.2.1. Discretizacion de las ecuaciones. Para el estudio de la dindmica del plasma,
se parti6 de las ecuaciones del modelo MHD ideal en su forma linealizada, presentadas en las ecua-
ciones (21)-(24). En el esquema numérico empleado, cada magnitud fisica (py, i, P, El) se asocid
con un tnico valor en cada punto de la malla discreta (r;,z;). Dado que el sistema de ecuaciones
contiene operadores diferenciales espaciales (gradientes, divergencias y rotacionales), es necesario
aproximar dichas derivadas mediante esquemas numéricos. En particular, en este trabajo se em-
pled el esquema de diferencias finitas por su gran versatilidad, simpliciadad y porque es aplicaable

sobre el modelo MHD linealizado al garantizar suavidad en la evolucién de todas las variables
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fisicas. Para los puntos interiores de la region de simulacién, es decir, aquellos que no pertenecen
a las fronteras r = ryin, ¥ = F'max, 2= Zmin O Z = Zmax, S€ emplearon diferencias finitas centradas de
segundo orden, proporcionando asf una aproximacién con error del orden &(h?), donde h repre-
senta el paso de malla (Vuik, Vermolen, van Gijzen & Vuik, 2023). Para los puntos ubicados en las
fronteras, donde el esquema centrado no es aplicable, se utilizaron diferencias finitas no centradas
de primer orden: esquemas de paso adelante para las fronteras inferiores (7,in, Zmin) Y €squemas de
paso atrds para las fronteras superiores (¥max, Zmax), garantizando asi la consistencia numérica en

toda la region de simulacion.

Esquema de diferencias finitas

af| L= i
ox 2h

X=X;

o)~ LT oy =TT o (25)

3.2.2. Estado de equilibrio y perturbacion. Las configuraciones de equilibrio em-
pleadas como condiciones iniciales en las simulaciones se obtuvieron a partir de resultados genera-
dos por codigos numéricos desarrollados previamente en el grupo de investigacion FITEK (Fisica
y Tecnologia del Plasma y Corrosién) de la Universidad Industrial de Santander. Estos codigos
resuelven la ecuacidn de Grad-Shafranov bajo diferentes perfiles de presion y corriente, proporcio-
nando las distribuciones espaciales de las variables de equilibrio: densidad de masa py(7), presion
Py(7) y campo magnético Bo( 7), las cuales constituyen las componentes de orden cero en el siste-

ma de ecuaciones MHD linealizadas, ecuaciones (21)-(24). Para iniciar la dindmica del sistema, se
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introdujo una perturbacion localizada tinicamente en la presion, mientras que las demds variables
perturbadas se inicializaron en cero: p; (7%, = 0) = 0, & (7,t = 0) = 0, B (7, = 0) = 0.
3.3. Normalizacion

La normalizacién es un proceso que permite trabajar con variables adimensionales, lo cual
mejora la estabilidad numérica y facilita la interpretacion de los resultados en términos de las es-
calas caracteristicas del sistema. En este trabajo, se definieron tres pardmetros de normalizacion
fundamentales de los que dependen las demds magnitudes: longitud (Lo = 0,9), intensidad de cam-
po magnético (By = 0,5) y densidad de masa (pg = 6,7 x 1078).

Las constantes derivadas para la presion (F), la velocidad (Vj, basada en la velocidad de

Alfvén), el tiempo (7p), la densidad de corriente (Jp) y el campo eléctrico (Ey) se calculan mediante

las siguientes relaciones:

B2 By Lo By
PO:_(), Vo = ) T0:_7 J0:_7 Ep = VoBo (26)
o v HoPo Vo HoLo

Donde Ly representa la permeabilidad magnética del vacio. Cada una de las magnitudes

fisicas anteriores se expresa de forma adimensional como:

>,
I
>

donde A es la magnitud fisica y Ag es su correspondiente pardmetro de normalizacién. Del mismo
modo, las variables espaciales r y z se normalizan utilizando Ly como escala de referencia.

Finalmente, la densidad de corriente j se calcula en unidades adimensionales a partir del
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rotacional del campo magnético en coordenadas cilindricas, utilizando las derivadas numéricas de

los componentes normalizados:

~ 19(fhg) . b, b, . 19(fhy)
Ir= T 9 0 10T s T or T oF

27)

Este esquema asegura que todas las ecuaciones del sistema MHD se resuelvan en un entorno
computacional donde las magnitudes son del orden de la unidad, minimizando asi los errores de
precision de punto flotante.

Debido a este proceso, diversas figuras presentadas en este trabajo no incluyen unidades
en sus ejes, por lo que se consideran representadas en unidades adimensionales. Si una grafica
posee unidades, estas se indicardn explicitamente; de lo contrario, debe asumirse que dicha figura
es adimensional.

3.3.1. Evolucion temporal. La evolucion temporal del sistema se abordé mediante
el método de Runge-Kutta de cuarto orden (RK4). Para ello, se defini6 el vector de estado Q =
(pl,ﬁl,Pl,El)T que contiene todas las variables perturbadas del sistema, y se represent6 el lado
derecho de las ecuaciones linealizadas mediante el operador ﬁ(é, t). De esta forma, el sistema de

ecuaciones diferenciales se expresé de manera compacta como:

SIS
Il
el

(Q.1). (28)

El esquema RK4 se aplic¢ iterativamente a través de las siguientes etapas:
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ki =AtR(Q", 1), (29)
ky = AtR (é"+%%1,t”+%), (30)
%= AR (Q”Jr%iéz,zu%), 31)
ky = At R(Q" + k3, t" + At), (32)
gl =g+ é (751 2+ 2 +7<’4) : (33)

donde Q0" representa el estado del sistema en el tiempo " = nAt. El paso temporal Az se
determind en cada iteracion mediante el criterio de estabilidad de Courant, garantizando la estabi-
lidad numérica del esquema a lo largo de toda la simulacién. La simulacién se ejecut6 durante un
tiempo total de 12074, alcanzando un niimero de iteraciones suficiente para observar una tendencia
en la evolucidn de las perturbaciones en el sistema.

3.3.2. Criterio de courant. FEl criterio de Courant es una condicién de estabilidad
fundamental en andlisis numérico que establece la relacion necesaria entre el paso temporal y el
paso espacial en la resolucion de ecuaciones diferenciales parciales mediante métodos explicitos.
Este criterio establece que, para mantener la estabilidad numérica de la solucidn, la informacién
no puede propagarse mds de una celda espacial en un solo paso temporal. Matematicamente, se

expresa como C = %At < Cinax, donde C es el nimero de Courant, u es la velocidad caracteristica



EFECTO DE LA TRIANGULARIDAD EN UN SISTEMA S.T. 42

del flujo, At es el paso temporal, Ax es el paso espacial, y Cpax €s €l nimero de Courant maximo
permisible (tipicamente 1 para esquemas explicitos). Si se viola esta condicién, las perturbacio-
nes numéricas crecen y la solucion diverge, generando resultados completamente erroneos. Este
criterio es especialmente critico en la simulacion de fendmenos de transporte, dindmica de fluidos
computacional y propagacion de ondas, donde determina directamente el costo computacional del
problema al limitar el tamafio del paso temporal que puede utilizarse.

3.3.3. Cdlculo de W, (P) y (B*). Para monitorear la evolucién del estado de es-
tabilidad del sistema durante las simulaciones tridimensionales, se implementé un algoritmo de
célculo que evalua, en cada iteracion temporal, tres cantidades fundamentales: la variacion de
energia potencial SW, el promedio espacial de la presion (P), y el promedio espacial del cuadrado
del campo magnético (B?). Estas cantidades proporcionan informacién complementaria sobre la
dindmica global del plasma y permiten cuantificar tanto su estabilidad como la redistribucién de
energia entre sus diferentes componentes.

Para el calculo de la variacion de energia potencial W, se procede en dos etapas. Prime-
ro, se evalia el vector de desplazamiento & integrando temporalmente el campo de velocidades

mediante el método de Euler explicito:

ETl = " puAr, (34)

donde u = (u,,uy,u;) es el campo de velocidades en el instante n y At el paso temporal adapta-

tivo determinado por el criterio de Courant. Este vector de desplazamiento cuantifica la distancia
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acumulada que cada elemento de fluido ha recorrido desde su posicion de equilibrio inicial.

Es importante destacar que, segun la ecuacién (7), la variacién total de energia potencial
incluye tres contribuciones: 6W = 0Wp + 0Ws + dWy. Sin embargo, en este trabajo se considera
tinicamente la componente volumétrica 0Wp, asumiendo que 6W ~ dWp. Esta aproximacion se
justifica por las condiciones de frontera implementadas en las simulaciones: al considerar paredes
conductoras perfectas, rigidas y no deslizantes, se impone la condicion u|pareq = 0, lo que implica
que el vector de desplazamiento £ se anula en la frontera del dominio computacional. Consecuen-
temente, el término de superficie 6Ws, que depende de (& ~no)2 segun la ecuacion (9), se anula
idénticamente en todas las paredes. Por otra parte, la contribucion del vacio §Wy corresponde a la
energia almacenada en la region exterior al plasma, donde la presion es despreciable y el campo
magnético es principalmente el de equilibrio; dado que las perturbaciones magnéticas By decaen
répidamente fuera de la columna de plasma y que la regién de vacio simulada es pequefia en com-
paracion con el volumen del plasma, la contribuciéon de dWy resulta también despreciable frente
a OWp. Por lo tanto, la variacién de energia potencial calculada captura la fisica esencial de la
estabilidad del sistema, concentrandose en la dindmica del plasma confinado.

4. Resultados y discusion

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos a partir de simulaciones axialmente
simétricas de la dindmica magnetohidrodindmica (MHD) lineal. Con el fin de facilitar el anélisis
y la interpretacion fisica, los resultados se organizan en dos partes principales: en primer lugar, se
analizan las configuraciones de equilibrio MHD, y posteriormente se estudia la evolucién dindmica

de dichas configuraciones frente a perturbaciones lineales.
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El objetivo central de este estudio es comparar de manera sistemaética el comportamiento de
plasmas confinados en configuraciones con triangularidad positiva y negativa. Para garantizar que
los efectos observados se deban exclusivamente a la variacion de la triangularidad, todas las demas
magnitudes geométricas y parametros globales del sistema se mantuvieron invariantes en todos
los escenarios considerados (ver Tabla2). En particular, se fijaron el radio mayor Ry = 0,9m, el
radio menor a = 0,6 m y la elipticidad k¥ = 1,9. Asimismo, la corriente total del plasma se mantuvo

constante en /, = 1,3MA.

Tabla 2

Pardmetros geométricos y globales de la simulacion

Parametro Simbolo  Valor
Radio mayor Ro 0,9m
Radio menor a 0,6m
Elipticidad K 1,9

Corriente total del plasma I, 1,3MA

Nota. Los pardmetlros geométricos y globales del plasma que se mantuvieron constantes en todas las simulaciones
axialmente simétricas de la dindmica MHD lineal.

Se consideraron dos conjuntos principales de configuraciones de equilibrio, diferenciados
por el valor de la presion maxima sobre el eje magnético, la cual se fij6 en 24 kPa y 36kPa, respec-
tivamente. Para cada uno de estos valores de presion central se analizaron cinco valores distintos
de triangularidad, 6 = 0,0, £0,3, 40,6, lo que dio lugar a un total de diez configuraciones de equi-
librio. Sobre cada una de ellas se calcularon las magnitudes relevantes y se evalué su estabilidad

lineal, cuyos resultados se presentan y discuten en la subseccion 4.1.



EFECTO DE LA TRIANGULARIDAD EN UN SISTEMA S.T. 45

4.1. Equilibrios MHD axisimétricos

En esta subseccion se describen las configuraciones de equilibrio magnetohidrodindmico
utilizadas como estados iniciales para el estudio de la dindmica lineal. El andlisis se centra en
caracterizar y contrastar los sistemas con distinta triangularidad, manteniendo fijos los pardmetros
geométricos y globales previamente definidos.

Para la obtencién de las condiciones de equilibrio se empled un solver de tipo Poisson
desarrollado por el grupo FITEK, el cual resuelve numéricamente la ecuacion de Grad—Shafranov,
dada por la ecuacién (19). En este enfoque, tanto la funcién g(y) como el perfil de presion se

modelan mediante funciones polinomiales (Jeon, 2015), las cuales se expresan como

p(w) = PP(ww);  Blyw) = [1—(1—yw)*]* 40,2, (35)

g7 (v) = g5l +oeg(wn)]:  &(ww) = i (36)

La funcién de presién p(y) fue seleccionada de modo que genere un perfil casi uniforme
en las cercanias del eje magnético, con un decaimiento progresivo hacia la frontera del plasma.
Este tipo de perfil resulta particularmente adecuado para el estudio de la excitacién de modos tipo
Edge Localized Modes (ELMs), donde se ha reportado una mayor sensibilidad a la variacion de
la triangularidad de la seccion transversal del plasma. Por su parte, el perfil adoptado para g(y)
es deliberadamente simple, pero suficiente para capturar los efectos globales del campo magnético

toroidal relevantes para los objetivos de este trabajo.
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El flujo poloidal normalizado yy se define exclusivamente en la regiéon ocupada por el
plasma mediante la expresion
Vi—y

=, (37)
v Vi—VYq

donde y; corresponde al valor del flujo magnético en la frontera de la columna de plasma, mientras
que Y, denota el flujo sobre el eje magnético (Duran, 2021). Esta normalizacién implica que yy
varia entre cero en la frontera y la unidad sobre el eje magnético.

En cuanto a los pardmetros restantes, la constante gq se ajusta de modo que el campo mag-
nético sobre el eje satisfaga aproximadamente la relacién B, ~ go/r,, donde r, es la posicién radial
del eje magnético. El parametro auxiliar o, se introduce para mantener fija la corriente total del
plasma /,, durante las iteraciones del esquema numérico. Por ultimo, el pardmetro P, se relaciona
directamente con la presion en el eje magnético: dado que la presion en la frontera adopta el valor
0,2P, y en el eje magnético alcanza 1,2P,, se deduce que P, representa aproximadamente el 83,3 %
de la presion maxima del plasma.

Como punto de partida del analisis de los equilibrios MHD, se determinaron los perfiles
correspondientes a la configuracién con triangularidad 6 = 0,3 y presion sobre el eje magnético de
24kPa. La Figura ??(a) muestra los isocontornos del flujo magnético poloidal y, los cuales pueden
clasificarse en dos grupos bien diferenciados: lineas cerradas y lineas abiertas. Las lineas cerradas
delimitan la region del sistema en la que el plasma se encuentra confinado, mientras que las lineas
abiertas corresponden a la region de vacio circundante.

La dltima linea cerrada de flujo define la frontera del plasma y se conoce como separatriz.
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Figura 8.
Isocontornos y presion de equilibrio

Nota. (a) Isocontornos del flujo magnético poloidal para la configuracién con presién central de 24kPay 6 = 0,3. Las
lineas sélidas representan contornos cerrados asociados a la regién confinada del plasma, mientras que las lineas
discontinuas corresponden a contornos abiertos en la regién de vacio. (b) Mapa de colores del perfil de presién en el
plano poloidal (r,z), donde se observa un perfil aproximadamente uniforme en torno al eje magnético y un
decaimiento hacia la frontera del plasma.
Esta curva determina la seccién transversal de la columna de plasma, dando lugar a la caracteristica
geometria en forma de D asociada a configuraciones con triangularidad distinta de cero. Por su
parte, la Figura ??(b) presenta el mapa de colores del perfil de presion en el plano poloidal (r,z),
donde se aprecia una marcada homogeneidad en la region central del plasma, alrededor del eje
magnético, seguida de un gradiente mas pronunciado en las cercanias de la frontera, tal como se
esperaba segun el perfil de presion seleccionado.

Como se ha mencionado previamente, el flujo poloidal y determina de manera completa el

equilibrio MHD en sistemas axialmente simétricos. En particular, la componente poloidal del cam-

po magnético, B, = B,7 + B,Z, es tangente a las superficies de flujo constante, lo que implica que
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las lineas de campo poloidal coinciden con los isocontornos de Y. En consecuencia, los contornos
mostrados en la figura anterior no solo describen la topologia del equilibrio, sino que representan
directamente la estructura del campo magnético poloidal del sistema.

La Figura 9 presenta los mapas de color correspondientes a cada una de las componentes
del campo magnético del equilibrio considerado, lo que permite analizar con mayor detalle su
distribucién espacial en el plano poloidal. En particular, se observa como las componentes B, y B,
reflejan la geometria de las superficies de flujo, mientras que la componente toroidal By domina
en magnitud y presenta una variacion suave, consistente con la simetria axial del sistema.

Adicionalmente, se muestra el mapa de la divergencia del campo magnético, V - B, el cual
constituye una prueba directa de la consistencia numérica del equilibrio obtenido. Los valores de
esta magnitud se mantienen cercanos a cero en todo el dominio computacional, con desviaciones
del orden del error de maquina, lo que confirma que el campo magnético satisface adecuadamente
la condicién solenoidal y valida el correcto calculo del equilibrio MHD.

Finalmente, se obtuvieron un total de diez configuraciones de equilibrio MHD, tal como se
indic6 al inicio de esta seccion. En todos los casos, el inico parametro geométrico que se vario fue
la triangularidad, mientras que la presion central se consideré como pardmetro global, tomando los
valores de 24kPa y 36kPa, con el propdsito de identificar su posible influencia sobre la estabilidad
del plasma. El resto de los pardmetros geométricos y globales se mantuvieron constantes, tal como
se resume en la Tabla 2.

Con el fin de analizar de manera cuantitativa el efecto de la triangularidad sobre el estado de

equilibrio, la Figura 10 presenta los perfiles radiales del campo magnético, la densidad de corriente
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Figura 9.
Componentes y divergencia del campo magnético

Nota. Mapas de color de las componentes del campo magnético correspondientes al equilibrio MHD con presion
central de24kPay § = 0,3. Se muestran las distribuciones espaciales de B,, B, y By en el plano poloidal (r,z), junto
con el mapa de la divergencia del campo magnético, V - B. Los valores cercanos a cero de esta ultima magnitud en

todo el dominio confirman el cumplimiento de la condicién solenoidal y validan la consistencia numérica del
equilibrio obtenido.

49
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toroidal, el flujo poloidal normalizado y la presion, evaluados a lo largo del eje radial en el plano
medio del sistema (z = 0). En esta figura se contrastan explicitamente los casos de triangularidad
positiva 6 = 0,3 y triangularidad negativa 0 = —0,3 para la configuracion con presién central de
24 kPa.

Se observa que la variacién del signo de la triangularidad no produce cambios significativos
ni en la forma ni en los valores de las principales magnitudes fisicas del equilibrio, particularmente
en la region central de la columna de plasma. Las diferencias asociadas al signo de la triangularidad
son marginales y se manifiestan principalmente en las cercanias de la frontera del plasma y en
la regién de vacio circundante, donde las componentes del campo magnético presentan ligeras
variaciones. En este sentido, los resultados indican que la triangularidad no modifica de manera
sustancial el estado de equilibrio en la region central del plasma, lo cual resulta consistente con
el hecho de que su influencia se manifiesta de forma més pronunciada en fendmenos ligados a la
dindmica y la estabilidad de borde.

En este mismo contexto, se realizaron andlisis andlogos manteniendo fija la triangularidad
en 6 = 0,3, pero contrastando el efecto de la presion central sobre el estado de equilibrio. La
Figura 11 muestra los perfiles radiales de las principales magnitudes fisicas para los casos con
presiones centrales de 24 kPa y 36 kPa, evaluados en el plano medio del sistema.

A diferencia del andlisis previo, en este caso se observa un contraste mas notable entre las
configuraciones de equilibrio, particularmente en la componente toroidal del campo magnético y
en la densidad de corriente eléctrica toroidal. Para la configuracién con 36 kPa, el campo magnético

toroidal presenta una dependencia mds marcada con 1/r y alcanza valores de mayor intensidad en
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Figura 10.
Perfiles de equilibrio: 6(+) VS &6(—)
Componentes de Campo Magnético s Densidad de corriente Eléctrica Toroidal (Jt)
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Nota. Perfiles radiales de las componentes del campo magnético By, By y B, de la densidad de corriente eléctrica
toroidal j;, del flujo poloidal normalizado yy y de la presién p, evaluados en el plano medio del sistema (z = 0) para
la configuracién con presién central de 24 kPa. Se comparan los casos de triangularidad positiva 6 = 0,3 y
triangularidad negativa § = —0,3, evidenciando que las diferencias entre ambos equilibrios son marginales en la
region central del plasma y se concentran principalmente en las cercanias de la frontera y en la regién de vacio.
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las cercanias del eje magnético. De manera consistente, el perfil de la densidad de corriente toroidal
J: en este mismo caso exhibe una estructura con dos picos de menor amplitud en comparacién con
el pico dominante observado para 24 kPa, reflejando una redistribucion de la corriente asociada al
incremento de la presion central.

Como es de esperarse, el perfil de presion muestra diferencias claras en su valor maximo;
sin embargo, mds alld de esta diferencia cuantitativa, ambos perfiles conservan una forma cualita-
tivamente similar: una regioén central aproximadamente homogénea alrededor del eje magnético,
seguida de un decaimiento progresivo hacia la frontera del plasma. Estos resultados ponen de ma-
nifiesto que, en lo que respecta al estado de equilibrio, la variacion de la presion central ejerce una
influencia mds significativa que la triangularidad, especialmente sobre la distribucién del campo
magnético toroidal y la corriente del plasma.

Como observacion final, se resalta que la razén de aspecto de todas las configuraciones
analizadas es A = Rg/a = 1,5. Este valor satisface la condicién A < 2, 1o que permite clasificar los
equilibrios considerados como configuraciones de tipo tokamak esférico.

4.2. Perturbacion inicial

Una vez establecidas las configuraciones de equilibrio, el siguiente paso consiste en carac-
terizar la dindmica y, en consecuencia, la estabilidad del sistema frente a perturbaciones externas.
En particular, la perturbacion inicial aplicada al plasma en ¢t = 0 se defini6 mediante una funcién

gaussiana localizada en el plano poloidal, dada por

Pi(7,t =0) =Aexp [—a ((r—ro)*+ (z—20)%)], (38)
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Figura 11.

Perfiles de equilibrio: Py, = 24kPa VS P, = 36kPa

Componentes de Campo Magnético
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Nota. Perfiles radiales de las componentes del campo magnético By, By y B, de la densidad de corriente eléctrica
toroidal j;, del flujo poloidal normalizado yy y de la presion p, evaluados en el plano medio del sistema (z = 0) para
configuraciones con triangularidad fija 6 = 0,3 y presiones centrales de 24kPa y 36 kPa. Se observa que el
incremento de la presion central tiene un efecto mas pronunciado sobre la distribucién del campo magnético toroidal
y de la corriente del plasma, mientras que la forma general del perfil de presién se mantiene cualitativamente similar
en ambos casos.
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donde (rg,zo) representa la posicion central de la perturbacion, A denota su amplitud maxima y el
parametro o controla el ancho caracteristico de la distribucion.

Esta forma funcional fue seleccionada con el fin de garantizar la suavidad y diferenciabili-
dad de la perturbacion, requisitos fundamentales para la correcta aplicacion del esquema numérico
basado en diferencias finitas. La perturbacion inicial se impuso de manera idéntica en todas las con-
figuraciones de equilibrio consideradas, de modo que las diferencias observadas en la evolucion
dindmica puedan atribuirse exclusivamente a los cambios en los pardmetros fisicos del sistema.

La amplitud de la perturbacién se fijé6 en A = 300Pa, valor que se encuentra aproximada-
mente dos 6rdenes de magnitud por debajo de la presion central del plasma. Esta eleccién asegura
que la respuesta del sistema permanezca dentro del régimen lineal, en coherencia con el modelo
MHD lineal empleado en las simulaciones.

El parametro o se establecié como o = 100m~2, Io cual corresponde a un ancho caracte-
ristico de la perturbacién aproximadamente diecisiete veces mayor que el paso de malla utilizado.
De esta manera, se garantiza que la distribucion gaussiana sea adecuadamente resuelta por la dis-
cretizacion espacial, minimizando errores numéricos asociados al cdlculo de derivadas espaciales.

Finalmente, la posicion del centro de la perturbacion se definié como zg =0y

I"o:O,S(Fa—f—rb)—O,Z(rb—ra), (39)

donde r, y rp, representan los radios minimo y maximo del dominio de simulacién, respectivamen-

te. Esta eleccion sitda la perturbacion en la region de transicion del perfil de presion de equilibrio,
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Figura 12.
Perturbacion inicial

Nota. Representacion de la perturbacion inicial de presion definida en la ecuacion (38). Se muestra la forma funcional
de la distribucién gaussiana y su localizacién espacial en el plano poloidal (7,z) del dominio de simulacién. La
perturbacidn se encuentra centrada en (rg,z9), ubicada sobre la ladera del perfil de presién de equilibrio, en las
proximidades del borde de la columna de plasma, con el fin de favorecer la excitacién de inestabilidades de borde.
es decir, entre las proximidades del borde de la columna de plasma y la region central casi unifor-
me, favoreciendo asi la excitacion directa de inestabilidades de borde. Una representacion gréfica
de la funcion exponencial y de la ubicacion de la perturbacion inicial se muestra en la Figura 12.
4.3. Validacion

Como criterio fundamental de validacién fisica y numérica del cédigo desarrollado, se mo-
nitoreé continuamente la divergencia del campo magnético V -B en cada punto de la malla y
en cada iteracion temporal para todas las configuraciones simuladas. De acuerdo con la ley de
Gauss para el magnetismo, esta cantidad debe ser idénticamente nula en todo punto del espacio,

constituyendo una restriccion fundamental de las ecuaciones de Maxwell que debe preservarse en

cualquier solucion fisica vélida. Los resultados obtenidos demuestran una excelente conservacion
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numérica de esta propiedad, tanto en las configuraciones de equilibrio (ver figura ??) como en
la dindmica: el valor maximo de la divergencia normalizada registrado entre todas las simulacio-
nes realizadas, sin considerar las fronteras y a lo largo de todas las iteraciones temporales, fue de
|V ‘B |méx = 2,20 x 107> en unidades normalizadas. Este valor, aproximadamente cinco érdenes de
magnitud menor que la unidad, representa un error relativo inferior al 10~3 % respecto a los valo-
res caracteristicos del campo magnético en el sistema y resulta inferior al umbral de aceptabilidad
establecido de 1073. La magnitud de este error confirma que el esquema numérico de diferen-
cias finitas de segundo orden empleado, junto con las condiciones de frontera implementadas y el
paso temporal adaptativo basado en el criterio de Courant, preserva la naturaleza solenoidal del
campo magnético. Esta validacion garantiza que las soluciones obtenidas son fisicamente consis-
tentes y que los fendmenos observados en las simulaciones (estructuras modales, inestabilidades
y evolucién temporal del plasma) corresponden genuinamente a la dindimica MHD del sistema y
no a artefactos numéricos espurios introducidos por violaciones de las leyes fundamentales del
electromagnetismo.
4.4. Evolucion de la presion

El estudio de la evolucion temporal de las perturbaciones en la presion, Pj, y en el campo
magnético, By, constituye una herramienta fundamental para caracterizar la dindmica del plasma
y evaluar la estabilidad de las configuraciones de equilibrio analizadas. Estas magnitudes estidn
directamente asociadas con las contribuciones energéticas del sistema, en particular con la energia
interna del plasma y la energia magnética, respectivamente, por lo que su comportamiento tem-

poral proporciona informacién directa sobre los mecanismos de crecimiento o atenuacion de las
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perturbaciones.

En el marco del anélisis MHD lineal, la respuesta del sistema ante una perturbacién inicial
depende de la naturaleza de los modos excitados. Si la perturbacion activa un modo inestable, su
amplitud crece exponencialmente con el tiempo, indicando una transferencia sostenida de energia
desde el equilibrio hacia la perturbacién y, en consecuencia, una desviacioén progresiva del estado
de equilibrio. Por el contrario, cuando el sistema es linealmente estable, las perturbaciones evolu-
cionan de manera oscilatoria, con amplitudes acotadas que no presentan crecimiento exponencial,
reflejando un intercambio periddico de energia sin pérdida de estabilidad global.

En esta subseccion se analizan en detalle las caracteristicas temporales de P; y de la mag-
nitud del campo magnético perturbado, |B;|, con el fin de identificar la presencia de regimenes
estables o inestables y de establecer comparaciones sistemadticas entre configuraciones con distinta
triangularidad y presion central.

Como punto de partida del anélisis dindmico, la Figura 13 muestra la evolucion espacio—
temporal de la perturbacion de presion en el plano poloidal para la configuracién con presion
central de 24kPa y triangularidad 6 = 0,3. A partir de esta figura se evidencia un aspecto fun-
damental de la dindmica del sistema: la aparicidon progresiva de estructuras periddicas o modales
en la distribucion de la presion perturbada, las cuales emergen a partir de la perturbacién inicial
impuesta, que originalmente no presentaba una estructura modal definida.

En los primeros instantes de la evolucion, la perturbacién se redistribuye rapidamente, dan-
do lugar a un cambio significativo en el patrén espacial durante aproximadamente los primeros

5071,4. Posteriormente, entre 10074 y 200 74, la distribucion espacial de la presién perturbada no
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Figura 13.
Evolucion de Py para Py, = 24kPay 6 = 0,3

Nota. Evolucién espacio—temporal de la perturbacién de presién en el plano poloidal (r,z) para distintos instantes
temporales, expresados en unidades del periodo de Alfvén 74, correspondientes a t = 0, 20, 30, 50, 100 y 200 74. Los
resultados se muestran para la configuracion con Pyax = 24kPay 6 = 0,3, evidenciando la aparicién y consolidacién
de estructuras modales a partir de la perturbacién inicial.
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muestra variaciones cualitativas relevantes, lo que sugiere que el sistema ha alcanzado un régimen
dindmico caracterizado por una superposicion estable de modos dominantes.

Es importante resaltar que la estructura modal comienza a manifestarse de manera clara
desde un instante temprano, ¢ ~ 20 74, incrementdndose progresivamente el contenido espectral
de la perturbacién conforme avanza el tiempo. Este enriquecimiento modal se estabiliza aproxi-
madamente después de 100 74, punto a partir del cual la configuracién espacial de la perturbacion
permanece cualitativamente invariante. La naturaleza modal de esta distribucién se aprecia con
mayor claridad en la Figura 14, donde se resaltan explicitamente las estructuras dominantes en un

instante representativo de la evolucion.

Figura 14.
Comportamiento modal en Py

Nota. Distribucién espacial de la perturbacién de presion en el plano poloidal para t = 100 t4. Las lineas sélidas
resaltan la estructura modal dominante de la perturbacién, evidenciando la presencia de modos bien definidos que
caracterizan el régimen dindmico alcanzado por el sistema.
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Un resultado particularmente relevante es que, como se observa en la Figura 13, durante
toda la evolucion temporal considerada, superior a 200 74, la amplitud de la perturbacién de presion
Py no exhibe crecimiento exponencial. Por el contrario, las perturbaciones permanecen acotadas y
oscilan alrededor del estado de equilibrio con amplitudes pequefias en comparacién con la presion
de equilibrio Py, del mismo orden de magnitud que la perturbacién inicial impuesta.

Este comportamiento no es exclusivo de la configuracion previamente analizada, sino que
se reproduce de manera consistente en todas las configuraciones estudiadas, tanto al variar la trian-
gularidad 6 como al modificar la presion central del equilibrio Ppax. En las Figuras 15, 16 y 17
se presentan ejemplos representativos de esta evolucion para distintas combinaciones de parame-
tros, donde se observa nuevamente la ausencia de crecimiento exponencial y la persistencia de un
régimen oscilatorio estable.

En conjunto, estos resultados sugieren de manera robusta que todas las configuraciones de
equilibrio consideradas son linealmente estables frente a la perturbacion inicial analizada, inde-
pendientemente del signo y magnitud de la triangularidad, asi como del valor de la presion central
del equilibrio.

4.5. Evolucion de parametros energéticos

La ausencia de crecimiento en la amplitud de las perturbaciones indica que el sistema os-
cila alrededor de un estado de equilibrio linealmente estable. Con el fin de caracterizar de manera
cuantitativa la dindmica global del plasma desde un punto de vista energético, se calcularon tres
magnitudes en funcién del tiempo: la variacién de energia potencial W, de acuerdo con el princi-

pio de energia de la teoria MHD linealizada, el promedio espacial de la presion cinética (P;), y el
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Figura 15.
Evolucion de Py para P, = 24kPay 6 = —0,3

Nota. Evolucién espacio—temporal de la perturbacién de presién en el plano poloidal (r,z) para la configuracién con
presion central de 24kPa y triangularidad negativa 6 = —0,3, mostrada para ¢ = 0, 20, 30, 50, 100 y 20074. La
ausencia de crecimiento exponencial y la persistencia de un comportamiento oscilatorio indican la estabilidad lineal
del equilibrio frente a la perturbacién inicial.
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Figura 16.
Evolucion de Py para P, = 24kPay 6 = 0,6

Nota. Evolucién espacio—temporal de la perturbacién de presion en el plano poloidal para la configuracién con
presion central de 24 kPa y triangularidad positiva § = 0,6, evaluada en los mismos instantes temporales que en la

Figura 15. La similitud cualitativa con los demds casos analizados refuerza la conclusion de estabilidad lineal del
sistema frente a variaciones de la triangularidad.
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Figura 17.
Evolucion de Py para P, = 36kPay 6 =0,3

Nota. Distribucién espacio—temporal de la perturbacién de presidn para la configuracién con presidn central

Prnax = 36kPa y triangularidad 6 = 0,3, mostrada para distintos tiempos en unidades de 74. A pesar del aumento en la
presion central, la perturbacién permanece acotada y no presenta crecimiento exponencial, evidenciando nuevamente
un régimen dindmico linealmente estable.
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promedio espacial del cuadrado del campo magnético perturbado <B%>

Estas cantidades proporcionan informacién complementaria sobre la evolucidn energética
del sistema y permiten identificar caracteristicas comunes, asi como posibles diferencias, entre las
distintas configuraciones geométricas analizadas. En particular, los promedios espaciales de (P;)
y <B%> permiten evaluar el intercambio temporal entre las contribuciones energéticas cinética y
magnética asociadas a la perturbacion.

En las Figuras 19 y 18 se presenta la evolucion temporal de estas magnitudes para las
configuraciones con presion central de 24 kPa y triangularidades 6 = +0,3. En ambos casos se ob-
serva un comportamiento oscilatorio claramente amortiguado, caracterizado por una disminucién
progresiva de la amplitud de las oscilaciones a lo largo del tiempo. Este comportamiento es consis-
tente con la ausencia de inestabilidades lineales y sugiere la presencia de mecanismos disipativos
numéricos o de redistribucion energética que atentan gradualmente la respuesta del sistema sin
comprometer su estabilidad global.

El cardcter amortiguado de estas oscilaciones debe interpretarse en el contexto de la dina-
mica global del sistema. En particular, la persistencia de la respuesta oscilatoria durante escalas
temporales del orden de cientos de periodos de Alfvén, asi como la conservacion de estructuras
modales bien definidas a lo largo de la evolucién, indican que la disipacién efectiva introducida
por el esquema numérico no domina la dindmica del plasma. En consecuencia, el amortiguamiento
observado no enmascara mecanismos de inestabilidad ni altera la naturaleza del régimen dindmico
identificado, sino que es consistente con una evolucion lineal estable del sistema bajo la perturba-

cion considerada.
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Figura 18.
Evolucion de (B*) para Py = 24kPay § = +0,3

Nota. Evolucién temporal del promedio espacial del cuadrado del campo magnético, (B?), para configuraciones con
presién central Pyx = 24kPa y triangularidades 8 = +0,3. El comportamiento oscilatorio amortiguado evidencia la
ausencia de crecimiento exponencial de la energia magnética asociada a la perturbacién, mostrando una estabilidad
lineal del sistema.

Figura 19.
Evolucion de (Py) para Py, =24kPay § = +0,3

Nota. Evolucién temporal del promedio espacial de la presién perturbada, (P;), normalizada, para configuraciones
con P, = 24kPay triangularidades 6 = £0,3. La presencia de oscilaciones amortiguadas indica que la energia
cinética asociada a la perturbacién permanece acotada y decae progresivamente, en concordancia con un régimen
dindmico linealmente estable.
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Por otra parte, la evolucién temporal de la variacion de la energia potencial, W, mostrada
en la Figura 20, presenta un comportamiento claramente oscilatorio para todas las configuraciones
analizadas. Este tipo de respuesta es caracteristico de la propagacion de ondas magnetohidrodiné-
micas en plasmas confinados, las cuales se excitan como consecuencia de la perturbacién inicial
aplicada al sistema.

En particular, las oscilaciones observadas pueden asociarse a la superposicion de distintos
modos MHD lineales, incluyendo ondas de Alfvén y ondas magnetoacusticas, cuya presencia es
consistente con la naturaleza del modelo empleado y con resultados previamente reportados en la
literatura. La ausencia de un crecimiento sostenido de 0W en el tiempo refuerza la conclusion de
que el sistema permanece en un régimen linealmente estable, donde la energia oscila de manera
acotada sin evidenciar mecanismos de inestabilidad.

Como puede observarse en la Figura 20, para todas las configuraciones analizadas el valor
promedio de la variacion de energia potencial OW es sistemdticamente mayor en las configura-
ciones con triangularidad negativa (8 < 0) en comparacion con sus contrapartes de triangularidad
positiva (6 > 0). Este comportamiento es consistente con resultados experimentales y computacio-
nales reportados en la literatura (Duran, 2021; Happel, Piitterich, Told, Dunne, Fischer, Hobirk,
McDermott, Plank et al., 2022; Marinoni, Sauter & Coda, 2021), donde se ha sefialado una ma-
yor estabilidad asociada a configuraciones con triangularidad negativa en distintos regimenes de
operacion.

Desde el punto de vista del principio de energia de la teoria MHD linealizada, esta observa-

cion adquiere una interpretacion fisica clara. La cantidad OW representa la energia potencial que
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Figura 20.
Evolucion de W con Pygy constante (§(+) VS 8(—))

Nota. Evolucién temporal de la variacién de la energia potencial, W (¢), para las configuraciones con presiones
centrales Pp,x = 24kPay 36kPa, y valores de triangularidad 6 = 0,3, —0,3, 0,6 y —0,6. En todos los casos se

observa un comportamiento oscilatorio sin crecimiento sostenido, consistente con una respuesta dindmica
linealmente estable del sistema.
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debe suministrarse al sistema para desplazarlo de su estado de equilibrio; en consecuencia, valo-
res mayores de W indican equilibrios energéticamente mas robustos frente a perturbaciones. En
este sentido, las configuraciones con triangularidad negativa requieren una perturbacion de mayor
amplitud para aproximarse al umbral de inestabilidad, caracterizado por 6W = 0, en compara-
cion con aquellas de triangularidad positiva, lo que sugiere una mayor resistencia intrinseca a la
desestabilizacion.

Es importante enfatizar que, bajo la perturbacion inicial considerada en este estudio, todas
las configuraciones analizadas, independientemente del signo y magnitud de la triangularidad, asi
como del pa presion central en la columna del plasma, exhiben un comportamiento linealmente
estable durante mds de 10074, como lo evidencian los valores positivos y oscilatorios de W mos-
trados en la Figura 20. Por tanto, la diferencia observada entre triangularidad positiva y negativa
no implica la presencia de inestabilidad en los primeros casos, sino que refleja una distinta ro-
bustez energética del equilibrio, en el sentido de que configuraciones con mayor W requeririan
perturbaciones de mayor amplitud para alcanzar condiciones inestables.

Finalmente, es importante sefialar que las simulaciones presentadas en este trabajo se rea-
lizaron bajo la hipétesis de simetria axial, lo que implica la supresion explicita de perturbaciones
con dependencia toroidal. En este contexto, la dindmica del sistema se restringe a modos axisi-
métricos, y los resultados obtenidos indican que todas las configuraciones de equilibrio analizadas
son linealmente estables frente a la perturbacion considerada.

No obstante, al relajar esta condicién de simetria y permitir la aparicién de modos no axisi-

métricos, es esperable que la respuesta dindmica del plasma se modifique de manera sustancial. En
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particular, numerosos estudios han mostrado que la pérdida de estabilidad en configuraciones de
tokamak estd frecuentemente asociada al desarrollo de modos toroidales, los cuales pueden acceder
a mecanismos de inestabilidad que no estdn presentes en un andlisis estrictamente axisimétrico. En
este sentido, los resultados aqui presentados sugieren que las inestabilidades relevantes para estos
equilibrios no se originan en la dindmica axisimétrica, sino que estarian principalmente vinculadas
a la excitacion de modos con estructura toroidal.

Esta observacion no invalida las conclusiones alcanzadas, sino que delimita claramente
el alcance del presente estudio y pone de manifiesto la necesidad de extender el andlisis hacia
simulaciones tridimensionales que permitan capturar de forma completa la fisica asociada a la
estabilidad del plasma.

5. Conclusiones

En este trabajo se desarrollé e implement6é un cédigo computacional basado en el mode-
lo magnetohidrodindmico (MHD) ideal y linealizado para el estudio de la dindmica de plasmas
confinados magnéticamente en configuraciones tipo tokamak esférico, bajo la hipétesis de sime-
tria axial. El cédigo, fundamentado en esquemas de diferencias finitas de segundo orden para las
derivadas espaciales y en algoritmos de Runge—Kutta de cuarto orden para la integracion tempo-
ral, demostré un desempefio numérico robusto, particularmente en la preservacion de propiedades
fisicas fundamentales. En especial, la condicion solenoidal del campo magnético se mantuvo con
errores del orden de |V - B|ys ~ 1077, varios 6rdenes de magnitud por debajo de los umbrales
comunmente aceptados, validando la consistencia del esquema numérico implementado.

Se realizaron simulaciones numéricas para diez configuraciones de equilibrio MHD, dife-
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renciadas por dos valores de presion central (Ppax = 24kPay 36kPa) y cinco valores de triangulari-
dad (6 = +0,6, +0,3, 0,0, —0,3, —0,6). Este conjunto permiti6é explorar de manera sistematica un
amplio rango de geometrias, desde configuraciones D—shape convencionales hasta configuracio-
nes de triangularidad invertida. Los resultados obtenidos muestran que todas las configuraciones
analizadas permanecen linealmente estables bajo la perturbacién inicial considerada, manteniendo
un comportamiento oscilatorio acotado durante mas de 100 periodos de Alfvén, sin evidencia de
crecimiento exponencial de perturbaciones ni de procesos de expulsiéon de plasma.

El andlisis de los pardmetros energéticos globales, en particular la variacion de energia
potencial 6W, el promedio espacial de la presion perturbada (P;) y el promedio espacial del cua-
drado del campo magnético perturbado (B%), revelé que la dindmica global del sistema es cua-
litativamente similar para todas las configuraciones estudiadas. En todos los casos se observan
oscilaciones caracteristicas de la propagacion de ondas magnetohidrodindmicas lineales, asi como
un comportamiento amortiguado de las perturbaciones, consistente con un régimen dindmico esta-
ble. La conservacion aproximada de <B%> confirma ademds que el cddigo preserva adecuadamente
la estructura del campo magnético, en concordancia con el teorema de congelamiento del flujo de
Alfvén en el régimen ideal.

No obstante, un analisis cuantitativo mas detallado evidencié diferencias sistematicas entre
configuraciones con triangularidad positiva y negativa. En particular, se encontré que las configu-
raciones con triangularidad negativa (6 < 0) presentan valores promedio y maximos de W con-
sistentemente mayores que sus contrapartes de triangularidad positiva de igual magnitud absoluta.

Desde el punto de vista del principio de energia de la teoria MHD linealizada, este resultado indi-
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ca que las geometrias con triangularidad negativa son energéticamente mds robustas, requiriendo
perturbaciones de mayor amplitud para aproximarse al umbral de inestabilidad caracterizado por
8W = 0. Cuantitativamente, la diferencia maxima observada fue de A(8Wpax) = 2,98 x 1073J pa-
ra el caso 6 = +0,6 con Pyax = 36kPa, lo que sugiere que el efecto estabilizador asociado a la
triangularidad negativa se intensifica al aumentar su magnitud absoluta.

El andlisis espacio—temporal de las perturbaciones en presion y campo magnético mostrd
que el sistema evoluciona desde una distribucion inicial localizada hacia un patrén estructurado de
caracter modal a partir de tiempos del orden de 30 74. Estas estructuras, caracterizadas por alternan-
cias de mdximos y minimos en las direcciones radial y poloidal, corresponden a modos propios del
sistema determinados por la geometria del equilibrio y las condiciones de frontera. La persistencia
de estas estructuras con amplitudes pequefias respecto a los valores de equilibrio confirma que la
evolucion permanece dentro del régimen lineal durante toda la simulacién, validando la aplicacién
del principio de energia y del anélisis de estabilidad MHD lineal.

Finalmente, debe destacarse que, debido a la hipdtesis de simetria axial adoptada, el pre-
sente estudio excluye explicitamente la aparicién de modos no axisimétricos. En este contexto, los
resultados indican que las configuraciones analizadas son estables frente a perturbaciones axisi-
métricas, sugiriendo que las inestabilidades relevantes en estos sistemas estarian principalmente
asociadas al desarrollo de modos con estructura toroidal. Esta observacion delimita el alcance del
presente trabajo y motiva la extension natural del estudio hacia simulaciones tridimensionales.

Como trabajo futuro, se propone extender el andlisis al régimen no lineal mediante el incre-

mento controlado de la amplitud de las perturbaciones iniciales, con el fin de estudiar la evolucién
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completa de posibles inestabilidades hasta su saturacion. Asimismo, seria relevante incorporar mo-
delos més realistas de transporte y resistividad espacialmente dependiente, asi como técnicas de
refinamiento adaptativo de malla, que permitan resolver con mayor precision las estructuras lo-
calizadas asociadas a modos de borde y facilitar comparaciones més directas con observaciones

experimentales.
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