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Resumen

Titulo: Modelo matematico unidimensional de la combustion de una particula cilindrica de
cascarilla de cafe.

Autor: Jeifer Albeiro Medina Martinez

Palabras Clave: Briquetas, pellets, biomasa, cascarilla de café, volimenes de control, ecuaciones
de Arrhenius, difusion, transferencia de calor, radiacion, analisis proximo, analisis Gltimo.

Descripcion:

El presente trabajo elabora un modelo matematico para representar el fendmeno de la combustion
de una briqueta elaborada con biomasa de cascarilla de café y a partir de este calcular un disefio
optimo para las dimensiones de la briqueta, a través de la optimizacion de un factor, en este caso
el consumo de material contra el tiempo de combustion lo cual permite refinar las dimensiones de
la briqueta.

El planteamiento matemaético se basa en la premisa de dividir la briqueta en varias capas que se
van generando a medida que el fendmeno de combustion va ocurriendo y aplicar el método de los
volumenes de control desde el planteamiento de Patankar, lo que permite discretizar las ecuaciones
diferenciales de transferencia de calor, donde el termino fuente para la generacion o consumo de
calor juega un papel fundamental pues es el término que agrega o resta precision al modelo, al
respecto cada capa tendra discretizada la ecuacidn de la transferencia de calor y el termino fuente
sera propio de dicha capa de acuerdo a las condiciones pertinentes de esta, al realizar esto se tendra
un sistema de ecuaciones discretizadas de tamafio igual al nimero de capaz que se podran resolver
por métodos algebraicos clasicos.

Trabajo de grado.
Facultad de ingenierias fisico mecéanicas. Escuela de ingenieria mecénica.
Director Yesid Javier Rueda Ordofiez
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Abstract

Title: One-dimensional mathematical model of the combustion of a cylindrical coffee husk
particle.

Author: Jeifer Albeiro Medina Martinez

Keywords: Briquettes, pellets, biomass, coffee husk, control volumes, Arrhenius equations,
diffusion, heat transfer, radiation, mass loss, proximate analysis, final analysis.

Description:

The present work elaborates a mathematical model to represent the phenomenon of the combustion
of a briquette made with coffee husk biomass and from this calculate an optimal design for the
dimensions of the briquette, through the optimization of a factor, in this case the consumption of
material against the burning time which allows to refine the dimensions of the briquette.

The mathematical approach is based on the premise of dividing the briquette into several layers
that are generated as the combustion phenomenon occurs and applying the method of control
volumes from the Patankar approach, which allows discretizing the differential equations of heat
transfer, where the source term for the generation or consumption of heat plays a fundamental role
because it is the term that adds or subtracts precision to the model, in this regard each layer will
have the heat transfer equation discretized and the source term will be own of said layer according
to the pertinent conditions of this, when doing this we will have a system of discretized equations
of size equal to the number of capable that can be solved by classical algebraic methods.

Trabajo de grado.
Facultad de ingenierias fisico mecéanicas. Escuela de ingenieria mecénica.
Director Yesid Javier Rueda Ordofiez
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Capitulo 1. Marco Tedrico

1.1. Combustion Heterogénea

“El char en general estd formado por carbono en mas de un 90% siendo habitual en el
modelado de su combustion que se considere como carbono puro” Bruch et al. (2003), en el
presente trabajo se utilizara esta consideracion, ya que se ajusta a la bibliografia consultada. Hagge
& Bryden (2002) concluyen que de forma general la reaccidn heterogénea del char con los gases

que le rodean puede dividirse en las siguientes fases:

1. Transporte de los reactivos hasta la superficie de la particula.
2. Adsorcién de los reactivos en los lugares activos.

3. Reaccién quimica.

4. Desorcion de los productos.

5. Transporte de los productos hacia el exterior.

La velocidad a la que se realiza toda la secuencia suele estar determinada por la més lenta
de todas las etapas, las cuales llegan a depender de condiciones como el material, el tamafio de
particula, entre otras. Los modelos de reaccién del char de biomasa empleados en la combustion
de particulas mas comunes son el de reactividad global, el control cinético, el control difusional,
y el control cinético difusional. En el presente trabajo se utilizara una combinacion de los modelos
de control cinético difusional y control cinético, al respecto Santamaria, J.; Ruckert, F. U.; Fortsch,
D.; Sprich, J.; Staiger, B.; Berger, n.d. reafirman la naturaleza completa del modelo al combinar

el control de la etapa de transporte de los reactivos y la cinética quimica para formar un factor de
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reaccion global. Un claro ejemplo de su utilizacion es el realizado por Fatehi & Kaviany (1994)
en el cual logran un adecuado modelo que se ajusta a los datos experimentales utilizando un

modelo cinético difusional, definido por la constante global:

; 1
glob — 1
KTk
(1.1) Km
Donde:
Kélob: Constante global para la reaccion i

K!: Constante cinetica de la reacciéon i

K;,: Coeficiente de transferencia de masa de la reacciéon i

De la ecuacion anterior cabe resaltar que la constante cinética se obtiene a partir de la
ecuacién de Arrhenius pertinente, mientras que la constante de transferencia de masa se obtiene a

partir del siguiente planteamiento.

Collier et al. (2004) afirman que para que se genere el proceso de oxidacién en la superficie
de la particula, esta necesita ser alcanzada por los reactivos gaseosos, el mecanismo de transporte
de estos reactivos gaseosos la particula puede obtenerse mediante una serie de ndmeros
adimensionales que permiten caracterizar el flujo alrededor de la particula. Generalmente se
emplean correlaciones que involucren implicita o explicitamente los nimeros de Nusselt, el

namero de Sherwood, el numero de Reynolds, el nimero de Schmidt y el nimero de Prandtl.
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Volviendo a Collier et al. (2004) en su articulo el emplea las correlaciones de Zhukauskas para

calcular el flujo de gas en el exterior de las particulas:
(1.2) Nu = 0.51 Re®5 - prt/3
(1.3) Sh = 0.51-Re®5 - 5c1/3

Con base en las ecuaciones 1.1y 1.2 y utilizando la expresion planteada Palchonok, (1998)

se calcula el coeficiente de transferencia de masa de la siguiente forma:

. D
(1.4) KL, =Sh--2%
din

Donde:
Dy: Difusion molecular del gas
din: Diametro de la particula

Los términos componentes de la ecuacion 1.1 se encuentran definidos en el anexo A, aqui
se centrard la atencion en definir el termino correspondiente a la difusion molecular del gas, el cual

sera objeto de estudio a continuacion.
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1.2.1. Difusividad Global Del Oxigeno A Traves De La Particula

Dada la importancia del oxigeno y la naturaleza simplificada del presente trabajo la Unica
especie cuyo transporte por difusion sera considerado sera el oxigeno (0,), que debe atravesar la
capa limite e introducirse en el interior de la particula a través de su red de poros donde reaccionara
con el char. Para el calculo del valor de la difusividad se utilizara el planteamiento utilizado por
Porteiro et al. (2006): Primeramente se utiliza la expresién de Chapam-Enskog:

1/2

(e * i)

15) D,, =0.18583 x 1076 - T3/2
9 a * Pt afp - Qup

Donde:

D,g: Difusividad de la especie A en B [m?s™1]
PM: Pesos molares [g - mol™1]

Pt: Presion total de la mezcla gaseosa [atm]
oap: Diametro de colision [A]

Qyp: Integral de colision

La integral de colision vale 1 para esferas rigidas, a,45 Y €4550n las constantes de Leonnard-

Jones que se pueden representar de la forma:
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1
(1.6) Oup = 5 (04 + 0p)

(1.7) Eap = (SAEB)l/Z

De esta forma la difusividad del oxigeno en el nitrégeno sera:

/i+i\/91.5\/1—13
=0.18583 x 107 6T1/2 Y22 = 2.593x1076T1/2

mZ
a8  Dowz|7] =
5(3.681+3.433)
Ahora hay que tener en cuenta que existen dos posibles mecanismos de transporte
implicados en la difusion a través de una materia porosa: la difusion molecular o de Fick y la

difusion de Knudsen. El efecto combinado de ambas se obtiene a través de la expresion de la

difusividad efectiva:

B 1
TIl-aX, 1
DAB (DK)A

(1.9) D,

Donde:

D,g: Difusividad gaseosa de A en B [m?s™1]
Dy: Difusividad de Knudsen [m?s™1]

X4: Fraccion molar de A

a: Relacion estequiometrica de A yB
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La relacién estequiométrica de A y B se puede definir como:

(110) 4oq4a
a +NB

Donde:
N;: Flujo molar por unidad de superficie [mol - s~tm™2]

Si se supone que la relacion es del tipo A — B entonces resulta que Nz = —N,4 siendo por

tanto @« = 0 de modo que la difusividad efectiva resulta:

1
1 1
_+_
Dap ~ Dx

(111) D, =

La difusividad de Knudsen depende de la velocidad molecular media y del radio del poro
a [m] y debe ser considerad cuando el didmetro medio del poro es comparable al camino libre
medio de las moléculas gaseosas en su movimiento cinético Gémez et al. (2014). A través de la

teoria cinética de los gases la difusividad de Knudsen puede expresarse como:

1/2

4 /RT
1.12 _= ( u )
(112) Dy =zal5 oy

Donde:
T: Temperatura [K]

R,: Constante universal [J - mol™1K™1]
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PM: Peso molecular [kg - mol™1]
a: Diametro medio de los poros [m]

Zanzi et al. (1996) experimentalmente observo que el char que se forma durante la pirolisis
rapida de particulas para varias biomasas representa dos grandes familias de poros, una muy
abundante con un tamafio medio de 100 [um] y otra, algo menos abundante, de un tamafio medio
de poro de 10 [um], el tamafio de los poros puede variar a medida que la particula de char se
consume. Con base en el modelo planteado segun el cual las capas exteriores van desapareciendo
a medida que se desarrolla la combustidn, las capas con la red de poros alteradas van siendo

eliminadas dejando las siguientes capas con la red de poros inalterada.

La ecuacion 1.5 particularizada para la difusividad del oxigeno a través de los poros del

char seré:
mZ
(1.13)  (Dx)a ITl =1.715x 107% aVT

Retomando el valor obtenido en 1.3 para la difusividad de Fick con el valor obtenido para

la difusividad de Knudsen (Ecuacion 1.46) se puede obtener la siguiente expresion:

(]_]_4) DOZ,NZ _ 1.512x 107>
(DK)OZ a

La difusividad de Knudsen es entre 10 y 100 veces mayor que la difusividad gaseosa, solo

con tamanio de poro del orden de 10~° [m] la difusividad de Knudsen llega a ser comparable con
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la difusividad de Fick Tabarés et al. (2006). Teniendo en cuenta la estructura interna del char se
puede despreciar el efecto de la difusividad de Knudsen. De este modo la difusividad deja de

depender del tamafio de los poros y solo dependera de la temperatura en la capa limite del modelo:

mz
(1.15) D, lTl ~ Doynz = 2.593 x 1076VT

1.2.2. Coeficientes Globales De Transferencia Para Las Reacciones De Diéxido De Carbono Y
Vapor De Agua

En la seccion anterior se definid el coeficiente global de transferencia para la reaccién de
oxidacion que varios autores consideran la mas importante, y por ende la reaccion que mas
cuidadosamente debe ser modelada, para el caso de las dos reacciones restantes, se empleara un
modelo centrado en la parte cinética de la reaccion dejando de lado el modelamiento del control

difusional. Por lo tanto, de (1.1) se eliminara el segundo término en el denominador de la ecuacion.
1.2.3. Reacciones Quimicas

Thunman et al. (2002) hace una recopilacién de las principales reacciones heterogéneas del

char con los gases:
1
(R1) C+50;~ (O

(R.2) C+0,-Co,

(R3)  c+co,-2c0
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(R4) ¢+ H,0-CO+H,
(R5  Cc+2H,-CH,

Las reacciones de oxidacion (R.1), la generacion de didxido y mondxido de carbono (R.2)
y (R.3) en la superficie del char seran tenidas en cuenta ademas de la reaccion del char con el
vapor del agua (R.4) por considerarse en el modelo que la particula en primera instancia contiene
humedad. Como se espera la reaccién del oxigeno con el char puede formar CO y CO, por lo que
se puede expresar en forma general utilizando la relacion empirica planteada por Porteiro et al.

(2006):
(116) €+ 90, > 2(1 — 9)CO + (2¢ — 1)CO,

Donde ¢ representa las moles de oxigeno consumidos por cada mol de carbono y puede
relacionarse con la temperatura de la superficie del char a través de la expresion empirica
propuesta por Thunman et al. (2002):

2+ 43exp (—3390/T)
Y =201+ 43 exp (=3390/T))

(1.17)

1.3. Balance De Masa

La conservacion de la masa para las particulas en cualquier momento puede entenderse
como la sumatoria de las cantidades de masa para las diferentes capas presentes en un momento
determinado t.

(1.18)  masayqre = MaSApeise + MaASAgyry + MaAsa cpgr
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A medida que se lleva a cabo los procesos de calentamiento, pirolisis y combustion de la
particula las cantidades de masa dentro de las capas presentan variaciones, dichas variaciones se

representaran por medio del termino w; Yy seran analizadas a continuacion.
1.3.1. Ratio De Consumo De La Capa Humeda

Una suposicion fundamental del modelo es que inicialmente la briqueta de cascarilla de
café contiene cierto grado de humedad, y es a partir de esta cantidad de materia inicial que se
generan las siguientes capas del modelo. En este punto se registra la salvedad de que, aunque
tedricamente se parte de que solo existe inicialmente en la briqueta la capa de biomasa hiumeda, a
la hora de aplicar el modelo se hace que existan capas infimas tanto de biomasa ceca como de char
para evitar inconsistencias matematicas, dichas capas tienen espesores del orden de 1x10715[m].

Para la nomenclatura del modelo se tratara el ratio de consumo de la capa himeda con @,,p;s¢-

8mR2
3 k2 m (TZ - Tevap) - kl Tevap - Tl) . PH20

8mR2
. R, (
w . =

moist LHppist = Vi Pmoist

(1.19)

Donde:

Wmoist: Ratio de consumo de la capa humeda de la biomasa [Kg - m™3 - s71]

k;: Coeficiente de conduccion termica del volumen de control i [W -m™1 - K™1]

R;: Radio del volumen de control i[m]

T;: Temperatura del volumen de control i [K]
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Tevap: Temperatura de evaporazion del agua [K]
Pmoist: Densidad de la capa humeda [kg - m‘3]
Puo,: Densidad del agua [kg - m~3]

LH,,,ist: Calor latente de evaporacion [J - Kg™1]
Vi: Volumen del volumen de control i [m™3]

La ecuacion (1.1) define la tasa a la cual la capa humeda se convierte en capa seca. Existen
varias formas de analizar el proceso de secado, para el presente trabajo se usara el control térmico,

al respecto Minkova et al. (2001) lo define como:

El método de control térmico supone que el frente de secado es un frente fino que actla
como un sumidero de calor. El secado avanza a medida que el interior de la particula
alcanza una temperatura determinada (aprox. 100 °C) avanzando el proceso de secado en

funcion del flujo de calor que fluye hacia su frente.

Centrandonos en la ecuacion esta trabaja teniendo en cuenta el intercambio de calor que se
realiza entre las capas en su area de contacto y tomando el diferencial de temperatura entre las
capas Yy latemperatura de evaporacion del agua, que es mecanismo que desencadena la evaporacion
del agua. En los términos del denominador se tienen en cuenta el volumen de la capa humeda la
cual esta perdiendo masa que se esta transformando en capa seca y el calor latente de evaporacion,

al respecto de este términos autores como Gomez et al.(2014) y Porteiro et al. (2006) sugieren
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tenerlo en cuenta y trabajar con el supuesto de que mientras se esta presentando evaporacion en la
capa la temperatura de la misma permanece constante, pues todo el calor se esta invirtiendo en la
evaporacion de la humedad, dada la elevada cantidad de energia que se consume para el proceso
de secado (evaporacion del agua) incluir este fendmeno en el modelo es esencial para una mejor

convergencia.

El dltimo término de la ecuacidn establece la relacion entre las densidades del agua y la

capa humeda.

1.3.2. Ratio De Consumo De La Capa Seca

Este término se utiliza para cuantificar el consumo de materia en la capa seca que se
produce como resultado de la pirolisis, lo cual genera la descomposicion térmica de la capa seca,
liberando volatiles. En general la pirolisis de biomasas con base en celulosa y lignina como la
madera o la cascarilla de café, liberan cientos de especies, desde un punto de vista practico
normalmente se manejan 3: char (que es el residuo solido carbonoso), gas (que son las especies
gaseosas de bajo peso molecular) y los alquitranes (tar) especies organicas concentradas de alto

peso molecular. (Castells & Garcia, 2005).

Practicamente todos los trabajos disponibles en los que se incluye el modelado de la
pirolisis tratan su velocidad de reaccion mediante una o varias expresiones simples de Arrhenius,
Gronli (1996). Uno de los mecanismos mas utilizados para el modelamiento de pirolisis es el de
maultiples reacciones donde se establece reacciones simultaneas de pirolisis en las que se forman

distintos productos.
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La ecuacion (1.1) modela la tasa de consumo de la capa seca teniendo en cuenta las
ecuaciones de Arrhenius y se multiplica por la densidad de la capa para obtener un ratio de

consumo en las unidades adecuadas, en concordancia con el planteamiento de Gomez et al. (2015).

3
: E;
(1.20) Wary = Pdry Z Ajexp <_ R']i )
= s

l

Donde:

@qry: Ratio de consumo de la capa seca [Kg-m™3 - s71]
Pary: Densidad de la capa seca [Kg - m~3]

A;: Factor pre — exponencial [s™1]

E;: Energia de activacion [] - mol™!]

R: Constante universal de los gases [J - mol™! - K™1]

Ts: Temperatura en la capa limite [K]

En la tabla 1 se establecen la cinética para las reacciones de pirolisis utilizadas para el

modelo. Estos valores se extraen del trabajo realizado por Jeguirim et al. (2014).
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Tabla 1.

Cinéticas de la pirolisis para la cascarilla de café.

23

Reaccion A;i[s7Y E; [J -mol™1]
(R.6) Capa Seca — Gas 1.3-108 140 - 103
(R.7) Capa Seca — Tar 2.0-108 133-103
(R.8) Capa Seca — Char 1.16 - 107 49.2-103

Nota. Adaptado de Jeguirim et al. (2014)

1.3.3. Ratio De Generacién De Char

La tasa de generacién del char se calcula de igual manera a la descrita anteriormente,

partiendo de la capa de biomasa seca se toma las constantes de la ecuacién de Arrhenius para la

formacioén de char durante la desvolatilizacion.

: E3
(1.21) Wchar,gen = Pary " Azexp (_ )
RT
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1.3.4. Ratio De Consumo Del Char

El dltimo termino de consumo que se tiene que definir para el modelo es el ratio de

consumo de char:

(122)  charcons = KSiopAv[021Mc + K50, A, [CO,IMc + Ko, Ay[HO, M.

Donde:

giop: Comstante global del char para la reaccion de oxidacion
Kjl’jb: Constante global para la reaccion de gasificacion 1

Kgion: Constante global para la reaccion de gasificacion 2
A,: Relacion area volumen [m™1]

[0,]: Concentracion molar de oxigeno

[CO,]: Concentracion molar de dioxido de carbono

[HO,]: Concentracion molar de aguayapor)

M.: Peso molecular del carbono

Los coeficientes para las constantes globales de las reacciones de oxidacion y gasificacion

fueron definidos en el anexo A, seccion A.2 de la misma forma la relacion area volumen y el peso
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molecular del carbono estan definidos previamente, en este apartado por lo tanto se tendria que

definir la concentracion molar de las diferentes especies quimicas.

Para la concentracion molar del oxigeno se usara la definicion de molaridad por metro
cubico de solucidn, al respecto se tiene que tipicamente el aire atmosférico tiene una concentracion
de 21% de oxigeno, y con base en las suposiciones de los gases en condiciones ideales se tiene que
1 mol de un gas equivale a 22.4 litros, por lo que aplicando un célculo simple se consigue
determinar que un litro de aire contiene 0.009375 moles, por Gltimo se aplica una conversion para

dejar este valor en términos de metros cubicos, resultando 9.375 moles - m3.

n
1.23 _
(1.23) M %

Donde:

M: Molaridad
n: Moles

V: Volumen

Para determinar la concentracion molar de agua en la biomasa se utiliza el dato de
contenido de humedad en la biomasa obtenido a partir del analisis proximo, y la densidad de la
biomasa de 160 [kg - m3] para un volumen inicial se puede determinar la concentracion molar de
agua en la muestra. Conocido el volumen inicial y la densidad se despeja la masa inicial de la

biomasa la cual se multiplica por la concentracion de humedad en la particula para tener la
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concentracion de agua en términos de kg dentro de la masa inicial, luego se divide dicha masa
entre el peso molecular del agua para determinar el nUmero de moles, y aplicando la ecuacién

(1.23) se tendra su molaridad.

Por altimo para determinar la concentracion de dioxido de carbono se utilizara el valor
empleado en el trabajo de Di Blasi et al., (2003) que determina un valor de 10 [moles - m3] en los

procesos de combustidn para materiales celuldsicos, en una atmosfera enriquecida en nitrégeno.
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Capitulo 2. Condiciones Y Caracteristicas Del Modelo

2.1. Caracterizaciéon De La Biomasa

La biomasa se caracteriza por presentar un bajo contenido de carbono, un elevado
contenido de oxigeno y compuestos volatiles, dichos compuestos volatiles son los que concentran
gran parte del poder calorifico de la biomasa; sin embargo el poder calorifico depende mucho del

tipo de biomasa considerada y de su humedad (Abaunza & Gacia, 2019).

La cascarilla del café o cisco del café técnicamente corresponde al endocarpio del fruto.
Montilla (2006), calcula que “El cisco representa en peso el 4.2% del fruto seco” ademas Roa,
(2003) establece una capacidad calérica de 17.90 [M] - kg~'], un poder calorifico similar al que
tiene la madera que oscila entre 12 'y 21 [M] - kg~1], dependiendo de la variedad, por ello este
material tiene la potencialidad de convertirse en una fuente de energia adecuada, mediante su

combustién.
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Figura 1.

Pastes del fruto del café.

Piel Exterior (Pericarpio)

Grano de Café

Piel Plateada (Tegumeribo—)—

Cascarilla del café (Endocarpio)/
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En este sentido, cabe destacar que, la utilizacion de biomasas como fuentes de energia

contribuye de manera positiva al medio ambiente, pues este combustible no genera un aumento en

las emisiones de CO2, al ser una biomasa sus emisiones de CO2 son iguales a la cantidad de dicho

gas que capturaron en su etapa como planta, por lo que un balance entre sus emisiones y sus

absorciones seria cero.

2.1.1. Caracterizacion De La Materia Prima

Para la generacion del modelo matematico planteado en este trabajo se necesitan datos

acerca de las propiedades fisico quimicas de la cascarilla del café, al tiempo que se requiere

establecer el potencial energético de la biomasa. A continuacion, se describiran y analizaran los

datos recopilados, por varios autores y se promediaran sus valores para tener unos parametros mas

objetivos.
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Tabla 2.

Analisis Ultimo para la cascarilla de café.
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Analisis Ultimo (%o)

Fernandez Suarez  Manrique  Saenger et

Fonseca et Promedio

(2011) (2001) etal. (2019) al. (2001) al. (2013)
Carbono 50.3 47.5 44.95 43.9 47.5 46.8
Hidrogeno 5.3 6.4 5.34 4.8 6.4 5.65
Nitrogeno <1 0 0.60 0.6 0 0.24
Oxigeno 43.8 43.7 39.41 49.6 43.7 44.04
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Tabla 3.

Analisis Proximo para la cascarilla de café
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Analisis Préximo (%o)

Ferndndez Suarez Manrique Saenger Fonseca Promedio
(2011) (2001) et al. et al. et al.
(2019) (2001) (2013)
Humedad 10.1 10 8.88 11.4 13.1 10.7
Materia Volatil 72.7 78.5 75.85 64.6 73.2 72.97
Carbono fijo 16 19.1 14.48 20 23.1 18.54
Ceniza 1.2 2.4 0.79 4.1 3.7 2.44
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Tabla 4.

Poder calorifico para la cascarilla de café.

Poder Calorifico [M] - kg™1]

Poder Calorifico Superior (LHV) 18.7

Poder Calorifico Inferior (HHV) 17.5

Nota. Adaptado de Fernandez (2011), “Obtencion de gas combustible a partir de la gasificacion

de biomasa en un reactor de lecho fijo” (p. 9-12).

Se aprecia que la cascarilla de café presenta un adecuado poder calorifico y bajos valores
de contenidos de ceniza lo cual la vuelve una buena candidata como combustible en procesos de
combustion. Se analizaran los variables mas relevantes para la formulacion del modelo matematico

que se plasmaron en las anteriores tablas, (Tablas 2 - 4).

Contenido De Cenizas: Se evidencia una aportacion muy pequefia dentro de la
composicién de la biomasa, dentro del modelo se supone que no se tiene en cuenta la formacion
de una capa de este material basados en su pequefio aporte, “no obstante en otros tipos de
combustible solidos como el carbon o los residuos soélidos urbanos su presencia puede llegar a

alcanzar el 10%” Porteiro et al. (2006).
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Contenido de Humedad: La humedad en la biomasa es un compuesto que no se puede

aprovechar energéticamente, al respecto Porteiro (2005), afirma:

La evaporacion de la humedad contenida en la particula incrementa el tiempo
necesario para su combustion a través de tres mecanismos que contribuyen a
ralentizar el calentamiento de la particula y por lo tanto el tiempo necesario para
que se produzca la pirolisis: Absorcion de calor para la evaporacion de la humedad.
Absorcién de calor por el flujo de vapor de agua desde el interior de la particula
hacia el exterior. Oposicion a la penetracion de los reactivos al generarse una

corriente de salida.

Por lo tanto, mientras menor sea el contenido de humedad en la particula, mas eficiente y

rapido sera el proceso de combustion.

Proporcion de Materia Volatil y Carbon Fijo: La calidad de la materia prima para los
procesos de combustion dependen en gran medida de la cantidad de materia volatil y el contenido
de carbono fijo (en adelante por simplicidad se referird a este como char) que posea el material.
Barrera R. et al. (2014) plantea que “La calidad del material es mayor con el aumento del

contenido de carbon fijo, y con la disminucion de la humedad y del contenido de materia volatil”

Poder Calorifico: B. Cengel (2012), define el poder calorifico de un combustible como:
“la cantidad de calor liberado cuando se quema por completo una unidad de combustible y los
productos de la combustion se enfrian a la temperatura ambiente” El poder calorifico se expresa

cotidianamente de dos formas, poder calorifico superior, y poder calorifico inferior, El poder
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calorifico superior es la energia total liberada cuando el combustible es quemado en presencia de
aire, incluyendo el calor latente contenido en el vapor de agua y por lo tanto representa la maxima
cantidad de energia que se puede obtener de un combustible. El poder calorifico inferior es la
energia total liberada cuando el combustible es quemado en presencia de aire, excluyendo el calor
latente contenido en el vapor de agua. Por lo tanto, se concluye que es una medida mas
representativa el poder calorifico inferior ya que la energia que se utiliza en la evaporacion del

agua es energia no aprovechable.

2.2. Pirdlisis

Porteiro (2005) se refiere al proceso de pirélisis como:

la degradaciéon térmica de un combustible en una atmoésfera carente de oxigeno a
temperaturas moderadas entre 200 a 500 °C. A través de ella el combustible es degradado
liberandose cierta cantidad de gases licuables (alquitranes), gases combustibles ligeros

(volatiles), quedando como residuo el carbono fijo.

La proporcion entre los tres componentes depende del tipo de biomasa, generalmente el
char se emplea como combustible en sistemas de combustién de lecho fijo y los volatiles se
emplean para la generacién de electricidad de motores térmicos, mientras los alquitranes pueden
ser convertidos en combustibles liquidos para su empleo en motores o ser empleados directamente
en su combustion (Babu & Chaurasia, 2012). Sobre la naturaleza de las reacciones Castillo (2014)

afirma:
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Las reacciones primarias producen gases como el CO2, el CO y agua, ademas de vapores
organicos y productos liquidos. Las reacciones secundarias toman la mayor cantidad de
compuestos de la biomasa y descomponen moléculas con altos pesos moleculares a mas

sencillas, tanto liquidas como gaseosas.

Castells & Garcia (2005), clasifican la pirolisis desde un punto de vista térmico como un

proceso de 4 etapas:

Secado: En esta etapa se elimina la totalidad de la humedad presente en el combustible.

Etapa inicial (100 °C a 300 °C): En esta etapa se produce la deshidratacion exotérmica de

la biomasa, liberandose el agua retenida y gases de bajo peso molecular como el CO y el CO2.

Etapa intermedia (200 °C a 600 °C): Se produce una pirolisis inicial, en este proceso se
produce la mayor parte del vapor y gases. Durante esta etapa se comienzan a romper las moléculas
mas grandes, generando un producto solido de alto contenido de carbon, gases condensables (vapor

y precursores del producto liquido) y gases no condensables.

Etapa final (600 °C a 900 °C): La etapa final de la pirolisis conlleva el craqueo secundario
de volatiles en productos sélidos y gases no condensables. Si el tiempo de residencia de la biomasa
es suficientemente elevado, se puede producir el craqueo de cadenas de elevado peso molecular
en gases condensables, por lo tanto, se incrementa el rendimiento hacia el producto sélido y gases.
Por otra parte, si los gases se retiran del lugar de reaccion se produce la condensacion hacia

productos liquidos tales como alquitranes.
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Para el presente trabajo se obviara la primera etapa y se entendera que el proceso de pirdlisis
inicia cuando la particula se encuentra totalmente seca. Es de resaltar que practicamente todos los
trabajos que incluyan el modelado de la pirolisis tratan su velocidad de reaccién mediante una o

varias reacciones de Arrhenius.
2.3. Dimensionamiento Y Forma De La Particula

Las particulas cilindricas (pellets y briquetas) tienen generalmente forma cilindrica con
longitud tipica entre 1,5y 3.5 veces su diametro. Existen generalmente en la literatura dos formas
generales de abordar el unidimensionalizacion para reducir la complejidad de los modelos
matematicos. Un camino es trabajar tratando la particula cilindrica mediante la introduccién de un
factor de forma en las ecuaciones diferenciales unidimensionales en coordenadas cilindricas. Para
este caso la conservacion de cierta magnitud escalar @ en el interior de la particula puede

expresarse de forma general como:
@L 2y =22 (rrr 2 - rrpup) + 5,
Donde:
p: Densidad [Kg - m™3]
@: Magnitud general
r: Coordenada posicion en la particula [m]

n: Exponente funcion de forma
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[ Difusividad

u: Velocidad de transporte [m - s™1]

Sg: Velocidad de generacion

Donde se toma n igual a cero (0) para particulas planas infinitas, 1 para cilindros infinitos
y 2 para esferas, esta formulacion genera el desprecio de la variacion axial de las propiedades y
genera errores en las variables del modelo pues considera que el valor de cualquier parametro solo
depende de su distancia al eje de la particula, Porteiro et al. (2006). Algunos autores utilizan
correcciones y replanteamientos de la ecuacion (2.1) para disminuir la gravedad de este enfoque,
Thunman et al., (2002) fue el autor de la generalizacion geométrica mas utilizada para el

tratamiento unidimensional de la particula, el cual se menciona a continuacion:

Sea una particula cilindrica de radio r y longitud L como la que se muestra en la figura 2.2,
si se considera que la particula es puramente isotropica y considerando que los procesos que tienen
lugar durante la combustion tienen origen en la superficie de la particula, los procesos penetraran
desde la superficie hacia el interior con la misma velocidad axial que radial. Por lo tanto, a cierta
distancia r del eje de la particula se define un volumen de control de la siguiente forma: un cilindro
hueco de radio interior r — Ar/2 y radio exterior r +r/2 y de longitud I(r) = L — 2R + 2r,

cumpliendo por lo tanto que la distancia axial y radial a la superficie de la particula es la misma.
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La segunda manera para simplificar formas complejas y hacerlas unidimensionales
consiste en la conversion desde figuras que tienen varias dimensiones a esferas que manejan un

diametro equivalente, al respecto Haseli et al., (2011) dice:

En la practica, la forma de la particula es usualmente cilindrica o en forma de losa, pero en
algunos casos, puede ser cubica, un modelo unidimensional todavia puede ser usado para simular
la caracteristica de combustidn de este tipo de particulas. Lo que se necesita para lograrlo es definir
una forma de particula que se asemeje a su forma real, valiéndonos de un didametro equivalente.

(Traduccion propia).

Este método ha sido ampliamente utilizado, al respecto la mayoria de los investigadores
usa un parametro geométrico para asumir una forma esférica, Trubetskaya et al., (2017), sin
embargo dicho procedimiento tiene algunos inconvenientes pues varios investigadores
argumentan que se obtienen mejores resultados para particulas complejas utilizando al menos dos
parametros (largo y ancho) para describir el tamafio de la particula. Estudios comparativos como
los realizados por Ismail et al., (2016), Lu etal., (2010) o Yinetal., (2004) no al logrado esclarecer
el camino mas 6ptimo para el modelaje de particulas en procesos de combustion, por lo cual no

existe un consenso general.
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Figura 2.

Unidimensionalizacion de la particula cilindrica from Mathematical modelling of combustion of

a single Wood particle

En términos de los inconvenientes que presenta cada método para el primero el méas grande
es la necesidad de conocer la magnitud escalar @ que se debe conservar, para establecer dicha
magnitud los investigadores emplean el método propuesto por Rosin y Rammler para generar un
andlisis granulométrico que permita a partir de una distribucion de tamafios generar una
clasificacion y poder definir esta magnitud escalar a conservar, realizar una clasificacion de esta
naturaleza excede los alcances del presente trabajo, al tiempo que ha sido imposible encontrar la

bibliografia necesaria para adoptar este metodo.

Por lo tanto el método que se utiliza aqui es partir de una particula cilindrica y realizar una
conversion a una particula esférica representativa con base en un diametro equivalente que se
calcula con la ecuacion utilizada por Gomez et al., (2014)

3Lciz)1/3

(2.2) deq = Dcir (m



MODELO MATEMATICO UNIDIMENSIONAL DE LA COMBUSTION 39

Figura 3.

Unidimensionalizacién de una particula cilindrica a esférica

Esta ecuacidn y en general el método utilizado tiene sus limitaciones como cabria esperar,
primero sobre la ecuacion se establece un limitante con respecto al tamafio de las particulas
estudiadas, el cilindro no puede tener una altura mayor que 3 veces el diametro del mismo, ademas
sobre las estimaciones obtenidas por medio de este modelo seran entre un 5% y un 10%

subestimadas con respecto al comportamiento cilindrico original Trubetskaya et al., (2017).

2.4. Propiedades Necesarias Para El Modelo

En este apartado se recopilardn de forma detallada las correlaciones, propiedades y

propiedades fisicas 0 quimicas que seran necesarias para la ejecuciéon del modelo.

Para obtener informacion sobre la densidad se recurrié a la investigacién realizada por
Suarez & Beaton, (2003) donde se determind la densidad aparente en concordancia con la norma
ASTM Estandar Method for bulk density of particulate biomass fuels, E-873-82 (ASTM 1983),

para una muestra de café Coffea Arabica, una variedad que también es muy tipica y se encuentra
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muy extendida alrededor de Colombia. Después de promediar los resultados obtenidos se encontrd
que la densidad aparente del café fue de 160[K g - m~3]. De esta misma investigacion se tomo el
dato sobre la humedad contenida en la cascarilla de café, de acuerdo a la aplicacion de la norma
ASTM Estandar Method for moisture of particulate Wood fuels, E-871-82 (ASTM, 1987) los
investigadores obtuvieron un valor promedio de 10.1% de humedad contenida en la cascarilla de
café. Con los datos mencionados anteriormente se puede definir la densidad de la primera capa del
modelo. Para definir la densidad de la cascarilla seca (La cual representaria la segunda capa del
modelo) se trabajo con los datos que se obtuvieron del estudio realizado por Do Vale et al. (2007)
en el cual cuantifica la densidad aparente de la cascarilla con un contenido de humedad del cero
por ciento en un valor de 144.41 [Kg - m~3]. La densidad del char se obtuvo a partir de los datos
suministrados por Nordon & Bainbridge, (1979) en su estudio de las propiedades del carbén para
combustion donde cuantifican la densidad aparente de este en 600 [Kg - m™3], la cuales seran

utilizadas para caracterizar la capa de char vy la capa limite dentro del modelo.

Para el caso de los calores especificos de los diferentes componentes de las capas, otra
propiedad necesaria para ejecutar el modelo, los valores se obtuvieron de la siguiente manera: En
el caso del char esta informacion también se extrajo de Nordon & Bainbridge, (1979) quien calculo
el calor especifico del char en 802 [J - Kg~! - K]. El calor especifico de la cascarilla de café sin
contenido de humedad se obtuvo por medio de la correlacién empirica Castillo, (2014) para una
temperatura de 300 K, la correlacién mostrada a continuacion genera un valor de 1261.1[J - Kg~* -
K.

(22)  Cpgry = 3.86 T[K] + 103.1
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Para el calculo del calor especifico de la cascarilla de café teniendo en cuenta la humedad

contenida, se utiliza el planteamiento Basu, (2010):

(2-3) CPmoist = My Cyy + (1 — Mwet)dery

Donde:

CPomoist: Calor especifico de la capa con contenido de humedad

M,,e:: Contenido de humedad

Cy: Calor especifico del agua

El calor especifico del agua tendra un valor de 4180 [J-Kg~'-K] y se obtiene del
planteamiento de Tinaut et al., (2008). Resolviendo la ecuacion (2.3) se obtiene un calor especifico

de la cascarilla con contenido de humedad de 1547.1522 [ - Kg~! - K].
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Capitulo 3. Modelo Matematico

La modelizacion matematica de fendmenos fisicos ha pasado a ser parte fundamental de
los campos de accidn de la ingenieria en los ultimos afios a medida que el poder computacional y
de célculo de las herramientas a disposicion avanzan y se tornan de mas facil acceso para los
usuarios finales; lo cual permite modelos cada vez mas refinados que puedan cumplir de mejor
manera con su objetivo ultimo: describir, explicar y predecir el fendmeno estudiado a partir de las

relaciones matematicas establecidas entre las variables del modelo.

En el presente capitulo se describe el tipo de modelo utilizado, basado en los
planteamientos de Patankar, plasmados en su libro Numerical Heat transfer and fluid Flow, donde
su principal caracteristica es la linealizacion de las ecuaciones diferenciales que tipicamente
describen los fenémenos de transferencia de calor y la generacién asi de un modelo matematico
de ecuaciones lineales discretizadas que conforman un sistema de ecuaciones que se pueden

resolver por métodos algebraicos simples sin perder exactitud al aplicar esta transformacion.

En este capitulo también se describe y analiza la concepcion del modelo, las variables
empleadas, las relaciones establecidas y el método de solucion que se empleara para dar una

adecuada descripcion del fendmeno.
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Figura 4.

Bosquejo del modelo de particula

QRad
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3.1. Introduccién E Hipotesis Generales

El modelo matematico para la combustion que se presenta a continuacion se parte de la
idea de que la particula se encuentra aislada y en un ambiente adecuado para su combustion. Dicha
particula por conveniencia serd considerada de forma esférica con diametros ajustables a los

requisitos de la investigacion.

Se considera por tanto una particula de dimensiones iniciales dependientes de R [m], la
cual se encuentra expuesta a unas condiciones ambientales controladas, con un flujo de aire a su
alrededor para el cual se conocen su temperatura [K] y teniendo una concentracion de oxigeno en

abundancia propicia para favorecer la combustion. La particula ademas recibira una cantidad de
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radiacion [W - m~2] que incide sobre su superficie, una representacion de lo anterior se muestra

en la figura 1.

El modelo matematico utiliza el método de volumenes finitos para generar una
simplificacion de la estructura interna de la briqueta de cascarilla de café, tomando como referencia
el modelo establecido por Thunman et al. (2002) y aplicandolo con algunas simplificaciones al
caso de interés. Se establecen entonces 4 capas principales, la capa central e inicial del modelo
sera un volumen de control donde la biomasa conserva su humedad, la segunda capa sera un
volumen de control con la biomasa libre de humedad, mientras que en la tercera se encontrara el
volumen de control correspondiente al char, la Ultima capa estd conformada igual que la tercera
por char y se generar para obtener una mejor prediccion de la temperatura de la superficie de la
particula, zona que es fundamental para los procesos de intercambio de calor y reaccion, lo anterior
se establece en concordancia con los datos de Gdmez et al. (2015), y también se utiliza su relacion
para esta Ultima capa, se establece una relacion de diametro de capa limite de 0.25 en relacién con

la capa de char.

Una vez establecidas las condiciones iniciales del modelo se definiran las hipdtesis que

regiran el mismo:
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3.1.1. La Particula Se Modela Como Una Esfera Y Las Capas Internas Se Modelan Como

Esferas Concéntricas

El ndcleo del modelo utilizado se basa en la técnica de los volumenes de control o
volumenes finitos, un método alternativo a los de diferencias finitas y elementos finitos, al respecto

Nifo, (2002) define el método de la siguiente manera:

Es un método que establece una malla que discretiza un espacio fluido. “En torno a cada
punto de esta malla se construye un volumen de control que no se traslapa con lo de los
puntos vecinos. De esta forma el volumen total de fluido resulta ser igual a la suma de los

volimenes de control considerados (p.2).

Figura 5.

Discretizacion de la particula

Cascarilla de
Cafe seca

Char

Cascarilla de
Cafe Humeda

Capa Limite
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3.1.2. Se Supone Que Los Materiales Que Componen La Esfera Caracteristica Del Modelo

Son Isotrdpicos

Esta suposicion se acepta normalmente en los analisis de transferencia de calor, al respecto
Cengel (2007), menciona que la regla esta presente cuando un material tiene propiedades
uniformes en todas direcciones. Esta propiedad es en realidad cierta en la mayoria de los casos de
estudio cotidianos de transferencia de calor, excepto para aquellos que exhiben estructuras
diferentes en direcciones diferentes como algunos materiales biolégicos o materiales compuestos

laminados.

3.1.3. Se Supone Que EI Secado Ocurre A Una Temperatura Constante

En otras palabras, se asume que mientras se esté llevando a cabo un cambio de fase en un
material, por ejemplo, el paso del agua liquida contenida en los poros y las fibras de la biomasa
himeda a vapor de agua, todo el flujo de calor que entre en su volumen de control sera utilizado
para realizar este cambio de fase y por tanto no representa un aumento en la temperatura del
material. Esta suposicion se ajusta a los lineamientos de trabajo que emplean Porteiro (2005),
Gbmez et al., (2015) “Durante este proceso la temperatura de la region se mantiene sensiblemente
constante de forma que la practica totalidad del calor absorbido que recibe la zona es empleado en

el proceso de evaporacion del agua”.
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3.1.4. La Pirolisis De La Biomasa Seca Ocurre En Un Mecanismo De Tres Capas

Dado la forma en capas en la que se modela la particula y la interaccion entre ellas se
requiere describir la pirolisis en una medida razonable y simplificada, ya que la pirolisis es un
proceso sumamente complejo que puede involucrar cientos de especies, Tabarés et al. (2006). ).
Un enfoque practico para abordar este fendmeno es descrito por Jacobo (2005). “Desde un punto
de vista practico normalmente se manejan tres especies: char (que es el residuo solido carbonoso),
gas (que son las especies gaseosas de bajo peso molecular) y los alquitranes (tar) (especies

organicas condensadas de alto peso molecular”. En el presente modelo se utilizara este enfoque.

3.1.5. No Se Tiene En Cuenta La Capa De Ceniza

Autores como Bruch et al., (2003), Thunman et al., (2002) y Gomez et al., (2014)
sostienen que al terminarse los procesos de secado y pirolisis el material que queda es una particula
de dimensiones semejantes formada mayoritariamente por carbon, ( Illamado char en este trabajo,)
y una capa superficial de ceniza cuyo modelaje sumaria complejidad al modelo sin mejorar en gran

medida la precision de los datos obtenidos, por lo que se opta por descartar su consideracion.

3.1.6. El Comportamiento De Los Gases Es Ideal

La hipotesis del comportamiento de gas ideal por parte de los gases involucrados dentro
del modelo es una suposicion simplificadora pero no alejada de la realidad, como sostiene Levine

I. N. (1991), “El modelo de gas ideal tiende a fallar a temperaturas bajas o a presiones elevadas,
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cuando las fuerzas intermoleculares y el tamafio intermolecular es importante”, asi pues el caso de

estudio se plantea a altas temperaturas y presion constante, por lo que la suposicién es aplicable.

3.1.7. La Particula Conserva Su Forma Durante Todo El Proceso De Combustioén.

Ouedraogo et al. (1998), establece este supuesto para asegurar que la particula no se fisure
o se fragmente, lo que modificaria los volimenes de control dentro de los puntos de la malla, lo

cual es un requisito indispensable en el modelo matematico.

3.2. Planteamiento Del Modelo

3.2.1. La Ecuacién De Conduccion De Calor En Régimen Transitorio Aplicada A Una Esfera

Las ecuaciones diferenciales segun Molero, Salvador, Menarguez y Garmendia (2007)
tienen como finalidad basica analizar el proceso de cambio en el mundo fisico, al respecto el
proceso de combustion es un perfecto ejemplo de ello Cengel y Boles (2012) afirman “La
combustion es una reaccion quimica durante la cual se oxida un combustible y se libera una gran
cantidad de energia” (p. 773), en referencia a los conceptos anteriores entonces deben existir una
serie de ecuaciones diferenciales que representen de manera adecuada los procesos de combustion,
de transferencia de calor y los intercambios de masa con el ambiente en un periodo de tiempo

establecido.

Siguiendo el planteamiento de Cengel (2007) para la conduccion de calor en una esfera en

un estado transitorio se tiene la siguiente ecuacion:
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10 oT aT
31) —2 (2 _) s el
1) r2or (r kar + €gen = pC Jt

Donde:

p: Densidad

c: Calor especifico
r: Radio exterior

€gen: Tasa volumetrica de generacion de calor

k: Conductividad termica del material

49

La cual se puede interpretar como la razon de la conduccion de calor en la ubicacion r méas

la velocidad de la generacion de calor dentro del elemento va ser igual a la razén de cambio en la

temperatura del elemento con respecto al tiempo.

Ahora valiéndonos de la definicion que el mismo Cengel (2007), da de entalpia:

(3.2) oh oT

ot Cprom E
Donde:
h: Entalpia

Cprom: Calor especifico promedio
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T: Temperatura [K]

Si por ajustarse a la notacion usada por Patankar, (1980) ademas representamos la tasa
volumeétrica de generacién de calor por medio de S, la ecuacion 2.1 puede ser reescrita de la
siguiente forma:

oh 1 0 oT
(3.3) _=__( 2 _>
'Dat r2or r kar S

Hay que mencionar que en la ecuacion (3.1) se considera a p como constante, un supuesto
valido para el modelo, para cualquier etapa se considera que la densidad y el calor especifico se
mantienen constante, las reacciones quimicas, intercambios de calor y perdidas de masa en las
diferentes capas siempre se llevaran a cabo en las capas mas superficiales lo cual generara, que las
propiedades fisicas se mantengan constante en la mayoria de los volumenes de control, por ello el
supuesto anterior es valido. Si se integra la ecuacion (3.3) sobre el volumen de control en la
posicion (P), de acuerdo a la figura (3.3) y sobre el tiempo en el intervalo t hasta t + At, para

luego aplicar una discretizacion de la forma en la que se describio en el capitulo 1 se obtiene:

(34)  (pCp)pTp — (pCp)pTP Tg —Tp Tp =T
At VP = 8T[kp’ERg' - m - 8T[k1‘pR12 ) ﬂ

Donde:

p: Densidad [Kg-m™3]

Cp: Calor especifico[]-Kg™' - K]
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V,: Volumen de la capa actual [m3]

At: tasa de tiempo discretizado [s]

kpp: Conductividad termica en la interfaz P —E [W -m™!-K™1]
k; p: Conductividad termica en la interfazl —P [W -m™ - K™1]
Rg: Radio enla capa Externa[m|]

R;: Radio enla capa Interna[m]

Rp: Radio enla capa actual[m]

Spp: Termino fuente en la capa actual [W - m~3]

De la ecuacidn (3.4) cabe hacer algunas aclaraciones, para el lado izquierdo de la ecuacién,
se aprecia como se menciono en el parrafo anterior que el calor especifico y la densidad de la capa
se mantienen constates, el volumen de la capa se genera de acuerdo a la ecuacion (3.5), donde los
radios Ry y Ry, delimitan el volumen de control para la capa estudiada; el termino 4R} se refiere
al area superficial de la capa, mientras que el 8 aparece al realizar un promedio en la distancia
entre los radios, buscando mantener el nodo de la malla para una capa del volumen de control en
el centro de la misma. Las conductividades térmicas en las interfaces se calculan siguiendo el

planteamiento que se hizo en el marco teorico.

4
B5) v= §7T(R§ —R})
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Donde:

V: Volumen [m3]

Rg: Radio del limite derecho del volumen de control [m]

Ry Radio del limite izquierdo del volumen de control [m]

El Gltimo término del lado derecho de (3.4), llamado termino fuente siguiendo con la
notacion utilizada en el presente trabajo, Sy, pVp representa todas las generaciones o consumos de

calor volumétrico e interacciones de la particula con el exterior para la presente capa.

Figura 6.

Representacion de la notacion de elementos finitos en la malla.

Capa Interna Capa Actual Capa Externa
— @ @ @
I P E
>
_P RE

=2 4



MODELO MATEMATICO UNIDIMENSIONAL DE LA COMBUSTION 53

3.2.2. El Termino Fuente En La Ecuacion De Energia

Como se menciono anteriormente el termino fuente recoge todas las fuentes de generacién
0 consumo de calor volumétrico del modelo, para este caso se siguen los planteamientos de Gomez

et al. (2015); Strom & Thunman (2013) y se define el termino fuente de la siguiente manera:

(3-4) Sh = Sreaccion + Savance + Sinflacion + Sinrtercambio + Sadventivo

En el término fuente radica la capacidad de fidelidad del modelo, dependiendo de las
fuentes que se agreguen se mejorara o empeorara la precision del mismo. Es de destacar que la
ecuacion (3.4) esta escrita en forma general lo que implica que los diferentes términos que la
conforman no tienen por qué ser aplicados a la totalidad de las capas del modelo, sino a la capa

adecuada en concordancia con la naturaleza del término fuente.
3221 Sreaccion

El primer componente del término fuente es la generacion o consumo de calor debido a las
reacciones heterogéneas. Estas reacciones consisten en el ratio de generacion de biomasa libre de
humedad multiplicado por el calor latente de pirolisis y el ratio de las reacciones de carbonizacion
heterogénea que toman en cuenta los procesos de oxidacion y difusion, que suceden en la capa
limite, donde interactuan las fases sélidas y liquidas, por lo cual se presenta una distribucion de

energia entre dichas fases, el cual es tenido en cuenta al multiplicar este término por el factor

fsolido/gas-

. ,1 ,2
(3.5) Sreaccion = Wary * LHgey + (S(?ffglr + Séghacfr + Séghacfr )fSOlidO/gaS
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Donde:
wgry: Ratio de generacion/Consumo de la capa seca [ Kg - m=3-s71]
LHg,,: Entalpia de pirolisis[] - Kg™!]

S9X .. Termino fuente para la reaccién heterogenea de oxidacion del char

1 i e

tha;r : T.fuente para la reaccion heterogenea de gasificacion 1 del char
2 ., e

tha;r : T.fuente para la reaccion heterogenea de gasificacion 2 del char

fsotido/gas: Coeficiente de distribucion [—]

El ratio de generacién / consumo de la capa seca fue abordado en secciones anteriores, en
cuanto al término del calor latente de pirolisis el dato se obtuvo de acuerdo a la investigacion de
Daugaard & Brown (2003), 1.53 + 0.26 MJ - kg~1, los términos fuentes para las reacciones
heterogéneas se desarrollaran en el siguiente apartado y con base en la seccion 1.2 mientras que el
coeficiente fso1iq0/4as S€ Modela como un factor de distribucion de la energia entre las fases sdlida
y gaseosa, utilizando sus entalpias de reaccion, de acuerdo a la ecuacion (3.6).

R
HCO

(3.6) fsolido/gas = R
coz

Para los términos fuente de las reacciones heterogéneas (ecuaciones (3.7) a (3.9)) se trabaja

con los ratios de generacion consumo y las K globales han sido definidas en secciones anteriores.
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El dnico termino nuevo que aparece para estas formulas es la densidad relativa o fraccion solida

cuyo valor se toma como 0.56 de acuerdo a los trabajos de Gémez et al. (2014).

(3.7) Sehar = =9 K;ff)bAv[Oz]Moz "€
(3.8) Sf,;;r = (2o — 1) " KgiopAv[021My, — Kf[;bAv [CO2]Mco,) - €
(3.9) Sf,f" = —Kﬁ'iju[HOZ]MHOZ "€
Donde:

¢@: Relacion de consumo moles de oxigeno y carbono

giop: Comstante global del char para la reaccion oxidacion
K%' . Constante global del char para la reaccion de gasificacion 1
K97 : Constante global del char para la reaccion de gasificacaion 2

A,: Relacion area volumen[m™1]
[i]: Concentracion molar del elemento i
M;: Masa molar

&: Fraccion solida
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3.2.2.2 S yvance

El termino fuente de avance busca representar el movimiento de las distintas capas hacia
el centro de la particula. Suponiendo la misma distribucion de volumenes de control que los
representados en la figura 3.3 se puede entender esta ecuacion de la siguiente manera, la capa
actual (capa P) gana la energia que pierde la parte de la capa interna (Capa 1), que se convirtio y
pierde la energia de parte de la capa que anteriormente estaba cubierta por P pero que ha sido

obtenida por la capa externa (capa E).

(3-10) Savance = Cpp [(‘)I plp_l;P TIO - “jPTIE(’)]

Este planteamiento es el mismo que realizaron recientemente Gémez et al. (2015) y en
primer lugar Bruch et al. (2003), donde el avance se cuantifica por medio de los ratios de consumo
de las capas del modelo, done el primer elemento del término dentro del paréntesis representa el
ratio masico a la temperatura de la capa interna y el segundo elemento representa el avance de la
capa actual sobre la interna, todo multiplicado por el calor especifico de la capa actual para tener

en cuenta capacidad térmica de la capa.

3.2.2.3. Sinflacion

Ngases

Tp
(3-11) Slnflacion = _Flnflacion Z d)j f ijdT
- Ty
J
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El efecto de inflacion blowing-out effect como es mencionado en la literatura inglesa, afecta
los coeficientes de masa y transferencia de calor en la particula como resultado de los gases que
son expulsados como resultado del secado y la desvolatilizacion de las materias durante su
combustion, que se genera por la salida de los gases que para los procesos térmicos arrastran con
ellos parte del calor que de otra forma iria dirigido a la particula, y en términos de transferencia de
masa, dichos gases que abandonan la particula dificultan el acceso de las especies a la superficie
de la particula. En nuestro caso las tasas de generacion de los gases se toman de los Arrhenius,
multiplicados por las densidades de cada gas, multiplicado por los calores especificos de cada gas,
para los cuales se toman las expresiones generadas por Smith (1981), las cuales se enuncian a
continuacion.

B-5316+ B-0.014285-T — B-0.8362e¢ > -T2+ B-1.784¢ °B- T3
44.01

(3.12) Cpcp, =

B-9.726 + 0.04001e™%-T + B+ 0.1283e¢>-T? — B+ 0.5307¢2 - T3

(313) (Cpgp = =

7.7 B+ B-0.04594e %2- T+ B-0.2521e7°>-T2 —B-0.8587¢7°-T3
18.01528

(3.14) CPuz0(g) =
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Bulgakov (1983), realizo uno de los primeros trabajos donde estudio este efecto, al respecto
sus conclusiones evidenciaban un incremento en el coeficiente de transferencia total como

resultado del blowing-out effect.

La ecuacion 3.11 se formula de tal forma que tiene en cuenta el efecto térmico del calor
especifico para la tasa de generacion de cada gas. Al respecto cabe mencionar que algunas capas

del modelo no tendran en cuenta las mismas tasas de generacion de gases que otras.

El termino F,f14ci0n CUantifica la inercia térmica que presenta la capa con respecto a los
gases generados para la misma, donde un valor de 1 define que la capa se comportaria como un
intercambiador de calor perfecto, y su valor va de cero hasta siendo variado libremente por el

investigador para lograr un mejor ajuste del modelo a los datos experimentales.

3.2.24. Sintercambio

El termino S;,termeanio CUaNtifica las entradas de energia que recibe la particula en su capa

mas externa como resultado de los modos de transferencia de calor por conveccion y radiacion.

(3.15)

Sintercambio Sconveccion + Sradiacion

La conveccion segun Cengel (2007) “es el modo de transferencia de calor entre una
superficie sélida y el liquido o gas adyacente que esta en movimiento, y comprende los efectos
combinados de la conveccion y del movimiento del fluido”. En el caso de interés el aire dentro de
la cdmara de combustion estara a una temperatura mas baja que la temperatura de la particula al

momento de iniciarse la evaporacion y los procesos de pirolisis y combustion, por lo cual la
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transferencia de calor ira de la superficie del solido (Para el caso del modelo se supone que el calor
entra a la superficie de la capa limite) al fluido, ese es el motivo del signo negativo en la ecuacion

3.16.

(3.16) —Sconveccion,solido = NcAy (Tboundary - Tgas)
Donde:
h. = Coeficiente de conveccién [W -m™2 - K~1]
A, = Relacion Area volumen [m™1]

T

gas = Temperatura del fluido [K]

Thoundary = Temperatura de la capa limite de la particula [K]

Para el caso del S,,4iqcion Sera el termino fuente que buscara cuantificar la energia por
radiacion que recibe la particula. Incropera et al. (2005) define la radiacion térmica como “la
energia emitida por la materia que se encuentra a una temperatura distinta de cero ... mientras que
la transferencia de energia con conduccidon o conveccion requiere la presencia de un medio
material, la radiacion no”. Esta ultima parte es importante, de hecho en la bibliografia revisada
acerca de modelos de combustion generalmente se dedica una parte del modelo al estudio de los
efecto producidos por la radiacion, autores como Fatehi & Kaviany, (1994) centran una especial

atencion y describen de forma detallada este evento. En el caso del presente modelo se utilizara la
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formulacion propuesta por Frank Incropera, et al. (2005) para cuantificar la energia radiante que

ingresa al sélido.

(3.17)  Sradiacion = 0@Au(T¥ = Thoundary)

Donde:

o: Constante de Stefan Blotzman [W - m™2 - K*]

a: absortividad [—]

Tr: Temperatura de la flama [K]

Tgoundary: Temperatura de la capa externa [K]

3.3. Ensamble Del Sistema De Ecuaciones

Como ultimo requisito para tener el punto de partida para el modelo como se mencion6 en

la seccion 1.1.3. se linealizaran los términos fuente. Obteniendo por tanto la ecuacion:

ds
(3.18) Shp = d;‘f’

Ty + Spp

Con base en el sistema de ecuaciones anterior se tendrd unos términos fuentes acordes al
comportamiento de cada capa que seran calculados de acuerdo a una temperatura inicial y luego
por medio de un método iterativo seran ajustados para llegar al equilibrio. El desarrollo sera el

siguiente, la ecuacion (3.4) puede reescribirse con base en la seccién (1.1) de la siguiente manera:
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Aplicando la ecuacion anterior a cada capa del modelo se obtendrd un sistema de

ecuaciones que puede ser planteado de forma matricial como se muestra:

aP,l _aE,1 O O Tl /ag,lTlo + bl\
— - 0 T al,TY +b
(3.20) ar2  App2 ag,2 N R N R 2
0 —a3 psz  —4gg3 T3 ap TS + bs
0 0 —Qj4 apa T, al TP + b,

En la tabla 5 se define cada uno de los coeficientes reunidos en la ecuacion 3.20 siguiendo

el método planteado por Patankar, (1980).

Tabla 5.

Coeficientes de las ecuaciones lineales para la solucion de la temperatura de cada capa de la

particula
Capa(i) ap; ap; Qg a,; b;
C
" P1Atp1 Vi+a;+ag
p1Cp1 0 k 8mR; SELV,
1,2 )
hameda At R, dSp 1

dT
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P2Cp;

" 5 At Vo+a; +ag
C 8nR 8mR
C.seca P2=P2 ki, i A Sh.2V2
At RZ ! R3 —_ RZ dSh,Z V
dr *?
C
Ps p3V3 +a;+ag
p3Cps 8mR2 8mR2 At u
Char 2.3 3,4 Sn,3V3
At R3 - R2 R4_ — R3 dSh,3
dr 3
C
C P p4V4+a,+aE
' P4+CP4 87TR§ At u
A 347 _R. 0 ShaVa
Limite t 4~ 13 _ ASha v
ar *

3.4. Modelado Del Proceso De Secado

El proceso de secado de la particula es un importante paso durante la conversion del

combustible sélido, que ocurre simultdneamente o antes de la pirolisis. Una humedad inicial alta

puede reducir la velocidad de calentamiento de las particulas en un factor de 3 a 5 Di Blasi et al.

(2003). El agua dentro de las particulas se puede encontrar en tres formas: agua libre, agua unida,

y agua capilar. El agua capilar o libre existe en forma liquida en huecos y células, mientras el agua

unida existe como moléculas de agua unidas fisica o quimicamente a la superficie de los poros de

la particula o especie hidratada. H. Fatehi & Bai (2014).

En términos del modelo las altas
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velocidades de calentamiento junto con la naturaleza endotérmica de la evaporacion del agua
pueden generar inestabilidades numéricas en su modelado, en el planteamiento de la tabla 4, no se
ha tenido en cuenta el efecto de la evaporacion del agua, pero como se remarca es un efecto que

no se puede obviar.

Como se menciond anteriormente para este trabajo se supondra que el secado ocurre a
temperatura constante y que, una vez alcanzada la temperatura de secado en una region de la
particula, todo el calor entrante hacia esta region se emplea en el secado hasta que se halla
evaporado toda la humedad. Gémez et al. (2015) propone este modelamiento a partir de un frente

de avance isotérmico, que es matematicamente estable dentro del modelo.

Este frente de secado sera la interfaz entre la capa de biomasa himeda y la capa de biomasa
seca, dicha condicion se representa en la figura 3.4. Ante estos planteamientos se hace necesario

establecer algunos cambios en los coeficientes planteados en la tabla 4.
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Figura 7.

Delimitacion del frente de secado dentro del modelo de capaz.

Capa Humeda

Capa Seca
Capa de Char

Capa Superficial

Frente de Secado

El intercambio de calor entre la capa himeda y la capa seca sera considerado como cero,
esdecirag, = ay,,, = 0,y latransferencia de calor entre las dos capaz y la interface sera modelada
agregando un término fuente en cada capa, dichos términos fuentes se linealizan de la misma forma

hasta ahora planteada.

3.4.1. Termino Fuente De Evaporacién

Para tener en cuenta el efecto de la evaporacion se introduce un término fuente adicional
para las capas del modelo con contenido de humedad y sin contenido de humedad, teniendo en
cuenta el planteamiento el planteamiento del frente de avance isotérmico, se describira a

continuacion la variacion de cada uno de los términos fuentes para las capas mencionadas
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3.4.1.1. Capa Humeda.

Teniendo en cuenta la ubicacion de esta capa dentro del modelo (siendo la mas central) y
la entrada de calor supuesta, del exterior hacia el centro, la primera conclusion es que los
coeficientes ay, , Y ag , seran cero, es decir la capa no recibe calor desde su interior y todo el calor
que le llega desde el exterior sera utilizado en el frente de secado, y hasta que no se evapore la
totalidad de la humedad en este el calor no sera utilizado para otro fin. Cabe mencionar ademas
gue como se considera el frente de secado no se estara tomando la interfaz de fronteras entre los
volumenes de control, por lo tanto, no se utilizara para este téermino fuente S, el coeficiente de
conduccion en la interfaz sino el coeficiente de conduccidn para el material hGmedo, promediado
y ubicado a la distancia radial del centro del volumen de control a la temperatura del volumen de
control. Como el termino fuente de evaporacion sera dependiente de la temperatura de evaporacion
se escribe de la forma mostrada en la ecuacién 1.24, para poder ser ordenado sus coeficientes los
términos dependientes tanto de la temperatura de la capa actual como de la temperatura de

evaporacion.
(3.18) Sevap = Sevapr + SevapTevap
(319) Sevap,Tp - k18T[R1Tp

(3.20) Sevap,Tevap = k187TR1Tevap Vi



MODELO MATEMATICO UNIDIMENSIONAL DE LA COMBUSTION 66

3.4.1.2. Capa Seca.

En el caso de la capa seca se tendra que esta recibira el calor de su capa este por medio de
la interfaz entre capaz, por lo que en este caso si es viable la utilizacion del coeficiente de
conductividad en el interfaz calculado de la forma expuesta anteriormente. Por el mismo
planteamiento del frente de secado se supone que hasta que no se evapore la totalidad de la
humedad el calor que entra en el frente de secado no serd empleado en otra funcién. Por lo tanto,
el planteamiento para el termino fuente de evaporacion para esta segunda capa puede plantearse

de forma analdgica a la anterior.

(3.21) Sevap = Sevapr + SevapTevap

(3.22) s _, _8mRi
evap,Tp — Zm P

8mR?
(3.23) Sevap,Tevap =k, HVZTevap
2 1
Una vez que se hace el replanteamiento de los coeficientes antes mencionados la tabla 5 se
puede reescribir para incluir los cambios por el termino fuente de evaporacion de la siguiente

manera:
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Tabla 6.

Reescritura de los coeficientes de las ecuaciones lineales para la solucion de la temperatura de

cada capa de la particula teniendo en cuenta el efecto de la evaporacion.

- 0
Capa(i) a,; ay; Qg a,; b;

C. Vi — V.
C 1 1
P 1Atpl 0 0 At dT [Sy — ki8R, Tupy Vi
humeda — k,87R,
C 8mR2
pP2LDP2 V, + ks 2 IS#,Z
p2CD; 8RS at Rs =Rz
C. seca 0 kys3 R
At TR dS,,  BmRE L 8mRE |
dT 2 ZRZ_R1 ZRZ_R1 evap| V1
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Figura 8.

Representacion del frente de secado dentro del modelo de capas.

T+ Tévgp

Capa de cascarilla \‘\ N .| Capade Cascarilla  Capa de Char
de cafe humeda | O\ \ de Cafe seca

3.5. Variacion De Los Voliumenes Durante El Proceso De Combustion

Dado que el método utilizado para la creacion del modelo propuesto utiliza una cuadricula
con puntos a partir de los cuales se establecen volimenes de control que no se solapan entre si, y
por el proceso de la combustion se genera el consumo de las capas en el modelo, se necesita
establecer un algoritmo que representa la posicion de las capas a medida que transcurre la

combustion.
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La ecuacion 3.24 representara la evolucion del tamafio de la capa a medida que transcurre

el tiempo. Al respecto el termino fuente Sv, representara la sumatoria de los términos de

generacion y consumo del volumen para cada capa.
(3-25) Svp = Svconsumo + Svgeneracion
A continuacion, se desarrolla cada uno de los componentes de este término fuente.

3.5.1. Termino Fuente Para La Generacién De Volumen

wy
(3-26) Svp,generacion = Rencogimientop_VI
1

A partir de las condiciones de partida del modelo, donde inicialmente la particula esta
compuesta solo por la biomasa la cual posee algo de humedad (aunque matematicamente no se
supone inicialmente las otras capas como cero, sino que se les da un valor minimo) se generaran
las demas capas, la generacion de estas capas estara controlado por la cinética de Arrhenius para
cada capa. Para la capa de biomasa hiimeda, se plantea en funcién del calor latente del agua y de
la cantidad de calor que esta recibiendo la capa cuanta agua se esta liberando y este término se
divide por la densidad, con base en la ecuacion 1.19, para la capa de biomasa seca se aplica el
mismo concepto utilizando como base la ecuacion 1.21, en el caso de la capa de char se utiliza la

ecuacion 1.22.

pdry d)char_gen
(3.27) Rencogimiento =

Pchar wdry
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Dada la naturaleza propia del fendmeno de la combustion y la forma en que se planted el
modelo, el material solido es consumido solo en la capa mas externa, haciendo que la particula
vaya progresivamente disminuyendo su tamafio, lo que se conoce como el régimen de reaccién
Shrinking Core, en nuestro caso este planteamiento es revalidado al utilizar el modulo de Thiele,
y obtener un valor elevado. Otro motivo por el cual se decide tener en cuenta la reaccion de
Shrinking Core, esta basado en el articulo de Babu & Chaurasia (2004), donde se plantea de forma
irrefutable que no tener en cuenta este efecto genera sub estimaciones indeseables en los resultados
finales de tamafo de la particula, tiempo de pirolisis, temperaturas, capacidad de calor especifico
y numero de Biot, en el modelo este efecto sera modelado de acuerdo a la ecuacion 3.27, la cual

se extrajo de Gomez et al. (2015).

3.5.2. Termino Fuente Para El Consumo Del Volumen

w
(3.28) Svp,consumo =-=2 V;a
Pp

El termino fuente para el consumo de cada una de las capas se calculd de forma similar a
la forma en que se calculo el termino fuente para la generacion por medio de las ecuaciones 3.26
y 3.27, presentandose como su cambio mas caracteristico que el termino de consumo se calcula
con base en los valores de la capa actual y no la capa inmediatamente anterior como en el caso del

término fuente de generacion.
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3.5.3. Resolucidn Del Sistema De Ecuaciones Para Los Cambios De Volumenes

Siguiendo nuevamente el planteamiento de Patankar (1980), utilizado durante todo el
modelo se puede plantear un sistema equivalente de ecuaciones para cada capa con base en la
ecuacion 3.29 y generar un sistema de ecuaciones como el que se aprecia en 3.30 cuyos

coeficientes se muestran en la tabla 7.

(3.29)  a,V, = apVy + a;V;
Qap1 0 0 4 ag,1V10
(330) —al’z ap'z O * (V2> = ag,ZVZO
0 —a3 ap3 V3 ap Vs

Tabla 7. Coeficientes de las ecuaciones lineales para la solucién de los cambios de voliumenes

de cada capa de la particula.

Capa(i) ap; ap; a,;
, 1 1 Woy i
C.himeda  — 0 —  —mowst
At At P1
1 Wi 1 w
C. seca = moist - dary
At P1 At p,
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1 d)dry 1 d’char cons
Char — R imiento * At :
AL encogimiento 0, At P3

Con la ecuacion 3.30 se culmina el planteamiento de un modelo de ecuaciones que se
soluciona de forma simultanea tanto para las temperaturas de las capas como para los volumenes

de la misma.
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Capitulo 4. Simulacién y Analisis

Una vez se ejecute el modelo se hace necesario hacer una comparacion de los resultados
obtenidos con resultados experimentales para realizar la validacion y evaluar la confiabilidad del
modelo propuesto. Para dar cumplimiento a este objetivo se utilizardn como base los articulos
“Combustion of coffee husk” de M. Saenger; “Coffee Husk Briquettes: A New Renewable Energy
Source” de J. Suarez, y el capitulo 11 del libro de Lionel Limousy :Energy applications of coffee

procesing by-products”.

4.1. Calibracion Del Modelo

En esta primer apartado se quiso comparar los resultados obtenidos por el modelo con los
resultados experimentales consignados en los articulos antes mencionados, al respecto se hace
necesario hacer algunas aclaraciones, en primera instancia los datos experimentales con los que se
cuentan fueron recopilados utilizando pellets y lechos fluidizados, no fue posible encontrar datos
experimentales precisos para briquetas de cascarillas de café, por lo cual se decidio calibrar el
modelo con base en los datos disponibles y luego extrapolar los calculos a briquetas, que en esencia

son pellets de mayor tamafio.

Cabe mencionar la importancia de los factores de sobre y baja relajacion para lograr la
convergencia del modelo. Sin la utilizacion de dichos factores no es posible llegar a la
convergencia en la mayoria de los casos y en los casos donde el sistema de ecuaciones converge

los tiempos de calculo son ampliamente superiores a los que se logran con la utilizacion de dichos
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factores. La implementacion de los factores de sobre y baja relajacion se implementan de la

siguiente forma:

a a
(4.1) ?”9,, = apy + a6, +agbp +b+ (1 - a)gpf)p

(4.2) a=1—(1—L)

Vparticula

Las ecuaciones 4.1 y 4.2 agregan constantes a la ecuacion basica para la solucion de cada
capa buscando una solucion mas rapida del sistema de ecuaciones y a la vez ayudan a converger
el sistema, en el caso del presente modelo por experimentacion se lleg6 a al siguiente valor de

teta: 8 = 1/9000.

Otra herramienta que ayudo a la calibracion del modelo fue el valor dado a fi, fiacion €N

nuestro caso su valor fue de 0.89 y se utiliza para suavizar las curvas y darles un mejor

acercamiento a los datos generados por el modelo en relacion con los datos experimentales.

Basado en el articulo de Saenger et al. (2001) el modelo se calibra con base en las siguientes
dimensiones para el pellet de cascarilla de café, una longitud de 10 [mm] y un didmetro de 10

[mm] con una humedad de 10%.

La figura 13 muestra la comparacion entre los datos recopilados experimentalmente y los
datos obtenidos por el modelo para un pellet de las mismas dimensiones. Se aprecia una buena
aproximacion por parte del modelo a los datos experimentales, en primera instancia la forma

general de ambas curvas es similar, con una pérdida inicial de la masa de alrededor del 10%
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generada por la pérdida de la humedad contenida en la biomasa, para posteriormente, en especifico
luego de superar los 200 grados centigrados se aprecia un aumento acelerado en la pérdida de
masa, esta perdida se entiende por la iniciacion de la pirolisis en la cascarilla de café, lo cual genera
una liberacion de los gases livianos, al tiempo que se inicia el proceso de combustion el cual se
representa en el modelo al transformarse el char generado de la pirolisis en cenizas que se eliminan

de la masa de la brigueta.

Figura 9.

Pérdida de masa vs temperatura, comparativa entre datos generados por el modelo vs datos

experimentales.

Modelo propuesto Saenger (2001)
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Nota. Adaptado de Saenger et al. (2001)

Sin embargo cabe mencionar que el modelo presenta algunas discrepancias con los datos
experimentales, como se aprecia en la figura 9 la concavidad de los datos obtenidos por el modelo

es mas pronunciada que en los datos experimentales donde se aprecia una pendiente mas lineal,
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una de las causas puede ser poca cantidad en los fenébmenos que conforman el termino fuente, baja
cantidad en las reacciones quimicas contempladas en los procesos de difusion y liberacion de
livianos durante la pirolisis y en igual medida se tiene que contemplar el error del investigador a

la hora de compilar el modelo.

Figura 10.

Evolucidn de la Temperatura contra el tiempo para un pellet de cascarilla de café

Tiempo vs Temperatura de Capas
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Nota. Adaptado de Saenger et al. (2001)

La figura 10 representa la evolucion de la temperatura del pellet con respecto al tiempo, en
el lado de las gréaficas generadas por el modelo se aprecia que existen 4 lineas porque cada una de
ellas representa una de las capas consideradas en el modelo, sin embargo la temperatura de la capa
interna que es la que representa al pellet al inicio en su estado inicial presenta una evolucion que

se ajusta en gran medida a los datos experimentales, sus formas son similares presentando
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inicialmente un crecimiento lento hasta llegar a los 25 segundos donde la pendiente de la curva se
incrementa fuertemente y luego alcanzando una forma casi plana en el intervalo de 55 a 60

segundos.

Contrastando los datos generados por el modelo con los datos experimentales se puede
concluir que el modelo realiza una adecuada representacion para la combustion de pellets de
cascarilla de café; los datos que se utilizaron para modelar el pellet, se encuentran registrados en

la tabla 8.

Tabla 8.

Parametros generales ejecucion del modelo en el caso de pellets

Parametro Valor
Humedad 10 [%]
Delta de tiempo 0.5 [s]
Temperatura del gas 1073.15 [K]
Diametro 10 [mm]

Longitud 10 [mm]
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Tiempo de analisis

100 [s]

Nota. Adaptado de Saenger et al. (2001)

Un segundo conjunto de datos experimentales contra los que se contrastard el modelo

matematico planteado sera los recopilados por Suarez et al. (2003), en este caso el articulo recopila

informacidn importante sobre el tiempo de duracién de la combustion y la evolucion de la perdida

de masa de la briqueta en el tiempo, al respecto la figura 15 muestra los datos generados por el

modelo propuesto, con base en los pardmetros consignados en la tabla 9, que fueron los que Suarez

registro en sus datos experimentales.

Tabla 9.

Parametros generales recopilados por Suarez et al. (2003).

Parametro

Valor

Humedad

10 [%]

Delta de tiempo

5(s]

Temperatura del gas

1073.15 [K]

Diametro

80 [mm]
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Longitud 140 [mm]

Tiempo de andlisis 1800 [s]

Nota. Adaptado de Suarez et al (2003).

La figura 11 se adapta a los datos registrados por Suarez, se resalta en este apartado la
capacidad que tiene el modelo de acertar el tiempo en el cual se llegara a la pérdida del cien por
ciento de la masa de la briqueta, ajustandose a los datos experimentales, al respecto se genera
también la gréfica de la temperatura de la particula contra la pérdida de tiempo, ambas graficas
adoptan formas similares a las registradas en la calibracion del modelo en la seccion anterior, lo

cual contribuye a mejorar la confianza en el modelo.
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Figura 11.

Evolucion de la pérdida de masa contra el tiempo y la temperatura basado en los parametros de

Suarez et al (2003).
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Una interpretacion para las formas de las gréaficas generadas por el modelo que se ajuste al

fendmeno de la combustion en biomasas se describe en forma detallada a continuacion:

Posterior a la introduccion de la briqueta en el ambiente a alta temperatura las capas
exteriores alcanzaran una temperatura de secado y se comenzara a liberar la humedad. A medida
que el frente de secado va penetrando en la particula deja a su paso capas de madera secas que

siguen aumentando de temperatura.
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Cuando la temperatura de las capas exteriores es suficiente, se desencadena la pirolisis
liberando gases y formando char en la capa externa de la particula. En ese instante el frente de
secado aun no ha alcanzado el centro de la briqueta, por lo cual se genera un solapamiento del
secado con los demas procesos. La pirolisis que inicialmente se inici6 a alta velocidad sufre una
desaceleracion por efecto de la menor conductividad de las capas de char formadas, lo cual
también afecta a la velocidad de avance del frente de secado. Instantes después el char formado
empieza su reaccion heterogénea con el oxigeno elevando la temperatura de la superficie de la

particula.

Los gases liberados por la pirolisis arderan en las inmediaciones de la briqueta

contribuyendo al aumento de la temperatura de la capa superficial.

Luego se da por terminada la pirolisis de la particula continuando el char con sus

reacciones hasta que sea consumido en su totalidad.
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Capitulo 5. Optimizacion

Uno de los objetivos del presente trabajo es generar a partir del modelo matematico
planteado un método de optimizacién para definir las dimensiones de las briquetas de cascarilla
de cafe, para lograr este punto el método sera el siguiente: el factor optimado sera la cantidad de
material empleado en la elaboracion de una briqueta, se calculara el costo unitario por kigramo de
material, incluyendo costos variables y fijos para tener unos valores mas cercanos a la realidad. El
factor determinante sera el tiempo de combustion de la briqueta, el objetivo que se busca con la
optimizacion por tanto es encontrar la mejor relacién entre utilizacion de material en la briqueta

contra tiempo de combustion.

El estudio del proceso de manufactura para la elaboracién de las briquetas a base de cascarilla

de café sera el realizado por la empresa Agroindustria Gerona.

5.1. Materia Prima

La cascarilla de café se obtiene de someter el café tipo pergamino a un proceso de trillado, lo
cual separa el grano seco y la cascarilla, considerandose habitualmente la Gltima como un producto
de desecho, ademas se utiliza comercialmente la colofonia como un aglutinante para favorecer el
proceso de adhesion y mantener la forma de la briqueta, afiadiendo rigidez, pero también tiene un

efecto impermeabilizante, impidiendo la penetracién de liquidos en las briguetas ya terminadas.
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5.2. Procesos De Produccion

Para tener en cuenta tanto costos variables como fijos en la produccion de una briqueta de
cascarilla de café, se analizard el plan de produccion de la empresa Agroindustria Gerona,

registrado por Nolasco en uno de sus articulos:

Proceso de trillado: El grano de café ingresa a una tolva que alimenta una trilladora que
remueve la cascarilla de café mediante friccion, generalmente se obtiene una proporcion de 80% -
20% entre café oro y cascarilla de café respectivamente por kilogramo de café sin procesar,

Nolasco (2016).

Proceso de obtencion y traslado de la cascarilla de café: La cascarilla que queda como
residuo del proceso de trillado es transportada por medio de elevadores hasta silos donde sera

almacenada hasta su utilizacién en las briquetas.

Briguetado: Un operario se encarga de recolectar el material desde los silos y transportarlo
y depositarlo en la maquina briquetadora, antes de ello se agrega la colofonia en una proporcién
de 90% de cascarilla de café y 10% de colofonia en estado liquido. La maquina una briquetadora

modelo GCBA-I que logra producir 100 briquetas por hora de operacion.

Proceso de empaque: Un operario realiza el proceso de empaque, depositando 24 briquetas

en cajas de cartdn, llevando siempre el logotipo y las dimensiones solicitadas por la empresa.
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5.3. Mano De Obra y Maquinaria Necesaria

La mano de obra se contrata teniendo en cuenta la produccion requerida, en el caso de la
empresa estudio Agroindustria Gerona, se plantea una produccion anual de 52500 briquetas, lo

cual requiere una mano de obra de 5 operarios en jornada de trabajo de ocho horas diarias.

En respecto a la maquinaria necesaria se requiere una maquina trilladora, silos de
almacenamiento, y maquinas briquetadoras para la compactacion de la cascarilla de café, también
se tienen en cuenta los costos de mantenimiento de la maquinaria, los costos de embalaje y los
costos variables como el de la energia eléctrica, a continuacion, se detallan la totalidad de los

costos incurridos para la produccion de cascarillas de café.

Tabla 10.

Costos en materia prima y mano de obra elaboracion de briquetas a base de cascarilla de cafe.

Materia Prima Cantidad anual Precio Unitario Costo anual
Cascarilla de café 7940 [Kg] $300 $2.382.000
Colofonia 2382 [Kg] $30.000 $7.146.000

Caja de carton 2188 [Unidades] $2.300 $5.032.400
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Mano de obra 525 [Horas] $3.785 $1.987.125

Nota. Adaptado de Nolasco (2016)

Tabla 11.
Costos en mantenimiento maquinaria empleada en la elaboracion de briquetas a base de

cascarilla de café

Magquinaria Tipo de Servicio Cantidad Costo Costo
Anual Total
Anual
Silo Limpieza Externa de ciclén 24 $50.000 $1.200.000
Briguetadora modelo  Mantenimiento semestral 2 $920.000 $1.840.000
TFCX-150

Nota. Adaptado de Nolasco (2016).

5.4. Costo Energia Eléctrica

EL consumo de energia eléctrica de la maquinaria necesaria para la produccién de las

briquetas esta cuantificada en 60 [kW/h], el precio del kw/h en febrero de 2021 se fij6 en
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565.66 [$/kW] segun la informacion consignada en la pagina de la comision de regulacion

de energia y gas. (CREG).

El costo de la energia eléctrica para la produccion de las 52500 briquetas se muestra en la

ecuacion 5.1.

51 Costo electricidad = 52500lbriquetas] * 60 LA 565.66 =N
kw

k
100[briquetas] hora
hora

Costo electricidad = $17.818.290

A continuacién, se presenta entonces un consolidado de los costos de produccion anuales

en los gue se incurre para la produccion de las briquetas a base de cascarilla de cafe.
Tabla 12.

Costo total de produccién de briquetas a base de cascarilla de café

Costo
Rubro
$9.527.000
Materia prima

$5.032.400
Material de embalaje

$1.987.125
Mano de obra directa

$3.040.000

Mantenimiento




MODELO MATEMATICO UNIDIMENSIONAL DE LA COMBUSTION 87

17.818.290
Energia Eléctrica

$37.404.815
Total

Nota. Adaptado de Nolasco (2016).

Tomando el costo total de produccion se determina el costo unitario de produccién, que

sera el monto de dinero que le cuesta a la empresa fabricar una briqueta de cascarilla de café.

5o Cost tario — Costo de produccion _ $37.404.815 712.4
(52) Costounitario = Briquetas fabricadas 52500 briquetas ~ |briqueta

Valiéndonos de la densidad de la cascarilla de café himeda y del volumen de la briqueta
se puede encontrar una relacion entre el costo por kilogramo en el que se incurre al producir una

briqueta de cascarilla de café.

Como se menciono inicialmente en la produccion de las briquetas de cascarilla de café se
usa como aglomerante la colofonia en una proporcién de 90-10 en volumen, sin embargo, se hara
la suposicion de gue la briqueta esta compuesta en su totalidad por cascarilla de café; también es
necesario mencionar que las briquetas son producidas con las siguientes dimensiones: un diametro

de 0.2 [m] y una altura de 0.3 [m], lo que genera un volumen por briqueta de 0.009 [m3].

k k
(5:3)  masa Briqueta = 446.25 [—‘93] % 0.009[m°] = 4.0163 [—g]
m briqueta

k
+4.0163 —g]

54 i = 47—
(5.4) Costo cascarilla de cafe = 712.47 lbriquetal briqueta
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Costo cascarilla de cafe = 177.40 [%]

Una vez establecido el costo por kilogramo, el siguiente paso es realizar una serie de
iteraciones utilizando el modelo propuesto y modificando las dimensiones tanto de didmetro como
de longitud de la briqueta, al respecto cabe mencionar que para el didmetro solo se emplearan dos

parametros, porque son de los més utilizados en la industria.
Tabla 13.

Tabla de optimizacion para optimizacion de briquetas de diferentes dimensiones

Tiempo Costo de

volumen masa Costo  combustion la
Iter. didmetro longitud [m3] [ka] [$/kg] [min] briqueta
1 0.1 0.2 0.00157 0.70097 1774 66 124.352
2 0.1 0.25 0.00196 0.876212 1774 73 155.434
3 0.1 0.3 0.00236 1.051454 1774 79 186.528

4 0.1 0.35 0.00275 1.226697 177.4 82 217.616
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5 0.1 0.4 0.00316 1.401939 1774 91 248.704
6 0.2 0.1 0.00314 1.401939 1774 104 248.704
7 0.2 0.15 0.00471 2.102909 177.4 147 373.056
8 0.2 0.2 0.00630 2.803878 177.4 168 497.408
9 0.2 0.25 0.00784 3.504848 177.4 209 621.760
10 0.2 0.3 0.00943 4.205817 177.4 237 746.112

Al analizar los datos registrados en la tabla 13 se aprecia en primera medida que aumentar
el diametro de la briqueta es méas beneficioso que aumentar la altura para extender el tiempo de
combustion, las iteraciones 1 a 5 no difieren entre si en mas de 15 minutos a pesar de que la altura
entre briquetas se duplica, sin embargo cuando el didmetro su efecto en los tiempos de combustion
es mas notorio, ademas se aprecia que un incremento de masa constante entre iteraciones, no

genera una variacion igualmente constante en los tiempos de combustion.

Una posible explicacion al incremento mas notorio de los tiempos incrementando

diametros en lugar de densidades se debe a que al aumentar longitudes se esta creando area
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superficial adicional que recibird mayores radiaciones por parte del ambiente de combustion,
permitira la generacion de mayores cantidades de fendmenos de intercambio en su superficie, al
ser esta mayor; sin embargo al incrementarse el diametro se esta modificando el ancho de la pared
por la cual debe atravesar el calor en su recorrido, se dificulta para los gases ligeros y el vapor del
agua escapar desde el interior de la briqueta como resultado de la evaporacion y pirolisis, al tiempo

que la superficie para los fendmenos como la difusién y la oxidacion del char no se incrementan.

Figura 12.

Representacion del incremente marginal en el costo contra el incremento en el tiempo de

combustion para la serie de iteraciones realizadas.
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Para la optimizacion como cabria esperar la solucién tampoco se encuentra en incrementar
indiscriminadamente el didmetro de a briqueta, porque pasado un didametro establecido se aprecia

que un incremento del diametro acarrea un mayor consumo de material sin generar un tiempo de
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combustion significativamente mayor. Si se aplica el concepto del incremento marginal al caso de
estudio se podra calcular el costo que tiene incrementar la masa de la briqueta con respecto al
incremento en el tiempo de combustion, el procedimiento serd calcular el costo monetario por
minuto de combustion, calcular el incremento del calculo entre iteraciones para obtener un delta
de incremento monetario por minuto y por ultimo multiplicar por el nimero de minutos, lo cual
nos daria informacion el costo monetario que tiene incrementar el tiempo de combustion en 1

minuto para las diferentes geometrias de las iteraciones estudiadas.
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Capitulo 6. Conclusiones

Las caracteristicas fisico quimicas de la cascarilla de café registradas en el analisis proximo
y ultimo muestran que la biomasa presenta caracteristicas adecuadas para ser utilizado como

combustible, teniendo un poder calorifico similar al de ciertas maderas de densidad baja.

El modelo matematico planteado se ajusta adecuadamente a los datos experimentales
recopilados por lo cual se puede apreciar como una buena herramienta para la prediccion de este
tipo de fendmenos, al tiempo que sus resultados acordes con la data experimental validan los

supuestos escogidos para plantear el modelo.

El modelo tiene en forma general muy buen acople con los datos experimentales, sin
embargo existe cierta diferencia en algunas zonas especificas de las graficas generadas en
comparacion con las experimentales esto se puede entender por la simplificacidn de las reacciones
heterogéneas con las que se modelo el fendmeno, al tiempo que los ratios de consumo y generacion
dependen en gran medida de las constantes de Arrhenius, una mayor precision en este apartado

deberian generar también una mejor precision en el modelamiento del fenémeno.

La pirolisis de biomasas con base celulésica se puede modelar de acuerdo a un sistema de
etapas donde inicialmente se libera la humedad, luego los gases ligeros y por ultimo las breas, en
este aspecto el modelo propuesto puede ser ajustado para modelar la combustion de otro tipo de

materiales que también tengan base celulésica.
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La cascarilla de café como recurso energético se encuentra en nuestro pais en gran
abundancia al tiempo que es econdmicamente barato de obtener, de igual forma la produccion de
briquetas de cascarilla de café desde la recoleccion de la materia prima hasta llegar al producto
final no requiere de grandes costos por lo cual esta opcion de combustidn es una gran candidata a

sustituir combustibles tipicamente usados en este &ambito como por ejemplo la madera.

La composicion de los costos en los que se incurre al producir briquetas de cascarilla de
café estdn marcadamente inclinados hacia los costos de energia eléctrica, y al aglutinante
empleado, la cascarilla de café como materia prima supone un de los costos mas bajos, por lo tanto
un cambio de aglutinante mas barato o el empleo de otra tecnologia con menos consumo eléctrico

puede significar un proceso de produccién mas barato.
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ANEXos

Anexo A

A.1. El Método De Los Voliumenes De Control

El método de los volumenes de control finitos permite discretizar y resolver
numéricamente ecuaciones diferenciales. Partiendo de la consideracion de una malla para
discretizar un espacio se crea en torno a cada punto de esta malla un volumen de control que no se
solapa con los volumenes de control vecinos, de esta forma el volumen total resulta ser igual a la
suma de los volumenes de control considerados. La ecuacion diferencial a resolver se integra sobre
cada volumen de control, lo cual genera como resultado una version discretizada de dicha
ecuacién. Para poder realizar la integracion se requiere especificar perfiles de variacion de la
variable dependiente entre los puntos de la malla, y de este modo poder evaluar las integrales
resultantes. El efecto es que la ecuacion discretizada contiene los valores de la variable dependiente

para un grupo de puntos de la rejilla.

A.1.1. Discretizacion de Ecuaciones Diferenciales.

El presente modelo se basa en la premisa de poder discretizar las ecuaciones diferenciales
que describen los fendmenos de la combustion para cada capa planteada de la particula y a partir
de ellas generar un sistema de ecuaciones N x N que se resolveran mediante métodos algebraicos

clasicos. En este punto es valido indicar la forma de discretizacidn que se aplicara al modelo.



MODELO MATEMATICO UNIDIMENSIONAL DE LA COMBUSTION 103

Partiendo del caso mas simple para un fendmeno de transferencia de calor, un problema de calor
unidimensional en estado estable, se tendra entonces la siguiente ecuacion:

d dT
(A1) _( _) _
dx kdx +S

Donde k es el coeficiente de conduccion térmica, T es la temperatura 'y S es un término
fuente que en nuestro caso representa la tasa de generacion o consumo de calor por unidad de
volumen. La figura A.1 muestra una discretizacion tipica para el presente método, el punto P,
perteneciente a la malla tiene como vecinos los puntos W y E, respectivamente a la izquierda y
derecha, las distancias entre los puntos P y W es (6x),,, mientras que la distancia entre P y E es
(6x). entre los puntos W'y P esta el punto w que corresponde al limite izquierdo del volumen de
control que rodea a P, mientras el punto e representa el limite derecho de dicho volumen. La
distancia entre las dos fronteras limitrofes del volumen de control en torno a P es Ax. Dadas las
condiciones establecidas al inicio, se tendra entonces que el volumen de control en torno a P sera
Ax x 1 x 1. Notese que cada volumen de control representados en la figura por las zonas coloreadas
para cada punto de la malla esa establecido de tal forma que el centro dentro del mismo coincida

con un punto de la malla.

Si se integra la ecuacion (A.1) en el volumen de control considerado se tiene que:

¢d dT €
v kdx dx + WS 0
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daT dT €
w9 (k) ~(5),+[[5=0
dx/, dx/vw J,
Anexo 1.

Malla de discretizacion para el método de volimenes finitos.

B (6x) 1 (ﬁr)c |
- >
' r | - | | . I !
I | | l
[ ~ | - | J | 3
| L | P | E |
1 I—.-. - | |
Ax

Si se define f;S = SAx , la ecuacion (A.3) se puede reescribir de la siguiente forma:

dT dT _
(A4) (k —) - (k —) +SAx =0
dx/, dx/,,

Para evaluar las derivadas de T en los puntos w y e se requiere hacer una suposicion
respecto de la variacion de T en el volumen de control. Dos suposiciones sencillas se plantean en
la figura A.2. La suposicion (a) paso constante, no es adecuada ya que las derivadas en los puntos
w Y e (las caras del perfil del volumen de control del punto P) no estan definidas, por tanto, se

escogera la suposicion (b) un paso lineal, para el cual las derivadas valen:

dar Tp — T
(A.5) ( _) S s
k) =l
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dT Ty —T
A6 Y BT
(A0) (k dx)e = ke (6%),

Insertando las ecuaciones (A.5) y (A.6) en la ecuacion (A.4), se obtiene:

T — T To — T, _
A7) p E_P_p P W, SAy=0
e G0, TG, o

La ecuacion (A.7) ya cumple el objetivo deseado, es una discretizacién de la ecuacion
diferencial de calor unidimensional en estado estable (A.1) desde la que se partid. Para finalizar se

puede transformar la ecuacion discretizada de la siguiente forma:
(A8) apr = aETE + awTW + b

donde:

Ke Qo = kw .
@)’ W ow’

ag = a, =ag + ay ;b = SAx

Esta ecuacion indica que la temperatura en P puede expresarse en funcién de la temperatura

en los puntos Wy E.
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AnNexo 2.

Casos simples de funciones de interpolacion de la variable de integracién dentro del volumen de

control. (a) Stepwise; (b) piecewise linear.

T T. ‘L
+
. /
—H |
|
|
| |
|
|
| |
| - -
W w P ¢ E T W w P ¢ E Y
@ (b)

A.1.2. El Coeficiente De Conduccion En La Frontera.

Para el planteamiento del modelo matematico se considerara un sélido compuesto por
varios volumenes de control, cada uno compuesto por un unico material, pero diferentes entre
capas, por lo tanto, cada volumen de control tendra un Gnico coeficiente de conductividad k. Ahora
surge la pregunta de que k utilizar en la frontera (llamada a partir de ahora interfase) entre dos
volumenes de control. Patankar (1980) plantea que este valor se consigue por medio de una
interpolacion, donde retomando lo mostrado en la figura A.2, el caso més simple seria considerar
la interpolacién como lineal. Si se suponen conocidos ky y kp, aplicando una interpolacion lineal

se tiene que:

(A9) k. =fKp+ (11— fo)Kg
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Donde:

_ (6x) e+

(A.10) ="

Si se supone que la interfaz e esta a igual distancia de los puntos Py E f, = 0.5y la
ecuacion (A.9) sera el promedio aritmético, sin embargo Patankar (1980), advierte de que este
resultado genera graves errores en algunos sistemas, y matematicamente impide la convergencia
de los modelos, razén por la cual sugiere una mejor linealizacién que parte de dos premisas,
suponer en primera instancia que el valor k se mantiene constante en todo el volumen de control
(premisa que se mencion al inicio de la seccion ) y por otra parte se supone la no existencia de S

en el problema. En dicho caso la ecuacion (A.1) tiene solucion analitica:
(A11) (k d_T> _¢,

Donde C; representa una constante. El objetivo ultimo de realizar la interpolacion para la
interfaz entre dos volumenes de control es evaluar el flujo en e de forma adecuada, lo que

matematicamente se puede representar como:

(A.12) (k d_T) T —Tp
dx

Integrando (A.10) entre P y e y luego entre e y E y aplicando algo de aritmética bésica se
logra despejar la constante C,. Igualando este resultado a la ecuacion (A.11) se logra establecer

una expresion para el célculo de k..
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(a19) k= (S22 +£—;)_1

Aplicando nuevamente la consideracion de que f, = 0.5, se obtiene que k. es igual a:

(Al14) |, =2 kekE

kp+kg

La ecuacion anterior representa un promedio armonico en lugar de un promedio aritmético
como inicialmente se habia planteado en (A.9). Para el presente modelo (A.12) sera la expresion

que se utilizara para el modelamiento del coeficiente de conduccion en la interfase.
Anexo 3.

Distancias asociadas con la interfase e.

A.1.3. Linealizacion Del Término Fuente.
El termino fuente se puede asumir de la siguiente forma:
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Donde se resalta la importancia de linealizar el termino fuente si este llegara a no serlo, lo
cual requiere determinar los coeficientes S,y S;, con la condicion adicional que S; < 0 para
generar una convergencia rapida y suave del modelo, Patankar (1980). En el caso del modelo de
combustion muchos de los componentes del término fuente dependen de un valor T, por lo tanto,
se puede considerar la funcion S(T), aplicando series de Taylor y truncando el termino de primer

orden se logra la relacion lineal mostrada a continuacion:

*

(A16) S=S"+ (g) (T—T%)

Donde S* = S(T*) y (dS/dx)" es el gradiente de S evaluado en T*, para T, se tiene que

(A.15) se convierte en:

(A17) S, =5+ (—x) (T, —T")

Si se comparan (A.14) y (A.16) se llega a que:

*

(A18) 5, =5 — (Z—i) (T, — %)

A19) s =(2)

Con (A.17) y (A.18) se pueden calcular S, y S; para un volumen de control dado si se

conoce el valor de T™, que representa, el valor de T, en la iteracion previa.
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A.1.4. Condiciones De Frontera.

Anexo 4.

Representacion de las condiciones de frontera.

Medio Volumen Volumen de
de Control Control Tipico
I|' b
| I | I |
{ | I | \ | |
! N ! ~ S i S ~ |
3 PR T = | L | = |
g5 | I | W | B | E |
e | | |
Ay | _ =
X
(Bx) ;

En la figura A.4 se aprecia un ejemplo de 6 nodos, dos de los cuales corresponden a los
bordes del dominio espacial analizado. Principalmente existen dos condiciones de frontera
utilizados, Dirichelt y Von Neumann, el siguiente analisis se hard en concordancia con la figura
A.4 y sobre el nodo B para la condicion de frontera de la izquierda. La condicion de Dirichelt
especifica el valor de la variable de estado en el borde, es decir se conoce como T, en dicho caso
no existe inconveniente en utilizar (A.8) para el primer punto interior de la malla, con un valor de
Ty = Ty conocido. La segunda corresponde a una condicion de flujo conocido en B. Esta
condicion de borde requiere un poco mas de elaboracion de modo de construir una ecuacion
adicional que permita determinar Ty a partir del flujo conocido en B. Para ello se realiza la

integracion de la ecuacion diferencial original (A.1) en el volumen de control adyacente al borde,
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el cual corresponde a “medio volumen de control”, dado que existe solo entre B y la frontera i del

volumen de control construido en torno al primer punto interior de la malla.

Integrando (A.1) entre B e i se obtiene:

bd ¢ dT i
(A.20) f—(k—)dx+f5dx=0
g dx \' dx B

De donde resulta:

dT ary .
(A.21) (k—) —(k—) +S5Ax =0
dx/; dx/g

El flujo de T en la direccidn x esta dado por:

Por lo tanto, la ecuacion (A.20) se puede reescribir como:
(A23) q;=—q;+ (So+S.Tg)Ax =0

Donde g5 denota el flujo en B, que es conocido dado que esta es la condicion de borde en
analisis, g; corresponde al flujo a traves de iy se ha a linealizado el termino fuente de modo de
expresar: S = S, + S;Tg. El flujo g; puede estimarse tal como se ha hecho antes, suponiendo una
funcion de interpolacion de paso lineal.

dT) Ty — T,
i

(A24) qi = — (ka = k(d—x)l
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Insertando (A.23) en (A.22) y con algo de manipulacién algebraica se llega a una ecuacion

para estimar Tj:
(A25) aBTB = alTI + b

donde:

ki . .
a,=@, ag = a; — S1Ax ; b = SyAx + qp

A.1.5. Conduccion Unidimensional Transitoria.

Como primer paso para el andlisis en flujo transitorio se eliminara el termino fuente por
simplicidad, ya que su incorporacion posterior en las ecuaciones discretizadas es directa. La

ecuacion considera sera:

oT 0 oT

Donde p denota densidad y C, calor especifico, los cuales se suponen constantes. Para el
presente trabajo esta suposicion se fundamenta en la forma en la que fue planteado el modelo, al
trabajar el modelo como un sistema con volumenes de control donde el calor penetra desde el
exterior hasta el centro y al tiempo que se realiza una transferencia de calor también se va
generando una transferencia de masa de la particula con el ambiente se puede entender que la capa
mas externa para un volumen de control dado experimenta un aumento de temperatura que puede

generar un cambio en sus propiedades, pero dicha capa al tiempo estd siendo transformada o
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eliminada del modelo, por lo cual en términos globales las propiedades como el calor especifico o

la densidad permanecen constantes.

Para (A.25) la solucion procedera en el tiempo a partir de una distribucion inicial de
temperatura. Por lo tanto, para un paso de tiempo dado se debe lograr que dados los valores de T
en los puntos de la malla en un tiempo t, determinar los valores de t en el tiempo ¢ + At. Si se
llama T, T2 y TR, a los valores “antiguos” (en el tiempo t) de T en los puntos W, P y E,
respectivamente, y Tit,, T4 y T4 a los valores “nuevos” (en el tiempo t + At) de T en los mismos

puntos.

La ecuacion discretizada se determina integrando (A.25) en el volumen de control de la

figura A.1 sobre el intervalo de tiempo que va desde t hasta t + At:

e rt+At g t+At re g oT
(A27)  pC, ] j 2 dtdx = J j —(k5") dedx
w e ot " w 0x \' 0x

Para integrar el lado izquierdo de (A.26) se supone que el valor de Tp prevalece en todo

el volumen de control, de modo que:

e rt+At oT
(A28)  pC, f f Edtdx =pC, Ax(Tp —Tp)
w Yt
La integracién espacial se realiza como se realizé en (1.7):

dt

(A29) pCyAx(TE—TP) = f

LAt lke (TE - Tp) _ kw(TP - TW)
t

(6x)e (6x)w
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Para realizar la integracion en el intervalo de t hasta t 4+ At se tiene que hacer una
suposicion acerca de cémo varian Ty, Tp y Tg. En el trabajo se toma la suposicion que Patankar

(1980), utiliza en sus planteamientos.
t+At
(A.30) ] Tdt = [f T + (1 - H)T]At

Donde f denota un factor de peso ponderado que variaentre 0y 1.

Realizando un tratamiento similar para las integrales de T, y T, Se obtiene que:

A k(TR —T})  ky(TE—T4
(A.31) pcpA_):(TI}_Tlg = f l (T p)_ w(T W)l n

(6x)e (6x)w

e(Tlg - Tz?) kw(ng) - TV?/)
Gx)e (0w

k
1-1)
Con manipulacion algebraica se obtiene:

(A32)  a,Tp =ag[f T4 + A= OTR1+ aylf T + 1 — HTY]

+ [ap — (1 = fag— (1 - Hay] TP
Donde:

k by oo

pC,Ax
=T, v G’ o ap = fag + faw +aj

At

ag
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Dependiendo de los valores escogidos para f, la discretizacion anterior se reduce a alguno
de los siguientes esquemas de discretizacion: para f = 0, se obtiene el esquema explicito, para
f =1, se obtiene el esquema implicito y para f = 0.5, se obtiene el esquema Crank-Nicolson. En
el presente trabajo se usara el esquema implicito, ya que el esquema explicito presenta problemas
de convergencia y suposiciones poco realistas que se evidencias al realizar el desarrollo
matematico suponiendo f = 0, al tiempo que el esquema Crank-Nicolson no genera resultados
fisicamente realistas, por ejemplo si se considerara un intervalo At grande, la variacion lineal de
T,en el intervalo de tiempo seria poco realista, pues el comportamiento fisico se asemejaria mas a

un incremento exponencial.
A.1.6. Solucidn Del Sistema De Ecuaciones.

El método utilizado para la solucién del conjunto de ecuaciones, particularmente adecuado
cuando este conjunto de ecuaciones se resuelve mediante iteraciones, particularmente efectivo
cuando el problema es no lineal, es el método de Gauss-Seidel punto a punto. Si se considera una

ecuacion general tal que:
(A33) apTp = Z a,T; + b

Esta se resuelve de la siguiente forma:

A3s) g _zalith
ap
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Donde T;" representa el valor de T; en la iteracion anterior o bien el actualizado si este ya

esta disponible.
A.1.7. Factores Sobre Y Baja Relajacion Para La Convergencia Del Modelo.

En el proceso de solucion iterativa se utilizan los factores de sobre y baja relajacion para
acelerar o desacelerar los cambios en la variable dependiente iteracion a iteracion. Con Gauss-
Seidel punto a punto se suele usar la sobre relajacién para acelerar el proceso de convergencia; por
el contrario, es usual usar baja relacién para evitar divergencia en la soluciéon de problemas no

lineales complejos.
Sea:

T :ZaiTi+b

(A35) T,

ap

y sea Tp el valor de T, de la iteracion anterior. Sumando y restando T se tiene:

a;T; +b
(A36) T, =T+ <Zla_l _ T;)
P

Donde el termino entre paréntesis corresponde al cambio de T,, con respecto a la iteracion

previa. Introduciendo un coeficiente « para acelerar o desacelerar la convergencia se tiene:

T, +b
(A3)) T,=T:ita <Z“a— _ T;>
P
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Mientras mas cerca este Tp de la solucion exacta el termino entre paréntesis estard mas
cerca de cero. Si 0 < a < 1 se tiene un caso de baja relajacion, por el contrario, cuando a > 1 se

tiene sobre relajacion.

Patankar (1980) afirma al respecto que la correcta definicion del valor a depende de la
experiencia del investigador y de un caso de repeticion por prueba y error dependiendo del caso

de estudio y los fines perseguidos.



