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Resumen
Titulo: Andlisis de la dindmica de la turbulencia en un plasma compresible parcialmente ionizado con términos de

ionizacién y recombinacién
Autor: Juan Diego Diaz Martinez
Palabras Clave: Magnetohidrodindmica, Turbulencia, Ionizacién, Recombinacién.

Descripcion: La turbulencia en plasmas parcialmente ionizados (PPI) estd presente en gran cantidad de escenarios as-
trofisicos. Algunos de los entornos en los que se han evidenciado son en las ionosferas planetarias, la atmésfera
solar, las nubes moleculares, los discos protoplanetarios, los exoplanetas y el medio interestelar. Por lo tanto,
se hace necesario el desarrollo de un modelo teérico que permita describir el comportamiento de estos plasmas
de forma acertada. Este modelo tedrico es conocido como magnetohidrodindmica, sin embargo, en fenémenos
como la turbulencia no se ha considerado un modelo completo en el que se incluya la ionizacién y recombi-
nacion. Atn asi, los procesos de ionizacion y recombinacién de los dtomos tienen diversos efectos relevantes
en la dindmica de un plasma compresible turbulento parcialmente ionizado. Es por ello que en este trabajo
de grado se presenta un andlisis sistemdtico y completo de la dindmica de un plasma turbulento mediante si-
mulaciones con el cédigo MAGNUS de un modelo magnetohidrodindmico que incluye colisiones inelésticas.
Entre las principales variables que se sometieron a andlisis se encuentra la vorticidad y densidad de masa de los
fluidos, la densidad de corriente, las tasas de ionizacién y recombinacidn, el espectro de energia magnética y la
amplificacién del campo magnético. A partir del estudio realizado se encontraron diferentes resultados que in-

dican de qué forma influye la conversion de especies en el comportamiento del plasma en cuestion. En términos
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generales, se obtuvo que estas colisiones permiten que el campo magnético afecte de forma indirecta el fluido
neutro y que la energia magnética se aumente a mas del doble de la inicial. Asimismo, entre otros resultados
adicionales estd la inhibicién de la formacién de plasmoides y la separacion entre el espectro de energia del
fluido neutro y el cargado. Adicionalmente, se aplicé el modelo desarrollado para simular la turbulencia en el
caso del viento solar. De esta forma, es posible apreciar la utilidad de los resultados para describir completa y

detalladamente la dindmica de un plasma turbulento en un entorno astrofisico en particular.
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Abstract
Title: Analysis of the dynamics of turbulence in a partially ionized compressible plasma with ionization and recom-

bination terms *
Author: Juan Diego Diaz Martinez
Keywords: Magnetohydrodynamics, Turbulence, Ionization, Recombination.

Description: Turbulence in partially ionized plasmas (PIP) is present in a large number of astrophysical scenarios.
Some of the environments in which it has been found are planetary ionospheres, solar atmosphere, molecular
clouds, protoplanetary discs, exoplanets and interestellar medium. Therefore, it is necessary the development
of a theoretical model which allows to describe the behavior of these plasma properly. This theoretical model is
known as Magnetohydrodynamics, however, in phenomena as turbulence it has not been considered a complete
model with ionization and recombination. Still, ionization and recombination processes in atoms have different
relevant effects in the dynamics of a partially ionized compressible turbulent plasma. Thus, in this research
project we did a systematic analysis and complete of the dynamics of turbulent plasma through numerical
simulations with MAGNUS code of a magnetohydrodynamic model with inelastic collisions. Among the main
variables that were analyzed are the vorticity, mass density, current density, ionization and recombination rates,
kinetic energy spectrum and magnetic energy amplification. From the study carried out we found results that
indicate how species conversion influences the behavior of the plasma. In general terms, we obtained that these
collisions allow the magnetic field to inderectly affect the neutral fluid and magnetic energy to be increased to

more than double the initial. Likewise, among other additional results it is the inhibition to plasmoid formation
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and separation between energy spectrum of neutral and charged fluid. Moreover, the developed model was
applied to simulate turbulence in the case of solar wind. Hence, it is evident the utility of results to describe

completely and in detail the dynamics of a turbulent plasma in a particular astrophysical environment.
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Introduccion

El clima espacial es un campo de la ciencia que se centra en entender los impactos sobre la
tecnologia y la sociedad consecuentes de la interaccion entre el Sol y la Tierra. Esto se da debido
a que el sol libera grandes cantidades de energia en forma de radiacién, lo cual tiene una gran
influencia en el entorno terrestre. Una de las afectaciones mas importantes que pueden producir
las tormentas espaciales son los dafios a satélites, ya que estos proveen tecnologia de vital impor-
tancia para la vida diaria de las personas (Hands et al., 2018). Particularmente, se puede afectar la
cobertura televisiva, las conexiones telefonicas, las transacciones de tarjetas de crédito, las sefiales
de navegacidn, la informacion sobre el uso de la tierra, la vigilancia militar, entre otras. Ademads,
pueden perjudicar o incluso causar la muerte en astronautas, interferir o apagar comunicaciones
por radio, afectar tripulaciones de aerolineas o pasajeros y causar fallas importantes de energia al
destruir componentes criticos de redes eléctricas, como ocurrié en marzo de 1989 en la region este
de Canad4 debido a una gran eyeccion de masa coronal (Moldwin, 2008).

La importancia del estudio del clima espacial radica en que la civilizacién en la que vivimos
es dependiente de la tecnologia. De hecho, ésta es cada vez més susceptible a problemas causados
por la interaccidn Sol-Tierra, lo cual se debe a que existe un crecimiento tecnoldgico contintio con
relacién a la comunicacién inalambrica, el acceso inmediato a informacién global o la exploracién
espacial en nuestro sistema solar (Moldwin, 2008). En sintesis, el clima espacial intenta entender
aspectos fundamentales del entorno astrofisico y su impacto en la infraestructura terrestre. Esto con

el objetivo de predecir los fenémenos y mitigar asi los posibles dafios. Sin embargo, para lograrlo
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es necesario centrarse en el estudio de la dindmica de fluidos, ya que es en estos mismos en donde
se desarrollan los diferentes fenémenos de interés.

Dentro del estudio y modelado de fluidos, es inevitable tener en cuenta la turbulencia, da-
do que este es un fenémeno ubicuo en la naturaleza. Esta resulta de inestabilidades presentes en
fluidos en movimiento, los cuales experimentan fuerzas de fricciéon bajas (Beresnyak, 2019). La
turbulencia se observa en escenarios naturales y artificiales muy distintos, como los plasmas astro-
fisicos (Beresnyak, 2019; Bruno and Carbone, 2013), plasmas de laboratorio (Tatali et al., 2021),
rios (Guseva et al., 2021) o incluso durante la circulacion de la sangre (Antiga and Steinman,
2009). Ademas, a diferencia de otros efectos no ideales presentes en los fluidos, la presencia de
turbulencia en un modelo tedrico no depende de un término adicional o variacién en las ecuaciones
que rigen la dindmica del fluido en cuestion. Es decir, es un efecto intrinseco de la naturaleza del
fluido, ya que depende tinicamente de sus caracteristicas y pardmetros. Asimismo, es un fenémeno
en el que su comportamiento no se puede predecir de forma precisa; sin embargo, es de gran im-
portancia debido a que sus efectos si son cuantificables y predecibles (Beresnyak, 2019). En el
marco del clima espacial se estudia la turbulencia presente en plasmas, puesto que estos son los
fluidos que se encuentran en la mayoria de regiones astrofisicas.

Ademds, en un universo compuesto en gran parte por plasmas parcialmente ionizados (PPI),
se hace necesario el estudio de las interacciones entre las componentes del plasma y los gases
neutros. El modelo de PPI ha sido ampliamente utilizado en la actualidad en diferentes entornos
astrofisicos, tales como: la atmdsfera solar (Martinez-Sykora et al., 2012; Cheung and Cameron,

2012; Tu and Song, 2013; Shelyag et al., 2016; Khomenko et al., 2018), las nubes moleculares
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(Lehmann and Wardle, 2016; Zamora-Aviles and Vazquez-Semadeni, 2011; Jones and Downes,
2012), el medio interestelar (Mouschovias et al., 2011), las ionosferas planetarias (Leake et al.,
2014a; Cowley et al., 2004; Benavides and Flierl, 2020), las atmdsferas de exoplanetas (Erkaev
et al., 2005), los discos protoplanetarios (Gressel et al., 2015), entre otros (Ballester Mortes et al.,
2018). La importancia de ajustar los modelos tedricos a este tipo de fluidos recae en que la inter-
accion de las particulas cargadas con las neutras, por medio de las colisiones, da lugar a diversos
efectos fisicos no ideales. Dichos efectos no estdn presentes en plasmas totalmente ionizados y
pueden llegar a tener una gran influencia en la descripcién de la dindmica del plasma.

Entre los efectos encontrados esta la resistividad de Cowling (Khomenko et al., 2018), el
calentamiento debido a la friccién ion/neutral (Shelyag et al., 2016), la transferencia de calor por
colisiones (Tu and Song, 2013), el intercambio de carga (Gilbert et al., 2002), la conversion de
especies (Popescu, 2020), entre otros. Considerar estos efectos en los plasmas astrofisicos da lugar
a una descripcién més detallada, elaborada y cercana a la realidad de los diferentes fenémenos.
Algunas de las regiones del sol con mayor relevancia, donde los efectos de los PPI es mds sig-
nificativo, son las espiculas, prominencias y capas de la atmésfera solar como la fotosfera y la
cromosfera (Ballester Mortes et al., 2018; Carbonell et al., 2010; Tu and Song, 2013). Ademas, es
posible obtener datos resultantes de diversas observaciones en estas regiones (Bruno and Carbone,
2013), por lo cual se considera la atmdsfera solar como el laboratorio adecuado para estudiar flui-
dos parcialmente ionizados. Adicionalmente, se han estudiado los PPI en atmdsferas planetarias,
como en planetas gigantes gaseosos similares a Jupiter (Benavides and Flierl, 2020) o la ionosfera

de la Tierra (Leake et al., 2014a). En particular, el estudio de los PPI en el sol y la ionosfera terres-
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tre se debe a su impacto en procesos del clima espacial que afectan de forma significativa la Tierra
y la sociedad (Leake et al., 2014a).

Por otro lado, los PPI también han sido estudiados a profundidad en el contexto astrofisico,
en donde se han encontrado efectos importantes que no se tenian presentes al considerar el plasma
totalmente ionizado. Un ejemplo de esto se da en la eficiencia del amortiguamiento de ondas MHD
en plasmas solares, la cual se incrementa al considerar todos los mecanismos de disipacién de ener-
gia resultantes de la presencia de 4tomos neutrales en el plasma (Khodachenko et al., 2004). En
las prominencias solares, las longitudes de amortiguamiento, para ondas magnetoacusticas rapidas
y lentas, se ven afectadas por la ionizacion parcial, lo que modifica la relacién entre longitudes
de amortiguamiento y longitudes de onda (Carbonell et al., 2010). Ahora bien, los PPI han sido
relevantes en la solucidén de problemas de actualidad, como la explicacion del calentamiento, la
dindmica y estructura fina de la fotosfera y cromosfera solar (Khomenko et al., 2018). En particu-
lar, respecto al mecanismo de calentamiento, se determiné mediante simulaciones numéricas que
los efectos no ideales de la ionizacion parcial, como el efecto Hall y las colisiones entre especies,
tienen un fuerte impacto (Martinez-Sykora et al., 2012; Tu and Song, 2013; Soler et al., 2017).
Por ejemplo, se model6 la propagacion de ondas no lineales en un tubo de flujo magnético parcial-
mente ionizado de la cromosfera. Aqui, se encontré un aumento de la temperatura en estructuras
magnéticas debido a que las perturbaciones producidas por las ondas magnéticas se pueden disipar
de manera efectiva (Shelyag et al., 2016). Por otra parte, la difusiéon ambipolar proporciona una
entrada de energia significativa en la cromosfera, cuyo efecto estd asociado con el desacoplamiento

entre iones y neutrales (Khomenko and Collados, 2012). Otro efecto importante es el incremento
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de la emergencia de flujo magnético a través de la fotosfera y cromosfera hacia la corona solar en
las regiones donde se encuentra un PPI, lo que resulta en un campo magnético mas difuso (Leake
and Arber, 2006). Con relacion a la reconexion magnética, en el régimen en el que el acoplamien-
to entre las especies del plasma no es fuerte, las tasas de reconexién aumentan (Zweibel, 1989).
De igual forma, las inestabilidades MHD, como de Kelvin-Helmholtz o Rayleigh-Taylor, que dan
lugar a fluidos turbulentos, pueden estar compuestas por PPI. De hecho, sus umbrales y tasas de
crecimiento se modifican al considerar los efectos de la ionizacién parcial (Soler et al., 2012; Diaz
et al., 2012). Finalmente, en regiones de temperatura moderada (1000K — 5000K) en la atmds-
fera de planetas gigantes gaseosos, como lo es Jupiter, también se encuentran PPI y es de gran
relevancia su consideracién (Benavides and Flierl, 2020).

Con el fin de estudiar los fendmenos del clima espacial, desde una teoria mds completa y
detallada, las componentes del plasma (iones, electrones, neutrales) se pueden modelar como dife-
rentes fluidos que se encuentran en un mismo volumen. Sin embargo, en ciertos casos se combinan
las ecuaciones de iones y electrones, para crear el modelo de dos fluidos en el que se resuelven
las ecuaciones de la magnetohidrodindmica (MHD) para particulas cargadas y neutrales. El mode-
lo macroscopico de la MHD permite describir la dindmica de fluidos conductores como plasmas
total o parcialmente ionizados (Molokov et al., 2007; Schnack, 2009). Ademads, este modelo tiene
diferentes adaptaciones dependiendo del nivel de aproximacién que se desee, pudiéndose llevar
incluso hasta un enfoque relativista (Hernandez and Kovtun, 2017). Su caracteristica mds impor-
tante es que describe los fendmenos de una forma muy acorde con las observaciones (Bruno and

Carbone, 2013). Por tales razones, el modelo MHD corresponde a la estructura fundamental de
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este trabajo.

Adicionalmente, la relevancia del modelo de dos fluidos recae en que los campos mag-
néticos afectan la componente ionizada y esta, por medio de colisiones, afecta la neutral. Estas
colisiones entre particulas cargadas y neutrales, dan lugar a efectos como la conversion de especies
debido a procesos de ionizacién y recombinacion, los cuales hacen parte de los procesos ineldsti-
cos mds relevantes en fendmenos astrofisicos compuestos por PP1, como en el caso de la atmdsfera
solar (Khomenko et al., 2014). Por ejemplo, en la cromosfera superior parcialmente ionizada, la
recombinacion de protones y electrones para formar hidrégeno neutral es un proceso fisico de gran
importancia que tiene implicaciones en diferentes eventos que ocurren en dicha regién, como la
reconexion magnética (Smith and Sakai, 2008).

Algunos de los articulos mencionados anteriormente se basan en un modelo MHD en el que
las componentes cargadas y neutrales del plasma se toman como un mismo fluido. Esto implica que
para tener en cuenta los efectos de las colisiones entre especies, es necesario considerar términos
adicionales en las ecuaciones que rigen la dindmica del plasma (Khodachenko et al., 2004). No
obstante, el modelo mds apropiado para una descripcién acertada de los plasmas parcialmente
ionizados es uno en el que se tenga en cuenta un fluido neutral y uno cargado por aparte, acoplados
mediante un término proporcional a la diferencia de sus velocidades (Benavides and Flierl, 2020).
Para establecer una comparativa entre los dos modelos, se realizé un anélisis de la dindmica de las
ondas MHD en cada aproximacién. Por un lado, se observo que para el caso de frecuencias de onda
bajas tanto el modelo de un fluido como el de dos fluidos funcionan de forma similar. Sin embargo,

cuando la frecuencia de la onda es comparable con la frecuencia de colisiones entre especies, la
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dindmica de las ondas MHD cambia de forma significativa y el calentamiento por colisiones es
mucho més relevante (Zaqarashvili et al., 2011; Soler et al., 2015).

La turbulencia asociada a plasmas total o parcialmente ionizados recibe el nombre de tur-
bulencia MHD. Estas se diferencian de las turbulencias hidrodindmicas porque no son isétropas,
ya que el campo magnético impone una direccion preferencial en el espacio. Adicionalmente, la
turbulencia tiene efectos esenciales en la teoria MHD, uno de estos es que permite la violacion
del teorema de Alfvén, dando asi una explicacion al fendmeno de reconexién magnética (Beresn-
yak, 2019). La importancia del estudio de las turbulencias MHD se evidencia en todo el ambiente
espacial. En particular, esta juega un papel muy importante en diversos aspectos del comporta-
miento del plasma y los fendmenos astrofisicos, como la generacion de viento solar (Chen et al.,
2021; Shoda et al., 2019), la aceleracion de particulas a altas energias (Cho and Lazarian, 2006;
Zhdankin et al., 2018), el calentamiento del plasma (Usmanov et al., 2011; Vaivads et al., 2016), la
propagacién de rayos cosmicos (Lazarian et al., 2012; Bell, 2004), entre otros (Bruno and Carbone,
2013). Ademas, las propiedades de la formacion de estrellas estd estrechamente relacionada con la
dindmica del plasma turbulento en las nubes moleculares (Lehmann and Wardle, 2016). Por otra
parte, dado que la heliosfera estd permeada por el viento solar, es necesario estudiar el cardcter
turbulento que adquiere durante su expansion, con el fin de entender la dindmica del plasma que lo
compone (Bruno and Carbone, 2013).

El fenémeno de turbulencia ha sido observado en multiples escenarios del entorno espacial.
En plasmas astroffsicos, la primera medicién directa se realizé en el viento solar (Coleman Jr,

1968), regidn en la cual actualmente se encuentran una gran cantidad de observaciones (Goldstein
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and Roberts, 1999; Bruno and Carbone, 2013; Horbury et al., 2005). Es por ello que el viento solar
es de particular interés para el estudio de las turbulencias MHD, ya que en este se pueden realizar
mediciones directas por medio de naves espaciales. Ademas, su estudio ha tomado relevancia debi-
do a que sus efectos dan explicacion a diversos comportamientos de los plasmas astrofisicos. Entre
los efectos mads significativos producidos por un plasma turbulento, se encuentra la aceleracion
de particulas. Dicha aceleracion de particulas es importante debido a que ocurre en varios feno-
menos, como las erupciones solares (Petrosian and Liu, 2004), la propagacion de rayos césmicos
(Chandran, 2000; Schlickeiser and Miller, 1998), el viento solar(Chen et al., 2021), entre otros. De
la misma forma, la turbulencia MHD esta presente en grandes escalas, como en el centro de los
cumulos de galaxias (Vogt and Ensslin, 2006), o en discos de acrecion, donde el efecto principal
de la turbulencia es el transporte de momento angular (Balbus and Hawley, 1998).

Los efectos de los procesos de ionizacién y recombinacion usualmente se desprecian del
modelo de la MHD para plasmas parcialmente ionizados, como es el caso de los trabajos mencio-
nados anteriormente. Sin embargo, se han realizado modelos detallados de ecuaciones derivadas a
partir de los momentos de las ecuaciones de Boltzmann (Braginskii, 1965). Estos modelos siguen
la aproximacién de multi-fluidos y contienen los términos de ionizacion, recombinacion, transfe-
rencia de momento e intercambio de calor debido a colisiones en las ecuaciones de continuidad,
momento y energia, respectivamente (Meier and Shumlak, 2012; Khomenko et al., 2014).

Por medio de c6digos computacionales, que siguen la aproximacién de dos fluidos, se de-
mostrd que los términos de ionizacidén y recombinacién afectan en el fendmeno de reconexion

magnética (Smith and Sakai, 2008; Murphy and Lukin, 2015). Esto puede observarse en los lazos
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de corriente cromosféricos coalescentes, en los cuales, cuando la frecuencia de colision y las tasas
de ionizacién y recombinacion no dependen de forma autoconsistente de parametros locales del
plasma, se incrementa el flujo magnético reconectado total (Smith and Sakai, 2008). En caso de
que estas si sean autoconsistentes y calculadas a partir de pardmetros locales del plasma, el pro-
ceso de recombinacién remueve iones de la regién de reconexidn, lo que lleva también a una tasa
de reconexion rapida (Leake et al., 2012). El modelo de dos fluidos con términos de ionizacion
y recombinacién también ha sido utilizado para la simulacién de procesos que estan relacionados
con el calentamiento de la cromosfera, como la colision de dos lazos de corriente en la cromosfera
superior (Sakai et al., 20006).

El modelo MHD de dos fluidos, en el que se consideran términos de ionizacién, recombi-
nacion, transferencia de momento y energia ha otorgado resultados importantes en diversas apli-
caciones. Sin embargo, debido a que esta es una teoria en desarrollo y existe una gran cantidad de
fendmenos por estudiar, actualmente no se encuentra suficiente informacion al respecto de ciertos
efectos, como es el caso de la turbulencia MHD. En este campo se han realizado simulaciones
de alta resolucion siguiendo la aproximacién de dos fluidos, con el fin de explicar observaciones
realizadas en las que se encuentran diferencias entre comportamientos de las especies neutrales y
cargadas (Meyer et al., 2014). Ademds, el mismo modelo se ha usado para comparar la propaga-
cién a bajas velocidades de choques magnetohidrodindmicos répidos y lentos en una dimensién
(Lehmann and Wardle, 2016). En sintesis, el modelo de dos fluidos describe de forma apropiada la
dindmica de las turbulencias MHD. No obstante, un modelo fisicamente mds relevante es aquel que

adicionalmente tiene en cuenta efectos de las colisiones entre especies como ionizacion y recom-
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binacion, los cuales pueden tener un impacto considerable en el estudio de los plasmas turbulentos
parcialmente ionizados.

Los plasmas turbulentos parcialmente ionizados estan presentes en todo el entorno astrofi-
sico. Es por ello que su estudio y modelado toma una gran importancia para la descripcién de la
dinamica de diferentes fendmenos. No obstante, como se evidencié previamente, en este campo no
se encuentran suficientes modelos en los que se consideren todos los efectos de la ionizacién par-
cial. En particular, se suelen despreciar términos resultantes de la interaccion entre las particulas
cargadas y neutrales, como la ionizacién y recombinacién. Sin embargo, estos efectos pueden lle-
gar a tener un papel importante en la descripcion de la dindmica de dichos plasmas. Es por tal razén
que en este trabajo se resolverdn las ecuaciones de la MHD no relativista para fluidos turbulentos
con dos especies, en las cuales se consideraran términos de recombinacion, ionizacion, transferen-
cia de momento y transferencia de energia. Sin embargo, debido a que el sistema de ecuaciones
establecido tiene un alto grado de complejidad y es no lineal, su solucién se encontrard por medio
de simulaciones numéricas, las cuales se llevardn a cabo con el c6digo MAGNUS (Navarro et al.,
2017).

Por lo tanto, se realizard un andlisis sistematico de la dindmica de un plasma turbulento
compresible parcialmente ionizado en funcién de los pardmetros asociados con las colisiones entre
las dos especies (Benavides and Flierl, 2020), con lo cual se analizard el impacto de los términos de
ionizacion y recombinacion sobre la dindmica del plasma turbulento. En particular, se estudiardn
las variables més significativas para una descripcién completa y acertada de la dindmica del plasma,

tales como la vorticidad, la densidad de corriente, el espectro de energia cinética y la amplificacién
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de energia magnética, con las cuales se realizard un anélisis cualitativo y cuantitativo.

El trabajo de investigacion estd organizado de la siguiente forma: En primer lugar, la sec-
cién 2 en la que se describe el problema general de la turbulencia y, a partir de fundamentos fisicos
y matemadticos, se plantea la teoria mediante la cual se realiza su estudio, finalizando con un enfo-
que alrededor de la turbulencia en un plasma. Posteriormente, en la seccion 3 se describe y deduce
el modelo tedrico de la MHD, mediante el cual se describe la dindmica de un plasma y permite en-
contrar una solucién mediante una simulacién numérica. Por lo tanto, en la seccion 4 se encuentra
la descripcion detallada del codigo utilizado para solucionar el sistema de ecuaciones propuesto,
se mencionan los proyectos en los cuales ha sido utilizado de forma satisfactoria. Asi, con toda la
teoria y herramientas a la mano para dar solucién al problema, se presentan todos los resultados
encontrados en la seccion 5. Para ello, se realizé un amplio estudio en todos los aspectos que fue-
ron relevantes para una descripcion de los efectos que tuvo el desarrollo de la teoria planteada en
el caso de diversos plasmas turbulentos. Por ltimo, en la seccién 6 se encuentran las conclusiones

realizadas en torno a los resultados y hallazgos mds importantes del proyecto.
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1. Objetivos
Objetivo general
Analizar el impacto de la inclusion de términos de ionizacién y recombinacion en la teoria

MHD no relativista para plasmas compresibles y turbulentos.

Objetivos especificos
1. Reproducir las ecuaciones del modelo de dos fluidos de la MHD para un plasma compresible

parcialmente ionizado.

2. Implementar en el cédigo MAGNUS un médulo numérico que resuelva las ecuaciones de la

MHD con términos de ionizacion y recombinaciéon mediante volimenes finitos.

3. Construir las condiciones iniciales y de frontera adecuadas para generar un fluido turbulento.

4. Realizar un estudio sistemético de la energia total del sistema en términos de los pardmetros

de colisién que tienen mayor impacto.

5. Analizar e interpretar los resultados obtenidos.
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2. Turbulencia

La palabra turbulencia cominmente se usa para indicar algo que no es regular. En latin, la
palabra turba se refiere a algo confuso o que no sigue un orden. De forma que el comportamiento
complejo aleatorio de un flujo que no sigue las reglas deterministas de la dindmica clésica es lla-
mado turbulento (Bruno and Carbone, 2013). Una caracteristica que identifica un fluido turbulento
es que cuando se observa en dos tiempos distintos el aspecto general no cambia notablemente, sin
embargo, el flujo en cada punto del fluido si es totalmente diferente. Para entender el fendmeno
de turbulencia de manera precisa suponga un fluido infinito caracterizado por pardmetros como la
densidad de masa y coeficientes de transporte molecular como la viscosidad v; dicho fluido, bajo
las condiciones adecuadas, posee movimientos tales que la velocidad en cualquier tiempo y posi-
cién dados no es la misma al ser medida varias veces con condiciones aparentemente idénticas. Es
decir, en este caso las velocidades toman valores aleatorios que no estdn determinados por los datos
macroscopicos del flujo. A este tipo de movimientos fluctuantes se les conoce como turbulentos
(Batchelor, 1953).

El problema de la turbulencia, establecido hace més de un siglo, ha sido ampliamente estu-
diado por medio de teoria, experimentos y simulaciones durante alrededor de 140 afios. Aun asf,
su avance es lento en comparacioén con otros campos de la ciencia. En primera instancia, la turbu-
lencia se convirtié en motivo de investigacion desde que en 1883 Osborne Reynolds observé que
el flujo dentro de un tubo se convertia turbulento siempre que cierto pardmetro aumentaba (Rey-

nolds, 1883). Este pardmetro adimensional es conocido como el nimero de Reynolds y depende
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del coeficiente de viscosidad v, la densidad de masa del fluido p, la velocidad caracteristica V' y la
longitud del fluido L
_Vip

Re=—" o))

de forma que cuando su valor es menor o igual a 2300 el flujo es regular, pero cuando
incrementa mds de un limite aproximado de 4000 el flujo se convierte en turbulento (Beresnyak,
2019). Lo que ocurre en este Ultimo caso es que el tnico término no lineal (término advectivo
(u-V)u) en la ecuacién de Navier-Stokes aumenta de forma considerable y lleva el sistema a un
estado cadtico.

Posteriormente, se encontrd la ecuacion de Orr-Sommerfeld mediante la cual se describen
los modos bidimensionales lineales de perturbacion para dos fluidos viscosos paralelos (Orr, 1907;
Sommerfield, 1908). El papel de la viscosidad empez6 a ser relevante desde que se observd que
esta hace que las velocidades del flujo sean cero en las paredes que lo limitan, lo cual crea un
estrés de Reynolds que causa una inestabilidad por difusiéon (Prandtl, 1921, 1922). Ademas, se
evidenci6 que al introducir energia en un sistema turbulento a la escala de la longitud caracteristica
del fluido [y, dicha energia se transfiere a escalas cada vez mds pequefias, como se analizard pos-
teriormente. Este proceso se da hasta alcanzar una escala en la cual la viscosidad es responsable
de disipar la energia (Richardson, 1922). Con respecto a la transicién turbulenta, se determiné la
ecuacion de estabilidad del flujo al derivar la ecuacién de Navier-Stokes linealizada y se utiliz6 la

ecuacion de Orr-Sommerfeld para obtener las condiciones criticas del limite de estabilidad (Born
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and Heisenberg, 1924). Por otra parte, los fundamentos de la teoria estadistica de la turbulencia
tuvieron su inicio en torno a la turbulencia isotrépica completamente desarrollada (Taylor, 1935;
Taylor and Green, 1937; Taylor, 1938; Karman, 1937). Por ejemplo, en la teoria de turbulencia
isotrépica se propuso la ecuacion Kdrman-Howarth, la cual provee un punto de partida para dicha
teoria estadistica.

En sintesis, un fluido turbulento se caracteriza porque las variables de campo que lo des-
criben se comportan de forma aleatoria en el espacio y tiempo, ya que estas son extremadamente
sensibles a pequefias perturbaciones (Verma, 2004). Sin embargo, los promedios estadisticos no
varian de forma abrupta con pequeiias perturbaciones, por lo cual es necesario considerar un trata-
miento estadistico en el fendmeno de turbulencia (Beresnyak, 2019). Para llevarlo a cabo se tienen
en cuenta tres tipo de promedios: En primer lugar el promedio de ensambles, el cual comprende un
gran nimero de sistemas con condiciones iniciales similares y toma promedios sobre todos ellos,
en este caso los resultados individuales obtenidos pueden ser muy diferentes debido a la naturale-
za cadtica de la ecuacion. Los promedios temporales se realizan al medir una cantidad de interés
en un punto determinado a lo largo de un periodo para finalmente tomar un promedio, estos son
utiles en el caso de flujos estacionarios. Por ultimo, para obtener el promedio espacial se mide la
cantidad de interés en varios puntos espaciales para un tiempo fijo, por lo cual es de utilidad en
el caso de un sistema homogéneo. Por otra parte, la estacionariedad implica que las propiedades
promedio dependen de la diferencia de tiempo y no del tiempo absoluto, mientras que la homo-
geneidad indica que las propiedades promediadas dependen tnicamente de la separacion entre los

puntos, mds no de la posicion absoluta. Ademads, cabe resaltar que los sistemas turbulentos estacio-



EFECTOS DE LA IONIZACION Y RECOMBINACION EN LA TURBULENCIA 28

narios usualmente se asumen ergddicos, por lo cual su promedio temporal es igual a su promedio
de ensambles.

Por otra parte, un avance crucial dentro de la teoria fue dado en 1941 por Kolmogorov,
quien realiz6 tres hipdtesis para la turbulencia con nimeros de Reynolds muy altos. La primera
hipétesis de similaridad estipula que dos puntos estadisticos tienen una forma universal que de-
pende unicamente de dos parametros, la viscosidad cinética v y la tasa media de disipacion de
energia < € >. En segundo lugar, establece que en todo fluido turbulento con un nimero de Rey-
nolds suficientemente alto, la estadistica del movimiento en la escala / definida dentro del rango
lo > [ > [, tiene una forma universal que estd determinada inicamente por < € > independiente
de v, donde [y es la longitud caracteristica y /; la escala de Kolmogorov a la cual se disipa la
energia. Finalmente, la tercera hipétesis postula que la disipacion de energia en la turbulencia estd
distribuida logaritmicamente. A partir de estas hipdtesis se obtuvo la ley de escala de exponente
—5/3 para el espectro de energias en el caso de la turbulencia isotrépica homogénea (Kolmogorov,
1941). La importancia de esta teoria radica en que ha concordado con la mayoria de los resultados
experimentales a nimeros de Reynolds altos de forma aproximada.

Con el fin de entender como surgen dichas hipétesis se debe considerar, primero, que un
sistema turbulento completamente desarrollado involucra una gran cantidad de escalas de movi-
miento, lo cual implica un proceso jerarquico. Alrededor de esta caracteristica del fluido turbulento
se formula uno de los problemas mds relevantes de la teoria, el cual consiste en entender qué ocurre
con la energia introducida en el sistema, cOmo se transmite entre escalas y como se disipa. Para

resolverlo es util considerar una fuerza que mantenga la turbulencia activa mediante la inyeccién
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constante de energia, ya que la turbulencia por si sola es un fendmeno muy disipativo. Dicha fuerza
realiza un trabajo W sobre el sistema, el cual iguala a la energia disipada debido a la presencia de
viscosidad en el fluido, para que asi se obtenga un estado estable. Por lo tanto, debido a que se estd
analizando el caso puramente hidrodindmico, la energia disipada proviene de la energia cinética de

las particulas, es decir

d Ekin

W=

2

Ahora bien, esta igualdad involucra dos escalas completamente diferentes. Por un lado, a
la izquierda el trabajo realizado es un fendémeno macroscépico dado en una escala comparable al
tamafio del sistema, mientras que a la derecha la disipacién se da a una escala mucho mas pequeia
(Tong, 2022).

Con el fin de entender los procesos que tienen lugar en este fendmeno, se da una descripcién
cualitativa de la turbulencia y la transferencia de energia entorno a la formacién de ‘remolinos’. En
primer lugar, la energia introducida en la escala macroscopica [y permite la formacion de remolinos
con longitudes caracteristicas /y. Posteriormente, los remolinos formados se convierten en unos
mas pequefios, dando lugar a nuevas escalas de longitud. Sin embargo, el proceso no se da de
una forma regular debido al cardcter cadtico del fenémeno. Por lo tanto, en estos términos, la
turbulencia consiste en remolinos de todos los tamafos posibles que interaccionan entre si y estan
limitados por una escala superior [y y una escala inferior /; (Tong, 2022). De tal forma que cada

uno de estos pierde energia cuando se divide y decae en remolinos mas pequefios. Dicha energia
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alimenta los remolinos de la siguiente escala y estos a su vez producen estructuras mds pequefias,
dando lugar a lo que se conoce como cascada de energia (Richardson, 1922). Ademds, existe un
rango de escalas en el cual es despreciable el efecto de la viscosidad y de la energia introducida al
sistema, este es conocido como el rango inercial y es un régimen en el cual el proceso de cascada
de energia se da sin disipacion, ya que la energia que se introduce en una escala es la misma que se
transfiere a la siguiente (ver figura 1)). El fendmeno de cascada de energia continda hasta el punto
en el que la disipacion viscosa supera la transferencia de energia no lineal que proviene de escalas
mayores (Richardson, 1922). Asi, el papel de la viscosidad es suprimir las componentes a pequefia
escala de la turbulencia, lo cual conlleva a que la distribucién espectral de energia llegue a cero
mucho antes de alcanzar una escala de longitud comparable con el camino libre medio (distancia
entre dos colisiones sucesivas). Esto implica que es posible ignorar la estructura molecular del
medio y tratarlo como un fluido continuo. De no ser asi el fendmeno de turbulencia seria ain mas
complejo, debido a que los movimientos en dichas escalas no estdn regidos por la ecuacién de

Navier-Stokes (Batchelor, 1953).
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Figura 1

Proceso de cascada de energia donde se observa la escala de inyeccion de energia, la escala de
disipacion y el rango inercial.

Para desarrollar la teoria de Kolmogorov es entonces fundamental determinar el espectro
de energias E(k), el cual se obtiene a través de una transformada de Fourier unidimensional sobre
la energia cinética y se define como la energia cinética por unidad de masa y ndmero de onda.
Al considerar un estado estable estadistico resultante del equilibrio entre la energia introducida a
una tasa € y el proceso de cascada de energia mencionado previamente, se define por conveniencia
una jerarquia discreta de escalas , con los nimeros de onda k, = [,'! y la energfa cinética E,
asociados a cada escala. Asi, se encuentra la velocidad caracteristica n-ésima como v, = E,% /2 (esta
se interpreta como una diferencia de velocidad tipica a lo largo de una distancia /,, mas no como
la velocidad a la cual se mueve la estructura de longitud /). A partir de dichas definiciones resulta
el tiempo t, = [, /v, que es caracteristico de las estructuras de remolinos en la turbulencia, por lo
que se le conoce como tiempo de rotacién del remolino o tiempo de cascada. Al analizar la tasa de

transferencia de energia €, que corresponde a la energia por unidad de masa que cae en cascada
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entre las diferentes escalas consecutivas, se deduce que dicha transferencia debe ser del orden de
E,/t,. Lo que se debe a que 1, corresponde el tiempo caracteristico apropiado para la transferencia
de la energia E, disponible en la escala [, (Kolmogorov, 1941; Frisch et al., 1978).

De acuerdo con la segunda hipétesis de similaridad de Kolmogorov y el andlisis previo,
existe un intervalo conocido como rango inercial en el que se desprecia la inyeccion de energia
directa y la viscosidad donde ademads se conserva la energia. Siendo asi, para que se mantenga
un estado estacionario, la tasa de transferencia de energia &, debe ser constante. Por lo que la
razén entre la energia y el tiempo n-ésimos proveen una relacion entre la longitud y velocidad
caracteristicas n-ésimas y la tasa de energia introducida (que bajo el mismo anélisis debe ser igual

a la tasa de disipacion)

=§, 3)

que se obtiene al utilizar las definiciones mencionadas previamente. Esta relacion es la que

da paso al resultado original de Kolmogorov

e = (el)'/3, 4)

conocido como la ley de Kolmogorov-Obhukov (Kolmogorov, 1941; Obukhov, 1941). En-

2

tonces, teniendo en cuenta que E, = v;,

, se eleva al cuadrado la expresion encontrada para la velo-

cidad y por medio de la transformada de Fourier se obtiene
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Figura 2

Decaimiento en el espectro de energia, donde se encuentran las escalas mds relevantes en el pro-
ceso de disipacion de energia.

E(k) = *3k5/3, (5)

que es la conocida ley de potencia —5/3, donde k estd definida dentro del intervalo [, <
k< l;l (Frisch et al., 1978). De forma que la gréfica tipica junto con las escalas mas importantes y
el rango inercial se encuentra en la figura 2. Al comprobar esta teoria mediante experimentos y si-
mulaciones se verifico de forma aproximada este espectro de energia. Sin embargo, posteriormente
se encontrd una pequefia desviacion conocida como correccion de intermitencia (Verma, 2004). El
problema con el andlisis realizado es el hecho de suponer que la escala exterior [y, en la cual se
inyecta la energia, no afecta el proceso de cascada de energia. Por tal razén, la correccion realizada

contiene un término relacionado con dicha escala, siendo entonces
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E (k) = 21373 (kig)™, (6)

donde 7 es conocido como el exponente de intermitencia.

El fenémeno de intermitencia en estos fluidos se comprende a partir del estudio del mo-
vimiento turbulento a grandes nimeros de onda, donde se observa que dichos nimeros de onda
se activan de forma muy desigual con respecto a la distribucion espacial. Es decir, no se obtiene
una aparicion regular de escalas de movimiento. Estas variaciones espaciales se describen como
fluctuaciones en el espectro a grandes nimeros de onda, las cuales crecen en magnitud conforme
estos aumentan su valor (Batchelor and Townsend, 1949). De esta forma, es la intermitencia in-
trinseca que se encuentra en el rango de equilibrio de dichos nimeros de onda la que da lugar a las
fluctuaciones mencionadas (Dou, 2022).

Por otra parte, para obtener la escala de Kolmogorov se debe considerar una tasa de disi-
pacion en funcién de la viscosidad. Para ello, siguiendo un anélisis dimensional y considerando la

ecuacion (3), se llega a la expresion

\% (Aud)2 ~
—— R,
3

(7
donde Au, hace referencia a los diferenciales de velocidad concernientes a los remolinos

de escala ;. Finalmente, al utilizar la relacion entre velocidad y longitud dada en (3) junto con la

definicion del numero de Reynolds (1), se obtiene



EFECTOS DE LA IONIZACION Y RECOMBINACION EN LA TURBULENCIA 35

la= —71, )
R/

que es la escala a la cual se disipa la energia del sistema. Notese que se cumple /; < [
debido a que para que sea un fluido turbulento se tiene R, > 1.

De manera andloga al caso hidrodindmico, en el caso en el que el fluido turbulento es un
plasma, la turbulencia se determina ahora a partir del nimero de Reynolds magnético. Este se

define como

LV

Remzﬁ

; (€))

donde 7] = ¢? /47 es la difusividad magnética, c es la velocidad de la luz y o la conducti-

vidad. Ademads, en el caso en que la velocidad de Alfvén, definida como

B
Vanp’

VA= (10)

sea la escala de velocidad tipica del sistema, el nimero de Reynolds magnético es llamado
nimero de Lundquist
Lvy

s=—4 11
> (11)

el cual da una comparacion entre la escala de tiempo de una onda de Alfvén cruzando y la

escala de tiempo de la difusion resistiva (Beresnyak, 2019).



EFECTOS DE LA IONIZACION Y RECOMBINACION EN LA TURBULENCIA 36

La teoria descrita ahora se conoce como turbulencia magnetohidrodindmica o turbulencia
MHD. La turbulencia MHD fue propuesta inicialmente a mediados de los 60 por Kraichnan e
Iroshnikov, quienes postularon que las escalas de tiempo para la interaccion no lineal es propor-
cional a B ! por lo que el tiempo de Alfvén domina la dindmica y el espectro de energia E(k)
es proporcional a k~3/2. Sin embargo, en la década de 1990 las simulaciones numéricas mostra-
ron que el indice espectral es cercano a 5/3, el cual se conoce como indice de Kolmogorov para
un fluido turbulento. Actualmente se entiende que esto resulta debido a que las ondas de Alfvén
se dispersan por el campo magnético medio local By(k) o< k—1/3. Ademds, las ondas de Alfvén
son los modos basicos de la MHD incompresible, estas viajan de forma paralela y antiparalela al
campo magnético con velocidad By. Adicionalmente, un efecto que se observa en la turbulencia
MHD se debe a que los términos no lineales presentes en las ecuaciones inducen interacciones
entre los diferentes modos de onda, lo que resulta en intercambios de energia entre los modos de
velocidad-velocidad, velocidad-magnético y magnético-magnético (Verma, 2004).

A diferencia de la turbulencia puramente hidrodindmica al considerar un plasma se obtie-
nen propiedades diferentes debido a la presencia de un campo magnético. Este campo le otorga
una direccion de preferencia en el espacio al fluido, razén por la cual la turbulencia deja de ser iso-
tropica. Ademds, se ha observado que los remolinos formados tienden a elongarse en direccion de
las lineas de campo (Schnack, 2009) como se observa en la figura 3, lo cual lleva a que el niimero

de onda perpendicular k; sea mucho mayor que el nimero de onda paralelo k.
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Figura 3

Diferencia entre las componentes de la longitud de onda para un fluido puramente hidrodindmico
y un plasma.

Abhora, a partir de la relacion entre las componentes del niimero de onda

=& (Lky )", (12)

se determinan los espectros de energia perpendicular y paralelo. Entonces, si se define v,, =
va, la longitud L = vf‘ /€ es la ‘escala integral’ y el primer espectro se define acorde a la teoria de

Kolmogorov

3 2/3 _s/3
E(kﬁ&(f) k", (13)

mientras que al considerar la relacion (12) para el espectro paralelo

E(k)) = 83/2v25/2k[5/2, (14)

se encuentra una ley de potencias diferente. Finalmente, segtin las expresiones obtenidas
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se tiene que la anisotropia presentada es mayor a medida que la escala disminuye, es decir para
mayores valores de k (Schnack, 2009). Por consiguiente los remolinos tienden a estrecharse més
en direccion del campo para pequefias escalas que para escalas grandes, por lo cual el flujo mag-
nético tiende a formar estructuras de filamentos de corriente delgados en dichas escalas, como se
observard en las gréificas de densidad de corriente en los resultados obtenidos en la seccién 5 (ver

figura 4b).
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3. Ecuaciones de la magnetohidrodinamica

3.1 Muiltiples especies

La magnetohidrodindmica es un modelo tedrico mediante el cual se realiza una descripcion
precisa de la dindmica e interaccion a bajas frecuencias de un fluido eléctricamente conductor con
los campos electromagnéticos. Usualmente, es utilizada para describir gases ionizados o parcial-
mente ionizados, los cuales conocemos como plasmas. Estos son fluidos conductores globalmente
neutros que contienen interacciones colectivas. Ademds, estdn caracterizados por pocos pardme-
tros como la densidad de masa, la velocidad y la presion y mantienen sus propiedades sin importar
el tamafo de la muestra (Schnack, 2009). Dicho modelo se deduce a partir de la ecuacion general

de Boltzmann integrada o ecuacion de transporte

= n =
0 (ng <g>aq)+ Vi (ng <gvV>q)— m—a <F-Vyg>q= /(8,f)m”gd3v, (15)
o

la cual describe el comportamiento de un sistema termodindmico fuera del equilibrio (Bol-
tzmann, 1872). Esta es una expresion general que se puede aplicar para cualquier funcién arbitraria
g(V). Ademas, al asumir el valor g = By, donde 3, representa ya sea la masa o la carga eléctrica,

se obtiene naturalmente la ecuacion de continuidad

atnaﬁa + Vi (naﬁaﬁa) = Sa, (16)
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A partir de la expresion (16) se obtiene la ecuacion que representa la conservacion de la

masa

9 Pma +V - (Pmatia) = Sa, (17)

al definir B, = mq, donde

L / (Of) oy v, (18)

representa la razén de cambio por unidad de volumen a la cual las particulas ¢ se produ-
cen o desaparecen debido a las colisiones y i el campo de velocidades. Los procesos fisicos que
comprende este término son tales que generan una produccién o destruccion de alguna especie
de particula, como la ionizacion, recombinacion, intercambio de carga, entre otros.. Por otro lado,

resulta la conservacion de la carga

a;Pa-i-V'fa =Sa, (19)

en el caso en el que se define By = g¢. En las expresiones (17) y (19) las cantidades pyq,
Pos fa hacen referencia a la densidad de masa, la densidad de carga y la densidad de corriente,
respectivamente.

Por otra parte, si la funcién se define como g = B4V, se obtiene la ecuacién de movimiento

conocida como la ecuacion de Navier-Stokes (ver apéndice 1)
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Dii , .
BanaDit‘” - "}j‘iﬁ < F>q—V-My—Vpg+ Ry —iigse (20)
(04

la cual describe la conservacion del momento lineal

Du - ~
manaﬁzna<F>(x —V-Mgy —Vpa+Rg —ligSa, (21)

en el caso de By = mg. En esta ecuacion el operador % se conoce como la derivada La-
grangiana y estd definido como D% =0, +i- V. Esta expresion describe la relacion entre la razén
de cambio temporal del momento medio y las fuerzas externas, las fuerzas debidas a la viscosidad,

la presion del fluido y las fuerzas internas asociadas con colisiones. En este caso, el término

Re = ma, / ¥ (O f) oo (22)

representa el intercambio de momento debido a las colisiones entre especies. Mientras que
el término s, hace referencia a la transferencia de momento tnicamente debido a procesos de
conversion de especies. Ademads, si se define By = g4 en (20) se obtiene una ecuacién para la

evolucién temporal de la densidad de corriente (ver apéndice 1)

&szrV-(ﬁf'Jrfﬁ)JrV'PE:Z(q_u>”u<ﬁ>u+2(q_u)§w (23)
m

la cual considera las interacciones entre las componentes del plasma y relaciona el campo

eléctrico con la densidad de corriente (el subindice u representa a las componentes cargadas).
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Dicha expresion es conocida como la ley de Ohm generalizada (Vasylitinas, 2005). Para obtenerla
es necesario ademads realizar una suma sobre las especies cargadas (iones y electrones). El término
7 es la densidad de corriente de conduccidn, la cual representa la densidad de corriente de carga en
el marco de referencia que se mueve con una velocidad promedio global i, PF se conoce como el
tensor de presion electrocinético total. Sin embargo, dentro del modelo utilizado no se consideraran
todos los términos de la ecuacion (23) debido a su complejidad, por lo que se utilizaran los términos
principales, con lo cual la expresién se reduce a

J
(o))

E+ii,xB= (24)

Finalmente, cuando se define g = B4v?/2 en la ecuacién de transporte (15) se obtiene la

expresion que corresponde a la conservacion de la energia (ver apéndice 1)

n N n N m i i
o (Ba a”(21+_p06) Ve {(ﬁa au%x+—Pa> lig + Mg - lig + pal -t + o

2 2 2 2 25)
_ Para < F-¥>=H,,
mg,
donde
Ha = Pa [ P @f)cond™ (26)

para B, = mg, representa el intercambio de energia debido a colisiones entre especies.

Ademés, el término %u(zxsa representa intercambio energético consecuente de la conversion de
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especies y iy, - R muestra que el intercambio de momento conlleva una interaccion energética. El
término V - g hace referencia al flujo de calor y N es el nimero de grados de libertad del plasma. Por

otra parte, la evolucidn en el tiempo del campo magnético esta dada por la ecuacion de induccién

B =V x |(iig xB)—1nJ|, 27)

donde n se asocia con el término de difusion del campo magnético. Esta ecuacion proviene
de la ley de Faraday, la ley de Ampere en la aproximacién de bajas frecuencias y la ley de Ohm
(ver apéndice 1). En particular, la ley de Ampere para bajas frecuencias serd de utilidad para dar

explicacion al fenémeno de formacién de hojas de corriente, esta es

V x B = ). (28)

Adicionalmente, es necesario considerar que el campo magnético tiene caricter solenoidal,

por lo que se debe cumplir la relacion

V-B=0, (29)

a cada paso de tiempo. El conjunto de ecuaciones (17), (21), (25), (23), (27) y (29) compo-
nen lo que se conoce como modelo magnetohidrodindmico para multiples especies. Este modelo
se representa el acople de las ecuaciones de la hidrodindmica con las ecuaciones de Maxwell bajo

una aproximacion no relativista de un plasma compresible. Su funcion es describir la dindmica de
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dicho fluido y su interaccién con el campo magnético.
Adicionalmente, existe un parametro que determina si la dindmica de un plasma estd des-
crita mayormente por la interaccién magnética o por la interaccidn cinética. Para ello, se define

como la razoén entre la presion cinética y la presion magnética, es decir

Do
B = B—(Z) /ZH()' (30)

Por lo cual, cuando este parametro es menor que uno, se dice que el plasma es dominado
magnéticamente y, en el caso contrario, es dominado cinéticamente.
3.2 Modelo de dos fluidos

Un plasma parcialmente ionizado estd compuesto por iones, electrones y 4tomos neutros,
por lo cual un primer modelo tedrico describiria a cada especie por aparte comprendiendo términos
de interaccion entre estas. Este corresponde al modelo de tres fluidos (ver apéndice 1), sin embargo,
dicho modelo requiere una capacidad computacional mucho mayor que la requerida para el modelo
utilizado durante este proyecto de grado. Por lo tanto, atin cuando la aproximacién de tres fluidos
funciona de forma adecuada, es de interés reducir el sistema a un modelo de dos fluidos compuesto
por un fluido cargado que comprende iones junto con electrones y un fluido neutro. Para ello, se
toma la aproximacion de iguales concentraciones n = n; = n,, se desprecia la masa del electrén
m, — 0 debido a que esta es muy pequefia a comparacién de la masa de los iones y se aproxima la
masa de los iones a la masa de las particulas neutras m; = m,, junto con la igualdad de las cargas

q = qi = q. (Meier and Shumlak, 2012). La densidad de masa correspondiente al fluido cargado es
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Pmc = Pmi + Pmes (31)

la densidad de carga

Pg = qini + gene = —ene +ezn;, (32)

donde z es el nimero atémico de los iones y la velocidad del fluido cargado

i, = M (33)
Pme

El conjunto de ecuaciones resultante para el modelo de dos fluidos se obtiene entonces al

sumar las ecuaciones dadas para los iones con las de los electrones, lo que resulta en (ver apéndice

1):

= Fluido cargado:

a —
£V (Puciic) = St (34)
mcD_tC =JX B+pmcg_ V-P.+Re—cSe, (35)
NDp. N-+2 . . o L o= 1 .
~ 2P "’—pcv'uc:_(MC'V)'UC_V'QC_MC'RC+H6+_u%SC‘I’n]z- (36)

2 Dt 2 2
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s Fluido neutro:

%—{_V' (Pmnlin) = Sn, (37
Dii -
Pmn o = Pmn& —V - Pp+ Ry — 1inSy, (38)
Dt
NDp, N+2 S v.a iR !
5 Dpln +Tan-un = —(Mn‘v) “Up _V'Qn_un'Rn +Hn+§ur21Sn' (39)

Para obtener la ecuacion (35) es necesario considerar tanto la fuerza eléctrica como la fuerza
debida a la gravedad, mientras que en el caso del fluido neutro (38) se considera tinicamente el
término asociado con la gravedad. De igual forma, tinicamente en la ecuacién de energia del fluido
cargado (36) aparece un término asociado al calentamiento de Joule j> y la resistividad 6hmica 1.
Ademas, el término fes una densidad de corriente relativa entre iones y electrones f: gn(id; —ile).
3.3 Ecuaciones conservativas para dos fluidos

Finalmente, para el desarrollo numérico de las ecuaciones es necesario reescribir el sistema

de forma conservativa. El sistema de ecuaciones encontrado resulté (ver apéndice 1):

= Fluido cargado:

apmc
V. mc_’c - SC7 40
5 + V- (Pmclic) (40)
1 - = -
&t (pmcﬁc) +V. |:pmcﬁcﬁc - %BB 'i‘pl‘cH + M:| = prnc§+Rc- (41)

atEc =-V. |:(ECH+]P)C) "L—Qc] +pmc1/_ic §+j E +pqﬁc E' +H67 (42)
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s Fluido neutro:

9 Pmn H
V. mnWn) = On- 4
5 TV (Pmniin) =S (43)
at (pmnﬁn> + V. [pmnﬁnﬁn + ]P)n] = pmng‘i_iéna (44)
atEn =-V. [(En]I+Pn) 'ﬁn+én +pmnﬁn'§+Hna (45)

Son estas ecuaciones las que finalmente se resolveran mediante el método de volimenes
finitos. En la ecuacién para la energia, se utiliza el término

1
Ey = 5 Poyutty + Py (46)

donde u representa ya sea el fluido cargado (¢) o el neutro (n).
3.4 Términos de colisiones

Los términos asociados con las colisiones entre especies deben cumplir con cierta relacion
entre ellos para asi garantizar la conservacion de la masa, el momento y la energia en el fluido

completo. Las condiciones son

Se = —Su, (47)

Rc = _Rna (48)
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H.=—H,. (49)

Como se menciondé anteriormente, el término de intercambio de masa (47) esta relacionado
con la conversion de especies. Especificamente se tendrdn en cuenta procesos de ionizacién y
recombinaciodn, los cuales se dan debido a colisiones ineldsticas entre especies. Su definicion se da
en funcién de ciertos coeficientes empiricos que miden las tasas de ionizacién y recombinacion.

Por ejemplo, para los neutros

Sn — pcl—*rec . pnrion; (50)

donde se aprecia que el coeficiente asociado con la recombinacién es positivo ya que cuan-
do ocurre este proceso la cantidad de 4&tomos neutros aumentan y, por lo tanto, aumenta la masa
del fluido neutro. Ademads, la tasa de recombinacion estd multiplicada por la densidad de masa
del fluido cargado, ya que es un porcentaje de estos el que se recombina. De la misma forma, el
coeficiente de ionizacidn estd asociado con la densidad de masa del fluido neutro porque son los
atomos neutros los que se ionizan y, el término es negativo debido a que dicho proceso disminu-
ye la cantidad de atomos neutros. Un razonamiento similar se realiza para analizar los términos
asociados con el fluido cargado.

En el caso del término (48) se debe tener en cuenta el intercambio de momento debido
a colisiones eldsticas proporcional a la diferencia de velocidades y el intercambio de momento

resultante de las colisiones ineldsticas debidas a la ionizacién y recombinacion. Es decir
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Ry = O (il — i) + Peiic L™ — ppity 1", (51)

donde se observa que el primer término claramente depende de la diferencia de velocidades
entre las especies que colisionan y de un pardmetro ¢, conocido como el coeficiente de colisiones

en fisica solar (Oliver et al., 2016), el cual esta definido como

8k 7,
= —éc\/ - ( + —) PiPn; (52)

donde kp es la constante de Boltzmann, 7' la temperatura, m, la masa de las particulas

neutras, m; la masa de las particulas ionizadas y el pardmetro &. se define en términos de seccién

transversal de colision o;, como

Oin
m; +my,

éc:

(53)

Mientras que el segundo y tercer término de la ecuacién (51) son andlogos al caso de la con-
version de especies (47), con la caracteristica de que ahora se multiplican las velocidades debido a
que se trata de la conservacion del momento lineal.

Por dltimo, para el término asociado a la ecuacidn de energia (49) se define la produccién

de calor debida a colisiones como
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. 1 ., 3k

Qlcn =, |:§ |Mc_un|2+§£(Tn_Ti):| , 54)
. 1 ., 3k

Qi,n = O |:§ |uc_un|2+§m_i(E_Tn):| s (55)

la cual depende de la velocidad y temperatura relativas entre especies (Leake et al., 2014b).

Ademads, la expresion que determina el intercambio de energia entre especies resulta

1 .
Hy = Oty - (il — i) + 5 (T peu? — T p,us) (56)
3k :
+ Em_B(pCTCI“VEC _ pnTnan)7 (57)
n

donde el primer término muestra el intercambio de energia resultante del intercambio de
momento y el segundo término depende de la diferencia de velocidades y de temperaturas entre las
especies, por lo cual se tiene un intercambio de energia térmica debido a las colisiones eldsticas. Por
otra parte, los siguientes dos términos evidencian el intercambio de energia debido a los procesos
de ionizacién y recombinacién. Por una parte, se encuentra uno asociado con la energia cinética
y, por ultimo, otro que representa el intercambio de energia térmica entre particulas cargadas y
neutras debido a colisiones inelasticas (Popescu, 2020).

Las tasas de ionizacién y recombinacién son resultados que se encontraron de forma ex-

perimental, estos provienen de diversos ajustes de curvas realizados a datos observacionales con
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diferentes pardmetros como la temperatura de los electrones y el tipo de ion. Entonces, para la

recombinacioén se utilizé el resultado (Popescu, 2020)

7 & 1, (5.20 X 1074) \/Oion/ T/ (0.4288 0.510 @ion /T +0.4698 (@ion/T) "/ 3) /5],

(58)
mientras que para la ionizacién se tomé (Cox and Tucker, 1969)
[ e oA (‘p""" ) ) e Yol Te 1 /5], (59)
X+ Oion /T \ T

donde A =2.91 x 1074, X =0.232 y K = 0.39 son las constantes resultantes del ajuste
realizado para el dtomo de hidrégeno, n, es la densidad de electrones, ¢;,, es el potencial de ioni-
zacion del &tomo y 7, es la temperatura de los electrones en eV. En particular, la funcién potencial
@ion toma un papel muy importante dentro del modelo. De hecho, esta determina cuando la energia
de la particula que colisiona es apropiada ya sea para que quede atrapada y se dé un proceso de

recombinacion o para que expulse el electron del 4&tomo neutro y se produzca la ionizacion.
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4. Cédigo MAGNUS

Debido a la complejidad y no linealidad del modelo presentado anteriormente, mediante el
cual se describe un plasma parcialmente ionizado desde una perspectiva muy cercana a su com-
portamiento en la naturaleza, se hace necesario realizar simulaciones enfocadas en la computacion
de alto rendimiento. En particular, el estudio del clima espacial requiere de escalas espaciales y
temporales muy distintas, por lo que se dificulta en gran medida la simulacién de varios eventos
astrofisicos al mismo tiempo.

Por lo tanto, para el desarrollo numérico y simulacién se utilizard el cédigo MAGNUS, el
cual estd paralelizado con OpenMP y se centra en resolver las ecuaciones de la MHD resistiva
con flujos de calor para fluidos totalmente ionizados o parcialmente ionizados. Su estructura de
solucién de las ecuaciones se basa en el método de lineas (MOL), el cual permite discretizar la
parte espacial por medio de diferencias finitas, volimenes finitos o incluso métodos de Galerkin o
elementos finitos. En este caso el método de discretizacion usado es volumenes finitos combinado
con los solucionadores aproximados de Riemann HLLE y HLLC con diferentes limitadores de
pendientes como MINMOD, WENOS5 y MC, siendo el ultimo el que se usé durante el proyecto.
Ademads, el codigo estd relacionado con integradores temporales del tipo Runge Kutta y un método
de transporte de flujo constringido. Con ello se ha garantizado que la divergencia del campo mag-
nético se mantenga en cero con un error suficientemente bajo (=~ 1 x 10~!2) (Navarro et al., 2017).
Es de particular interés el método de volimenes finitos para discretizar la parte espacial, ya que

este permite la captura de choques en alta resolucion (HRSC) y trabaja con limitadores de pendien-
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tes. Es decir, tiene un paso de tiempo adaptativo con el que se escoge la pendiente mas pequefia
dependiendo de las velocidades de propagacion de las ondas, para que asi no haya desconexion
causal del problema y no se pierda la informacién que contiene la onda. Otro aspecto importante
a tener en cuenta es que tiene una salida en formato HDFS3, este es un formato de visualizacién
utilizado para poder analizar los datos por medio de Python.

Con el fin de incluir los términos de 1onizacién y recombinacion en el modelo computacio-
nal, tal como se encuentran en la teoria expuesta en la seccion 3, se ailadié una subrutina de fuentes.
Asi, en cada paso de tiempo la ecuacion discretizada mediante volimenes finitos se iguala a una
funcion de las frecuencias de colisiones ineldsticas (iniozacién y recombinacién), haciendo cum-
plir la no conservacion de la masa, momento y energia para cada fluido por aparte. Adicionalmente,
como dato inicial se elaboré una subrutina que genera un fluido turbulento. Para ello se utiliz6 un
vortice de Orszag-Tang (Parashar et al., 2010) con pardmetros aleatorios.

El cédigo MAGNUS se ha utilizado previamente para simular y estudiar diferentes feno-
menos astrofisicos concernientes al campo de la fisica solar. Ademas, los resultados obtenidos en
las distintas aplicaciones han sido satisfactorios y corroboran la calidad y eficiencia del mismo.
Entre los proyectos abordados mediante este se encuentra la evolucién 3D de un pulso de veloci-
dad vertical en la region de transicion entre la fotosfera y la corona solar y la simulacién 2D de un
pulso de velocidad transversal en un lazo de corriente (Navarro et al., 2017), también se utilizé para
modelar la propagacion de ondas en un medio isotropico y heterogéneo (Landinez et al., 2021), la
emergencia de burbujas de plasma en la corona solar (Navarro et al., 2019), la propagacién de on-

das de Alfvén torsionales en una atmdsfera solar estratificada (Wandurraga et al., 2021) y también
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se han estudiado los efectos de conduccién térmica en la formacion de “tadpole-like jets” solares

cromosféricos (Navarro et al., 2021).
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5. Resultados

5.1 Turbulencia en plasmas totalmente ionizados

Para comenzar se realiza un estudio sistemético del fendmeno de turbulencia en el caso de
un plasma totalmente ionizado. El andlisis respectivo se lleva a cabo en diferentes aspectos de la
turbulencia, de tal forma que se obtenga una descripcion detallada y completa de los resultados.
Por una parte, se estudié la componente z de la vorticidad y la densidad de corriente con graficas
dos-dimensionales en la seccion 5.1.1. Asi, se observo el comportamiento turbulento del fluido
por medio de la vorticidad y la formacién de hojas de corriente y plasmoides a través de la den-
sidad de corriente. Por lo tanto, el andlisis que se realiza en esta seccion es de cardcter cualitativo
y estd fundamentado en la teoria expuesta en secciones anteriores y en resultados obtenidos por
otros investigadores. Por otra parte, en la seccidn 5.1.2 se estudia el comportamiento del espectro
de energia para el caso de energia cinética y magnética. De esta manera, a partir de las graficas
obtenidas se comparan los diferentes resultados con lo predicho en la teoria de Kolmogorov (Kol-
mogorov, 1941). Finalmente, en la seccioén 5.1.3 se analiza el proceso de amplificacién del campo
magnético y se estudia como la turbulencia actia con respecto a la energia magnética.

Para realizar el dato inicial que se utiliz6 durante toda la investigacion, se realizé una fun-
cion gaussiana de donde se obtuvieron valores aleatorios para realizar una perturbacion en el vor-

tice de Orszag Tang. Esta funcion es

P(u1) = (1/(V20)) exp(—(u1)*/(26%)), (60)



EFECTOS DE LA IONIZACION Y RECOMBINACION EN LA TURBULENCIA 56

donde u; corresponde a un valor tomado de forma aleatoria. Entonces, por medio de estos
valores aleatorios se perturbd cada punto de la malla numérica utilizando modos de Fourier. Es

decir, la pertubacion total realizada es

ve= =Y ¥ ¥ 01 P(uy) sin (223G, j,2) + PP(2)),

z j i

(61)
Vy = ZZZ(O'l)ngZPUZ(%) sin (27x(i, j,z) + P (ug)),
z j i
By =—Y Y Y (0.1)BJ P (u)) sin 2y (i, j,z) + P (u2)),
s 62)
By =YY Y (0.1)BJ P (u3) sin (47x(i, j, z) + P (ua)),
z j i

donde vf)jz y Bf)jz son las magnitudes de la velocidad y campo magnético en el punto iz,
respectivamente. Ademads, cabe resaltar que para el caso del plasma parcialmente ionizado, en la
siguiente seccion, se considerd una perturbacion anédloga pero en la velocidad del fluido neutro.
5.1.1 Vorticidad y densidad de corriente

En primer lugar, es importante mencionar que en todas las grificas dos-dimensionales se
utilizé una escala normalizada respecto de la longitud caracteristica del sistema /. para los ejes X
y Y. En este caso, se obtuvo la componente z de la vorticidad @, y la componente z de la densidad

de corriente J, para un tiempo adimensional 7 /z, = 0.9475, como se muestra en la figura 4.

En términos generales, tanto en la vorticidad como en la densidad de corriente se observan
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Figura 4

Grdficas de vorticidad y densidad de corriente. La componente 7 de la vorticidad ®, se encuentra
en (a)y la componente 7 de la densidad de corriente J, en (b). Estos resultados se obtuvieron para
el tiempo t /1.=0.9475.

caracteristicas turbulentas. Esto se evidencia en las estructuras tipicas de vortices, el comporta-
miento cadtico de las variables y el comportamiento de fractal (Benavides and Flierl, 2020). Este
ultimo hace referencia al hecho de que el aspecto general del fluido se mantiene igual sin importar
la escala que se analice, como se observa en la figura 4b.

En cuanto a la vorticidad (figura 4a), también se presentan magnitudes considerables junto
con variaciones significativas y cadticas en la misma, lo cual es caracteristico de un comporta-
miento turbulento (Benavides and Flierl, 2020). Por otra parte, en lo que respecta a la densidad de
corriente (figura 4b), se observa la formacion aparentemente aleatoria de hojas de corriente, lo cual
lleva a multiples reconexiones magnéticas. Las regiones en las cuales ocurre dicho fendmeno se
identifican por el adelgazamiento y ensanchamiento de las hojas de corriente debido a las diferen-

tes presiones magnéticas que actdan en direcciones contrarias a cada lado de la hoja, lo cual lleva
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a la creacion de plasmoides (Murtas et al., 2022) y una consecuente conversion de energia magné-
tica en energia cinética. La formacién de estas estructuras de filamentos se debe a la compresién
magnética del fluido (Lazarian et al., 2012) y el efecto que esta tiene en las componentes perpen-
dicular y paralela del nimero de onda, como se menciono en el capitulo 2. En el acercamiento
realizado en la figura 4b se evidencia un plasmoide en formacién y las caracteristicas mencionadas
anteriormente respecto a la hoja de corriente en donde ocurre el fendmeno.

Con el fin de estudiar la reconexién magnética que tiene lugar en mdltiples regiones del
fluido se muestra el proceso de formacién de un plasmoide en la figura 10, en donde también se
muestran las lineas de campo magnético con lineas negras alrededor y dentro del plasmoide. En
primera instancia (figura 5a) se observa una hoja de corriente con una posicién diagonal aproxima-
damente en el cuadrante superior derecho del fluido. Esta hoja de corriente es una region resistiva
de muy alta conductividad que se crea debido a que los campos magnéticos a cada lado tienen di-
recciones opuestas. Esto es evidente segin la ley de Ampere para bajas frecuencias (28), de donde
se deduce que cambios abruptos del campo magnético en funcidn de la posicién producen una gran
densidad de corriente. Posteriormente, el comportamiento difusivo del campo magnético dentro de
la hoja de corriente permite que las lineas de campo se acerquen entre si y se presenten diferen-
tes presiones magnéticas a lo largo de la misma, las cuales forman una inestabilidad que resulta
en distintos adelgazamientos y ensanchamientos de la hoja como se observa en la figura 5b. Este
acercamiento entre las lineas de campo, junto con las caracteristicas resistivas y difusivas de la
regioén permiten que se rompa el teorema de flujo congelado y las lineas de campo se reconecten.

Dicha reconexion cambia la topologia del campo magnético y, en este caso, forma un plasmoide
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Figura 5

Evolucion temporal de un plasmoide a partir de una hoja de corriente. La figura (a) se tomo en un
tiempo t /t.=0.7310, la figura (b) en un tiempo t /t,.=0.8612, la figura (c) en un tiempo t /t.=0.9220
y la figura (d) en un tiempo t /t.=0.9604.
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como el que se observa en la figura Sc.

Este proceso conlleva una conversion de energia magnética a energia cinética que resulta en
las particulas que salen eyectadas hacia ambos lados en direccion de la hoja de corriente (opuesta
a la direccion en la cual se juntan las lineas de campo inicialmente). Ademds, por efectos de la
tensién magnética se crea un flujo de lineas del campo reconectado en esta misma direccion (ver
figura 5c y 5d) y, debido a que el campo reconectado si cumple el teorma de flujo congelado, se
produce una aceleracion de dichas particulas. Finalmente, el plasmoide se desplazara por la presion
magnética y contribuird a la formacién de mas hojas de corriente.

5.1.2 Espectro de energia

Un andlisis tipico en el campo de la turbulencia es el espectro de energia, ya que mediante
este se estudia el cardcter disipativo del fendmeno y se compara con predicciones tedricas como la
ley de Kolmogorov (Kolmogorov, 1941). En la figura 6 se encuentra el espectro de energia tanto
para la energia cinética como la magnética. Ademads, en cada subfigura se encuentra el exponente de
decaimiento tedrico segun la teoria de Kolmogorov representado con la letra k£ y un exponente b =
—8/3 que representa una pendiente mds pronunciada, la cual se ha medido en algunos escenarios

reales y simulaciones. Ademads, esta ultima es la mds cercana a los resultados obtenidos.
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Resultados de los espectros de energia para un plasma totalmente ionizado. El espectro de energia
cinética PSy se encuentra en (a) y el espectro de energia magnética PS,, en (b). Este resultado se
obtuvo para el tiempo t [t, = 0.9475.

A partir de los resultados obtenidos de los espectros en 6 se evidencia de qué forma se disi-
pa la energia en un fluido turbulento. Este resultado es acorde con la teoria planteada en la seccion
2, ya que debido al proceso de cascada de energia se espera que la energia sea disipada a pequeiias
escalas. Es decir, la energia debe decaer para nimeros de onda grandes, como ocurre en la figura
6. Dicho comportamiento se obtuvo para la energia cinética y magnética dentro de las simulacio-
nes realizadas. Ademads, se encontré que la pendiente con la cual decae cada espectro no varia de
forma significativa con el tiempo, es por ello que no se hizo necesario una comparacion temporal.
No obstante, las pendientes observadas son mds inclinadas que el espectro de Kolmogorov, lo que

indica que la energia se disipa a escalas mayores que lo previsto tedricamente. De hecho, las pen-
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dientes encontradas son muy cercanas a una potencia de —8/3. Atn asi, en diferentes fenémenos
reales ha sido medida esta pendiente de decaimiento, como en la magnetdsfera de la Tierra (Sch-
nack, 2009) fue medida por una constelacion de satélites o como se encontrd en el viento solar
a escalas sub-proténicas donde diferentes naves espaciales midieron pendientes similares (David
and Galtier, 2019). Asimismo, en simulaciones numéricas realizadas para medios compresibles
como en el caso de una implosion de fusion (Chefranov and Chefranov, 2022) o para plasmas con
caracteristicas acordes al viento solar (Meyrand and Galtier, 2013). Adem4s, es necesario consi-
derar que el modelo tedrico estd fundamentado en ecuaciones ideales, mientras que las ecuaciones
resueltas por el c6digo MAGNUS (Navarro et al., 2017) consideran efectos adicionales como la
resistividad, difusividad magnética y compresibilidad del fluido. Por tal razén, es posible que la
desviacion encontrada respecto a la teoria de Kolmogorov se deba a efectos de disipacion cinética
o0 a la dindmica no-lineal compleja que se presenta en el modelo propuesto.
5.1.3 Amplificacion de la energia magnética

Finalmente, un resultado importante para el andlisis de la dindmica de la turbulencia es
la amplificacién de la energia magnética. En este caso se tiene la amplificacion de un plasma

totalmente ionizado (ver figura 7) que funcionara como referencia para futuras comparaciones.
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Figura 7

Amplificacion de la energia magnética del plasma totalmente ionizado. Este resultado se obtuvo
en el tiempo t /t. = 0.9475.

En primer lugar, se tiene en cuenta que el dato inicial proporcionado es un vértice de tipo
Orszag Tang, el cual genera un fluido turbulento rapidamente (Parashar et al., 2010). Ahora, en
la figura 7 se observa que inicialmente se produce una amplificacién del campo hasta un tiempo
aproximado de /¢, = 0.2. Esto se debe a la conversién de energia cinética rotacional en energia
magnética, el cual es un resultado previamente estudiado en este tipo de vortices (Politano et al.,
1989). Posteriormente, el sistema tiende a disipar la energia, sin embargo, ya que el vortice sigue
en formacidn se produce una segunda amplificacion hasta aproximadamente el tiempo ¢ /¢, = 0.5.
A partir de este punto el sistema empieza a exhibir un comportamiento turbulento, por lo que se
da una disminucién en la energia magnética. Este decaimiento estd asociado a las multiples reco-
nexiones magnéticas que ocurren en el fluido, ya que como se mencioné en la seccion 5.1.1 los
procesos de reconexion, junto con la difusividad magnética, producen una conversién de energia

magnética en energia cinética. Sin embargo, alrededor de ¢ /7. = 0.9 se produce un tercer pico de



EFECTOS DE LA IONIZACION Y RECOMBINACION EN LA TURBULENCIA 64

amplificacion, el cual puede estar asociado a periodos en los que se encuentra una baja tasa de re-
conexidn, lo que permite que la energia rotacional genere nuevamente una amplificacién. Ademds,
es necesario considerar que el sistema presenta pérdidas por disipacion debido a la resistividad
6hmica y la difusividad magnética.

5.2 Turbulencia en plasmas parcialmente ionizados (Colisiones elasticas)

Con el fin de obtener resultados mds precisos y cercanos a la realidad, se ajust6 el modelo
tedrico de forma que se considerara un plasma compuesto por una parte cargada y una parte neutra,
las cuales interactian entre ellas por medio de colisiones elésticas. Esta interaccion se da por medio
de intercambios de momento proporcionales a la diferencia de velocidades entre las dos especies,
intercambios de energia y flujos de calor (ver seccion 3).

Para determinar el impacto y efecto de las colisiones elasticas en el fluido modelado se
realizé un andlisis en funcién del pardmetro adimensional £ que aparece en la ecuacién del coefi-
ciente de colisiones & (52), el cual estd asociado con la frecuencia de colisiones elasticas. De esta
forma, en la seccion 5.2.1 se estudié como las colisiones afectan en la vorticidad tanto de la especie
neutra como de la cargada y en la densidad de corriente. Ademads, se analiz6 la formacion de plas-
moides para el caso de mayor frecuencia de colisiones, para asi comparar con el fluido totalmente
ionizado y determinar como afectan las colisiones eldsticas sobre dicho proceso. Posteriormente,
en la seccion 5.2.2 se encontré el espectro de la energia cinética para ambas especies en funcién
del pardmetro &, con lo cual se determind la consecuencia que tienen estas colisiones en la disipa-
cién de la energia del fluido. Finalmente, en la seccidn 5.2.3 se analiz6 qué ocurre con la energia

magnética en funcién de la frecuencia de colisiones eldsticas.
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5.2.1 Vorticidad y densidad de corriente

Para comprender el efecto que tienen las colisiones en la vorticidad del fluido, es util partir
desde el resultado previo para un plasma totalmente ionizado, lo cual se tiene en la figura 4a. En
esta se observa que para el tiempo tomado ya se encuentra deformado el vértice del dato inicial,
lo cual en gran parte se debe a la presencia del campo magnético. Por lo tanto, en la vorticidad
del fluido neutro para el caso de & = 0.02 (ver figura 8d) se observa claramente la evolucion del
vortice inicial, ya que este fluido no interactia con el campo magnético. Ademads, debido a que
el pardmetro de colisiones es cercano a cero el sistema se comporta de forma muy similar al caso
hidrodindmico. Por otra parte, la magnitud de la resta mostrada en la figura 8¢g indica que, en este
caso, la vorticidad del fluido cargado es muy diferente de la vorticidad del fluido neutro. Ahora,
al aumentar la frecuencia de colisiones a & = 10 (segunda columna de la figura 8) se observa, de
forma cualitativa, que la vorticidad del fluido neutro tiende a parecerse a la del fluido cargado.
Dicha afirmacion se corrobora por medio de la resta correspondiente en la figura 8h, donde se
aprecia que la magnitud es menor que en el caso anterior. Por tltimo, al tomar £ = 100 se obtuvo
que las vorticidades se ven iguales desde un punto de vista macroscépico (la mayor escala del
sistema). Aun asi, en el resultado de la figura 8i se observan pequefias variaciones en la magnitud
de estas vorticidades.

Con base en lo mencionado anteriormente, se establece que la vorticidad del fluido neutro
tiende a ser igual que la vorticidad del fluido cargado a medida que se aumenta la frecuencia de

colisiones elésticas. Es decir, el fluido neutro se comporta como un fluido cargado cuando se tiene
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una gran cantidad de colisiones entre las especies. Por lo tanto, se infiere que el campo magnético
afecta de forma indirecta las particulas neutras por medio de colisiones con las particulas cargadas.
Ademads, se observa que los fluidos tienden a un estado estable en el que la vorticidad mantiene sus
caracteristicas generales y su magnitud varia de forma mads dréstica. Dicho estado se obtiene en un
menor tiempo cuando se aumenta la frecuencia de colisiones, lo que se debe a que la interaccién
entre las particulas contribuye a que se relaje el sistema y llegue asi a un estado de menor energia.
Este efecto de las colisiones eldsticas, donde el comportamiento de los dos fluidos tienden a una
misma solucion, ha sido encontrado previamente para un plasma turbulento parcialmente ionizado
(Benavides and Flierl, 2020). Por ultimo, se aprecia que las colisiones en estudio intensifican la
turbulencia en ambos fluidos, lo cual es mucho maés evidente en el fluido cargado. Por dltimo, es
importante mencionar que los resultados de la figura 8 se realizaron para los tiempos més cercanos
posibles al caso totalmente ionizado (¢ /z. = 0.9475). Sin embargo no fue posible una concordancia
perfecta debido a que los delta de tiempo utilizados dependen de los valores propios del sistema,
los cuales varian cuando las fuentes de las ecuaciones son afectadas. Es decir, cuando varia el
pardmetro de colisiones & también varia el delta de tiempo computacional dr.

Posteriormente, se estudio la formacion de hojas de corriente para cada fluido con diferentes
frecuencias de colisiones. Para ello, se tomaron nuevamente los tiempo mds cercanos posibles al
caso del plasma totalmente ionizado (ver figura 4b) con el fin de comparar los resultados. Asi,
se encontrd que las colisiones inhiben en cierta medida la formacion de hojas de corriente, ya
que se observé una menor cantidad de hojas de corriente en todos los casos. Ademds, se observa

que para un pardmetro de colisiones bajo (ver figura 9a y 9b) no se ha formado un plasmoide
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Figura 8

Grdficas en dos dimensiones de la componente 7 de la vorticidad ®, para diferentes valores de &.
La primera, segunda y tercera columnas corresponden a los resultados con el pardmetro & =0.02,
E =10y & =100 en los tiempos t /1.=0.9429, t /t,.=0.9435 y t /1.=0.9454 respectivamente. En la
primera, segunda y tercera fila se encuentran la vorticidad del fluido cargado, la vorticidad del
fluido neutro y la diferencia entre estas dos vorticidades, respectivamente.
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como en el caso totalmente ionizado. Sin embargo, al aumentar la frecuencia de colisiones, se
forma un plasmoide en una etapa de formacién mas temprana que en dicho caso (ver figura 9c).
Adicionalmente, se obtuvo que la magnitud de la densidad de corriente disminuye a medida que se

aumenta el pardmetro &.
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Figura 9

Grdficas en dos dimensiones de la componente 7 de la densidad de corriente J, con diferentes
valores del pardmetro &. Se utilizo el pardmetro & = 0.02, £ = 10y & = 100 en las grdficas (a),
(b) y (c), para los tiempos t [t.=0.9429, t /1.=0.9435 y t /1.=0.9454, respectivamente.

Por otra parte, se analiz6 la evolucién de un plasmoide tomando los tiempos mds cercanos
posibles a los escogidos en la seccion 5.1. La formacion del plasmoide se dio con las mismas ca-
racteristicas, siendo entonces un proceso andlogo. En primer lugar, se formé una hoja de corriente
debido al campo magnético alrededor (ver figura 10a). Seguido a esto se dio una perturbaciéon que
produce diferentes ensanchamientos en la hoja (ver figura 10b). Asi, las lineas de campo interac-
tdan entre si, se reconectan (ver figura 10c) y finalmente se crea el plasmoide con su propio campo

(ver figura 10d).
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Figura 10

Evolucion temporal de un plasmoide a partir de una hoja de corriente para una frecuencia de
colisiones & = 100. La figura (a) se tomé en un tiempo t /t.=0.7326, la figura (b) en un tiempo
t/t.=0.8644, la figura (c) en un tiempo t /t,=0.9242 y la figura (d) en un tiempo t /t.=0.9665.
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Figura 11

Grdficas para el espectro de energia cinética con diferentes valores del pardmetro de colisiones
&. Se utilizaron los pardmetros & = 0.02, & =10 y & = 100 en las grdficas (a), (b) y (c) en los
tiempos t [t.=0.9429, t [1.=0.9435 y t /1.=0.9454 respectivamente.

5.2.2 Espectro de energia

Abhora bien, el anélisis del espectro de energia se realiz6 con el fin de comparar el compor-
tamiento de cada especie (neutra y cargada) y reafirmar el resultado concluido en la seccién 5.2.1.
Es por esta razon que no se compararon los resultados concernientes a la energia magnética, como
se observa en la figura 11.

En primera instancia se tienen los espectros de energia cinética para una frecuencia de
colisiones de & = 0.02 en la figura 11a. En esta grafica se observa que el fluido cargado tiene una
pendiente mds inclinada que el fluido neutro, lo cual indica que el campo magnético lleva a que
la energia cinética se disipe a mayores escalas que en un caso hidrodindmico. Por otra parte, al
comparar con el espectro teérico de Kolmogorov, se obtuvo que el fluido neutro tiene la pendiente

mads cercana. Este era un resultado esperado debido a que la teoria planteada por Kolmogorov se
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realizé para un caso puramente hidrodindmico.

Seguidamente, se observa que los espectros tienden a parecerse entre si tanto en sus pen-
dientes como en su magnitud, especialmente en la escala macroscépica y el rango inercial (ver
figura 11b). Por ultimo, en la figura 11c se evidencian dos espectros de energia cinética que son
casi idénticos. Este resultado muestra, al igual que en la seccién 5.2.1, que el efecto de las coli-
siones es llevar a los dos fluidos a un comportamiento comun debido a la interaccidn entre estos,
de tal forma que la pendiente de decaimiento de la energia cinética serd la misma para las dos
especies para frecuencias de colisiones grandes. Por lo tanto, se evidencia nuevamente el efecto de
las colisiones elasticas y la tendencia a una solucién comin que se ha evidenciado en otros trabajos
de investigacion (Benavides and Flierl, 2020).

5.2.3 Amplificacion de la energia magnética

Para finalizar, se analiz6 el comportamiento de la energia magnética en funcién del tiempo
para las diferentes frecuencias &, como se observa en la figura 12. En el resultado obtenido se
evidencid que a medida que aumenta la frecuencia de colisiones se amplifica la energia magnética
en mayor medida. Este resultado se debe a que las particulas neutras contienen una energia cinética
adicional, la cual es transferida por medio de colisiones a las particulas cargadas. Posteriormente,
dicha energia se convierte en energia magnética debido al vortice generado. Ademas, se tiene que
sin importar el pardmetro de colisiones se mantiene la forma general de las curvas de amplificacion,
tal como se obtuvo primero en el caso totalmente ionizado 7, presentando dos notables picos debido
al dato inicial y una disipacion en la etapa final debido a la turbulencia y pardmetros disipativos.

En particular el pardmetro de colisiones & = 0.02 obtuvo una amplificacién méxima de
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alrededor de un 40 %, mientras que & = 10 obtuvo aproximadamente un 70 % en el primer pico
de amplificacién y en el segundo pico se obtuvo una amplificacién aproximada de 102 %. Por otro
lado, para & = 100 se obtuvieron resultados mayores, siendo un 87 % y un 122 % para el primer y
segundo pico de amplificacion, respectivamente. Estos resultados equivalen a una diferencia entre
el caso de menor frecuencia de colisiones y el de mayor de aproximadamente el 47 % para una
etapa inicial y mas del 80 % para una etapa intermedia (region del segundo pico de amplificacion),

por lo cual se infiere que el efecto es mds relevante cuando se produce una segunda amplificacion.

2.4
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Figura 12

Amplificacion de la energia magnética en funcion del tiempo para diferentes valores de la frecuen-
cia de colisiones &.

5.3 Turbulencia en plasmas parcialmente ionizados (Colisiones inelasticas)

Para los términos de ionizacién y recombinacidn se realiz6 el mismo andlisis sistemético
realizado previamente con los términos de colisiones eldsticas y el fluido totalmente ionizado.
Por lo tanto, inicialmente se analiz6 la vorticidad y densidad de corriente en la seccién 5.3.1,

donde también se analizé la formacion de plasmoides para los dos casos propuestos con diferentes
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frecuencias de colisiones ineldsticas. Ademads, en esta misma seccidn se estudia la relacion entre la
formacién de una hoja de corriente con las tasas de ionizacion y recombinacion. Posteriormente, se
analizo el efecto de dichos términos sobre el espectro de energia cinética en la seccion 5.3.2 y, por
ultimo, se estudié como influyen las tasas de ionizacién y recombinacion sobre la amplificacion
de la energia magnética en la seccién 5.3.3. Asimismo, los tiempos seleccionados para todos los
resultados presentados fueron los mas cercanos posibles a los presentados en la seccion 5.2 con
el fin de realizar una comparacién adecuada, es decir tiempos cercanos al tiempo adimensional
t/t. = 0.9475.

Por otra parte, en esta seccidn se realizaron dos simulaciones con el fin de determinar cémo
afectan los términos incluidos en el modelo en funcién de diferentes frecuencias de colisiones.
Para ello, las tasas de recombinacion I, y de ionizacién Ij,, se normalizaron de forma que
al adimensionalizarlas aparece una frecuencia de colisiones ineldsticas T,... Asi, el primer caso
corresponde a un parametro T = 1073 y el segundo a Ty = 10~°. Ademds, se realizé un andlisis
de las constantes de adimensionalizacién de cada I', de esta forma se encontré la relacion entre las

frecuencias de colisiones

Tion = 105 Trec) (63)

que se mantiene para las simulaciones realizadas en esta seccidn y la siguiente. Para llegar
a este resultado, que es particular del caso en el que se tienen unicamente dtomos de hidrégeno,

se tuvo en cuenta una razon entre los I' (ver ecuacién (59) y (58)), donde la diferencia entre las
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constantes que los acompafan llevan al resultado dado para la relacion entre las frecuencias.
5.3.1 Vorticidad y densidad de corriente

Para comenzar, en la vorticidad mostrada en la figura 13 se analiz6 por aparte el caso del
fluido cargado en la primera fila y el fluido neutro en la segunda. En cuanto al primero se observa
que los resultados son distintos tanto de forma cualitativa como en magnitud (ver figuras 13a
y 13b). Por una parte, al analizar los colores obtenidos, se infiere que para T,,. = 107> se dan
variaciones mds notables en la magnitud de la vorticidad del fluido. Ademads, es claro que esta
misma magnitud disminuye considerablemente con respecto a la de T = 10~ (figura 13a), lo cual
se debe a que la interaccién por medio de colisiones ineldsticas es mayor. Por lo tanto, el fluido
cargado disminuye su magnitud mientras que el neutro la aumenta y asi tienden a una solucién
“atractora”, al igual que se encontré en la seccion 5.2.1.

Por otra parte, en el fluido neutro se observa la formacién del vortice de Orszag-Tang en
la figura 13c para T, = 1079, lo que se da porque el pardmetro de colisiones es suficientemente
pequefio y asi el efecto indirecto del campo magnético a través de las colisiones no es significa-
tivo, resultando entonces en gréficas totalmente diferentes para los dos fluidos (comparar primera
columna de la figura 13). Adicionalmente, se debe tener en cuenta que T, = 107° es el pardmetro
que corresponde a una menor tasa de recombinacion, por lo que en la figura 13c se obtuvo una
magnitud menor que en 13d, ya que en este dltimo se convierte un mayor porcentaje de particulas
cargadas en neutras, por lo cual posee mayores magnitudes en su campo de velocidades. Asi, en
términos generales los resultados fueron acordes a lo esperado, pues el comportamiento de los flui-

dos fue andlogo al de los fluidos con colisiones eldsticas. Los resultados en comin mads evidentes
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Figura 13

Grdficas en dos dimensiones de la componente z de la vorticidad () para diferentes frecuencias
de recombinacion Ty... En la primera y segunda columna se utilizaron Tyo = 10-° Y Trec = 1073
para los tiempos t [t.=0.9551 y t [t.=0.9500, respectivamente. En la primera fila se tiene el fluido
cargado y en la segunda el neutro.
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son la influencia del campo magnético de forma indirecta sobre fluido cargado y la consecuente
tendencia de los fluidos a una misma solucién a medida que se aumenta la frecuencia de colisiones.
En los resultados correspondientes a la densidad de corriente se obtuvo que los procesos
de ionizacién y recombinacion inhiben la formacién de plasmoides. Esto se afirma al comparar
la densidad de corriente para un plasma totalmente ionizado 4b con las densidades de corriente
de las figuras 14a y 14b, teniendo presente que los tiempos utilizados son los mds cercanos posi-
bles. En dicha comparacién se observa que el plasmoide formado previamente no se desarrollé en
ningun caso. Lo anterior ocurre debido a que las tasas de recombinacidén son menores que las de
ionizacion y, en su mayoria, se dan alrededor de las hojas de corriente, mientras que la ionizacién
se da principalmente dentro de estas, como se observa en la segunda y tercera fila de la figura 14.
Por lo tanto, debido a que la cantidad de particulas cargadas alrededor de las hojas disminuye y
por dentro aumentan, las diferencias de presiones magnéticas generadas sobre la regién no son
suficientemente grandes para producir los ensanchamientos caracteristicos de los plasmoides.
Ahora bien, al analizar a detalle el comportamiento de las tasas de ionizacién y recombi-
nacién se encontraron regiones en las cuales el fendmeno de recombinacion es mds relevante y
viceversa. Asi, en las figuras 14c y 14d se observa que la recombinacién tiene sus mayores magni-
tudes alrededor de las hojas de corriente y en las figuras 14e y 14f, se evidencia que es dentro de
estas donde la ionizacién toma valores grandes, como se expuso previamente. Es por tal razén que
las regiones rojas de las graficas de recombinacion son mds cercanas a manchas ubicadas en ciertos
vortices y en las de ionizacidn son mds cercanas a filamentos (o en su defecto machas mucho més

angostas). Ademas, la recombinacién dentro de la hoja tiene su minimo valor, lo que se debe a que
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estas zonas poseen una conductividad muy alta, por lo que es alli donde se concentra una mayor
cantidad de particulas ionizadas.

Al considerar que las particulas neutras no se ven afectadas de forma directa por el campo
magnético y las velocidades del fluido cargado varian en funcion de las densidades de lineas de
campo, se infiere que donde se encuentran menos lineas de campo las particulas se mueven con
velocidades menores. Ademads, cuando las particulas cargadas poseen velocidades suficientemente
bajas es mds probable que se produzca una recombinacién, pues la funcion potencial del ion puede
superar la energia cinética del electron y atraparlo en su 6rbita. El caso contrario corresponde a
velocidades muy grandes, donde es muy probable que una particula neutra libere un electrén al
colisionar con otro, ya que su energia cinética seria suficiente para superar la funcién potencial que
mantiene el atomo estable. Por lo tanto, en las graficas 14c y 14d se aprecian estas regiones rojas
que corresponden en su mayoria al centro de los vértices formados, donde se tiene una menor
densidad de lineas de campo y por ello una mayor cantidad de particulas recombinadas. De la
misma forma se tiene una mayor tasa de ionizacion dentro de la hoja donde las densidades de
corriente son muy altas y por ende también la energia cinética de las particulas con carga.

5.3.2 Espectro de energia

En el andlisis realizado respecto al espectro de energia se obtuvo que para ambos casos las
pendientes de decaimiento del fluido cargado y neutro son muy cercanas (ver figura 15), asi como
se observé anteriormente en las colisiones eldsticas para el pardametro & = 100 en la figura 11c.
Por lo tanto, se infiere que las colisiones inelésticas llevan también a que los espectros sean muy

similares debido a que los sistemas tienden a relajarse y llegar a un mismo resultado. Es decir, las



EFECTOS DE LA IONIZACION Y RECOMBINACION EN LA TURBULENCIA

0 02 04 06 08 1.0

08}.%'

X/,

o | NS s E 4
0'8.0 02 04 06 08
X/,

(e)
Figura 14

Y/l

®

0.6/

(&

080 02 04 06 08
XL

X,

X/,

0.8] 5 SN A
Pl N - w/’;
) X‘_ {l
& .HQL \ ‘f

R -"".‘ \‘ : i
0 07 04 06 03

I.O

124

1.6
0.8
0.0
-0.8
=16
-24

80
70
60
50
40
30
20
10

78

Grdficas en dos dimensiones de la componente 7 de la densidad de corriente (J;) y las tasas de
ionizacion Uiy, y recombinacion Uy, para diferentes frecuencias de recombinacion ... En la

primera y segunda columna se utilizaron Ty,c = 10-° Y Trec = 1073 para los tiempos t [1.=0.9551

y t/t.=0.9500, respectivamente. En la primera fila se tienen las densidades de corriente J,, en la
segunda el Iy, y en la tercera el Tjyy,.
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colisiones ineldsticas producen una disipacion de energia andloga a la que se da en las colisiones
elésticas. Es decir, se confirma nuevamente que el campo magnético estd afectando el fluido neutro
de forma indirecta por medio de colisiones y dicha influencia se evidencia principalmente en como
se disipa la energia. Sin embargo, en las dos graficas se observa un resultado evidente, que es
la separacién entre el espectro de energia del fluido cargado del espectro del fluido neutro. En
ambos casos se tiene que las particulas cargadas poseen una mayor energia a lo largo de todo el
espectro, lo cual se debe a que la frecuencia de ionizacién es mucho mayor que la frecuencia de
recombinacién (10° veces mds grande segiin la ecuacién 63). De esta manera, siempre se tendran

mads particulas particulas cargadas y por tanto mds energia en este fluido.

. —  Cargado 4
10 —  Neutro 10
—a k= -5/3

10 \ — =8

Figura 15

Grdficas para el espectro de energia cinética para diferentes pardmetros de colisiones Tyec. La
figura (a) corresponde a Trc = 107°, y la figura (b) a Trec = 1073, Los restulados se obtuvieron en
los tiempos t [t. = 0.9500 y t /t. = 0.9551, respectivamente.

Ahora, la diferencia entre las distintas separaciones radica en que el efecto del fendmenos
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de ionizacién y recombinacién en el caso de Ty = 10~° es minimo, mientras que para Ty =
1073 si se han encontrado resultados muy relevantes. Ademds, ya que el campo magnético afecta
directamente las particulas cargadas convirtiendo su energia magnética en cinética, entre mayor
sean las tasas de ionizacién y recombinacion, mayor serd la brecha entre los espectros, pues el
campo tendré cada vez mas particulas para acelerar.
5.3.3 Ampificacion de la energia magnética

Para finalizar la seccion de colisiones ineldsticas se analizé la amplificacion de la energia
magnética, la cual se muestra en la figura 16. En los resultados encontrados se obtuvo un compor-
tamiento idéntico al lo que se muestra en la figura 12 de la seccion 5.2. Es decir, se obtuvo que a
mayor frecuencia de colisiones, mayor amplificacion de la energia magnética. Ademads, la forma
general de la grifica también se mantuvo, teniendo igualmente dos picos sobresalientes debido a
la amplificacién generada por el dato inicial y una posterior disipacién de la energia debido a los

procesos de reconexién magnética que se dan en la turbulencia.
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Figura 16

Amplificacion de la energia magnética para diferentes valores del pardmetro asociado a la fre-
cuencia de colisiones ineldsticas Ty... Este resultado se obtuvo para los tiempos mds cercanos a

t/t. = 0.9475.

La amplificacion de la energia magnética encontrada, en este caso, se debe principalmente a
que la frecuencia de ionizacion mantiene una relacion de 10° veces la frecuencia de recombinacién,
como se postulé en la ecuacién (63). Por tal razén, al aumentar las frecuencias de colisiones, el
aumento de las tasas de ionizacion estan siendo mucho mads relevantes. Asi, al obtenerse una mayor
conversion de particulas neutras en cargadas que el caso contrario, cada vez mds particulas se
veran afectadas por el campo magnético, lo cual lleva a una mayor energia magnética. Asimismo,
nétese que la amplificacién para el caso de T, = 107> es mucho mayor que los demds casos. La
razon de ello se ha expuesto en secciones anteriores y es que la cantidad de particulas cargadas
que aparecen es mucho mayor que las neutras, entonces cada vez el vortice amplifica la energia
magnética en mayor medida. Ahora, para el caso de T, = 107 el efecto es minimo, por lo que

la grafica se mantiene practicamente igual que el caso totalmente ionizado. Por lo tanto, se tiene
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que la amplificacién de T, = 107 es, al igual que el totalmente ionizado, de aproximadamente
un 40 % como maximo, mientras que para T, = 1073 se tiene un primer pico de amplificacién de
aproximadamente 79 % y un segundo pico de 140 %.

Adicionalmente, se puede observar que en la etapa final se encuentra una desviacion y ter-
mina siendo menor. Esto se debe a que a medida que avanza el tiempo mds particulas se convierten
buscando el equilibrio del sistema, por lo que en la etapa disipativa final el efecto de la conver-
sion de especias comienza a ser considerable. Asimismo se debe tener presente que asi como la
conversion genera un mayor crecimiento en las etapas de amplificacién, también genera un mayor
decaimiento en etapas de desamplificacion. Finalmente, se infiere que los efectos de las ionizacion
y recombinacién son mds notorios a medida que pasa el tiempo y el sistema tiende a una solucién
estable.

5.4 Aplicacion al Viento Solar

El viento solar es un plasma inhomogéneo compresible que se genera desde diferentes re-
giones del sol y, segin la zona de donde proviene, se divide ya sea en viento solar rdpido o lento.
El primero se origina en las regiones polares del sol, donde se encuentran las lineas de campo
magnético abiertas que se identifican por los huecos coronales. Este plasma se encuentra a velo-
cidades entre 500[km /s| y 800[km/s]. Por otra parte, el viento solar lento tiene velocidades entre
300[km/s] a 500[km/s] y se produce en la zona ecuatorial del sol donde las lineas de campo son
cerradas. Asimismo, es mas denso, mas frio y la densidad e intensidad del campo magnético se
mantiene menos estable. Ademads, las emisiones de plasma debidas a fendmenos abruptos y vio-

lentos contribuyen a la generacién de viento solar, como las eyecciones de masa coronal debidas a
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procesos de reconexién magnética. Este plasma es un medio que se expande a través de la helios-
fera hasta una distancia aproximada de 90[UA| (Verscharen et al., 2019) y se presenta como una
buena oportunidad para estudiar los fendmenos concernientes al plasma a bajas frecuencias donde
se han observado grandes fluctuaciones en la amplitud de sus variables (Bruno and Carbone, 2013).

De tal manera, los parametros que se tomaron en cuenta para realizar una simulacién acorde
con datos reales a una distancia aproximada de 1[{UA] fueron los del viento solar lento (Bruno and

Carbone, 2013). Los valores tipicos de dicho plasma son

By=6x10"°[T],

no=1.5x10"[m™3,

Vo=5x%10°[m/s], (64)

po = 2.50893 x 10~ [kg/m?],

No = 10[1’1’12/6‘],

donde los valores corresponden a la intensidad del campo magnético, la densidad de nime-

ro, la velocidad caracteristica, la densidad de masa y la resistividad, respectivamente.
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Asi, como ultimo resultado se realizé una aplicacion al viento solar con el fin de acercar
el problema planteado a una situacién real en la que se puedan analizar distintas caracteristicas y
comportamientos de este plasma. Para ello se utilizaron los pardmetros presentados previamente,
los cuales se encuentran dentro del rango de pardmetros que son propios del viento solar. Adicio-
nalmente, en la simulacion realizada se considerd una frecuencia de colisiones eldsticas & = 100
y una frecuencia de colisiones ineldsticas T, = 1073, de tal manera que se estudia cémo se com-
porta un fluido en el que se tienen presentes los dos tipos de colisiones, siendo asi una simulacién
cercana al comportamiento natural. Asi mismo, en las simulaciones realizadas se obtuvieron re-
sultados similares a otras simulaciones previas que se utilizaron para el anélisis del plasma (Bruno
and Carbone, 2013). Entonces, se realiz6 en primer lugar una caracterizacion del fluido en la sec-
cién 5.4.1 en donde se presentan diferentes variables del fluido como las densidades de masa,la
densidad de corriente y las tasas de ionizacién y recombinacion. Posteriormente, se analiza cémo
se comporta el espectro de energia en la seccion 5.4.2 y en la seccién 5.4.3 se finaliza con una
comparacion de la amplificacion de la energia magnética con respecto a los casos presentados pre-
viamente. Ademds, es importante considerar que todas las grificas obtenidas se tomaron en los
tiempos adimensionales més cercanos a los resultados previos y posteriormente se escalaron de
forma que se obtuvieran tiempos con unidades reales. Por otra parte, por facilidad para la visuali-
zacion, se mantuvieron normalizados los ejes de las figuras por la longitud caracteristica escogida

para el viento solar de /. = 1591549.431[m].
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5.4.1 Caracterizacion del fluido

Los resultados encontrados para las densidades de masa se muestran en la figura 17. En
estos se observan las escalas caracteristicas de la densidad de masa del plasma en el viento solar de
alrededor de 10~?°[kg/m>]. Por otra parte, es evidente que la densidad de masa del fluido cargado
es alrededor de 4 6rdenes de magnitud mayor, lo cual se debe a la diferencia entre la frecuencia de

ionizacion y la de recombinacion.
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Figura 17

Densidad de masa del fluido cargado p en (a) y el fluido neutro p, en (b) para el Viento Solar. Este
resultado se obtuvo para el tiempo t = 3.04813]s].

Por otra parte, el resultado de la densidad de corriente junto con las tasas de ionizacién y
recombinacion se encuentran en la figura 18. En estas graficas se observan los mismos comporta-
mientos que previamente se estudiaron en secciones anteriores. Ademads, se obtiene la misma apa-
riencia de filamentos que se evidencia en otras simulaciones para la densidad de corriente (Bruno

and Carbone, 2013) y se evidencia la diferencia de aproximadamente 4 6rdenes de magnitud entre
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la tasa de recombinacion y la tasa de ionizacion.
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Figura 18

Componente z de la densidad de corriente J, en (a), tasa de recombinacion Iy, en (b) y tasa de
ionizacion Uy, en (c). Este resultado se obtuvo para el tiempo t = 3.04813(s].

5.4.2 Espectro de energia

El espectro de energia cinética para las particulas cargadas y neutras se obtuvo considerando
la escala adecuada de velocidades y densidad de masa, por lo cual se obtuvo un espectro de un
orden de magnitud mucho menor que los anteriores. Las pendientes de disipacidon encontradas
fueron cercanas a los modelos previos y también se evidencia la separacion entre los espectros de

los dos fluidos.
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Figura 19

Grdficas para el espectro de energia cinética para el Viento Solar con los pardmetros & = 100 y
Trec = 1073, Este resultado se obtuvo para el tiempo t = 3.04813]s].

5.4.3 Amplificacion de la energia magnética

Como ultimo anélisis se estudi6 la amplificacion de la energia magnética y se compard con
los resultados previos en la figura 20. En este caso el comportamiento fue un poco distinto a la
tendencia que se tenia con cada tipo de colisiones por aparte debido a la interaccidén en conjunto

entre ambas.
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Figura 20

Amplificacion del campo magnético normalizado para el Viento Solar, el fluido totalmente ioniza-
do, un fluido con & = 100 y un fluido con Ty = 103, Tiempo t /t. = 0.9576.

En primera instancia es claro que cualquier tipo de colisién amplifica la energia magnética
por encima de como ocurre en el fluido totalmente ionizado. Adicionalmente, se observa que en la
simulacion del viento solar, que incluye tanto colisiones ineldsticas como eldsticas, la amplificacion
es mayor que para el caso en el que se tienen tinicamente colisiones eldsticas con frecuencia & =
100. Por otro lado, se obtuvo que para las colisiones ineldsticas con frecuencia T, = 1073 la
amplificacion es menor que para el viento solar y las colisiones eldsticas en el primer pico, sin
embargo esta las supera a ambas en el segundo. Este comportamiento se da debido a que los
efectos de ionizacién y recombinacion son més evidentes a medida que el tiempo avanza, ya que
se convierten més particulas y el sistema tiende a una solucion estable. Asimismo, el modelo con
ambas colisiones no amplifica més porque las colisiones eldsticas mantienen el sistema mds estable
mediante el intercambio de energia entre las dos especies. Especificamente, el caso del viento solar

amplificé alrededor de un 90 % durante el primer pico de amplificacién y llegé hasta un 135 % en
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el segundo.
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6. Conclusiones

A partir del estudio sistemadtico realizado de los diferentes modelos que describen un plas-
ma turbulento se determiné que los procesos de ionizacién y recombinacion tienen diversos efectos
significativos en la dindmica del mismo. Por medio del andlisis de las graficas obtenidas se deter-
mind que estos fenémenos influyen en las variables que describen el plasma como su vorticidad,
densidad de corriente, densidad de masa, entre otras. De igual forma, se encontraron diferencias
muy evidentes respecto al comportamiento del decaimiento en los espectros de energia y de la
amplificacion de la energia magnética. Por lo tanto, se afirma que el fendmeno de conversién de
especies, al igual que las colisiones elésticas, deberia ser considerado siempre que se espere des-
cribir un plasma turbulento de una manera acertada y completa.

En particular, se encontré que los términos de colisiones ineldsticos (ionizacién y recom-
binacion) hacen que tanto el fluido cargado como el neutro tiendan a un comportamiento similar.
Esto se evidencié mediante la comparacion de las vorticidades y densidades de corriente en la
seccion 5.3.1 y las pendientes de decaimiento en los espectro de energia de la seccioén 5.3.2. Este
resultado es andlogo al que se da también debido a las colisiones eldsticas que se encuentra en la
seccion 5.2, con la particularidad de que para el caso de la ionizacién y recombinacién se encuen-
tran algunas diferencias en las magnitudes de las variables, como es evidente en el espectro de
energia. Ademds, el hecho de que los fluidos se comporten de esta forma indica que a pesar de que
las particulas neutras y el campo magnético no interaccionen directamente, este logra afectarlas e

influye en estas por medio de las colisiones.
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De igual forma, se obtuvo que la ionizacién y recombinacion podria inhibir la formacién
de plasmoides en las hojas de corriente creadas por las variaciones abruptas del campo magnético.
Para llegar a este resultado se compar6 el comportamiento de la componente z de la densidad de
corriente para el modelo con conversion de especies en la seccién 5.3.1 con los modelos del plasma
totalmente ionizado y del plasma con colisiones eldsticas en las secciones 5.2.1 y 5.1.1, respecti-
vamente. La razén por la cual se produce esta inhibicién es por el comportamiento caracteristico
que tienen las tasa de ionizacién I, y recombinacién I',... En términos generales, esto se obtiene
porque las regiones en las que se producen las conversiones de especies son tales que logran que las
hojas de corriente se mantengan mas estables y las presiones magnéticas generadas a su alrededor
no varien de forma considerable. Sin embargo, una descripcion més detallada de este fenémeno se
encuentra en la seccion 5.3.1.

Por otra parte, se encontré que la ionizacién y recombinacion contribuyen en gran medida
en la amplificacion de la energia magnética. De hecho, se obtuvo que las colisiones ineldsticas
influyen sobre la amplificacion en una medida comparable con el modelo de colisiones elésticas,
ya que para el caso de T, = 107> el maximo de amplificacién fue 140 %, mientras que para las
colisiones eldsticas con un pardmetro de & = 100 se obtuvo un maximo de 122 %. Adicionalmente,
se encontrd que para las colisiones ineldsticas el efecto sobre la energia magnética es progresivo,
ya que las poblaciones de cada especie varian a medida que avanza el tiempo y tienden a una mayor
densidad de particulas cargadas.

Finalmente, se ejemplificé como la teoria planteada puede aplicarse para la descripcion de

un plasma real que se encuentra en la naturaleza, para ello se ajust6é el modelo a ciertos pardme-
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tros caracteristicos del viento solar lento en la seccion 5.4. De esta manera, es posible realizar
simulaciones muy completas de un plasma turbulento y aportar asi para el entendimiento de los
diversos fendmenos complejos que la turbulencia produce en el entorno astrofisico. Por lo tanto,
es importante considerar que el modelo puede ser ajustado para representar cualquier otro sistema
con diferentes parametros.

Es importante resaltar que los objetivos propuestos durante este trabajo de investigacion
se cumplieron de forma satisfactoria. En primer lugar, se corroboraron resultados obtenidos pre-
viamente para plasmas turbulentos con colisiones elésticas y se amplié y abarcoé el estudio de su
dindmica desde diferentes perspectivas. Asimismo, se encontraron resultados novedosos respecto
a la influencia de los términos de ionizacidén y recombinacién sobre la dindmica de dicho plasma.
Por tal razén, se esta desarrollando un articulo cientifico en esta direccion con el fin de presentar
ante la comunidad cientifica un avance relevante dentro del campo de la turbulencia y la teoria

magnetohidrodindmica.
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Apéndices
Apéndice A. Ecuaciones de conservacion
En este apéndice se encuentra el desarrollo matemdtico detallado de las ecuaciones presen-
tadas en el capitulo 3.
Muiltiples especies
Conservacion del momento
En primer lugar, para encontrar la ecuacion de momento a partir de la ecuacion de transporte

—

de Boltzmann (15), se utiliza la funcién g(v) = BV

a[(naﬁa < v >a) +V;‘ (naﬁa < W >a) —

”aﬁa
Mg,

< ﬁ‘v\‘j\_)‘ >(x: ﬁa/v(aff(X)colld}V? (65)

Ahora, se analizard la expresion por partes. Es decir, para el primer término, por medio de

la regla de Leibniz, se tiene

a[(naBa < \7>a) = naﬁaat < \7>a + < \7>a at(naﬁa),
(66)

= naﬁaaﬂ/_ia + ﬁaat(”aﬁa)-

Posteriormente, haciendo uso de la ecuacién de continuidad (16)
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at(”ocﬁaﬁa) = ”aﬁaazﬁa —UgVy- (”aﬁaﬁa) + ﬁaﬁa /(azf)colld3v~ (67)
Para el segundo término de (65) se define

V:Ea+<\7>a: Ea+ﬁa, (68)

donde ¢ es la velocidad relativa entre vy < vV >, por lo cual se cumple

< Cq >=0, (69)

lo cual lleva a que finalmente el segundo término sea

V;“ (n(xﬁ(x < \_;17 >a) - V? (naﬁaﬁaﬁa +n(xﬁa < Z:(XZG >) (70)

El primer término de la ecuacion (70) se puede expresar en términos de las derivadas espa-

ciales, lo cual por medio de la regla de Leibniz resulta

L dii dii di
Vi (naBaliaiia) = noPa (u(xx - . oc>

+ Uay + Uy
ox dy dz 1)

d 0 d
+iig {a (”aﬁauax) + a—y(”aﬁauay) + a—z(naﬁoc”az)} )
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que se sintetiza como

V;’ . (naﬁalx_iaﬁa> = naBa(ﬁa . V;’)ﬁa + ﬁa [V;’ . (naﬁaﬁa)]. (72)

Entonces, retomando la ecuacion (70)

V;-‘ . (naﬁa < \_;1_; >a) - naﬁa(ﬁa . V;‘)ﬁ(x + ﬁa [V;‘ . (naﬁaﬁa)]
(73)

+V;.‘ (naﬁ(x < Z:aga >),

donde ny By < ¢y >, para By = mg, es conocido como el tensor de presién cinética Py,

Pa :Ma +pa]I:naﬁa < Eaga >, (74)

mientras que para 3, = g Se encuentra el tensor electrocinético. Ademds, el tensor M es

el tensor de viscosidad y py es la presion cinética escalar. Por lo tanto, se obtiene

V? (naﬁa < W >0¢) - naﬁa(ﬁa N V?)ﬁa "‘ﬁa[V? (naﬁaﬁa)] +V?Ma +V;~'pa. (75)

Posteriormente, para el tercer término de la expresion inicial del momento (65), al desarro-

llar las derivadas del campo de velocidades y aplicar el producto interno, se encuentra
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n = o n . . . n
—‘M“<meom:——‘m“<a@+@@+aq>w:—“&’
Mgy Mgy My

<F>q. (76

Entonces, al juntar los tres resultados (67), (75) y (76) en la expresion de momento (65)

naﬁ(xazﬁa —UigVi- (naﬁocﬁa) +ﬁ(xﬁa /(atf>colld3v+naﬁa(ﬁa : V?)ﬁ(ﬁ'

(77
— — n ~ —
Ua[Vi- (naPatie)] +Vi-Mg + Vipa — ’(;ﬁa <F >q= ﬁa/v(azfa)coll dv,
(04
que se puede reescribir como (a continuacion se tomard Vy = V)
5 o naﬁa =3
naPo (0 +iig - V)iig+V Mg+ Vpg — < F >4
o (78)

= Ba/v(atfa)cou d’v— Baﬁa/(atf)colzd3\/,
Al considerar las definiciones (18), (22) y la derivada lagrangiana, se obtiene la expresion
Dl/_ia - naﬁa

Dt My

que para el caso en que se define B = m, se encuentra
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Dii 3} )
manaﬁ — g < F > —V Mg — Vpg + Ry — iigsa, (80)

que corresponde al resultado buscado (21).
Conservacion de la energia

Al reemplazar la funcién Bqv? /2 en la ecuacién (15), se encuentra

”aﬁa 2 = naﬁa 2 . ”aﬁa 2w 2
a[<T<V >a)—|—V, ( 2 <V V>a) <F VVV >a

2mg 81)
1
= Eﬁa /V2 (9 f) cour gdv.
A partir de la definicién (68) y la condicidn (69) se obtiene la expresion (82)
() =ug+{c). (82)

De la misma forma que en el caso del momento lineal, se analiza término a término la

expresion (81). En primer lugar, se tiene en cuenta (82)

% (% <v2>a) = (ﬁ 5 ué> +0) (/3 5 <cé>) , (83)

donde, segin la definicién (74), el término PByng <c%x> corresponde a la diagonal del tensor

de presion cinético (o electrocinético), es decir
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Npo = Bana <c%x>, (84)

siendo N el numero de grados de libertad, lo que lleva a

o (@ <v2>a) =9, (ﬁ“2”“u§+%vpa). (85)

Para el segundo término de (81), se reescribe

Vi (@ <v2\7>a> —V,. <”°‘2ﬁ“ <(v.V)v>a> , (86)

que se expande con la definicién (68) y el resultado (69), asi se obtiene

((F-9)9)q = Vi = uigiia + (cg ) o i + 2 (CaCa) - lio + {CgCar) - (87)

Por lo tanto, al reemplazar en (86) aparece la definicién del tensor de presién (74) y una

nueva definicién que corresponde a la definicion del vector de flujo de calor

1
Go = Eﬁana <C%¢Ea>, (88)

con lo cual resulta

n . n N . . .
Vi (aTﬁa <v2v>a) = Vi {( azl}a”%c+apa) g +Potig+Gal- (89)
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Por dltimo, para el tercer término se tiene

S (Fova) = (F V(i) (90)
2 a 2 a
que se reescribe al considerar
Vi(V-V) =2(V- Vi)V = 2V o1
Es decir
ng /= 2 =
S (F V) = na(F7) (92)
2 a a

lo cual representa la potencia. Al agrupar los resultados (85), (89), (92) y retomar la ecua-

cién (81), junto con la definicién del término de colisiones (26), se obtiene la expresion (25)

n N n N i U
P) Ba (xu(zx+_pa + V- Ba au(zx_i_—pa g +Meg - liq+ pal-tig +qa
2 2 2 2

93)
_Ban(x

Mgy

<ﬁ‘7>:Ha,

Modelo de tres fluidos
Teniendo en cuenta que un plasma parcialmente ionizado estd compuesto por iones, electro-
nes y particulas neutras, la descripcion de la dindmica el plasma estaria dada mediante las ecuacio-

nes de conservacion para tres especies, es decir tres conjuntos de ecuaciones acoplados mediante
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términos de interaccion:

= Jones:

0 (Pmi) +V - (Pmitii) = Si,

Dui; - -
Pmi Dtl =ni(F)i—V-M; —Vp;+R; — u;S;, o4
£} Dtl t—s PVl = _<Mi'v)ui_v'%‘+Eul‘zsi_ui’Ri‘f‘Hi-
m Electrones:
at(pme) + V. (pmeﬁe) — S6’7
bi, _ g R, i (95)
Pme Dt = ne<F)e -V -M, — Vpe +R, — ueSe,
N Dp N-+2 o N . 1 I o
) D: + TpeV e =—(M,-V)iie—V-go+ EugSe — R, + H,.
= Neutros:
az‘ (pmn) + V. (pmnﬁn) - Sn;
Dy _ (B R (96)
Pmn Dt =n,(F),—V-M, —Vp,+R, — Sy,
ND N+2 . N . 1 L o= -
5 DP;” —|—Tan-un = —(Mn-V)un—V-qn+Eu%Sn—un-Rn—l—Hn.

Nétese que los subindices i,e y n representan a los iones, electrones y neutros, respectiva-
mente. Este conjunto describe la dindmica de los tres fluidos diferentes que interactian entre ellos
en un mismo volumen.

Modelo de dos fluidos

Para obtener el conjunto de ecuaciones que componen el modelo de dos fluidos, se utiliza
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el sistema previo de tres fluidos presentado en la seccion 1. A partir de ello se realiza la suma de
las ecuaciones para iones y electrones, de forma que se obtiene el fluido cargado y se mantienen
igual las ecuaciones correspondientes al fluido neutro.

Ecuacion de continuidad

Fluido cargado

Al realizar la suma sobre las componentes cargadas del plasma, representadas con el subin-

dice u =1i,e (iones (i) y electrones (e)), se obtiene

Zatpm/.i + ZV (pmuﬁu) =S, 7
u H

siendo S, = S; 4+ S,. Ahora, al considerar las definiciones (31) y (33), se obtiene

9Pme
ot

+V. (pmcﬁc) - SC7 (98)

que corresponde a la expresion (34).
Fluido neutro

La ecuacion correspondiente al fluido neutro se obtiene de forma inmediata
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apmn -
N _— .
o + V- (Pmntin) = Sn 99)

Ecuacion de momento

Fluido cargado

Para determinar la ecuaciéon de momento para el fluido cargado se define la fuerza como

Fu = quE +qu iy x B) + pmy3, (100)
y se realiza la suma correspondiente de las ecuaciones para iones y electrones
Y P = T (- V)t | = Y qunuE + ) quny (”u X B)
0 0 0 (101)

+ L P =2V Pyt ) Ry — Y Sy,
1 1 T T

Ahora, se utiliza la ecuacion de continuidad (97) para reemplazar el término Sy, es decir

9Pm _
Y Sy =Y iy gt“ + V- (Pmiiy) | - (102)
u

Entonces, al retomar la ecuacion (101), con el resultado (102), se reescribe como
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817! o apm - =
) {Pmu (a—t“+ (- V) ) + iy, ( atu +V- (Pmu”u))} =) aumuE
u

I

(103)
+ Y qurt (7 < B) + L pu— LV - Put+ YR
0 m 0 0
Asi, la parte izquierda de la ecuacion se puede agrupar como
J _ . L _
Y o (Pt ) + Pyt (i - V) by + Ty V - (Pt )
g (104)

_Zl (Pmutly) +V - (Pmuﬁuﬁ@]’

Por otra parte, se define la velocidad de difusion para cada especie que conforma el fluido

cargado (iones y electrones) como

lo cual, lleva a la expresion

Z[ (Pmptiy) +V - (Pt iy
H (106)

d . N o
) [ (P Wu) + o (Pmutic) +V - (Pmp (Wu +dic) (W +iic)) | ,
u

donde el primer término de la parte derecha cumple con la relacién
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L P = Y P (s —
u u
=Y Pupuliy = Y Pmpilic
H H
- pmcﬁc - ﬁc me,u
u
= pmcﬁc - pmcﬁc =0.

Al realizar los productos y aplicar la condicién (107) se obtiene

Z[&t (pmuuu)—f—v pmuuuuu Z 8, pmuuc —|—V [pmuwuwu]
0 I

Vo |pmplicic] +V - (PmuWpitic) +V - (PuplicWy)] |

117

(107)

(108)

lo cual se reduce nuevamente al aplicar la sumatoria en los dos dltimos términos y conside-

rar el resultado (107)

Y [0 (pmyiic) +V - [P Wy ] +V - [pmyiiciic] +V - (PmpWpitic) +V - (PmulicWy) ]

u

J q - Lo
= E (pmcuc) +V- (pmcucuc) + ;V (pmuwuw“) .

Posteriormente, se desarrollan las derivadas para reagrupar la expresiéon como

(109)
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J . . -
E (pmcuc) +V. (pmcucuc) + ZV : (pmuwuwu) =

H (110)

aﬁc - - - a = - =
Pime=5 =+ Pme (tie - V) tle +tic | = Pme +V - (Pmetic) + YV (P Wpivn)
u

que finalmente, mediante la ecuacion de continuidad (34) y la definicion de derivada La-

grangiana, resulta

du . I - o
Pmca_lc + Pme (tie - V) tie + i Epmc + V- (Pmelic) | + ZV : (pmuwﬂw#)
u
(111)
Dﬁc - — —
—Pmep +ileSe+ YV (P
! u
De esta forma, al reemplazar los resultados encontrados en (103)
Dii. o =
H K (112)

+unnu (ﬁ” ><§> +meug—ZV-1P>” +Zﬁu.
0 T 1 u

Tensor de presion cinético
Por otra parte, antes de continuar con el desarrollo de la expresion (112), es necesario hacer
énfasis en el término correspondiente al tensor de presion cinética. Previamente este se definid

para cada especie por aparte, sin embargo, ahora se busca un tensor de presion cinética para todo el
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fluido cargado. Por lo tanto, de forma analoga a la expresion (68), se define una velocidad relativa

Cop = Ve + e, (113)

donde i, es la velocidad global promediada de las particulas con carga. Entonces, la defini-

cion del tensor de presion cinética para el fluido cargado, acorde con (74), es

Pe =) Pu {CouCou) - (114)
n

Ademads, de acuerdo con las definiciones de velocidad relativa (68) y velocidad de difusién

(105), la expresion (113) se reescribe como

por lo que al realizar los productos de (114) y aplicar la condicién (69), el tensor resulta

T T m m

Por lo tanto, al sustituir el tensor de presién (116) en (112), se obtiene
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Dﬁ — = = = N -
PMCF; FiicSe+ Y V- (PmuWuu) = Y quinE + Y quny (”u X B)
m u u
(117)
+meu§—|—l_éc - V-P +ZV' (pm#v_f/#v_v’u) )
u 0
que al realizar las sumas y simplificar, da como resultado
Di, = . o L
PmcEzpqE+]><B+pmcg—V~IP’c—i—Rc—ucSC. (118)

Ademads, al considerar la condicion de cuasi-neutralidad que se debe cumplir por tratarse de
un plasma, la carga total del fluido debe ser cero, es decir p, = 0. De tal forma que se obtiene la
conservacion del momento para el fluido cargado (35)

Di, - < S 3 o
Dtc =jXB+pncg€—V-Pe+R.—.S,. (119)

me

Fluido neutro
Por otra parte, para el fluido neutro se obtiene la expresion de forma inmediata a partir de

la expresion (21), teniendo presenta que la fuerza estd definida como

-

F, :pmn§7 (120)

lo que lleva a
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Dun

pmn =P8 —V P, +R UpS,. (121)

Ecuacion de energia
Fluido cargado
Para encontrar la ecuacion correspondiente a la conservacion de la energia del fluido carga-

do, en primer lugar, se define B, = m¢, en la ecuacion (25)

N N
at (pma %t_i_ 2p0€>+v7 |:(pm(X 2+ pa) lea“‘Ma l/toc"‘pa]l ua+‘]a

2 2 2 (122)
—Nng < F17>a:Ha
Ahora, se realiza la suma entre la ecuacion para iones y electrones, es decir
o Pmu 2 V.. Pmu ) N TR
Y o S Mt pu +Z ty+ 5 pu | iy + Py iy + g
H (123)

—Y nu<F-v>,=Y Hy.
" "

Seguidamente, se utiliza la expresion para la fuerza (100). A partir de ello, el término de

potencia en la expresion de la energia para multiples especies (25), se desarrolla como
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Yo (F ) =Y |- P+ au (g < B) i) +mu(§-ihu) . (124)
m u

donde el segundo término es cero debido al producto interno de vectores ortogonales, 1o

cual indica que la fuerza magnética no realiza trabajo y resulta

Zn/.t :f E+pmcuc . (125)

Entonces, al reemplazar el resultado de la potencia (125) y realizar las sumas correspon-

dientes en (123), se obtiene

d (Np. 1 Np.
_( £ "‘_Pmcug):_v'{( . + pmcu)uC+P Mc‘i‘qc}_] E — Pmctle - § = He.

ot \ 2 2 2
(126)
A continuacion, se reescribe la expresion como
d (N N 1 0
(). (29 e
(127)

2
Dii, - S
pmc +V-G.+V- (P uc) J E— Pmelic- & = H,

con el fin de utilizar la ecuacion para el momento (35) y la conservacion de la masa (34)
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para el fluido cargado. Por lo tanto, al reemplazar lo mencionado y se acomoda la ecuacién como

sigue

D (N N . R -
( 2pc)+ §CV~MC+V-QC+([P>C,V),MC

(128)
. |

Para el término de densidad de corriente se utiliza la ecuacion que relaciona la velocidad de

cada especie U con la velocidad de difusién (105), lo que resulta en

f:Z”uquﬁu :Z”uQuwu+Z”uquﬁc, (129)
H u u

que lleva a

(130)

En esta expresion se defini6 la densidad de corriente de conduccién j/ , que representa la

densidad de corriente en el marco de referencia que se mueve con la velocidad promedio global

i del fluido cargado. Por otra parte p, ii. es la densidad de corriente de conveccién, que hace

referencia al flujo de la carga espacial con velocidad i,.. Sin embargo, se tiene que

quQini+Qene:0 (131)
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para que se cumpla la condicién de cuasi-neutralidad caracteristica de un plasma, que im-

plica que se cumpla la condicién n, = n;, por lo que se tiene j' = j. Ahora, se analizan los términos

asociados con el campo eléctrico y magnético, esto es

J-E—ile-(jxB)— pmeilc - E

= (7 + pmeite) - E + (7 + pmeiic) - (e % B) — peiic - E (132)

- e =

= j-E+j-(i. x B).

De tal forma que la expresion que se obtiene a partir de (128) es

D (N N . . L 2 o= |
E( §C>+%V-uc+v-qc+(Pc-V)-uc:]-E’+Hc—uc-Rc+—u3 . (133)

El término J - E' es la razén de cambio de la energia debido al calentamiento de Joule.

Seguido a esto, se utiliza la definicién del tensor de presion cinético (74)

D (N N+2 R |
Dr ( 56) +%pc Ve +V-ge+ (M- V)i, :j-E’+HC—ﬁC-RC+—uZSC, (134)
y, por medio de la ley de Ohm E'=E+ i, X B = nf, donde n es la resistividad de un

conductor 6hmico, resulta la expresion buscada (36)
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ND N+2 . . o
B Dpc+Tpcv'uc:_(Mc'V)'uc_v'CIc
! (135)

iR s
Ue - Re+ c+2ucsc+nj~

Fluido neutro
Para el caso del fluido neutro, se parte desde la ecuacion general utilizada previamente para

el fluido cargado (122), donde se define el subindice @ = n y se utiliza la fuerza

Fy = Pon. (136)

Por lo tanto, la potencia se desarrolla como sigue

y asi, se obtiene el resultado

d (N 1 N 1 . o o
E ( zpn +§pmcld%> =-V. |:( 2p" —{—Epmnu%> I/ln—|—]P)n-un_|_qC:| _pmnun'g:Hna (138)

que al igual que en el caso anterior, se reescribe como
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8 N n N n— 1 a mn 7
5( 5)”'( 5”">+E”3{ iV (o)
(139)
o Dﬁn - — =7 o
—l-un'(pmnﬁ)+V‘Qn+v'(Pn'un)_Pmnun'g:Hn'

Por tltimo, por medio de la ecuacion de continuidad (37) y la ecuacion de momento (38),

se llega a la expresion

D (N N
_< 5”)4— é?nv'ﬁ"_'—v'zl‘n‘i‘(lpn‘v)'ﬁn
(140)

ud = 1—)
=H, — 1, R,+ EMZS,Z,

la cual, al expresar el tensor de presion cinético segun la definicion (74), se convierte en la
expresion buscada (39)

ND N+2 . . -
el ———PnV iy =—(M;, - V) il — V- Gy

—iby R, +H, + —u%Sn.

Ecuaciones conservativas

Conservacion de la masa

En el caso de la conservacion de la masa, las ecuaciones ya se encuentran escritas de forma
conservativa, tanto para el fluido cargado, como para el fluido neutro.

Fluido cargado
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%Jrv- (Pmeile) = Se. (142)
ot
Fluido neutro
ag’;’” V- (Dyaniln) = Sn. (143)

Conservacion del momento
Fluido cargado Para obtener la forma conservativa de la ecuacién de momento, se parte de

la expresion encontrada previamente, donde se utiliza la definicion de la derivada Lagrangiana

Pme [atﬁc + (ﬁc : V)ﬁc] = f)( §+pmc§_ V. ]Pc +Ec - ﬁcSc- (144)

Para obtener el resultado buscado, se analizard cada término de esta expresion por separado.

Entonces, en primer lugar, se tiene

pmcatﬁc — at (pmcﬁc) - ﬁcatpmw (145)

que al usar la conservacién de la masa (40), queda de la forma

pmcatﬁc — at (pmcﬁc) - ﬁcSc + ﬁcv : (pmcﬁc) (146)
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Por otra parte, para el segundo término de (144), se desarrolla

V. (pmcﬁcﬁc> = ﬁcv' (pmcﬁc) + (pmcﬁc : V)ﬁm (147)

de donde se puede despejar el término

pmc(ﬁc : V)ﬁc =V. (pmcﬁcﬁc) - L_icv : (pmcﬁ(:) (148)

Por lo tanto, al juntar las expresiones (146) y (148), para posteriormente simplificar, se

obtiene

at (pmcﬁc) + V. (pmnﬁcﬁc) = fx §+ pmcg_ V. IEDc +ﬁc- (149)

Posteriormente, si se tiene en cuenta la Ley de Ampere en la aproximacién de bajas fre-

cuencias

j=—VxB, (150)
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el término asociado con densidad de fuerza magnética se puede reescribir en componentes

tensoriales como

R 1
(J X B>i = EgjkigjlmBkalea

lo cual, al aplicar propiedades del levi-civita, resulta

S o 1
<j X B> = %ka?le (841 Gim — OkmGir) »

i

_ i (SBimBidiBon — Sum1BdiBo)

— L BB~ BB,
Ho

Para el primer término de (154), se utiliza la regla de Leibniz

81(B,B,-) = B,0d;B; + B;0,B,.

Ademds, al considerar la ley solenoidal d;B; = 0, se tiene

&,(BIB,-) = B,&,Bi.

Respecto al segundo término, se reescribe como

(151)

(152)

(153)

(154)

(155)

(156)
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Por lo tanto, al juntar ambos términos, se obtiene
T 1 B?
(j X B) = —0, (BlBi - 5iz—) :
i Uo 2

que escrito de forma tensorial es

(]‘x B’) - %v- <EB’—B;]1) .

Estos resultados se reemplazan en la ecuacién de momento (149)

at (pmcuc) +V. PmcUclUe — —BB+ (pc + _) I +M:| = Pmc8 +Rcv
Ho 2o

donde se toma como definicién de presion escalar total p;. a la cantidad

BZ
Pre :pC+2_,uo7

130

(157)

(158)

(159)

(160)

(161)
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por lo tanto

. TR - L3
at (pmcuc) +V. PmcUclUe — EBB + ch]I +M| = pqE + Pmc8 +Re, (162)

se obtiene la expresion buscada (41).
Fluido neutro
Para el fluido neutro, se inicia desde la ecuacién encontrada previamente (38) y se utiliza la

definicién de derivada Lagrangiana, es decir

A, . S 5
Pmn { 8tn + (ty- V) un} = Pmng — V- P+ R, — 1Sy (163)

Para el primer término se utiliza la regla de Leibniz y se obtiene

pmnatﬁn - at (pmnﬁn) - ﬁnatpmm (164)

que por medio de la conservacién de la masa (43), se convierte en

pmnatﬁn = at (pmnﬁn) + l/_in [V : (pmnﬁn)] - ﬁnSn (165)
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Por otra parte, para el segundo término se usé también la regla de Leibniz de la siguiente

forma

Asi, al reemplazar los dos términos en la ecuaciéon de momento (163), da como resultado

a1‘ (pmn’/_in> + V. (pmnﬁnﬁn) — pmng_ V. ]P)n +En: (167)

que se puede reescribir como la ecuacion que buscamos en forma conservativa (44)

Conservacion de la energia
Fluido cargado

La energia total del fluido cargado estd dada por

Eo= L pat By (169)
c= zpmcuc 210 Pmcec-
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Entonces, para encontrar la ecuacion buscada, se analiza la variacion temporal de esta ener-
gia (169). Asi, para obtener el primer término, se parte desde la ecuacién de momento (35) y se
multiplica por i,

D /1 . - O, L o=
pmcﬂ <§ug> = —J (the X B) + pmclhc - 8 — llc - (V~Pc)+uc-Rc—ugSC. (170)

Para llegar a este resultado, se acomod9 el primer término teniendo en cuenta que 1% (%uf) =
U - % (ii.) y la identidad vectorial &, - (j x B) = —J - (i@, x B). Ahora, el término asociado con el

tensor de presion se puede reescribir, teniendo en cuenta que

V'(Pc'ﬁc):_‘c'(v']P)c)‘f'(Pc’V)'ﬁc- (171)

Posteriormente, se despeja el término requerido, se reemplaza en la ecuacion (170) y, para
el primer término de dicha expresion se utiliza la regla de Leibniz de forma similar al desarrollo

(171), lo que resulta en

oo\ 1, o
Dy Epmcuc _Euthpmc:_]'<UCXB)+pmcuc'g
(172)

— V- (Pe-ii,) 4 (Pe- V) -lle + il - Re — u>S,..

A continuacion, se utiliza la conservacion de la masa (40) para el segundo término de (172)
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1 1 1 . - - oL
Dy _pmcug - _”gSC + _’ft?pmcV U= —]- (uc X B) + Pmclic - &
2 2 2 (173)

— V- (Pe-ii,)+ (Pe- V) -l + il - Re — u>S,.

Para el término en el que aparece la divergencia del campo de velocidades, se tiene que

PctiyV - Te = V - (Petigiic) = (#e - V) (Pmettg), (174)

y para el término asociado con la densidad de corriente, se considera la ley de Ohm

j=0y(E +ii. x B), (175)

de donde se despeja

d.xB=nj—E, (176)

siendon =1/0.
De tal forma que al reemplazar los resultados en (173), expandir la derivada Lagrangiana y

simplificar, se obtiene
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% (%wa&) =V |:(%pmcug]l+Pc) 'ﬁc} + Pme ﬁc§+jé
77)

. _ 4L a
_n]2+pCVuC+(MV)uc+pqucE+ucRc—§ugSC

Por otra parte, para el término que representa la densidad de energia magnética en (169) se

utiliza la ley de Faraday

B=—-VXxE, (178)
la cual se multiplica por B
B-0,B=—B-(VXE), (179)
B? . .
o (7):—V-(E><B)—E-(V><B). (180)

Posteriormente, se considera la ley de Ampere en una aproximacién de bajas frecuencias

f=—(vxB), (181)
Ho

con lo que la expresion (180) se convierte en

2
o, (B—) —_V. [iﬁ xé] —j-E. (182)
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Por tltimo, para la variacion del término que corresponde a la densidad de energia interna
especifica en (169), se tiene en cuenta que dicha energia se relaciona con la densidad de masa y la

presion por medio de la ecuacion de estado para un gas ideal

Pn=(Y—1)Ppmnen. (183)

Ademads, es necesario reescribir la ecuacion encontrada para la energia (36) en términos
del indice adiabdtico 7, el cual se relaciona con el nimero de grados de libertad N mediante la

expresion

N+2
= — 184
r=" (184)
por lo tanto, al reorganizar mediante algebra, se obtiene
1 N
_ 185
i (185)
y
N+2 Y
_— 186
R (186)

Entonces, el resultado obtenido para dicha expresion es
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Dp S . .
Dtc +vpcViie=(y—1)[=(Mc- V) iic = V-G,
. (187)
— i, R.+H,+ §u§SC+nj2 .
Posteriormente, se reescribe nuevamente la expresion, de la siguiente forma
Dt(pmcec) = Dy = _YPCV'MC+<Y_ 1) _ucSC
y—1 Y—1 2 (188)

_V'qc_ﬁC‘Ec+Hc_(MC'V)'L_‘)C"‘lez)} ’

Posteriormente, se expande la derivada Lagrangiana, se utiliza la regla de Leibniz y la ecua-

cién de estado (183) para llegar a

al (pmcec) =-V (pmcecﬁc) - pcv : ﬁc + TIJ2 +H,
(189)

S
—ﬁC-RC+Eugsc—v.qc—(Mc.V)-ﬁc.

Finalmente, al juntar los tres términos encontrado (177), (182) y (189), resulta la expresion

(190)
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2
o E. = 0 (%pmcuf + ZB_ +pmcec) =-V K(%pmcuf +pmcec) I+ IP’C) U,
Ho (190)

1 = — —
+,U_E X B+qc:| +pmcﬁc '§+pqﬁc'E+HC7
0
Fluido neutro

Para el fluido neutro, la energia total se define sin tener en cuenta la densidad de energia

magnética, puesto que el fluido no interacciona ni con el campo eléctrico ni magnético, es decir

1
En = Prntty + Prne- (191)

El procedimiento que se realiza para encontrar la ecuacién de forma conservativa es idén-
tico al del fluido cargado, la tnica diferencia es que no se encuentran términos asociados con la
densidad de corriente ni con el campo eléctrico o magnético. Por lo tanto, el cambio temporal del

primer término de la energia (191), encontrado a partir de la ecuacién de momento (38), resulta

(192)
- 1
+an-ﬁn+(M'V) 'ﬁn+ﬁn'Rn_ EM%S'H

(nétese la similitud con la expresion (177)). Por otra parte, el segundo término, mediante el
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mismo procedimiento realizado previamente, resulta muy similar a la expresion (189), este es

at (pmnen) =-V (pmnenﬁn) - pnV Uy +H, — iy ién
(193)

1. . ,
+§u,%sn—v-qn—(Mn-V)-un.

Por ultimo, se realiza la suma de los dos términos (192) y (193), con lo que se obtiene el

resultado final (45)

8tEn — az (%pmnﬁ% + pmnen> =-V |:( <%pmnﬁ% + pmnen> I + ]Pn) ' I’_in + Einj|
(194)

+pmnﬁn '§+Hna
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