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Introduccion

Sea N el conjunto de los enteros no negativos y S un subconjunto no vacio de N.
Se dice que S es un semigrupo numérico si S es cerrado bajo la suma de N, tiene el
elemento identidad y su complemento respecto a N es finito.

El estudio de los semigrupos numéricos fue inicialmente motivado por algunas
situaciones cotidianas. Para ilustrar esto, considere el problema de pagar sin cambio
(también conocido como problema de la moneda). Suponga que desea pagar 7 délares,
sin recibir vuelto, con billetes de 3 y 5 délares. Claramente, esto no es posible. Luego,
ademas de 7, ¢,qué otros valores no se pueden pagar utilizando billetes de 3 y 5 délares?
Una inspeccién rapida da el siguiente conjunto: {1,2,4,7}. Observe que en este caso,
solo hay un numero finito de valores que no se pueden pagar. Sin embargo, si cambia la
condicion a billetes de 2 y 4 dblares, por ejemplo, no se podria pagar ninguna cantidad
impar sin recibir cambio. Esta situacién atrajo a mateméaticos como Frobenius y Sylvester
al final del siglo XIX (ver Ramirez Alfonsin (2005) y Brauer (1942)). De esa manera,
surge el problema de Frobenius, que consiste en encontrar una férmula dependiendo
de aq,...,a, para el mayor entero que no puede escribirse como combinacion lineal de

a1y...,0n.

Los semigrupos numéricos se manifiestan en diversos campos de la matematica,
como la teoria de codigos (ver Munuera et al. (2000) y Bras-Amorés (2003)) y la
teoria de anillos (ver Delgado and Nunez (1987)). Mas recientemente, Bras-Amoroés
(2019) relaciona la teoria de semigrupos numéricos con la mdsica, a través de una
conexién entre las escalas musicales ordenadas como w-monoides (un tipo especifico de
submonoides de R) y mostr6é que cada w-monoide se puede ver como un multiplo escalar
de un semigrupo numérico con un monoide especial, y Eaton et al. (2020) relacionan
uno de los juegos del famoso matematico John Horton Conway, llamado «Acufiacién de
Sylver», con varios conceptos y herramientas modernas de los semigrupos numericos
como una manera de aproximar incégnitas dentro de este campo.

Failla et al. (2015) generalizan el concepto de semigrupo numérico para
submonoides de N? con d > 1, bajo el nombre de semigrupos numéricos generalizados.
Desde entonces, diversos autores han generalizado conceptos adyacentes a los
semigrupos numéricos y algunas formas de contar estos semigrupos numéricos respecto
a invariantes fijos (ver Bernardini et al. (2022), Cisto et al. (2020) y Cisto et al. (2019)).

El objetivo principal de este trabajo es estudiar los semigrupos numéricos y su

11



12 INTRODUCCION

respectiva generalizacion en N¢ a partir de los trabajos de Rosales and Garcia-Sanchez
(2009), Failla et al. (2015) y Silva (2022). Para ello, el primer objetivo especifico es
examinar las propiedades algebraicas y estructurales de los semigrupos numéricos, junto
a los invariantes asociados como el conjunto de Apery, la multiplicidad y el nimero de
Frobenius.

El segundo objetivo es revisar y estudiar un par de clases particulares de
semigrupos numeéricos: los semigrupos numéricos con dimension maxima y los
semigrupos numericos irreducibles. El tercer objetivo es extender la nocion de
semigrupos numeéricos irreducibles a los semigrupos numéricos generalizados a partir de
Failla et al. (2015) y lo estudiado anteriormente. Finalmente, el cuarto objetivo es utilizar
el software computacional GAP a través de SageMath para la construccidén y analisis
de ejemplos de semigrupos numéricos y semigrupos numéricos generalizados, haciendo
uso de la Libreria Numericalsgps.

En el primer capitulo de este trabajo se proporciona la teoria preliminar sobre
semigrupos y monoides e introduce el concepto de semigrupo numérico y sus invariantes.
En el segundo capitulo, se introduce las nociones de semigrupo numérico con dimensién
maxima y semigrupo numérico irreducible y algunos ejemplos particulares. En el tercer
capitulo, se introduce el concepto de semigrupo numérico generalizado, la clase de
semigrupos numeéricos generalizados irreducibles como una generalizacién natural de
la seccion anterior, junto a otros ejemplos, utilizando el software computacional GAP a
través de SageMath. Finalmente, en el apéndice se muestra el uso de SageMath y GAP
para la construccién de ejemplos de dichos conceptos y algunas de sus propiedades.



1. Semigrupos Numéricos

En este capitulo se revisan algunos conceptos de la teoria de semigrupos y
monoides, y se introduce la nocién de semigrupo numeérico, junto a varios de sus
invariantes y caracterizaciones.

1.1. Semigrupos y Monoides

En esta seccion se repasan algunas definiciones y resultados basicos de la teoria
de semigrupos y monoides.

Definicion 1.1.1. Un semigrupo es un par (S,«) tal que S es un conjunto y x es una
operacién binaria sobre S que es asociativa, esto es,

(Va,b,c € S)[(axb)xc=ax(bxc)].
Ejemplo 1.1.2. Claramente (N, +) es un semigrupo. Sea
2N = {2n | n € N}

el conjunto de los naturales pares. Observe que (2N, +) también es un semigrupo.

A partir de ahora, se supone que todos los semigrupos con los que se trabaja son
conmutativos, es decir, (Va,b € S) (axb=0bxa).

Observe en el ejemplo anterior que 2N C N y 2N es un semigrupo por si mismo.
Esto nos da un ejemplo de la nocién de subsemigrupo.

Definicion 1.1.3. Un subsemigrupo de (S, %) es un conjunto 7' C S tal que (7', ) es un
semigrupo.

Ejemplo 1.1.4. Por definicion, @ es un subsemigrupo de cada semigrupo. Como se dijo
antes, 2N es un subsemigrupo de N con la suma usual. Sea 2N + 1 = {1,3,5,...} el
conjunto de los naturales impares y observe que 2N + 1 con la suma usual de N no es
un subsemigrupo, ya que la operaciéon + no es binaria en este conjunto, por ejemplo, se
tieneque3 € 2N+ 1pero3+3 =06 ¢ 2N + 1.

Observacion. Se puede reducir la condicién para que T' C S sea un subsemigrupo, pues
basta que T" sea cerrado bajo la operacion de (.S, ), ya que la restriccion de x en 7' va a
seqguir siendo asociativa.

13



14 CAPITULO 1. SEMIGRUPOS NUMERICOS

Proposicion 1.1.5. La interseccion de subsemigrupos es un subsemigrupo.
Demostracion. Es inmediato de la definicién de subsemigrupo. O

Ahora sea A C S, considere la interseccién de todos los subsemigrupos de S que
contienen a A, se denota por (A) a este subsemigrupo, es decir:

(A) = |{X € S| X es un subsemigrupo de Sy A C X} (1.1)

Proposiciéon 1.1.6. Sea A C S con S un semigrupo, entonces:

1) (A) es el subsemigrupo de S mas pequerio que contiene a A.

2) (A) = {Z Xi;

i=1

neN\{O},AieN\{O},aieA}.

Demostracion. Para probar 1), se tiene por la Proposicion 1.1.5 que (A) es un
subsemigrupo de S. Luego considere T un subsemigrupo de Stalque AC Ty T C (A).
Sin embargo, observe que por la igualdad 1.1 se tiene que (A) C T, luego 7' = (A) y (A)
es el subsemigrupo méas pequeno que contiene a A.

Para probar 2), sea

=1

neN\{O},AieN\{O},aieA},

se quiere probar que (A) = B.

Seab € B. Luego b = > " | \a; para algunos n € N\ {0}, \; € N\ {0},q;, € A.
Observe que para cada X subsemigrupo de S con A C X, se tiene que a; € X, luego
~va; € X paracaday € N\ {0} pues cada X es cerrado bajo la operacion de S, por tanto,
be X paratodo X yasibe (A)y B C (A).

Para la otra inclusién, basta mostrar que B es cerrado bajo la operacién de S (y
por tanto es subsemigrupo) y A C B.

Es claro que A C B (Tome n = 1y A = 1). Ahora se muestra la clausura, sean
bi,be € B,luego by => " Na; y by = Z;ﬁ:l v;¢;. Observe que

n m t
bl +b2 = Z)\ZCLZ -f-Z’j/jCj = Zakdk €B
i=1 Jj=1 k=1

donde t < n+m, a, = A\ + Y Si axp = ¢ 0 el coeficiente correspondiente si no hay
término en comun y d;, es una organizacion de los «a; y ¢;, luego B es un subsemigrupo
que contiene a Ay por el item 1), (4) C B. O
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Definicion 1.1.7. Sea A un conjunto, se llamara a (A) como semigrupo generado por
A. Se dird que un semigrupo S es generado por A C S si S = (A), o equivalentemente,
se dird que A es un sistema de generadores de S. Si se tiene que para cada X C A,
(X) # S, entonces se dice que A es un sistema minimal de generadores de S. Si A es
finito, se dira que S es finitamente generado.

Ejemplo 1.1.8. Considere S = (8,12,13,15). Claramente S es finitamente generado y
S = {0,8,12,13, 15,16, 20, 21,23, —} (La notacion — significa que cada entero mayor al
inmediatamente anterior pertenece al conjunto).

Teniendo estos conceptos a mano, se pueden definir con facilidad los monoides y
por consiguiente los semigrupos numéricos, quienes son nuestro objeto de interés.

Definicién 1.1.9. Un semigrupo M es un monoide si existe un elemento 0 € M tal
que 0 +m =m para todo m € M. Se llama a este elemento, el elemento identidad o
simplemente identidad. Un conjunto N C M es un submonoide si N es subsemigrupo
de MyO0eN.

Ejemplo 1.1.10. Es claro que (N, +) es un monoide. Considere S = {0,3,5,6,8, =}y
note que S es un submonoide de N pues 0 € S'y S es cerrado con la suma usual de N.

De manera similar a lo que se hizo antes, se puede extender el concepto de
semigrupo generado por A C M a los monoides, considerando la interseccién de todos
los submonoides de M que contienen a A, en particular,

Consecuentemente, se dice que M es generado por A (0 A es un sistema de
generadores de M) si M = (A) y si A es finito, entonces se dice que M es finitamente
generado.

neN,AieN,aieA}.

Ahora, considere (X, +x), (Y, +y) dos semigrupos y f : X — Y una funcion. Se
dice que f es un homomorfismo de semigrupo si f(a +x b) = f(a) +v f(b) para todo
a,be X.

Definicion 1.1.11. Sean X, Y semigruposy f : X — Y un homomorfismo de semigrupo.
Entonces f es un monomorfismo si f es inyectiva, f es un epimorfismo si f es
sobreyectiva y f es un isomorfismo si f es biyectiva (esto es, que f es inyectiva y
sobreyectiva).

A partir de esto, se define la nocién de semigrupos isomorfos.
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Definicion 1.1.12. Sean X, Y semigrupos. Se dice que X y Y son isomorfos si existe
un isomorfismo f : X — Y. Se denota por X = Y para indicar que X y Y son isomorfos

Como se hizo anteriormente, se puede extender la nocién de homomorfismo a los
monoides, ademas de los conceptos de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo de
monoides.

1.2. Definiciéon, multiplicidad y dimensiéon

En esta seccibn, se introduce el concepto de semigrupo numeérico junto a los
invariantes de multiplicidad, dimension y conjunto de Apéry. Ademas, se demuestra
que los submonoides de N pueden clasificarse, bajo isomorfismo, con los semigrupos
numMEricos.

Definicion 1.2.1. Sea S C N. Se dice que S es un semigrupo numeérico si S es un
submonoide de N tal que [N\ S| < oc.

Sea A C N un conjunto no vacio, entonces se denota por mcd(A) al maximo
comun divisor de los elementos de A.

Lema 1.2.2. Sea A C N un conjunto no vacio, entonces (A) es un semigrupo numerico
siy solo simcd(A) = 1.

Demostracion. Suponga que (A) es un semigrupo numeérico y sea d = mcd(A). Observe
que si s € (A), entonces d | s pues s es combinacién lineal de elementos de A. Como
(A) es un semigrupo numeérico, esto significa que N\ (A) es finito, por lo tanto existe un
reNtalqued|zyd| (z+1). Enconsecuencia,d|z+1—x =1y ddebe ser 1.

Reciprocamente, basta probar que N\ (A) es finito, pues se sabe que (A) es un
submonoide de N. Ahora, como mcd(A) = 1, se tiene que existen enteros zi, zs, ..., 2,
y ay,as,...,a, € A tales que zja; + --- + z,a, = 1. Moviendo los términos donde
z; < 0 al lado derecho de la igualdad, se puede encontrar iy, s, ..., 0k, J1,J2,-- -1 €
{1,...,n} tales que =z,a; +---+z,a, =1—z2a; —---—z,a;,. Si se llama a
s = —zjaj, —--- — 2;a;, Se tiene que s € (A) y s+ 1 € (A). A continuacion, se mostrara
que sin > (s —1)s+ (s — 1), entonces n € (A). Por el algoritmo de la division, sean
q,r € Ztalesquen =gqs+rcon0 <r <s.Comon > (s—1)s+ (s— 1), se tiene que
q>s—12>r,porlo tanto,

n=¢gs—rs+rs+r

=(g—r)s+r(s+1),
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lo cual pertenece a (A) pues s,s+ 1 € (A) yr,q —r € N. Por lo tanto, N\ (A4) es finito y
(A) es un semigrupo numérico. O

Proposicion 1.2.3. Sea M un submonoide no trivial de N, entonces M es isomorfo a un
semigrupo numerico.

Demostracion. Sea d = mcd(M). Por el Lema 1.2.2, se tiene que S = <{% | m e M}>

es un semigrupo numérico. Considere la funcién f : M — S definida como f(m) = %
Observe que

= Siz,y € M, entonces f(z +y) = Tty _ §+

d
homomorfismo de monoides.

= f(x) + f(y), luego f es un

Qlw

» Siz,y € M con f(z) = f(y), entonces g = % lo cual implica que = = y. Por lo
tanto, f es inyectiva.

!/

m Sea z € S. Por definicion de S, existe m’ € M tal que z = % lo cual equivale a que
f(m') = z. Asi, f es sobreyectiva.

De esta manera, f es un isomorfismo de monoides, y se tiene el resultado. O

Si A, B C Z, se escribe
A+B={a+b|lac Abe B}.

Para un semigrupo numérico S, si S* = S\ {0}, entonces el conjunto S*+.S* es el conjunto
de todos los elementos de S que son suma de elementos no nulos de S.

Lema 1.2.4. Sea S un submonoide de N. Entonces S* \ (S* + S*) es un sistema de
generadores de S. Ademas, cada sistema de generadores de S contiene a S*\ (S* + 5*).

Demostracion. Sea s € S*. Si s ¢ S*\ (S* 4+ 5*), entonces esto implica que s € (S* + 5*),
por lo que existen x,y € S* tales que s = x + y. Ahora, si z,y € S*\ (S* + S*), se finaliza,
pero si no, se puede repetir el proceso anterior para x 0 y. Ademas, este proceso es finito
pues z,y < s. Finalmente, se encuentra una coleccion sy, s, ..., s, € S*\ (S* + 5*) tales
que s = s; +s3+- - -+ s,. Esto demuestra que S*\ (S*+.5*) es un sistema de generadores
de S.

Ahora, sea A un sistema de generadores de S arbitrario. Sea z € S* \ (S* + 5%).
Por definicién de A, existen n € N\ {0}, A\, Xe,..., A\, € Ny ay,aq,...,a, € Atales que
r = M\ay + -+ A\a,. Ahora, como = ¢ (S* + S*), necesariamente se tiene que =z = a;
para alguni € {1,...,n}. Porlo tanto S*\ (S* + S*) C A. O
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Esta propiedad también es vélida para cualquier submonoide de N¢ con d > 1.
Se representan en negrilla los elementos de N¢, asi © = (z1,»,...,7,). La idea es que
siempre que s = x + y con x, y distintos de 0, entonces x es estrictamente menor que
s en el orden parcial natural de N¢, el cual es definido como x < s siy solo si (9 < s
para todo i € {1,...,d}, donde =) representa la i-ésima coordenada del vector x ¢ N¢.
Y solo existe una cantidad finita de elementos = € N con = < s. Sin embargo, se tiene
que S*\ (S* + S*) no es finito para submonoides de N? con d > 1, como se puede ver a
continuacion.

Ejemplo 1.2.5. Sea M = {(z,y) € N* | z > 5} U {(0,0) = 0}. Se tiene que:

1) M es un submonoide de N2,
Sean x = (21,%2),y = (y1,42) € M. Siz =0Vy = 0, entonces x+y € M. Suponga
entonces que = # 0 Ay # 0. Luego x1,y; > 5. Porlo tanto, 1 +y; > 10 > 5y
r+yecM.

2) M no es finitamente generado.
Observe que M*\ (M* + M*) no puede ser finito ya que:

M\ (M* + M*) = {(6,0),(7,0),...,(11,0), (6, 1), (7,1),... }

En particular, (6,n) € M*\ (M*+ M*) para cada n € N, pues no se pueden escribir
como suma de elementos (distintos de 0) de M, la cual es una coleccién infinita,
por lo que, necesariamente, M*\ (M*+ M*) es infinito y como M*\ (M*+ M*) esta
contenido en cada sistema de generadores de M (Cisto et al., 2019, Lema 2.1), no
existe un sistema de generadores finito para M.

Sea S un semigrupo numérico y n € S*. Se define el conjunto de Apéry de n en
S como
Ap(S;n)={seS|s—n¢gS}

Lema 1.2.6. Sea S un semigrupo numérico y sea n un elemento de S*, entonces:

Ap(S,n) = {0 =w(0),w(1),...,win —1)}

donde w(i) es el menor elemento de S congruente con i mddulo n para todo
ie{0,...,n—1}.

Demostracion. Primero, note que para todo i € {0,...,n — 1}, existe £ € N tal que
i+ kn € S, por lo que tiene sentido hablar de los w(:). Para la primera inclusién, tome
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un w(7) y suponga que no esta contenido en Ap(S,n), lo cual implica que w(i) —n € S.
Por definicion, w(:) es el menor elemento de S con w(i) =i (méd n), pero se tiene que
w(i) —n=i—n =1 (méd n) por propiedades de aritmeética modular, lo cual contradice la
definicion de w(i). Por lo tanto, w(i) € Ap(S,n)y se obtiene que {0 = w(0),w(1),...,w(n—
1)} € Ap(S,n).

Para la otra inclusion, considere un w € Ap(S,n) arbitrario, se tiene que w = m
(méd n) para algun m € 0,...,n—1y w € S. Se quiere mostrar que w es el menor
elemento en S con w = m (mdéd n), luego suponga que existe un j € S con j < w
y j = m (méd n), pero esto implica que w = m = j (mdéd n), lo cual deriva en que
w = j + zn para algun z € N (pues ambos elementos estan en S) y z > 0 puesto que
j < w.Luego, w—n =j+ (2 —1)n € S, lo cual contradice el hecho de que w —n ¢ S,
por lo tanto w es el menor elemento en S con w = m (mdéd n) y se obtiene la igualdad de
conjuntos. O

Ejemplo 1.2.7. Sea S = (5,7,9), entonces S = {0,5,7,9,10,12,14, =} y Ap(S,5) =
{0,7,9,16,18} pues 0 = 0 (méd 5),16 = 1 (méd 5),7 = 2 (mdd 5),18 = 3 (méd 5) y
9=4 (méd 5).

Observe que una consecuencia del lema anterior es que la cardinalidad de
Ap(S,n) es exactamente n. Considerando esto, se puede deducir el siguiente resultado.

Lema 1.2.8. Sea S un semigrupo numérico y sea n € S*, entonces para todo s € S,
existe un unico par ordenado (k,w) € N x Ap(S,n) tal que

s = kn + w.

Demostracion. Para cada s € S, se sabe que s = j (mddn) para algun
j€{0,...,n—1}. Ahora, por el Lema 1.2.6, se tiene que existe un elemento w(j) €
Ap(S,n) tal que w(j) = j (mdéd n), luego, por transitividad, se deduce que s = w(j)
(mdéd n). Por definicién de congruencia, se tiene que s = w(j) (méd n) es equivalente a
s —w(j) = kn para algun k € N (Se tiene esto ultimo por definicion de los w(y)), lo cual
se puede reescribir como s = kn + w(j) = kn + w. La unicidad se debe a que no hay dos
elementos de Ap(S, n) congruentes al mismo entero por definicién. O

Este lema no es cierto para submonoides de N¢ en general. Sin embargo,
hay algunas familias de submonoides de N“ para los cuales se tiene una propiedad
similar. Ademas, este resultado hace posible traducir ciertos resultados conocidos para
semigrupos numericos a una escala mas general (ver Rosales and Garcia-Sanchez
(1998)).
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Definicion 1.2.9. Sea S un semigrupo numérico y A un sistema de generadores de S.
Se dice que A es un sistema minimal de generadores si para cada P C A se tiene que

(P) #8.

Teorema 1.2.10. Cada semigrupo numérico admite un unico sistema minimal de
generadores. Este sistema minimal de generadores es finito.

Demostracion. El Lema 1.2.4 muestra que S* \ (S* + S*) es el sistema minimal de
generadores de S. Por el Lema 1.2.8, se tiene que para cualquier n € S*, se cumple que
S = (Ap(S,n) U {n}). Puesto que Ap(S,n) U {n} es finito, necesariamente S*\ (S* + S*)
debe ser finito por encontrarse contenido en cada sistema de generadores de S. La
unicidad se hereda del hecho que el conjunto S*\ (S*+ 5*) es Unico para cada semigrupo
numeérico S. O]

Como cada submonoide de N es isomorfo a un semigrupo numérico (Proposicion
1.2.3), esta propiedad también se tiene para submonoides de N.

Corolario 1.2.11. Sea M un submonoide de N. Entonces M tiene un unico sistema
minimal de generadores, que ademas es finito.

Demostracion. Sea d = mcd(M), entonces 7' = (% | x € M) es un submonoide de N tal
que med(7") = 1, por lo que T' es un semigrupo numérico por el Lema 1.2.2. Si A es el
sistema minimal de generadores de T, entonces dA = {da | a € A} es sistema minimal
de generadores de M. O

Definicion 1.2.12. Sea S es un semigrupo numérico y sea {ni,...,n. | n; < n;11} su
sistema minimal de generadores. Entonces n; es llamada |la multiplicidad de S, y la se
va a denotar por m(S). La cardinalidad del sistema minimal de generadores, ¢, es llamada
la dimension de inmersion y se denotara por e(.5).

Proposicion 1.2.13. Sea S un semigrupo numérico, entonces:
1) m(S) = min(S*)

2) e(S) <m(S)

Demostracion. La primera parte es clara. Para la segunda parte, observe que el conjunto
{m(S)} UAp(S,m(S)) \ {0} constituye un sistema de generadores de S con cardinalidad
m(S). O
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Observe que e(S) = 1 siy solo si S = N. Si m es un entero positivo, entonces
claramente S = {0, m,—} es un semigrupo numeérico con multiplicidad m y un sistema
minimal de generadores de S es {m,m+1,...,2m — 1}. Los semigrupos numéricos que
tienen la forma de S se llaman semigrupos numéricos ordinarios. Note que lo anterior
implica que e(S) = m = m(S), mas adelante se van a estudiar otros ejemplos de
semigrupos donde esto Ultimo ocurre, los cuales se llaman semigrupos numéricos de
dimension maxima.

1.3. Numero de Frobenius y Género

En esta seccion, se introducen los conceptos de conjunto de lagunas, género y
numero de Frobenius de un semigrupo numérico, ademas de varias caracterizaciones
y formas de computar estos invariantes.

Como se menciona en la introduccion, Ferdinand Georg Frobenius (Berlin, 1849
- 1917) propuso en sus trabajos el problema de encontrar una férmula para el mayor
entero que no puede ser representado como una combinacion lineal de un conjunto de
enteros positivos dados con maximo comun divisor de 1. También propuso el problema
de encontrar cuantos enteros positivos no pueden ser representados por dicho conjunto.
Usando la terminologia moderna, el primer problema es equivalente a dar con una
formula, en términos del sistema minimal de generadores de un semigrupo numérico S,
para el mayor entero que no pertenece a S. Este elemento en particular es usualmente
conocido en la literatura como numero de Frobenius en honor al mencionado matematico.
En cuanto al segundo problema, el conjunto de elementos no representables sera
conocido como el conjunto de lagunas de S.

Definiciéon 1.3.1. Sea S un semigrupo numérico, se definen

1) El ndmero de Frobenius como el mayor elemento = € N tal que = ¢ S y se denota
por F'(S).

2) El conductor de S como el menor entero x tal que x +n € S paratodon € Ny se
denota por cond(S). Es equivalente al niumero de Frobenius mas 1, por lo que se
puede trabajar con cualquiera de los dos.

3) El conjunto de lagunas como el conjunto de los elementos que no estanen Sy se
denota por G(S) =N\ S.

4) El género de S como la cardinalidad del conjunto de lagunas y se denota por g =
g(S) = |G(S)|. En algunas ocasiones es mencionado como el grado de singularidad
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de S.
Ejemplo 1.3.2. Sea S = (4,6,9), se tiene que S = {0,4,6,8,9,10,12, —}, luego G(S5) =
{1,2,3,5,7,11}, F(S) = 11y g(S) = 6.

No existe una férmula general para el nimero de Frobenius o para el género de
un semigrupo numerico cuando la dimension es mayor a dos. Sin embargo, si se conoce
el conjunto de Apéry de algun elemento no nulo del semigrupo numeérico en cuestion, se
pueden computar ambos invariantes de manera sencilla.

Proposicion 1.3.3. Sea S un semigrupo numérico y n € S*. Entonces,

1) F(S) = [max (Ap(S,n))] — n,

2)g(5)%< Z w)n21.

weAp(S;n)

Demostracion.

1) Se demuestra que max (Ap(S,n)) — n cumple la hipotesis para ser el numero de
Frobenius de S: El mayor elemento de N \ S. Primero, se tiene por definicion de
Ap(S,n) que [méax (Ap(S,n))] —n ¢ S. Por lo tanto, solo resta probar que es el
mayor elemento con esta propiedad, en efecto, sea x > [max (Ap(S,n))] — n, luego
x +n > [max (Ap(S,n))] y considere w € Ap(S,n) tal que w = = + n (méd n),
esto implica que = + n = w + mn para algdn m € Z, luego * = w + (m — 1)n.
Ahora, como w < x + n, se tiene que (m — 1) = k no puede ser ni 0 ni negativo,
por lo que necesariamente se tiene que = = w + kn para algun k£ € N\ {0}; por
el Lema 1.2.8, se puede concluir que =z € Sy por tanto x # F(S) y por lo tanto,
F(S) = [méx (Ap(S,n))] — n.

2) Observe que para todo w € Ap(S,n), si w = i (médn) coni € {0,...,n — 1},
entonces existe un entero no negativo k; tal que w = k;n + ¢, por lo tanto, utilizando
el Lema 1.2.6,

Ap(S,n) ={0,w(l) =kin+ 1L, w(2) =kn+2,...,w(n —1) =k,_1n+ (n—1)}.

Ahora, se tiene que = = w(i) pertenece a S siy solo si w(i) < z. Esto es simple de
ver al considerar la definicion de w(:). Por lo tanto, como los elementos congruentes
a ¢ modulo n, menores que w(i) pertenecen al conjunto {i,n+1i,...,(k; — L)n+i}y
este conjunto tiene cardinalidad k; paratodoi € {1,...,n— 1}, se tiene lo siguiente:
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g(S) =k +--- +kn,

1
= E(lﬁn +-+ k‘n_ln),

1 1 /n(n—1)
=0+ (kn+1) 4+ (koo —1)) -~ (A=),
Ay )
= w 5

weAp(S,n)

]

Observe que para un semigrupo numeérico S, minimamente generado por (a, b),
entonces:
Ap(S,a) ={0,b,2b,...,(a — 1)b}.

Para probar esto, suponga por contradiccion que (kb —a) € S parak € {0,...,a —
1}. Observe que a — 1 — k > O paratodo k € {0,...,a — 1} ycomo b € S, se tiene lo
siguiente,

kb—a+(a—1—Fk)b=ab—a—b.

Finalmente, se puede probar que ab—a—b = F(S) de la siguiente manera, descrita
en Skupién (1993): Paracadan > ab—a—b+ 1= (a — 1)(b— 1) existen a, § € N tales
que a < ayn=aa+ b€ S, o equivalentemente, (a — 1)(b — 1) es el conductor de S.

Sean > (a—1)(b—1). Como mcd(a,b) = 1, se tiene que los elementos n — jb con
j €{0,...,a— 1} son todos distintos modulo « (Es decir, forman un sistema completo de
residuos médulo a). Por lo tanto, para cada m € Z, este debe ser congruente para alguno
de estos elementos. En particular, si m = a, se tiene que existen unicos j = 8 > 0y
t € Z tales que a = n — Bb + ta. Reorganizando términos, se tienen enteros no negativos
a=1—ty pgtales que n = aa + Sb. Observe que o > 0 pues:

aoc=n—pFb>(a@—-1)b—-1)—(a—1)b=—-a+1>(—1)a.

Por lo tanto, ab — a — b = F(S) y se tiene nuestra contradiccion.
Asi, se tiene el siguiente resultado (cuyas formulas son atribuidas a James Joseph
Sylvester).

Proposicion 1.3.4. Sean a y b enteros positivos con med(a, b) = 1, entonces:
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1) F({a,b)) = ab—a —b,

ab—a—b+1

2) gl(a.b) = =5 ——.
Demostracion. Inmediato a partir de la Proposicion 1.3.3 y el computo de Ap(S,a)
realizado anteriormente. O
. s . . F(S)+1
Note que para los semigrupos numéricos con dimension dos, ¢(S) = (%

lo cual implica que F(S) siempre es impar. Esto no es necesariamente cierto para
semigrupos con dimensién mayor a 2, pero nos da una caracterizacion interesante sobre
algunas clases de semigrupos numericos.

Si S es un semigrupo numérico y s € S*, entonces F(S) —s ¢ S. Para probar esto,
suponga por contradiccion que no es asi, luego F(S) — s =z € S. Por tanto, z + s € S,
pero esto implica que = +s = F(S) — s+ s = F(S) € S, una clara contradiccion a la
definicion de F'(S5). Con esto, se deduce que la igualdad de arriba es una desigualdad en
general, lo cual se muestra en el siguiente lema.

. . F(S)+1
Lema 1.3.5. Sea S un semigrupo numérico. Entonces g(S) > —
t+1
5

Observe que entre 0 y t existen ¢ + 1 enteros, por lo tanto, ¢(S) < % significa
que la cantidad de lagunas de S es menor que la mitad de la cantidad de enteros entre
0yt osea, entre 0yt existen mas elementos dentro de S que lagunas. Ahora, por
definicion, se tiene que el conjunto de lagunas de S, G(S) esta completamente contenido
en el intervalo de 0 a t. Pero se tiene que si S es un semigrupo numérico y s € S*,
entonces F'(S) — s ¢ S, por lo tanto, para cada elemento en S que esta entre 0 y ¢, existe
un elemento en G(.S) que le corresponde , por lo que se tiene una contradiccion, pues se
supuso que habian mas elementos en S que lagunas en el intervalo de 0 a ¢. Por lo tanto,
g(S) > % N

Los semigrupos numéricos para los cuales se tiene la igualdad en la desigualdad
anterior, cumplen con que F(S) es impar y también son los semigrupos numeéricos con
la menor cantidad de lagunas posibles.

Demostracion. Sea F(S) =ty suponga que g(S5) <

Observacion. Si se fija un entero positivo f, entonces no es cierto (en general) que hay
mas semigrupos numéricos con numero de Frobenius f 4+ 1 que semigrupos numericos
con numero de Frobenius f. Se puede observar esto con la siguiente tabla, la cual se
puede encontrar en Rosales et al. (2004) (ns(F') significa el niumero de semigrupos
numeéricos con numero de Frobenius F).
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Tabla 1.1: Nuomero de semigrupos numéricos con numero de Frobenius fijo hasta 39

F |ns(F)| F |ns(F)| F ns(F)
1 1 14| 103 || 27 | 16132
2 1 15| 200 | 28 | 16267
3 2 16 | 205 || 29 | 34903
4 2 17 | 465 || 30| 31822
5 5 18 | 405 || 31| 70854
6 4 19 | 961 32| 68681
7 11 20| 900 | 33| 137391
8 10 21 | 1828 || 34 | 140661
9 21 22 | 1913 || 35 | 292081
10| 22 23 | 4096 || 36 | 270258
11 51 24 | 3578 || 37 | 591443
12 | 40 25| 8273 || 38 | 582453
13| 106 || 26| 8175 || 39 | 1156012

25

En la siguiente tabla, se muestra los sistemas minimales de generadores para

cada semigrupo numeérico con numero de Frobenius fijo, con F(S) € {1,...,8}.

Tabla 1.2: Sistemas de generadores para semigrupos numéricos con Frobenius fijo

F

Sistema de generadores

{2,3}

{3, 4, 5}

1
2
3

{2, 5}
{4,5,6, 7]

{3, 5,7}
{5,6,7,8,9}

{2, 7}

{3, 4}

{3,7,8
{4,6,7,9
{6,7,8,9,10, 11}

{4,5,7}
{4,7,9,10}
{5,7,8,9, 11}
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{7,8,9,10, 11, 12, 13}
{2, 9}

{3, 5}

(3,8, 10}

{4, 5, 6)

{4,5,11}

7 11{4,6,9, 11}

{4,9,10, 11}

{5, 6, 8, 9}

(5,8,9,11, 12}

{6,8,9,10, 11, 13}
{8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15}
(3,7, 11}

{3, 10, 11}

{5,6,7,9

{5,6,9,13)

8|{5 7,9, 11,13}

{5,9,11, 12, 13}
{6,7,9,10, 11}

{6,9,10, 11, 13, 14}
{7,9,10, 11, 12, 13, 15)

{9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17)

Maria Bras-Amor6s también en Rosales et al. (2004) computd el nimero de
semigrupos numéricos para un género fijo g con g € {0, ...,50}, y sus célculos muestran
un comportamiento similar a la sucesion de Fibonacci en el niumero de semigrupos
numéricos con género fijo menor o igual a 50. Sin embargo, no se sabe si, en general,
para un entero positivo g, hay mas semigrupos numéricos con género g + 1 que
semigrupos numericos con género g. Se ilustra en la tabla 1.3 los resultados obtenidos
por Maria Bras-Amords, ver Rosales and Garcia-Sanchez (2009) (donde n, significa el
namero de semigrupos numéricos con género g).

Tabla 1.3: Numero de semigrupos numéricos con género fijo hasta 50

g Ng Ng—1+ Mg (ng—1+ng_2)/ng ng/ng 1
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0o N o oA~ W

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
o5
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

67

118

204

343

592

1001
1693
2857
4806
8045
13467
22464
37396
62194
103246
170963
282828
467224
770832
1270267
2091030
3437839
5646773
9266788
15195070
24896206
40761087
66687201

109032500
178158289

2

3

6

11

19

35

62

106

185

322

547

935
1593
2694
4550
7663
12851
21512
35931
59860
99590
165440
274209
453791
750052
1238056
2041099
3361297
5528869
9084612
14913561
24461858
40091276
65657293

107448288

175719701

1
0.75
0.857143
0.916667
0.826087
0.897436
0.925373
0.898305
0.906863
0.938776
0.923986
0.934066
0.940933
0.942947
0.946733
0.952517
0.954259
0.957621
0.960825
0.962472
0.964589
0.967695
0.969526
0.971249
0.973042
0.974642
0.976121
0.977735
0.97912
0.980341
0.981474
0.982554
0.983567
0.984556
0.98547
0.986312

2

2

1.75
1.71429
1.91667
1.69565
1.71795
1.76119
1.72881
1.68137
1.72595
1.69088
1.69131
1.68754
1.68218
1.67395
1.67396
1.66808
1.66471
1.66312
1.66006
1.65588
1.65432
1.65197
1.64981
1.64792
1.64613
1.64409
1.64254
1.64108
1.63973
1.63844
1.63724
1.63605
1.63498
1.63399

27



28 CAPITULO 1. SEMIGRUPOS NUMERICOS
38 290939807 287190789 0.987114 1.63304
39 474851445 469098096 0.987884 1.63213
40 774614284 765791252 0.98861 1.63128
41 1262992840 1249465729  0.98929 1.63048
42 2058356522 2037607124  0.989919 1.62975
43 3353191846 3321349362  0.990504 1.62906
44 5460401576 5411548368  0.991053 1.62842
45 8888486816 8813593422  0.991574 1.62781
46 14463633648 14348888392  0.992067 1.62723
47 23527845502 23352120464  0.992531 1.62669
48 38260496374 37991479150  0.992969 1.62618
49 62200036752 61788341876  0.993381 1.6257
50 101090300128 100460533126 0.99377 1.62525

En la siguiente tabla, se muestran los sistemas minimales de generadores para
cada semigrupo numérico con género fijo, con ¢(5) € {0,...,5}.

Tabla 1.4: Sistemas de generadores para semigrupos numéricos con género fijo

9(S)

Sistema de generadores

{1} ()

{2, 3}
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(3,8, 10}
{4,511}
{4,6,7)
{4,6,9, 11}
{4,7,9,10}
{5,6,7,8)
{5,6,7,9

{5, 6,8, 9)
{5,7,8,9, 11)
{6,7,8,9,10, 11}

Se pueden computar estos y mas ejemplos utilizando SageMath y GAP, ver A.1
del Apéndice A.

Lema 1.3.6. Sea S un semigrupo numérico generado por {ni,ns,...,n,}, d =
mcd(ng,...,np—1) YT = (n1/d,... ,ny_1/d,n,), entonces

Ap(S, np) = d(Ap(T7 np))'

Demostracion. Sea w € Ap(S,n,) y como w —n, ¢ S, entonces w € (nq,...,n,_1), por
lo tanto w/d € (ny/d,...,n,—1/d) C T, suponga que w/d —n, € T, pero esto implica
que w — dn, € S. Como S es cerrado, se tiene que w — dn, + (d — 1)n, € S, lo cual es
equivalente a w — n, € S, lo cual contradice que w € Ap(S,n,), luego w/d € Ap(T',n,), y
asi w € d(Ap(T,n,)). Por lo tanto, Ap(S,n,) C d(Ap(T', n,)).

Para la otra contenencia, sea w € Ap(T,n,), luego w € (ni/d,...,n,_1/d) y
asi dw € (ny,ng,...,n,_1) € S. Ahora si supone que dw — n, € S, entonces existen
{1, A2, ..., A} € Ntales que dw — n, = A\yng + - - - + A\,ny, lo cual implica que

dw = (Mny + -+ Apoinp_1) + (A, + 1)y,

Ahora, como S es un semigrupo numérico, se tiene que mcd(ny,ns,...,n,) = 1,10
cual implica que mcd(nq, no, . .., n,) = med(med(nq, ng, ..., ny_1),n,) = med(d, n,) = 1 por
la asociatividad del maximo comun divisor. Ahora, se tiene que d | n; parai € {1,...,p —
1}, luego d | dw — (Ming + -+ + Apo1np—1) = (A, + 1)n,, lo anterior, ademas de que
mcd(d, n,) = 1, nos permite concluir que d | (A, + 1)y

. )\1”1 )\p_lnp_l ()\p + 1)
w = p +ooe 4+ p + ]

Np,
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donde

e N\ {0}, lo cual contradice el hecho de que w € Ap(7',n,), pues
A+ 1)

A +1)
d

si se renombra =k € N\ {0}, entonces k — 1 € N, por lo que

n, = _>\1d711 - —)\p_ldnp_l
Asi, dw € Ap(S,n,) y por lo tanto, d(Ap(T’,n,)) € Ap(S,n,), por lo que concluye

w — +(k—1)n, eT.

que
Ap(S,ny) = d(Ap(T, nyp)).

O
Combinando la Proposicion 1.3.3 y el Lema 1.3.6, se obtiene la siguiente
propiedad.
Proposicion 1.3.7. Sea S un semigrupo numérico generado por {ni,ns,...,n,}. Sea
d=mcd(ny,...,n,1) yseaT = (ni/d,... ,n,_1/d,n,), entonces
1) F(S) =dF(T)+ (d — 1)n,,

2) (5) = dg(r) + L= = 1)

Demostracion.

1) Se sabe que F(S) = [méx (Ap(S,n,))]—n, y F(T) = [max (Ap(T,n,))] —n,, ademas,
se tiene que
max Ap(S, n,) = d(max Ap(T', n,)).

Luego,

F(S) = [mdx (Ap(S, n,))] — 1y,
= d[méx (Ap(T, n,))] — dn, + dn, — n,,
= dméx (Ap(T,n,)) — ny) + dn, — ny,
=dF(T)+dn, —n, =dF(T) + (d — 1)n,.

2) Se sabe que g(5) = ni

n, — 1 1 n, — 1
E w e y g(T) = E w —-L ’
» 2 n 2
weAp(S,np) )

weAp(T,np
1 1
= WD O B
Mp weAp(S,ny) "p

donde

(Zdw

weAp(T,np)
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Por tanto,

dn,—d dn,—d mn,—1
Z dw | — 5 + 5 5

1 n, —1 dn,—d n,—1
=d| — _ P P _ "
np< >, w S 2
+

Ejemplo 1.3.8. Sea S = (32,48,27). Como mcd(32,48) = 16, T = (2,3,27) = (2,3),
F(T) =1y g(T) = 1. Asi, F(S) = 16F(T) + 15 - 27 = 16 + 405 = 421 y ¢(S) = 16¢(T) +
1)) — 16 4 195 = 211.

Se puede comprobar esto rapidamente utilizando GAP y SageMath, ver A.2 del
Apéndice A.

1.4. Numeros Pseudo-Frobenius

En esta seccidn se introduce el concepto de numéros pseudo-Frobenius, tipo y
elementos pequenos de un semigrupo numérico y se revisan algunas caracterizaciones
de estos invariantes.

Definicion 1.4.1. Sea S un semigrupo numérico. Se dice que un entero positivo = es un
numero pseudo-Frobenius siz ¢ Sy = + s € S para todo s € S*. Se denota por PF(S)
el conjunto de todos los numeros pseudo-Frobenius de S, y su cardinalidad se llama el
tipo de S, denotado como #(S5).

Definicidén 1.4.2. Sea S un semigrupo numérico y defina sobre Z la relacion <s de la
siguiente manera:
a<gbsiysolosib—aecS

Es claro que la relacién es una relacion de orden en Z, puesto que

1) La relacion <gs es reflexiva, pues a« —a = 0 € S, lo cual implica que a <5 a, para
todo a € Z.
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La relacion <g es antisimétrica, pues siz <syyy <gxentoncesy —xz € S CNy
r—y€eSCN,esdecir,y—x>0yxz—y>0.Portanto z = y.

La relacién <g es transitiva, pues siz <syyy <g z,entoncesy—x € Syz—y € S.
Como S es un semigrupo numeérico, entonces (z —y) + (y —x) = z — z € S. Por
tanto, z <g z.

Por la definicibn de numeros pseudo-Frobenius, se tiene que estos son los

elementos maximales de Z \ S con respecto al orden <g.

Proposicion 1.4.3. Sea S un semigrupo numérico. Entonces:

1) PF(S) = Max< (Z\ S).

2) x€Z\Ssiysolosif—xe S paraalgun f € PF(S).

Demostracion.

1)

Siz € PF(S),entonces = ¢ Sy z+ s € S paratodo s € S*. Suponga que existe
ye€Z\S,y #xtalquez <gy,luegoy—z € Syestoimplicaquez+ (y —z) =y € S
pues x € PF(S), pero esto contradice la eleccion de y. Por lo tanto, PF(S) C
Max< (Z\ 5).

Ahora, si x € Max<,(Z\ S), entonces = ¢ Sy paratodo y € Z\ S comparable con z,
y <g xyparacadas € S* setiene que x+s € S, pues si no, setieneque r <g x+s
pues (x+s)—xz = s € S, lo cual contradice el hecho de que = sea maximal en Z\ S,
por lo tanto, PF(S) = Max<,(Z\ S).

Seax € Z)\ S. Setiene que » <g f para algun f € Max<,(Z \ S) = PF(S) por el
item anterior y de este modo, f — x € S por la definicion de <g.

Ahora, si supone que z € Sy f —x € S para algun f € PF(S), entonces como
S es un semigrupo numérico, se tiene que (f — x) +x = f € S, lo cual contradice
que f € PF(S) por lo que no existe ningun f € PF(S) con esta propiedad y asi
x€Z\S.

O]

La Proposicién anterior establece una dualidad entre los generadores minimales

de Sy sus numeros pseudo-Frobenius, ya que Min.(S \ {0}) es el sistema minimal de
generadores de S.

Proposicion 1.4.4. Sea S un semigrupo numérico. Entonces Min,(S\{0}) es el sistema
minimal de generadores de S.
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Demostracion. Basta con probar que S* \ (S* + S*) = Min<,(S \ {0}). Para la primera
contenencia, sea s € S*\ (S* + S*) y suponer que existe x € S*, x # s tal que =z <g s,
luego esto implica que s—z € S*, pero esto a su vez implica que s = (s—x)+z € (S*+5%),
lo cual contradice la eleccion de s, por lo tanto, S* \ (S* 4+ 5*) C Min< (S \ {0}).

Para la segunda contenencia, sea m € Min<,(S \ {0}) y suponga que m ¢ S*\
(S* + S*). Como claramente m € S*, se tienen que existen x,y € S* tales que m = = +y.
Sin embargo, noteque m —z =y € S*ym —x <gmpuesm— (m—zx) =z € S*, lo cual
contradice la eleccion de m, por lo que se concluye que S* \ (S* + S*) = Min<(S \ {0})
y se tiene la proposicion. ]

Una caracterizacion en términos del conjunto de Apéry aparece en Froéberg et al.
(1986), la cual se reescribe a continuacion para que se ajuste a la notacién moderna.

Proposicion 1.4.5. Sea S un semigrupo numérico y n € S*, entonces
PF(S) ={w—n|we Max<,Ap(S,n)}.

Demostracion. Sea x € PF(S). Comox ¢ Sy x+n € S, se tiene que x + n € Ap(S,n).
Se va a demostrar que = + n € Max< ,Ap(S,n). Sea w € Ap(S,n) tal que = + n <g w,
luego w — (z +n) =w —n —x € S. Esto necesariamente implica que w — n = x + s para
algin s € S.Comow —n ¢ Sy x € PF(5). Se tiene que s =0y w —n = z, es decir,
w = z + n, lo cual prueba que = + n € Max< ,Ap(S,n) y como w —n = z, se tiene que
PF(S) C{w—n | w e Max< ,Ap(S,n)}.

Ahora sea w € Max< Ap(S,n). Por definicion del conjunto de Apeéery, w —n ¢ S. Si
w—n-+s ¢S paraalgun s € S*, esto contradeciria la maximalidad de w (pues entonces
w+ s € Ap(S,n)). Porlo tanto, w € PF(S)y PF(S) ={w —n | w € Max<,Ap(S,n)}. O

Ejemplo 1.4.6. Sea S = (5,7,9). Entonces Max<,Ap(S,5) = {16, 18}. Por tanto PF(S) =
{11,13}.

Ejemplo 1.4.7. Sea S = (11,12,13,32,53). Entonces Max< Ap(S,11) = {32,51,52,53} y
por tanto PF(S) = {21,40,41, 42}.

Se pueden comprobar esto y otros ejemplos utilizando SageMath y GAP, ver A.3
del Apéndice A. Parte del codigo nos permite generar la siguiente figura.
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) 6D
A
<)
A
2) (2) B

Figura 1.1: Ap(.S, 11) ordenado por <g

Ejemplo 1.4.8. Sea S un semigrupo numérico minimamente generado por {a,b}. Se ha
establecido previamente que:

Ap(S,a) = {0,b,2b,...,(a — 1)b}.
Lo cual implica que
Max< Ap(S, a) = {(a — 1)b}

y por tanto,
PF(S)={ab—a — b}.

De esta manera, los semigrupos numéricos de dimension 2 tienen tipo 1.

Como la cardinalidad de Ap(S,n) es n y 0 nunca es un elemento maximal, se
obtiene la siguiente cota para el tipo de un semigrupo numeérico.

Corolario 1.4.9. Sea S un semigrupo numérico. Entonces
t(S) <m(S)—1.

Se recuerda que la dimension de un semigrupo numérico no puede exceder la
multiplicidad. Ademas de esto, se sabe que los semigrupos numeéricos de dimension 2
poseen tipo 1. Se puede demostrar que para semigrupos con dimensién 3, poseen tipo 1
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0 2. Sin embargo, para dimensiones mayores a 3, el tipo no esté limitado por la dimensioén,
como se puede observar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4.10. Sean n > 2y r > 3n + 2 dados, s = r(3n + 2) + 3 y defina
S =(s,s+3,s+3n+1,s+3n+2). Se va a mostrar que t(S) > 2n + 2.

SeaM ={(r+1)s+i| —2 <1¢<3n—1donde 3 ¢ i}. Se quiere mostrar que
M C PF(S). Primero, se construye una tabla de los elementos de S como combinacion
de r + 1 generadores minimales:

Numero de generadores | Elementos de S

1 $,8+3,s+3n+1,s+3n+2
25,254+ 3,25+6,,25 +3n + 1,
2 2s+3n+2,2s+3n+4,2s+3n+ 5,

2s +6n+2,2s+6n+ 3,25+ 6n+4

r rs,(r—1)s+s+3,--- ,;r(s+3n+2)=(r+1)s—3
r+1 (r+1)s,-,(r+1)(s+3n+2)=(r+2)s+3n—1

Tabla 1.5: Elementos de S hasta r + 1 generadores.

De este modo, observe que siz € S con z < (r+2)s, entonces = debe ser la suma
de exactamente [z/s]| generadores, y por lo tanto, M NS = &. Ahora, se va a probar que
M +1 C S para cada generador [ de S. Para | = s, se debe ver que (r+1)s+s+i € S con
—2 < i <3n—1.Ahora, observe que (r+1)(s+3n+1) < (r+2)s—2< (r+2)s+3n—1=
(r+1)(s+3n +2). Yaque el intervalo [(r + 1)(s +3n+ 1),(r+ 1)(s +3n+2)] C S, se
tiene que M + 1 C S. Ademas, note que (r + 2)s + 3n + k € S para cada k € N, ya que
(r+2)s+3n es una combinacion lineal de sy s+3, (r+2)s+3n+1= (r+1)s+(s+3n+1),
(r+2)s+3n+2=(r+1)s+(s+3n+2), (r+2)s+ 3n+ 3 es una combinacion lineal de
sYs+3,(r+2)s+3n+4=rs+(s+3)+(s+3n+1), etc, por lo tanto, M + 1 C S para
cada generador [ de S, por lo que se concluye que M C PF(S);finalmente, |M| = 2n +2,
por lo que se tiene que t(S) > 2n + 2.

El Ejemplo 2.24 de Rosales and Garcia-Sanchez (2009) (que a su vez, cita a
Fréberg et al. (1986) como la fuente del ejemplo) concluye que ¢(.S) = 2n+3. Sin embargo,
esta conclusién es errénea, pues se puede comprobar que sin = 2, r = 8 (y por tanto
s = 67), se tiene que en realidad #(S) = 8 en lugar de 2n + 3 = 7, como se puede ver
utilizando SageMath y GAP en la seccidén A.4 del Apéndice A.
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Con esto en mente, se puede hacer una conjetura sobre el tipo de S a partir de su
valor para n pequeino, como se puede ver en la siguiente figura. Ver A.4 del Apéndice A.
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Figura 1.2: Comparacion entre t(S) y f(n) =2n + 3

Conjetura 1.4.11. #(S) = 3n + 2.

Ejemplo 1.4.12. Sea m € N con m > 1. Observe que para S = {0,m,—}, PF(S) =
{1,2,...,m—1}. Estos semigrupos numéricos hacen cierta la igualdad del Corolario 1.4.9.

Definicion 1.4.13. Sea S un semigrupo numérico. Se definen los elementos pequenos
de S por
NS)={zeS|x<F(9)}.

Se denota su cardinalidad por n(S5).
Este conjunto determina a S por completo, ya que todos los elementos mayores
que F(S) pertenecen a S. Ademas, es claro que

9(S) + n(S) = F(S) + 1.

Se sabe que si z es tal que = ¢ S, entonces existe f € PF(S) tal que =z <g f.
Defina
fe =min{f € PF(S) | f—z €S}
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, entonces la funcién

G(S) — PF(S) x N(S)

T (fm;fx_x)

prueba el siguiente resultado.

Proposicion 1.4.14. Sea S un semigrupo numérico, entonces
g(S) < t(S)n(9).

Demostracion. Basta ver que la funcion anterior es inyectiva. En efecto, si x,y € G(95)
con (fs, fo — ) = (fy, fy —y), esto implica que f, = f, ¥ f» —x = f, —y. Al reemplazar
f» = f, en la segunda ecuacion, se tiene que = = y al despejar, por tanto, la funcion es
inyectivay g(s) = |G(S)| < |PF(S) x N(S)| = t(S)n(S). O

Esta desigualdad es equivalente a F'(S) + 1 < (¢(S) + 1)n(S). Wilf (1978) conjeturo
que F(S) + 1 < e(S)n(S), lo cual es verdadero para algunas familias de semigrupos
numeéricos, mas para el caso general aun no ha sido probado. Este problema, usualmente
llamado conjetura de Wilf, es uno de los problemas mas complicados de esta area. Assi
and Garcia-Sanchez (2016) presentan el estado del arte de esta conjetura.



2. Familias de Semigrupos Numéricos

2.1. Semigrupos Numéricos con Dimension Maxima

En esta seccién, se introduce el concepto de semigrupo numérico con
dimension maxima y se daran varias caracterizaciones de esta propiedad en términos
de los invariantes introducidos en la seccion anterior, ademas, se estudian un par
de subfamilias asociadas a esta propiedad: los semigrupos numeéricos Arf y los
semigrupos numéricos saturados.

Definicion 2.1.1. Sea S un semigrupo numérico. Por la parte 2 de la Proposicion 1.2.13,
se sabe que su dimensidn de inmersion, e(S), siempre es menor o igual a su multiplicidad,
m(S). Asi, se dice que S posee o tiene dimensidon maxima si e(S) = m(S).

Observe que si = es un generador minimalde Sy n € S\{0,z}, entoncesx—n ¢ S,
pues caso contrario se tendria que x = (x — n) + n € S* + S*, lo cual implica que
x & S*\ (S*+ S*), lo cual contradice que x es un generador minimal pues el Lema 1.2.4
nos muestra que S* \ (S* + S*) es el sistema minimal de generadores de S. Asi, se tiene
que = € Ap(S, n).

Proposicion 2.1.2. Sea S un semigrupo numérico, minimamente generado por {n; <
ne < ... < n.}, entonces S tiene dimension maxima si y solo si Ap(S,n1) = {0,na, ..., n.}.

Demostracion. Por lo anterior, se tiene que si = es un generador minimal de .S, entonces
x € Ap(S,n) paran € S\{0,z}, portanto {ns,...,n.} C Ap(S,n1)\{0}y finalmente, como
|Ap(S,n1)| = n1, se tiene que e(S) = ny; = m(S) siy solo si Ap(S,ny) = {0,ng,...,n.}. O

Como consecuencia de las Proposiciones 1.3.3, 1.4.5y 2.1.2, se tiene lo siguiente:

Corolario 2.1.3. Sea S un semigrupo numérico minimamente generado por {n; < ny <
... <mn.}, entonces:

1) Si S tiene dimensién maxima, entonces F(S) = n. — n;.

. . . . . , 1 -1
2) S tiene dimension méaxima si y solo si g(S) = —(ng + -+ 4+ n.) — e 5
n

3) S tiene dimension maxima si y solo sit(S) =n, — 1.

Demostracion. La demostracion se puede encontrar en (Assi and Garcia-Sanchez, 2016,
Seccion 1.2, Proposiciones 11y 12) O

38
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Ejemplo 2.1.4. El semigrupo numérico S = (5,6,9, 13) tiene F(S) =8 =13 -5 =n.—n;.
Sin embargo, S no tiene dimensidon maxima, lo que significa que la reciproca del item 1
del corolario anterior no siempre es cierta.

Observacion. Sea S un semigrupo numérico minimamente generado por {n; < ny <
... < mn.}, entonces:

1) Se sabe que ¢(S) < m(S) — 1 por el Corolario 1.4.9, por lo que se tiene que los
semigrupos numéricos con dimensién maxima también son aquellos que tienen
tipo maximo (en términos de su multiplicidad).

2) Por

1 nl—l
S) = — o dmy) — 7
g(9) nl(anr + 1) 5

se tiene que los semigrupos numéricos con dimensién maxima también pueden
ser vistos como aquellos que poseen la menor cantidad posible de lagunas (en
términos de sus generadores minimales).

El siguiente resultado caracteriza los conjuntos de enteros positivos que pueden
ser vistos como conjuntos de Apéry de un semigrupo numeérico.

Proposicion 2.1.5. Sean € N\ {0} yseaC = {w(0) = 0,w(1),...,w(n—1)} C N tal que
w(i) =1 (mdéd n) para todo i € {1,...,n —1}. Sea S el semigrupo numérico ({n} U C).
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1) Ap(S,n) = C.
2) Para cualquieri,j € {1,...,n — 1}, se tiene que w(i) + w(j) > w((i + j) méd n)

Demostracion. Observe que si se renombra k£ = (i + j) mdd n, entonces se tiene que
w(i)+w(j)=i+j=k=w(k) (médn)

y esto es valido paratodo i,j € {1,...,n — 1}, por lo que la condicién 2 es equivalente a
2. Paratodoi,j € {1,...,n—1}, existet € Nconw(i) + w(j) = tn+ w((i + j) mdd n)

Si Ap(S,n) = C, por el Lema 1.2.8, w(i) + w(j) = tn+cparaalgint € Ny ¢ € C.
Claramente w(i) + w(j) = ¢ (mdd n), por lo que se tiene que ¢ = w((i + j) mdd n).
Ahora, suponga que la segunda condicién es valida. Se va a demostrar que
Ap(S,n) C C.Sea s € Ap(S,n) C S, entonces existen A\;, Ay, ..., \s € Ny ¢y, co,...,¢,€C
tales que s = 3_I_, \ic;. Aplicando la condicién 2’ de manera consecutiva, se tiene que
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s =kn+c,donde c € C'y k € N. Como s € Ap(S,n), entonces k debe ser 0 y por tanto
s=ce(.

Finalmente, por el Lema 1.2.6, se tiene que la cardinalidad de Ap(S,n) es n, como
la cardinalidad de C' es ny Ap(S,n) C C, se tiene que Ap(S,n) = C. O

Como se vi6 en la Proposicion 2.1.2, el conjunto de Apéry de la multiplicidad, en
semigrupos numéricos con dimension maxima, posee formas especiales. Esto, junto a la
Ultima caracterizacién de conjuntos de Apéry, nos da una forma alternativa de distinguir
semigrupos numéricos con dimensidén maxima, observando el conjunto de Apéry de sus
multiplicidades.

Corolario 2.1.6. Sea S un semigrupo numérico con multiplicidad m y asuma que
Ap(S,m) = {w(0) = 0,w(1),...,w(m — 1)} C N fal que w(i) = i (méd n) para todo
i € {1,...,m — 1}. Entonces, S posee dimension maxima si y solo si, para todos
i,j €{l,...,m — 1}, se tiene que w(i) + w(j) > w((i + j) mdéd m).

Demostracion. Si S posee dimension maxima, entonces la conclusion es inmediata por
las Proposiciones 2.1.2y 2.1.5.

Reciprocamente, por el Lema 1.2.8, se tiene que S = (m,w(1),...,w(n — 1)).
Por la condicién de que w(i) + w(j) > w((i + j) mdéd m), se puede deducir que
{m,w(1),...,w(n—1)} es un sistema minimal de generadores de S, por lo que se puede
concluir que S tiene dimension maxima por la Proposicién 2.1.2. O

Corolario 2.1.7. Sea S un semigrupo numérico y sea n € S*. Entonces (n,w(1) +
n,...,w(n — 1)+ n) €s un semigrupo numérico con dimension maxima, donde para todo
ie{l,....,n—1}, w(i) € Ap(S,n), w(i) =i (méd n).

Demostracion. Sea H = (n,w(1) + n,...,w(n — 1) + n). Como w(i) > 0 para todo i €
{1,...,n—1}, setiene que w(i)+n > n, lo cualimplica que m(H) = n. Se va a mostrar que
Ap(H,n) ={0,w(l)+mn,...,w(n—1)+n} ={0,r(1),...,r(n—1)}, donde r(:) = w(i) +n
para todo ¢ € {1,...,n — 1}. Para esto, observe que Ap(S,n) = {0,w(1),...,w(n — 1)},
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por lo que por la Proposicién 2.1.5 se tiene que:

(i) +7(j) = (w(i) + n) + (w(j) +n),
w(i) +w(j)) + 2n,

w((i+7) moéd n)+ 2n,

(
=

v

— [w((i+j) méd n)+n]+n,

r((i+7) méd n)+ n,

V

(0 +
r((i+7) méd n),
para todo i,j € {1,...,n — 1}. Por lo tanto, por el Corolario 2.1.6, se tiene que H es un

semigrupo numeérico de dimensién maxima. O

Ejemplo 2.1.8. Sea S = (4,5,11). Entonces, Ap(S,5) = {0,4,8,11,12} y por el Corolario
2.1.7 se tiene que T' = (5,9,13, 16, 17) es un semigrupo numérico de dimensién maxima.

Ejemplo 2.1.9. Sean a y b un par de enteros positivos mayores que 1 con mcd(a, b) = 1.
Se sabe que Ap(S,a) ={0,b,2b,...,(a — 1)b} y por el Corolario 2.1.7 se tiene que

(a,a+b,a+2b,...,a+ (a—1)b)

es un semigrupo numérico de dimensién maxima.

Se vié que a partir de un semigrupo numérico S, se puede construir un semigrupo
numérico con dimension maxima H, se va a mostrar que reciprocamente se tiene un
resultado similar.

Corolario 2.1.10. Sea S un semigrupo numérico con dimension maxima y multiplicidad
m. Para todoi € {1,...,m — 1}, sea w(i) el unico elemento de Ap(S, m) congruente a i
modulo m. Defina el conjunto T = (m,w(1) —m,...,w(m — 1) — m), entonces se tiene
que T es un semigrupo numeérico y Ap(T,m) = {0, w(1l) —m,...,w(m — 1) —m}.

Demostracion. Primero, note que tiene sentido hablar de (m,w(1)—m,...,w(m—1)—m),
pues como m es la multiplicidad de S, entonces m < z para todo = € S*, por tanto,
w(i) —m > 0 paratodo: € {1,...,m — 1} y T es un submonoide de N, ademas, como
w(i) = (w(i) —m)+m € T paratodoi € {1,...,m — 1}, se tiene que (mUAp(S,m)) C T,
esto es, S C T, por lo que T también tiene complemento finito y 7" es un semigrupo
numerico.

Finalmente, se prueba que Ap(T,m) = {0, w(1) —m,...,w(m—1)—m}. Sea (i) =
w(i) —m para todo i € {1,...,m — 1}. Ahora, como S tiene dimensién maxima, por el
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Corolario 2.1.6 se tiene que w(i)+w(j) > w((i+j) mdéd m)paratodoi,j € {1,...,m—1}.
En otras palabras, w(i) + w(j) = km + w((i + ) mdéd m) con k € N\ {0} y asi:

(@) +1(5) = (w(@) =m) + (w(j) —m),

=km+w((i+7j) médm)—2m,
((i+7) méd m)—m,

= 1((i+j) méd m).

Luego, por la Proposicion 2.1.5, vale que Ap(7,m) = {0, w(l) —m,...,w(m —1) —
m}. O

Se pueden resumir las ideas de los Corolarios 2.1.7 y 2.1.10 en el siguiente
resultado.

Corolario 2.1.11. Existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto de los
semigrupos numéricos con multiplicidad m y numero de Frobenius f con el conjunto de
semigrupos numeéricos de dimension maxima que poseen numero de Frobenius f + m,
multiplicidad m y cuyos generadores minimales distintos de m son mayores que 2m.

Demostracion. Sea S un semigrupo numérico con m(S) =my F(S) = f, por el Corolario
21.7, T = (m,w(l) +m,...,w(m — 1) + m) es un semigrupo numérico con dimension
maxima, donde m(T) = m y como w(i) > m para todo i € {1,...,m — 1}, entonces
w(i) + m > m +m = 2m; ademas, Ap(T,m) = {0,w(1) + m,...,w(m — 1) + m}, en
consecuencia,

F(T) = max(Ap(T,m)) — m,
— [dx(AD(S,m)) + ] — m,
— [éx(AR(S, m)) — m] +m,
=F(S)+m=f+m.

Ahora, sea T' un semigrupo numérico de dimensién maxima tal que m(7T") = m,
F(T) = f + m y cuyos generadores minimales distintos de m son mayores que 2m.
Entonces, por el Corolario 2.1.10, se tiene que S = (m,w(l) —m,...,w(m — 1) —m)
es un semigrupo numérico con m(S) = m pues w(i) — m > 2m —m = m para todo
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i€{l,....m—1}y

F(S) = max(Ap(S,m)) —m,
= [max(Ap(T,m) — m)] — m,
=FT)-m=f+m—-—m=f.

]

Observacion. Si se quisiera construir el conjunto de todos los semigrupos numéricos,
segun el Corolario 2.1.11, bastaria con construir el conjunto de los semigrupos numéricos
con dimensiéon maxima. Es decir, los semigrupos numeéricos de dimensidon maxima
pueden utilizarse para representar todos las clases de semigrupos numéricos.

Notacidén. Para un entero z y un conjunto A C Z, el conjunto {z+a | a € A} es denotado
por z + A.

Proposicion 2.1.12. Sea S un semigrupo numérico. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1) S tiene dimension maxima.
2) Paracadaz,y € S*,x+y—m(S) € S.
3) —m(S) + S* es un semigrupo numérico.

Demostracion. 1) = 2) : Note que siz — m(S) € Soy —m(S) € S, entonces como S es
cerrado bajo la suma, se tiene que = + y — m(S) € S. Ahora, suponga que = — m(S) € S
yy—m(S) ¢ S, es decir, z,y € Ap(S,m(S)). Entonces, por el Corolario 2.1.6, se tiene
que = + y > z, donde z es el unico elemento de Ap(S, m(S)) congruente a x + y modulo
m(.S), lo que significa que = + y & Ap(S,m(S)), luego = +y —m(S) € S.

2) = 3) : Observe que si x € S*, entonces x — m(S) > 0. Sean z,y € —m/(S) + S*
luego existen a,b € S* talesque = = a — m(S)y y = b —m(S5). Por tanto

r+y = (a—m(S)) + (b—m(S)),
= (a+b—m(S5)) —m(S),

donde a+b—m(S) € S por hipotesis, lo que significa que a+b—m(S) € S* 0 a+b—m(5) =
0.Sia+b—m(S) € S*, entonces (a+b—m(S)) —m(S) € —m(S) + S* y este conjunto es
cerrado bajo la suma. Ahora, note que a + b — m(S) no puede ser 0, pues esto implicaria
que a + b = m(95), lo cual no es posible pues a,b € S*, lo cual implica que a > m(S)y
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b > m(S), ademas, se tiene que 0 € —m/(S) + S* pues 0 = m(S) —m(S), de esta manera,
—m/(S)+S* es un submonoide de N. Para concluir, sea w(i) € Ap(S, m(S))\{0}, entonces
w(i) + m(S) € S*, —m(S) + (w(@) + m(S)) = w(@) y —m(S) + (m(S) + m(S)) = m(S), es
decir, ({m(S)} UAp(S,m(S))) € —m(S) + S*, esto es, S € —m/(S) + S*, por lo que se
concluye que —m(S) + S* es un semigrupo numerico.

3) = 1) : Sea w(i) el unico elemento de Ap(S, m(S)) congruente a i mddulo m(S)
coni e {l,....,m—1}. Siw(i)+w(j) = w((i+7) méd m(S))coni,j e {1,...,m — 1},
entonces w(i)—m(S)+w(j)—m(S) = w((i+7) méd m(S))—2m(S) & {x—m(S) | z € S*},
lo cual contradice el hecho de que —m(S) + S* es un semigrupo numérico, por tanto,
w(t)+w(j) > w((i+7) méd m(S)),y por el Corolario 2.1.6 se tiene que S tiene dimension
maxima. ]

Note que si se denota a —m/(S) + S* por 7', entonces
S = (m(S)+T)U{0}.

A partir de esto, se tiene la siguiente caracterizacion.

Corolario 2.1.13. Sea S un semigrupo numeérico. entonces S tiene dimension maxima si
y solo si, existe un semigrupo numéricoT yt € T* talque S = (t +T) U {0}.

Demostracion. Si S es un semigrupo numérico de dimensién maxima, entonces por la
Proposicion 2.1.12 se tiene que —m/(S) + S* es un semigrupo numeérico con m(S) €
—m(S)+S*. De esta manera, tomando 7' = —m(S)+S5*, se tiene que S = (m(S)+7)U{0}.

Reciprocamente, suponga que existe un semigrupo numérico 7'y ¢t € T* tal que
S = (t+T)uU{0}. Es claro que m(S) = t, por lo que resta mostrar que ¢(S) = t. Para esto,
observe que M = (t,t +w(l),...,t+w(t—1)) C (t+T)U{0} =S, donde w(i) € Ap(T,1)
paratodoi € {1,...,t—1}. Esclaroque 0 € M, luego siz € (t+T), existe a € T tal que
x =a+t. Por el Lema 1.2.8 sigue que a = kt + w(i), donde k € Ny w(i) € Ap(T,t), por
tanto,

r=a-+1,
= (kt 4+ w(7)) +t,
= (k+1Dt+w(i) € M.

De esta manera, S C M, lo que significa que estos 2 semigrupos numeéricos son
iguales. Ahora, se sabe que M = (t,t + w(1),...,t + w(t — 1)) tiene dimension maxima
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por el Corolario 2.1.7, es decir, m(M) =t = e(M), por lo que se concluye que ¢(S) =t =
m(S)y S es un semigrupo numeérico de dimension maxima. O

Ejemplo 2.1.14. Si S = {0, 3,5,6,8, —}, entonces (8 + S) U {0} = {0,8,11,13,14,16, —
} es un semigrupo numérico de dimensién maxima, donde (8 + S) U {0} =
(8,11,13,14, 17, 18,20, 23).

Lema 2.1.15. Sean S y T semigrupos numeéricos, s € S* yt € T*. Entonces (s+5)U{0} =
(t+T)u{0} siysolosiS=Tys=t.

Demostracion. Sean H, = (s+S)U{0}y Hy = (t+T)U{0} y suponga que H;, = H,. Se
tiene que s = m(H;) = m(H,) = t, es decir, s = t. Ahora, note que

S=—s5+(s+95)=—s+0t+T)=—t+t+17)=T.

Por lo que se tiene que S = T y s = t. La reciproca es trivial, lo que concluye la
demostracion. O

Definicion 2.1.16. Sea S un semigrupo numérico, se define un ideal relativo 7 de S
como un subconjunto de Z talque I + S C Sys+1 ={s+i|i € I} C S para algin
s € S. Un ideal de S es un ideal relativo que esta contenido en S.

Observe que si S es un semigrupo numéricoy s € S*, entonces s+ es un ideal de
S. Este tipo de ideal es llamado ideal principal de S. Semigrupos numéricos de la forma
(x +S)uU{0}, donde S es un semigrupo numerico y x € S* son llamados pi-semigrupos
(pi viene de principal ideal). Dado esto, se define el conjunto

PI(S) = {(z + S)U{0} | = € S},

Siz # 1y h # 0no pertenece a (z + 5) U {0}, entonces h & (z + S), luego h < x 0 no
existe s € Stalque h = =+ s, estoes, h—z € G(S). Note que h < F(S) en ambos casos,
y como F(S)+x € G((z+S)U{0}), sigue que F((x+S)u{0}) = F(S)+x. Por otra parte,
siy e G(5), setieneque y+z & (x+5) U {0}, lo cual implica que m((z+ S)U{0}) =zy
se concluye que g((z + S) U {0}) = ¢(S) + = — 1. De lo anterior sigue que si S; y S, son
elementos de PI(S), entonces S; = Sy siy solo si F'(S1) = F(S2) ¥ g(S1) = g(S2).

Proposicion 2.1.17. El conjunto {PI1(S) | S es un semigrupo numeérico} es una particion
del conjunto de los semigrupos numéricos con dimension maxima.

Demostracion. Consecuencia inmediata del Corolario 2.1.13 y el Lema 2.1.15. O
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Esta proposicidén nos dice que dado un semigrupo numérico fijo es posible
construir una cantidad infinita de semigrupos numéricos de dimensién maxima, y
que diferentes semigrupos numeéricos generan diferentes semigrupos numeéricos de
dimension maxima. Ademas de esto, todo semigrupo numérico de dimensién maxima
puede ser escrito de la forma (z + S) U {0} para algin semigrupo numérico S'y = € S*.

2.1.1. Semigrupos Numéricos Arf  En esta subseccion se introduce el concepto de
semigrupo numérico Arf y se muestran algunas caracterizaciones para los mismos,
ademas, se va a mostrar como computar el menor semigrupo numeérico Arf que contiene
un semigrupo numérico dado.

Definicion 2.1.18. Un semigrupo numérico S es llamado Arf si posee la propiedad de
Arf, esto es, si paratodos z,y,z € Sconx >y > z,entonces z +y — z € S.

Note que por la Proposicion 2.1.12 un semigrupo numérico Arf tiene dimensién
maxima.

Ejemplo 2.1.19. Si m es un entero positivo, entonces el semigrupo numérico ordinario
{0,m,—} es un semigrupo numérico con la propiedad de Arf. Observe que si se
considera el semigrupo numérico 7' del ejemplo 2.1.14, se tiene que T no tiene la
propiedad de Arf, pues 14 +14 — 13 =15 ¢ T.

Proposicion 2.1.20. Sea S un semigrupo numeérico y x € S*. Entonces S es Arf si y solo
siS" = (z+S)U{0} es Arf. En particular, S es Arf si y solo si los elementos de PI1(S) son
Arf.

Demostracion. Suponga que S es un semigrupo numeérico Arf y sean a,b,c € S’ con
a>b>c. Notequesic=0,entoncesa+b—c=a+0be 5. Seac#0, entonces existen
ay,by,c; € Stalesquea=z+a;,b=x+byc=x+c¢,ycomoa>0b> csetiene que
ay > by > cq, por tanto,

a+b—c=(x+a)+(x+bh)—(x+c),
:(al—i-bl—cl)—i-x,

luego, como a; + b; — ¢; € S por hipotesis, se tienequea+b—ce x+ S C S, por lo que
se concluye que S’ es Arf.

Reciprocamente, si S’ es Arf, se tiene que todo a,b,c € S"cona >b>c,a+b—c €
S’. De esta manera, si ¢ # 0, entonces a,b,c € S(z + 5) y existen a;, by, ¢; € S tales que
a=z+a,b=x+b yc=x+cy, asi,
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at+b—c=(@+a)+(x+b)—(z+c),
:(al—i-bl—cl)—l—x,

porloque a; +b; —c; € SO (a1 +b; —c1) +2 = 0. Si se tuviese que (a; + by —¢;) +x =0,
esto implicaria que a; + b; + = = ¢, lo cual contradice que a; > b; > ¢y, asi, S es un
semigrupo numeérico Arf. ]

Sea S un semigrupo numérico Arf. Entonces, S posee dimension maxima, y por el
Corolario 2.1.13, existe un semigrupo numerico S’y z € S’\ {0} talque S = (z+5") U{0}.
Si S # N, entonces S C S'. Ademas, por la Proposicion 2.1.20, S’ es Arf. Repitiendo los
mismos argumentos para S’, es posible obtener un semigrupo numérico S” y y € S” tal
que S’ = (y + S”) U {0}. Note ademas que como N\ S es finito, entonces este proceso
es finito, por lo que se construye la siguiente cadena descendiente finita de semigrupos
numeéricos Arf:

S=5CS <C---CS5, =N

=

donde Sz = («Ti+1 + SZ'+1) U {O}, para algl'Jn Tit1 € Si+1 \ {0}

Corolario 2.1.21. Sea S un subconjunto propio de N, entonces, S es un semigrupo
numeérico Arf si 'y solo si, existen enteros positivos z., - - - , x,, tales que

52{07‘%17'%’1_'—1‘27'.' 7x1+"'+$n7_>}

Y i € {@ig1, Tig1 + Tiga, -+, Tiy1 + -+ + T, =} paratodoi € {1,...,n}.

Demostracion. Suponga que S es un semigrupo numerico Arf, entonces, la construccion
anterior para la sucesion S = S, € S; € --- € S, = Ndonde S; = (z;41 + Si1) U {0},
para algun x;,; € S;11 \ {0} nos dice que S = {0, z1, 21 + X9, -+ , 21+ -+ + Ty, =}
Reciprocamente, si S = {0,z1,21 + 2, -+ ,x1 + - -+ + x,, —}, €ntonces se tiene
que,
S=(z1+ (x2o+ (- + ((xn +N)U{0})---) U {0},

donde N es Arf, por lo que si se aplica la Proposicion 2.1.20 de manera repetida (pero
finita), se tiene que S es un semigrupo numérico Arf. O

Ejemplo 2.1.22. Tomando x; = 14,2, = 9,23 = 5y x4, = 3, se puede ver que esta
sucesion de elementos cumplen las condiciones del Corolario 2.1.21, por lo que S =
{0,14,23,28,31,—} es un semigrupo numérico Arf. Ademas de esto, por la Proposicién
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2.1.20 se tiene que (14+5)U{0}, (23+.5)U{0}, (284 S)U{0} y (314 S)uU{0} también son
semigrupos numéricos Arf, por lo que por la misma Proposicidén 2.1.20 se puede concluir
que 7' = —14 4 S* también es un semigrupo numérico Arf pues S = (14 + 1) U {0}.

Proposicion 2.1.23. La interseccion finita de semigrupos numéricos Arf es un semigrupo
numerico Arf.

Demostracion. Sea

donde S; es un semigrupo numeérico Arf para cada ¢ € {1,...,n}. Se tiene por la
Proposicién 1.1.5 que S es un semigrupoy como 0 € S; paracadai € {1,...,n},0€ S
y S es un monoide de N. Ademas, ¢(S) < ¢g(S1) + --- + g(S,) < oo, por lo que se tiene
que S es un semigrupo numeérico. Para concluir, sean a,b,c € S con a > b > ¢, entonces
a,b,c € S;paracadai € {1,...,n}. Como cada S; es Arf, se tiene que a + b — ¢ € S; para
cadai € {l,...,n},esdecir,a+b—ce SySesAr. O

Sea S un semigrupo numérico. Como el complemento de S en N es finito, se
tiene que la cantidad de semigrupos numéricos Arf que contienen a S también es finita
y la Proposicion 2.1.23 nos asegura que la interseccidén de estos semigrupos numéricos
también es un semigrupo numérico Arf que contiene a S (en realidad, es uno de estos).
Se va a denotar la anterior interseccion por Arf(S) y se llamara la cerradura Arf de S.
Note ademas que esto implica que la cerradura Arf de S es el menor semigrupo numerico
Arf que contiene a S respecto a la inclusién de conjuntos.

Sea X un subconjunto no vacio de N con med(X) = 1. Por la Proposicion 1.2.2, se
tiene que (X) es un semigrupo numeérico. Ademas, cualquier semigrupo numerico Arf que
contenga a X, debe necesariamente contener a (X), por lo que tiene sentido hablar de la
cerradura Arf de X, definida como Ar f({X)). Se denotara Ar f(X) al conjunto Arf({X)).

Computar el conjunto de semigrupos numeéricos que contienen a un semigrupo
numeérico dado (digase, S) es bastante complicado. Ademas, se tendria que determinar
cudles de estos son semigrupos numéricos Arf y luego computar las intersecciones para
determinar el menor de todos estos. Por tanto, se va a demostrar una forma mas eficiente
para computar la cerradura Arf de S.

Lema 2.1.24. Sea S un submonoide de N, entonces,
S'={e4+y—z]|zyz€Sr>y>z2}

es un submonoide deN y S C S’.
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Demostracion. Sea x € S, entonces x =z +x —x € 5’, lo cual prueba que S C ', por lo
que se tiene que S’ C N. Ahora, sean a,b € S, por lo que existen x1, x2, Y1, Yo, 21, 20 € S
talesquea=x;+y; — 21 Yyb =29+ ys — 22 CON Ty > Y1 > 21 Y Ty > Yo > 29. ASI,

a+b=(x1+1y —21)+ (v2+ y2 — 22),
= (21 +x2) + (y1 + y2) — (21 + 22),

donde x1 + x2,y1 + Yo, 21 + 20 € SY X1 + 22 > y1 + y2 > 21 + 29, POr l0 que se tiene que
a+beS yS esunsubmonoide de N. O

Para un submonoide S C N dado y n € N, se define de manera recursiva S™ como:
m S0=5,
m Sl = (5m).

La cadena {S"}, . tiene la siguiente propiedad.

Proposicion 2.1.25. Sea S un semigrupo numérico, entonces existe un k € N tal que
Sk = Arf(S).

Demostracion. Note que S™ C Arf(S) para todo n € N. En efecto, por induccién sobre
n, sin = 0, entonces S° = S C Arf(S). Ahora, se asume que S® C Arf(S)y se vaa
demostrar que S™* C Arf(S). Sea x € S™!, entonces existen a,b,c € S"cona > b > ¢
tales que = = a+b—c; por hipétesis de induccidn, se sabe que S™ C Arf(S), luego a,b,c €
Arf(S)y setieneque x = a+b—c € Arf(S), lo cual implica que S™*' C Arf(S). Asi, por
el Lema 2.1.24, S» C S**!1, § C S™ para todo n € Ny por lo que se vié anteriormente, el
nimero de semigrupos numéricos que contienen a S es finito, por lo que S* = S**! para
algin k € N. Luego, como S* es Arfy Arf(S) es el menor semigrupo numérico Arf que
contiene a S, sigue que Arf(S) C S*, por lo que se concluye que S* = Ar f(.9). O

Aunque ésta sea una buena caracterizacion para la cerradura Arf de un semigrupo
numérico S, aln no se ha mostrado como computar S*. Por tanto, es necesario construir
algunas herramientas mas para calcular la cerradura Arf de un semigrupo numérico de
manera efectiva.

Lema 2.1.26. Seanm,ry,rs,...,rp,n € N tales que mcd(m, ry,rs,...,7,) = 1. Entonces,

m+ (m,r,...,mp)" CTArf(m,m+ry,...,m+1y).
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Demostracion. Llamando (m,ry,...,r,) = H, se va a hacer induccion sobre n. Para n =
0, se debe demostrar que m + H C Arf(m,m +ry,...,m+1,). Seani,j € {1,...,p}.
Entonces m,m+r;,m+r; € Arf(m,m+ry,...,m+r,), luego, (m+r;) + (m+r;) —m =
m+r, +r; € Arf(m,m + ry,...,m + r,). Ahora, tome k£ € {1,...,p}, luego, m,m +
ri+r;,m+r, € Arf(m,m+r,...,m+r,), porloque (m+r;,+r;)+ (m+r,) —m =
m+r;+r;+1r, € Arf(m,m+r,...,m+r,). Repitiendo este proceso de manera finita
(pues hay finitos elementos en {1,...,p}), se tiene que para todos a,a;, as,...,a, € N,
m+(am+ar+- - -+apr,) € Arf(m,m+ry,...,m+r,), porlotanto, m+H C Arf(m,m+
Tlyeeosm41p).

Ahora, suponga que m + H" C Arf(m,m + r,...,m + r,) y S mostrara que
m+ H" C Arf(m,m +r,...,m+r,). Sea a € m + H""', luego a = m + b donde
b ¢ H*''. Luego, existen z,y,z € H" conx > y > ~ talesque b = = +y — 2. De esta
manera, esvaldoquea =m+b=m+zx+y—2z=(m+2z)+ (m+y) — (m+2)y por
la hipétesis de induccion, m + z,m +y,m + 2z € Arf(m,m +ry,...,m +r,), por lo que
se concluye que a € Arf(m,m +r1,...,m+r,) y por lo tanto, m + (m,ry,...,r,)" " C
Arf(m,m+ry,...,m+rp). O

Proposicion 2.1.27. Sean m,ry,rs,...,rp,n € N tales que mcd(m,ry,re,...,1p) = 1,
entonces,

Arfm,m+ry,...,m+ry,) = (m+Arf(m,r,...,1,)) U{0}.

Demostracion. Por la Proposicion 2.1.25 si S = (m,r,...,r,), entonces existe un
k € N tal que S* = Arf(S). Ahora, el Lema 2.1.26 dice que para todo n € N,
m+ (m,ry,...,1)" C Arf(m,m+r,...,m+r,), en particular para n = k, por lo que se
tiene que (m + Arf(S)) U{0} C Arf(m,m+ry,...,m+r1,).

Por otro lado, observe que m,m + r1,...,m +r, € (m + Arf(S)) U {0} y por la
Proposicion 2.1.20, (m + Arf(S)) U {0} es un semigrupo numérico Arf. Con todo esto,

como Arf(m,m + r,...,m + r,) €s el menor semigrupo numérico Arf que contiene a
Arf(m,m+nr,...,m+r,), sigue que Arf(m,m+ry,...,m+r,) C (m+ Arf(S))U{0},
por lo que se concluye que la igualdad es verdadera. O

Corolario 2.1.28. Sean m,r,...,r, enteros no negativos tales que
med(m, 1,79, ...,1,) = 1. Enfonces,

F(Arf(mm+ry,...,m+r1,)) =m+ F(Arf(m,r,...,1,)).

Sea X C N\ {0} tal que med(X) = 1. Defina de manera recursiva la siguiente
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sucesion de subconjuntos de N:

m A =X;

m A ={z—miA, |zeA,}\{0})U{mnA,l}.

Como consecuencia del algoritmo de Euclides para el calculo de mcd(X), se tiene que
existe ¢ = min{k € N | 1 € A;}, pues med(X) = 1.

Proposicion 2.1.29. Con la notacion anterior, sigue que:
Arf(X) ={0,min Ay, min Ay + min Ay, --- ,min A; +---+min A, ;, —}.

Demostracion. Como 1 € A,, Arf(A,) = Ny por la Proposicion 2.1.27, es valido que
Arf(A,-1) = (min A,_; + N) U {0}, es decir,

Arf(A,21) ={0,min A, 1, —}.
Asuma, como hipétesis de induccidén que
Arf(A,—;) ={0,min A, ;, minA,_; + minA,_,4y,--- ,mnA, ;,+---+minA, ;,—}
Se debe mostrar que
Arf(A,—is1) ={0,min A, ; y,minA, ; ; +mnA,, - mnA, , ;+---+mmA,;,—}

Por la Proposicion 2.1.27, se tiene que Arf(A,—i—1) = (min A,_,_1 + Arf(A,—;)) U {0},
asi, por la hipétesis de induccion se obtiene el resultado. O

Ejemplo 2.1.30. Se computa Arf(5,12,17):

Ay ={5,12,17}, min A; = 5,
Ay ={5,7,17}, min A; = 5,
As; ={2,5,7},min A} = 2,
Ay ={2,3,5},min A = 2,
As ={1,2,3},min A; = 1.

De esta manera Arf(5,12,17) = {0,5,10,12, 14, —}.

Todo esto ya esta implementado en GAP y SageMath, ver A.5 del Apéndice A.
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2.1.2. Semigrupos Numéricos Saturados En esta subseccion se introduce el
concepto de semigrupo nhumérico saturado y se muestran algunas caracterizaciones
para los mismos, ademas, se va a mostrar como computar el menor semigrupo numerico
saturado que contiene un semigrupo numérico dado.

Definicion 2.1.31. Sea S un semigrupo numérico. Se dice que S es un semigrupo
numérico saturado si paratodo s, sy,...,s, € Scons; <s,i € {l,....,rtyz,...,2. €Z
con zy81 + -+ -+ 2.8, > 0 entonces s + z151 + -+ - + 2.8, € S.

Lema 2.1.32. Todo semigrupo numeérico saturado tiene la propiedad de Arf.

Demostracion. Sea S un semigrupo numérico saturado y sean z,y, z € S tales que = >
y > z. Esto implica que y — z > 0y por la definicion de semigrupo numérico saturado, se
tieneque x +y — 2z € S, esto es, S es Arf. O

Ejemplo 2.1.33. El semigrupo numeérico {0, m,—} es saturado. El semigrupo numérico
S =(7,11,13,15,16,17,19) es un semigrupo numerico Arf pero no es saturado pues note
que 7,11 € Spero 12 = 11 x 2 — 3 x 7 ¢ S. Similarmente, el semigrupo numérico 7' =
{0,14, 23,28, 31, —} también es Arf, pero no es saturado pues 23+2x23—-3x14 =27 ¢ T.

Ahora, se va a describir una caracterizacion para los semigrupos numericos
saturados. Sea A C Ny a € A. Se define el numero

da(a) =med({x € A | x < a}).

Lema 2.1.34. Sea S un semigrupo numérico saturado y « € S, entonces x + dg(z) € S.

Demostracion. Sea {si1,...,s,} = {a € S| a < x}. Por la identidad de Bézout, existen
enteros zi, ...,z tales que z181 + - -+ + 2.5, = dgs(x) > 0. Como S es saturado, se tiene
que = +dg(z) € S. O

Se va a mostrar que la propiedad anterior caracteriza a los semigrupos numericos
saturados.

Lema 2.1.35. Sea A un subconjunto no vacio de enteros positivos tal que mcd(A) =1y
a+da(a) € Aparatodoa € A, entonces a + kda(a) € A paratodok € Ny AU{0} esun
semigrupo numerico.

Demostracion. Se hace induccion sobre d4(a). Primero observe que d4(a) > 0, por lo
que primero se va a demostrar que si d4(a) = 1 entonces a+ k € A paratodo k € N. Para
k = 0 es inmediato. Suponga que a+ k € A, luego como 0 # d4(a+k) < da(a) = 1, sigue
que d4(a + k) = 1. De esta manera, se concluyeque a +k+1=a+k+da(a+ k) € A.
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Asuma ahora que si @' € Ay da(d’) < da(a) entonces o' + kda(a’) € A para
todo k£ € N. De esta manera, suponga que d4(a) > 2y es valido que a + kd4(a) € A
para todo £ € N. Observe que si da(a + kda(a)) = da(a) Y a + kda(a) € A, entonces
a+kda(a)+da(a+ kda(a)) =a+ (k+1)da(a) € A. Ademés de esto, como mcd(A) =1,
existe b € A tal que da(b) = 1, por lo que para todo = € N\ {0} con a + zds(a) > b se
obtiene que da(a+ xd4(a)) < da(a). Sea t el menor entero positivo tal que a +td4(a) € A
yda(a+tda(a)) < da(a). Por la hipétesis de induccion, es valido que a +td4(a) + kda(a+
tds(a)) € Aparatodo k € Ny es claro que d4(a + tds(a)) divide a da(a), luego da(a) =
lds(a+tda(a)) donde [ € N\ {0}, por lo tanto, a + td4(a) + ?dA(a) € A, paratodo k € N,
lo cual implica que a + (t +n)da(a) € A paratodo n € N. Asi, como a + kda(a) € A, para
todo k£ € {0, ...t} por la definicion de ¢, sigue que a + kd4(a) € A para todo k € N.

Finalmente, queda ver que AU {0} es un semigrupo numérico. Como med(A) = 1,
basta con mostrar que A es cerrado bajo la suma. Sean a,b € A con a < b. Entonces
d4(b) divide a d4(a), porlo que existe A € N\ {0} tal que d4(a) = Ad4(b). Ademas de esto,
d4(a) divide a a, por lo que existe . € N\ {0} tal que a = pda(a). Asi, a+b = pda(a)+b =
Auda(b) + b € A, por lo que se concluye que A U {0} es un semigrupo numérico. O

Proposicion 2.1.36. Sea A un subconjunto no vacio de N tal que 0 € A y mcd(A) = 1.
Las siguientes condicion son equivalentes:

1) A es un semigrupo numerico saturado.
2) a+dy(a) € Aparatodoa c A\ {0}.
3) a+ kda(a) € A cualquiera € A\ {0} yk € N.

Demostracion. 1) = 2) : Inmediato por el Lema 2.1.34.

2) = 3) : Inmediato del Lema 2.1.35.

3) = 1) : Por el Lema 2.1.35, se tiene que A es un semigrupo numérico, por lo que basta
probar que A es saturado. Sean a,ay,...,a, € Atalesque a; < aparatodoi € {1,...,r}
Y z1,...,2 € Ztales que zia; + - - + z,a, > 0. Como a; < a, se tiene que d(a) divide a
a; para cada i € {1,...,r}, por lo que existe k € N tal que z1a; + -+ + z.a, = kda(a)y
asi a+ zia1 + -+ + z.a, = a+ kda(a) € A por hipétesis, por lo que se concluye que A es
saturado. O

Ahora se va a enfocar en obtener caracterizaciones de la propiedad de
la saturacién de semigrupos numéricos similares a las dadas en la Proposicion
2.1.20 y el Corolario 2.1.21 para los semigrupos numéricos Arf. Sin embargo, estas
caracterizaciones no son tan generosas como las mencionadas anteriormente.
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Proposicién 2.1.37. Sea S un semigrupo numeérico. Las siguientes son equivalentes:
1) S es saturado.
2) Existe x € S* tal que (x + S) U {0} es un semigrupo numérico saturado.

Demostracion. 1) = 2) : Asumaque S = {0 < sy < s < ...<s, <...}. Seva a probar
que H = (s1+S)U{0} ={0 < s1 <s1+5 <...<s+s, <...}essaturado. Por la
Proposicién 2.1.36, basta mostrar que paratodon € N, s1+s,,+dy(s1+s,) € H. Observe
que, como S es saturado, entonces s,, +ds(s,) € Sy ademas ds(s,) = dy(s1+s,) yaque
si z divide los elementos {0, s1, ..., s, }, entonces x divide a {0, sy, ..., s1+s,} Yy viceversa.
De esta manera, s; + s, + dg(s1 + sn) = 81+ (8n + ds(sn)) € (s1 +5) U {0}.
2)=1):SiS={0<s1<s9<...<s,<...}entonces K = (z+S5)U{0} ={0 <
r<zr+s <...<x+8, <...}.Comomed(0,z,s1,...,8,) =mecd(0,z, 2+ s1,...,2+S,),
se tiene que dk (z+s,,) divide ds(s,), esto es, existe [ € Ntal que ldx(z+s,) = ds(s,)- Asi,
como K es un semigrupo numérico saturado por hipétesis, sigue que = + s, + ds(s,) =
x+ s, +ldg(x +s,) € K = (z+5)U {0}, luego s, + ds(s,) € S, por lo que se concluye
que S es un semigrupo numérico saturado por la Proposicién 2.1.36. O

Corolario 2.1.38. Sea S un semigrupo numérico. Entonces S es saturado si y solo si
(m(S) + S) U {0} es saturado.

Demostracion. La primera parte de la demostracion de la Proposicion 2.1.37 contiene la
primera implicacién. Reciprocamente, como (m(S) + S) U {0} es saturado, entonces se
tiene la condicion 2 de la Proposicién 2.1.37, lo cual implica que S es saturado. O

Corolario 2.1.39. Sea S un subconjunto propio de N. Entonces S es un semigrupo
numeérico saturado si y solo si, existen enteros positivos x1, . .., x, tales que,

S:{07x17x1+x2,...,x1+-..+xn7_>}

med(zy, ..., Tk) € {Tht1, Tha1 + Tpao, o, Toy1 + -+ + Ty, =}
paratodok € {1,...,n}.

Demostracion. Suponga que S es un semigrupo numérico saturado, como S es Arf por
el Lema 2.1.32, sigue por el Corolario 2.1.21 que existen enteros zy, ..., z, tales que

S:{O,$1,$1+l’2,...,3§'1+"'+$n,—>}.
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De esto, como S es saturado, sigue que (zy + - -+ + x) + dg(z1 + -+ - + ) € S donde
ds(xy + -+ 4+ x) = med(zq, ..., xx), luego (xy + -+ + xx) + med(xq, ..., zx) € {0, 29,21 +
Zo,...,x1 + -+ + x,,—}. Ahora, observe que todos los elementos de S mayores a z; +
--4xpsondelaformax;+---+x+lconl € {xp1, Tpy1 +Tpaoy .o, Thr1 + -+ T, —
por lo que se tiene que med(zy, ..., xk) € {Tpi1, Tha1 + Tha2y -y Ty + -0+ + Tp, — 1

Por otro lado, utilizando la Proposicion 2.1.36, basta con mostrar que (x; + --- +
xg) +ds(xy+---+x) € Sparatodo k € {1,...,n}. Porlo que se vid en la parte anterior,
esto es equivalente a demostrar que (zy + - - - + x;) + med(zy, ..., 2) € S, lo cual sigue
inmediatamente de la hipotesis. ]

Ejemplo 2.1.40. Por el Corolario 2.1.39, el semigrupo numeérico S = {0, 14,23,24, —} es
saturado y por el Corolario 2.1.38 sigue que (14 + S) U {0} y —14 + S* son saturados.

Tal y como ocurre para los semigrupos numéricos Arf, se tiene el siguiente
resultado.

Proposicion 2.1.41. La interseccion finita de semigrupos numéricos saturados es un
semigrupo numerico saturado.

Demostracion. Esto sigue de la definicion de semigrupo numérico saturado. O

En este orden de ideas, tiene sentido hablar de la cerradura saturada de un
semigrupo numeérico (o de un subconjunto de enteros positivos con maximo comun
divisor igual a 1) de la misma manera que se hizo para semigrupos numéricos Arf. Dado
un semigrupo numeérico S, se denota por Sat(S) la interseccion de todos lo semigrupos
numeéricos saturados que contienen a S o, en otras palabras, el menor (respecto a la
inclusion de conjuntos) semigrupo numérico saturado que contiene a S y se llamara a
este semigrupo numérico la cerradura saturada de S.

La cerradura saturada de un semigrupo numérico (o de un subconjunto de enteros
positivos con maximo comun divisor igual a 1) puede ser computado de la siguiente
manera:

Proposicion 2.1.42. Sean n;, < n, < ... < mn, enteros positivos tales que
med(ny,...,n.) = 1. Paracadai € {1,...,e}, se toma d; = mecd(ny,...,n.) y para todo
jeA{l,....,e—1}, defina k; = méx({k € N | n; + kd; < n;41}). Entonces,

Sat(nl, Ce ,ne) = {O,nl,nl -+ dl, 151 + kldl,m,ng -+ dg, oo, N -+ deQ, vy Ne_1,
Ne—1 + defly sy Ne—1 + kefldefbne; Ne + 17 _>}
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Demostracion. Sea

A= {O,nl,nl +d1,...,n1 —f-k’ldl,ngﬂ’bg +d27...,n2 —|—k:2d2,...,ne_1,ne_1 +de_1,...7
Ne—1 + ke—lde—la Ney Ne + 17 _>}

Note que A # &, 0 € Ay med(A) = 1. Ademas, se tiene que d4(n; + k;d;) = d; para
todoi € {1,...,e—1}, por lo que se puede ver que (n;+1d;)+da(n;+1d;) € Acuandol < k;
y queda mostrar que (n;+k;d;)+da(n;+k;d;) € A. Es valido que (n;+k;d;)+da(n;+k;d;) =
n; + (k; + 1)d; > n;yq, luego, si n; + (k; + 1)d; > n. se sabe que n; + (k; + 1)d; € Ay si
ni+ (ki +1)d; < ne, existe j € {i+1,...,e—1}talque n; < n;+ (k;+1)d; < nj1, por tanto
como d; divide n;, d; y n;, existe s € {0,1,..., k;} tal que n; + (k; + 1)d; = n; + sd;, asi, se
concluye que a + d4(a) € A paratodo a € Ay por la Proposicion 2.1.36 se tiene que A
es un semigrupo numérico saturado con ny,...,n. C A, esto es, Sat(ny,...,n.) C A.

Para la otra inclusion, sea a € A. Entonces existe i € {1,...,e} y k € N tal que
a-+n;+kd; donde d. = 1y como {n4,...,n.} C Sat(ni,...,n.), setiene que dsa(n,,...n.) (1)
divide a d;, por lo que existe I € N tal que d; = ldsat(n,,....n.)(n:). Asi, por la Proposicion
2.1.36, se sabe que n; +tdsai(n,,...n.)(ni) € Sat(ni,...,n.) paratodot € N, lo que significa

que a = n; + k’dl = kldSat(nl ng)(?%) € Sat(nl, ce ,TLE). O

,,,,,

Ejemplo 2.1.43. Tomando n; = 6, n, = 10y ng = 15, se tiene que d; = 6, dy, = 2y
d3 = 3y por la Proposicion 2.1.42, Sat(6,10,15) = {0,6,10,10+2,10+4,15,15+ 1, =} =
{0,6,10,12,14,15, —}.

Todo esto ya esta implementado en GAP y SageMath, ver A.5 del Apéndice A.

2.2. Semigrupos Numéricos Irreducibles

En esta seccién se introduce el concepto de semigrupo numérico irreducible,
se muestran algunas caracterizaciones para esta propiedad, se muestra como construir
el conjunto de todos los semigrupos numéricos que contienen un semigrupo numérico
dado, y cdmo computar la descomposicion de semigrupo numérico como interseccién de
semigrupos numericos irreducibles

Definicion 2.2.1. Un semigrupo numérico S es llamado irreducible si no puede ser
escrito como la interseccion de otros dos semigrupos numéricos que lo contienen
propiamente, es decir, no existen S;, S, semigrupos numéricos con S C S1y S € Sy
tales que S = SN S,.
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Ejemplo 2.2.2. Sea S = (5,7,8,9,11), entonces S = (5,6,7,8,9) N (4,5,7), por lo que
se puede concluir que S no es irreducible; por otra parte, se tiene que T' = (4,5,7) es
irreducible.

Lema 2.2.3. Sea S un semigrupo numérico propio de N (S C N), entonces SU{F(S)} es
un semigrupo numerico.

Demostracion. Como S es un semigrupo numéricoy S C S U {F(95)}, se tiene que el
complemento de S U {F(S)} es finito, por lo que basta con revisar que F(S) +s € SU
{F(S)} paratodo s € SU{F(S)}. Note que F(S)+ s > F(95), luego F(S)+s = F(S)o
F(S)+ s € S,y en ambos casos se concluye que F(S) +s e SU{F(S)}. O

Teorema 2.2.4. Sea S un semigrupo numeérico, las siguientes son equivalentes:
1) S es irreducible.

2) S es maximal en el conjunto de los semigrupos numéricos con numero de Frobenius
F(9).

3) S es maximal en el conjunto de los semigrupos numericos que no contienen a F'(.5).

Demostracion. 1) = 2) : Sea T' un semigrupo numérico tal que S C T'y F(T) = F(95),
entonces S = (SU{F(S)}) NnT y como S es irreducible, se tiene necesariamente que
T=S5.

2) = 3) : Sea T un semigrupo numérico tal que S C T'y F(S) ¢ T, entonces se
tiene que F(S) = F(T) pues en caso contrario, esto contradice el hecho de que F(S)
es el mayor elemento de G(S) y G(T) C G(S5), luego, por la hipétesis, se concluye que
S=T.

3) = 1) : Sean S; y S, dos semigrupos numericos que contienen a .S propiamente,
luego, por la hipétesis, F'(S) € S1y F(S) € Sy, estoes, S;NS; # Sy S esirreducible. O

2.2.1. Semigrupos Numéricos Simétricos y Pseudo-simétricos

Definicion 2.2.5. Sea S un semigrupo numérico irreducible. Se dice que S es simétrico
si F(S) es impar, en caso contrario, es decir, si F(S) es par, se dice que S es
pseudo-simétrico.

Si S es un semigrupo numerico que no es irreducible, por el Teorema 2.2.4, existe
un semigrupo numérico irreducible 7' que contiene a S'y F(S) = F(T). El siguiente
resultado nos da una forma de construir este semigrupo numerico.
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Lema 2.2.6. Sea S un semigrupo numerico y asuma que existe
h=max{x € Z\S | F(S)—x ¢ S yx# F(S5)/2}.

Entonces S U {h} es un semigrupo numérico con nimero de Frobenius F(S).

Demostracion. Es claro que S U {h} tiene complemento finito en Ny 0 € SuU {h}. Sea
H={xe€Z\S|F(S)—xz¢ Syxz+#F(S)/2} ynotequesiz € H,entonces F(S)—z € H
pues si no, entonces se tiene que F(S) —z = F(5)/2 = = = F(5)/2 = x ¢ HO
F(S)— (F(S)—=z)e S=x€S=x¢ H.De esta manera, sigue que h > F(S)/2, pues
en caso contrario, entonces F(S) — h > F(S) — F(S)/2 = F(S)/2 > h, lo cual contradice
la maximalidad de h.

Sea s € S\ {0}. Si h + s ¢ S entonces, por la maximalidad de &, se tiene que
F(S)—(h+s)=te Spuesh > F(S)/2y s > 0.Asi, F(S)—h=t+s € S, loque
contradice la definicion de h, por lo que se concluye que h + s € S paratodo s € S\ {0}.

Si 2h ¢ S, entonces, otra vez por la maximalidad de h, se tiene que F(S) — 2h =
t € S. Por lo visto anteriormente, esto implicaque h+t € Syh+t = F(S)—he€ S, lo
que contradice la definicion de h, asi, 2h € S'y se concluye que S U {h} es un semigrupo
numeérico. O]

Proposicion 2.2.7. Sea S un semigrupo numérico.
1) S es simétrico si y solo si F'(S) esimpary x € 7\ S implica que F(S) —x € S.

2) S es pseudo-simétrico siy solo si F(S) esparyx € Z\ S implica que F(S) —x € S
ox=F(S)/2.

Demostracion. Sea S un semigrupo numérico simétrico. Entonces, si existe x € Z \ S
tal que F(S) — x ¢ S, entonces, por el Lema 2.2.6, se tiene que h existe y por tanto,
S U {h} es un semigrupo numérico con numero de Frobenius F'(S), lo que contradice la
maximalidad de S dada por el Teorema 2.2.4.

Para la otra direccion, considerando el Teorema 2.2.4, basta demostrar que S es
maximal en el conjunto de los semigrupos numéricos que no contienen a F(S). Sea T un
semigrupo numéricocon S C T'yseax € T\ S C Z\ S, por hipétesis, F'(S) —xz € S,
luego F(S) —x € T, lo cual implica que F(S) = (F(S) — z) + « € T y finalmente como
F(S) es impar, se concluye que S es simétrico.

La parte 2 es similar. O

Corolario 2.2.8. Sea S un semigrupo numeérico.
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F(S)+1
—
F(S)+2
—===

Observacion. Por el Lema 1.3.5, si S es un semigrupo numérico, entonces g(S) >
F(S)+1

1) S es simétrico si y solo si, g(S) =

2) S es pseudo-simétrico si y solo si, g(S) =

. Como consecuencia de este Corolario, se tiene que los semigrupos numericos
irreducibles son aquellos con el menor género posible en términos de su numero de
Frobenius.

Corolario 2.2.9. Todo semigrupo numeérico de dimension igual a 2 es simétrico.

Ejemplo 2.2.10. Note que (3,5) = {0,3,5,6,8, —} es un semigrupo numerico simétrico.
(4,5,7) = {0,4,5,7,—} es pseudo-simétrico, y (5,6,7) = (5,6,7,8) N (5,6,7,9) por lo que
se tiene que (5,6, 7) no es irreducible.

Los conjuntos de Apéry de los semigrupos numéricos irreducibles tienen formas
especiales. Esta forma los caracteriza, como lo se vera en el resto de esta seccion.

Lema 2.2.11. Sea S un semigrupo numérico y sean € S*, si z,y € S cumplen que
z+y € Ap(S,n), entonces se tiene que {z,y} C Ap(S,n).

Demostracion. Es una consecuencia directa de la definicion del conjunto de Apeéry,
puesto que si = € Ap(S,n), lo cual es equivalente a z — n € S, entonces (x — n) +y =
(r +y) —n € S, lo cual contradice el hecho de que = + y € Ap(S, n). O

Proposicion 2.2.12. Sea S un semigrupo numérico y n € S*. Si Ap(S,n) = {ay < a1 <
...<a,_1}, entonces S es simétrico si y solo sia;+a,_1_; = a,_, paratodoi € {0,...,n—

1.

Demostracion. Suponga que S es simétrico, luego por la Proposicion 1.3.3 se tiene que
F(S)=a,.1—nycomoa, ;1 —n¢Sy.S essimétrico, F(S) — (a; —n) = a,, —a; € S.
Por tanto, se tiene que [F(S) — (a; —n)] + a; = a,—1 y por el Lema 2.2.11, existe j €
{0,...,n—1}talque a,_; = a; +a; ycomoay < a; < ... < a,_1, S€ concluye que j debe
serigualan —1—1.

Para la otra direccién, por hipétesis se tiene que {a,—1} = Max<,Ap(S,n), luego,
por la Proposicion 1.4.5, PF(S) = {F(5)}, lo que significa que {a,-1 —n} = Max<,Z\ S,
en particular, siz € Z\ S, entonces F(S) —x € Sy observe que si F'(5)/2 € Z, entonces
F(S)/2 € Z )\ S, pues en caso contrario se tendria que F(S) = F(5)/2 + F(5)/2 € S,
sin embargo, note que esto a su vez implicaria que F(S)/2 = F(S) — F(S)/2 € S, una
contradiccion, por lo que F'(S) es impar y por la Proposicidén 2.2.7, S es simétrico. O
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Corolario 2.2.13. Sea S un semigrupo numérico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) S es simétrico,
2) PE(S) ={F(5)},
3) t(S) = 1.
Demostracion. 1) < 2) : Es equivalente a la segunda parte de la demostracién anterior.

2) < 3) : Inmediato por la definicién del tipo de un semigrupo numérico y el hecho
de que F(S) € PF(S). O

Corolario 2.2.14. Sea S un semigrupo numeérico y n € S*. Entonces S es simétrico si y
solamente si
Max<,Ap(S,n) = {F(S) + n}.

Demostracion. Inmediato por el corolario anterior. O
Ejemplo 2.2.15. Sea S = (3,5). entonces F(S) = 7y Ap(S,3) = {0,5,10} y por tanto
Max< Ap(S,3) = {10 = 7+ 3}.

Se puede construir una caracterizacion similar para los semigrupos numéricos
pseudo-simétricos, pero teniendo cuidado con F(S)/2.

Lema 2.2.16. Sea S un semigrupo numérico pseudo-simétrico y n € S*. Entonces
F(S)/2+n € Ap(S.n).

Demostracion. Como F(S)/2 ¢ S, basta mostrar que F(S)/2 + n € S. Suponga que
F(S)/2+n ¢ S, entonces por la Proposicién 2.2.7, F(S)/2—n = F(S)—(F(S)/2+n) € S,
lo que implica que F(S)/2 = (F(S)/2 —n) +n € S, lo cual es un absurdo, por lo que se
concluye que F(S)/2 4+ n € Ap(S,n). O

Observe que este resultado implica que si S es pseudo-simétrico, entonces
F(S)/2 € PF(S).

Proposicion 2.2.17. Sea S un semigrupo numérico con numéro de Frobenius par y n €
S*. Entonces S es pseudo-simétrico si y solo si:

Ap(S,n):{a0<a1<...<an2:F(S)+n}u{@+n}

donde a; + a,_2—; = a,—o paratodoi € {0,...,n—2}.



2.2. SEMIGRUPOS NUMERICOS IRREDUCIBLES 61

Demostracion. Suponga que S es pseudo-simétrico. Entonces, por el Lema 2.2.16,
F(S)/2+n € Ap(S,n) y es claro que F(5)/2 + n < max(Ap(S,n)) = F(S) +n, siw €
Ap(S,n)\{F(S)/2+n}, entoncesw —n ¢ Sy w—n # F(S)/2y por la Proposicién 2.2.7,
se tiene que F(S) — (w—n) € S, lo cual implica que méx Ap(S,n) —w = F(S)+n—w € S
y por el Lema 2.2.11, sigue que maxAp(S,n) — w € Ap(S,n). Ademds, es vélido que
max(Ap(S,n)) —w # F(S)/2 + n, pues en caso contrario se tendria que w = F(S5)/2.
Con este caso especial solucianado, la demostraciéon procede de manera analoga a la
realizada para la primera parte de la Proposicién 2.2.12.

Para la otra direccion, sea = € Z \ S tal que x # F(S)/2. Se va a demostrar que
F(S)—z € S.Seaw € Ap(S,n) tal que w = = (méd n), entonces z = w — kn, para algun
k € N\ {0}, ademas k € N\ {0} pues se tiene que x = w (mdd n) estd en S siy solo si
w < z, lo cual es equivalente a x ¢ S siy solo si w > x, ahora, separando lo anterior en
dos casos.

1) Siw = (F(5)/2) + n, entonces
F(S)—ax=F(S)—(F(S)/2+n—kn)=F(5)/2+ (k— 1)n.

Luego, como z # F(S)/2, se tiene que k > 1, es decir, F(S) —z € S.

2) Siw # (F(5)/2) + n, sigue que
F(S)—z=FS)—w+kn=FS)+n—w+(k—1)n=a, 2o —w+(k—1)n €S,

ya que a,,_» —w € S por hipbtesis.
O

Corolario 2.2.18. Sea S un semigrupo numérico, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) S es pseudo-simétrico,
2) PE(S) =A{F(S5),F(5)/2}.

A diferencia de lo que ocurre con semigrupos numéricos simétricos, el hecho de
que t(S) = 2 no implica que S sea pseudo-simétrico.
Ejemplo 2.2.19. Sea S = (5,7, 8), entonces Ap(S,5) = {0,7,8,14,16} y Max<,Ap(S,5) =
{14,16}, asi PF(S) = {9, 11}, luego t(S) = 2 pero S no es pseudo-simétrico pues F(S) =
11.
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Ejemplo 2.2.20. Sea S = (4,5,7), entonces Ap(S,4) = {0,5,7,10} y Max< ,Ap(S,4) =
{7,10}, asi PF(S) = {3,6} = {F(S)/2, F(S)}. Por tanto, S es pseudo-simétrico.

Corolario 2.2.21. Sea S un semigrupo numérico y n € S*, entonces S es
pseudo-simétrico si y solo si,

Max<,(Ap(S,n)) = {%S),F(S) + n}

2.2.2. Extensiones Unitarias de un Semigrupo Numérico  En esta subseccion, se
introduce el concepto de laguna especial de un semigrupo numérico. Esta definicién es
motivada por el problema de computar el conjunto de todos los semigrupos numeéricos
que contienen un semigrupo numérico dado.

Definicion 2.2.22. Dado un semigrupo numérico S, se denota por
SG(S)={x € PF(S) | 2z € S}.

Los elementos de SG(S) son llamados lagunas especiales de S.

Ejemplo 2.2.23. Sea S = (5,7,8,9, 11), entonces se tiene que G(S) = {1, 2,3, 4,6}, luego
PF(S) = {2,3,4,6} y asi, SG(S) = {4,6}.

Proposicion 2.2.24. Sea S un semigrupo numeérico y x € G(S), las siguientes
propiedades son equivalentes:

1) x € SG(S);
2) SU{x} es un semigrupo numerico.
Demostracion. 1) = 2) : Note que S U {x} es un semigrupo numérico, puesto que:

» Es cerrado bajo la suma, pues como z € PF(S), entonces x+s € S paratodo s € S
y se tiene que nx € S para todo n € N por la definicion de SG(S).

= Tiene complemento finito, ya que S C SU {z} y S tiene complemento finito.

2) = 1) : Si SU{z} es un semigrupo numérico, entonces es cerrado bajo la suma,
lo cual implica que x + s € S para todo s € S*, es decir, z € PF(S), y también se tiene
que 2z € S, por lo que se concluye que x € SG(S). O

Ejemplo 2.2.25. Sea S = (7,8,9,11,13) = {0,7,8,9,11,13,—}, entonces SG(S) =
{10,12} y se tiene que (7,8,9,10,11,13) y (7,8,9,11, 12, 13) son semigrupos numericos.
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Lema 2.2.26. Sean S y T dos semigrupos numeéricos tales que S C T. Entonces, S U
{max(T\ S)} es un semigrupo numérico, o equivalentemente, max(T \ S) € SG(S).

Demostracion. Como Sy T son semigrupos numeéricos, y S C T, existe z = max(T' \ 5).
Ademas, z +s € Tyx+s > axparatodo s € S*, luego = + s € S, es decir, z € PF(S).
Similarmente, 2 € T'y 2x > =z, por lo que 2z € S y de esta manera se concluye que
x € SG(9). O

Dado un semigrupo numérico S, se denota por O(S) al conjunto de todos los
semigrupos huméricos que contienen a S. Como el complemento de S en N es finito,
O(S) también es finito.

Dados dos semigrupos numéricos Sy 7' con S C T, se define recursivamente la
siguiente sucesion:

u S() =5,
m S, =5, U{max(T'\ S,)} si S, #Ty S, = S,.1 en caso contrario.

Si la cardinalidad de 7"\ S es k, entonces

S=8CSC - CS=T

=

Utilizando esta sucesion, se puede construir el conjunto O(.S). Se inicia con S, se
construyen los semigrupos numéricos S U {z}, donde x € SG(S), y para cada elemento
de la coleccion anterior distinto de N (Note que SG(N) es el conjunto vacio), se repite el
proceso anterior de manera recursiva.

Ejemplo 2.2.27. Sea S = (6,7,9). Para este semigrupo numérico, SG(S) = {17}, luego
S U {17} = (6,7,9,17) es un semigrupo numeérico que contiene a S (Estos difieren
solamente por 1 elemento) y ahora, como SG(S U {17}) = {8,10,11}, se obtienen los
semigrupos S U {17,8}, SU {17,10} y S U {17,11}. Repitiendo este proceso, se puede
construir O(S), como lo puede ver en la figura 2.1 (ver A.6 del Apéndice A para el codigo
utilizado).
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Figura 2.1: O((6,7,9))
Proposicion 2.2.28. Sea S un semigrupo numérico y sean {g,...,q:} C G(95), las
siguientes son equivalentes:
1) S es maximal (con respecto a la inclusion de conjuntos) en el conjunto de todos los

semigrupos numericos T' tales que

TN{g1,.-..,q} = 9.

2) SG(S) SA{gr,---, 9}
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Demostracion. 1) = 2) : Sea x € SG(S). Por la Proposicién 2.2.24, S U {z} es un
semigrupo numerico que contiene a S propiamente y por la hipétesis, se tiene que
necesariamente (SU{z}) N{g1,...,9:} # &, es decir, SG(S) C {g1,..., ¢ }-

2) = 1) : Por el Lema 2.2.26, T" es un semigrupo numérico que contiene a S
propiamente, luego max(7 \ S) € SG(S) y como SG(S) C {g¢1,...,9:}, Se tiene que
Tn{g,-..,9} # <, lo que concluye la demostracion. O

Como corolario de este resultado, se tiene otra caracterizacion para los
semigrupos numeéricos irreducibles. Por el Teorema 2.2.4, se sabe que un semigrupo
numeérico S es irreducible si y solo si, S es maximal en el conjunto de los semigrupos
numéricos que no contienen a F'(S); observe ademas que F(S) € SG(S) cuando S # N.

Corolario 2.2.29. Sea S un semigrupo numérico. Entonces S es irreducible si y solo si
SG(S) posee a lo sumo un elemento.

Los siguientes resultados nos permiten construir una generalizacion de la
construccion propuesta en el Lema 2.2.6 para encontrar un semigrupo numeérico
irreducible que contiene a un semigrupo numérico dado con el mismo numero de
Frobenius.

Lema 2.2.30. Sea S un semigrupo numeérico y sean {gi,...,q:} C G(S), las siguientes
son equivalentes:

1) S es maximal en el conjunto de los semigrupos numéricos T tales que
TN{g1, -..,q} = 9.

2) Siz € G(S), entonces existeni € {1,...,t} yk € N\ {0} tales que g; — kx € S.

Demostracion. 1) = 2) : Sea x € G(S5), entonces como S C (S, x), se tiene que (S,z) N
{g1,..., 9.} # @, luego, existen i € {1,...,t}, ke N\ {0} ys € Stalesque g; = s + kz y
se concluye que ¢g; — kx € S.

2) = 1) : Sea T un semigrupo numérico tal que S C T'y z € T\ S, entonces
S ¢ (S,z) C Ty por hipotesis, existen i y k tales que g; — kx € S, lo cual implica que
g; € (S,z) y portanto, g, € T. O

Proposicion 2.2.31. Sean S un semigrupo numérico y {g1,...,9:} C G(S), si existe
h=méx({xr € Z\ S |2xe€S,gi—x ¢S Vie{l,...,t}}),

entonces S U {h} es un semigrupo numeérico tal que (S U{h}) N{g1,...,q} = @.
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Demostracion. Por la Proposicion 2.2.24, basta con mostrar que h € SG(S); por la
definicion de h, se tiene que 2h € S, luego suponga que existe s € S*talque h +s € S,
entonces como 2(h +s) € Sy h < h+ s, es vélido que g; — (h + s) € S para algun
ie{l,...,t} yportanto, g, — h =g, — (h+ s) + s € S, lo que contradice la definicion de
h. [

Corolario 2.2.32. Sean S un semigrupo numérico y {g¢,...,q:} C G(95), las siguientes
son equivalentes:

1) S es maximal en el conjunto de todos los semigrupos numéricos cuya interseccion
con{gi,...,q:} es vacia.

2) Paracadaxr € N, siz € G(S) y2x € S, entonces g;—x € S para alguni € {1,...,t}.

Demostracion. 1) = 2) : Si existe x € G(S) tal que 2z € Sy g, —x ¢ S para todo
i € {1,...,t}, entonces es posible encontrar i tal y como esté definido en la Proposicion
2.2.31, por lo que se tiene que S U {h} es un semigrupo numeérico que contiene a S
propiamente y no interseca con {¢i, ..., g}, lo cual contradice la hipétesis.

2) = 1) : Por el Lema 2.2.30, nos basta con mostrar que para todo = € G(S),
existen ¢, k apropiados tales que g; — kz € S, luego sean = € G(S) y k = max({n €
N\ {0} | nz & S}), porlo que kx € G(S) y 2kz € S'y, por hipbtesis, g; — kxz € S para algin
ie{l,...,t}. O

Corolario 2.2.33. Sea S un semigrupo numerico. Entonces S es irreducible si y solo si
paratodoz € N, x € G(S) y2x € S implicaque F(S) —x € S.

Demostracion. Sigue del Teorema 2.2.4 y del Corolario 2.2.32. O

Sea S el conjunto de todos los semigrupos numéricos, para {gi,...,9:} C N\ {0},
se define

S(glv"'ygt):{sles ’ S/m{gh"'v.gt}:@}'

La Proposicion 2.2.31 muestra una forma de encontrar un elemento maximal (respecto a
la inclusién de conjuntos) de S(gi,--.,9:). Se va a representar a estos elementos como
Maxc(S(gi, ..., 9:)). Primero, tome como punto inicial S = {0,max(g;,..., ) +1,—}y
defina de manera recursiva la siguiente sucesiéon de conjuntos:

m S,1=3S,U{h(S,)}, donde h(S,) es
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h(S,) = méx{x € G(S,) | 2z € S, i —x & S, Vi € {1,...,t}}.

Si h(S,) no existe, entonces S,, es el semigrupo numérico deseado (El Corolario 2.2.32
nos da la condicion de finalizacion).

Ejemplo 2.2.34. Se va a calcular un elemento en Maxc(S5(4,7,9)).
= Sy ={0,10,—}, h(Sy) = 8;
m S ={0,8,10,—}, h(S;) = 6;
n S, ={0,6,8,10, =}, h(Ss) = 5;

m 55 ={0,5,6,8,10,—},y h(S3) no existe, luego S3 € Maxc(S(4,7,9)).

2.2.3. Descomposicion de un Semigrupo Numérico en Irreducibles En esta
subseccion, se va a presentar un algoritmo para calcular una descomposicién de un
semigrupo numérico dado en semigrupos numéricos irreducibles, también se muestra
como se pueden obtener descomposiciones "minimales”.

Sea S un semigrupo numérico. Si S no es irreducible, entonces existen S; y S,
que contienen a S y cumplen que S; NSy = S. Ahora se puede preguntar si S; y Sy
son irreducibles y, en caso de que no lo sean, escribirlos como la interseccién de otros
semigrupos numericos; se puede repetir este proceso varias veces, mas es un proceso
finito, pues cada semigrupo numérico involucrado en esta construccién contiene a S'y se
sabe que O(S) es finito.

Proposicion 2.2.35. Todo semigrupo numérico puede ser escrito como la interseccion
de una cantidad finita de semigrupos numéricos irreducibles.

En la seccion anterior, se describié un procedimiento para construir O(S) para
cualquier semigrupo numérico, a partir de la computacion de SG(S). Durante la ejecucion
de este procedimiento, se pueden escoger los semigrupos numéricos que tienen como
maximo una laguna especial, los cuales seran los semigrupos numéricos irreducibles que
contienen a S por el Corolario 2.2.29. Denote por

Z(S) ={T € O(5) | T es irreducible}.

Es inmediato que S = (.75, T Ademas, se pueden remover de la interseccion, aquellos
semigrupos numéricos que no son minimales respecto a la inclusion de conjuntos (se
van a representar aquellos que si son minimales como parte del conjunto MincZ(.5)), y el
semigrupo numérico resultante es el mismo.
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Proposicion 2.2.36. Sea S un semigrupo numérico y sean

{S1,..., 5.} =Minc(Z(9)),
entonces,

S=5N---NS,

Sin embargo, esta descomposicidn no es necesariamente minimal (en el sentido
de usar la menor cantidad de irreducibles posible), como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2.37. Sea S = (5,6,8). Se va a computar el conjunto de Minc(Z(S)). Como
SG(S) ={7,9}, se tiene por la Proposicion 2.2.24 que S U {7} y S U {9} son semigrupos
numericos. Ahora, como SG(S U {7}) = {9}, es valido que S U {7} es irreducible (por el
Corolario 2.2.29), por lo que SU{7} € Minc(Z(S)). Por otra parte, SG(SU{9}) = {3,4,7},
luego S U {9} no es irreducible, pero S U {9,3} y SU{9,4} silo son, y como S U {7} C
S uU{9,7}, setiene que

Minc (Z(S)) = {S U {7}, SU{9,3}, S U {9,4}},
por tanto,
S=(SU{THN(SU{9,3))N(SU{9,4}) = (SU{T}H N (SU{9,4}).

Cuando se busca por el menor n talque S = S;n---NS, conSy,...,S, € Z(S),
entonces basta con buscar entre las descomposiciones con elementos de Minc (Z(S5)).
Proposicion 2.2.38. Sea S un semigrupo numérico, siS=5,N---NS, conSy,...,S, €
Z(S), entonces existen S, ..., S, € Minc(Z(95)) tales que

S=5nNn---nNg.

Demostracion. Paracadai € {1,...,n}, si S; no pertenece a Minc(Z(.S)), entonces basta
con tomar S! € Minc(Z(5)) tal que S, C S;. O

La siguiente Proposicidn nos da una condiciéon sobre los semigrupos numeéricos
que deben aparecer en la descomposicién minimal.

Proposicion 2.2.39. Sean S un semigrupo numeérico y sean S,...,S, € O(S5), las
siguientes son equivalentes:

1) S=SN---NS,,
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2) Paratodo h € SG(S), existei € {1,...,n} talque h & S;.

Demostracion. 1) = 2) : Si h € SG(S) entonces h ¢ S, por lo que por la hipbtesis, se

tiene que h ¢ S; paraalgun: € {1,...,n}.
2) = 1) :Si 8 CSy,...,5, porel Lema 2.2.26, h = max((S; N---NS,) \S)
pertenece a SG(S) y esta en S; para todo i € {1,...,n}, lo cual contradice la hipétesis.
O

Se puede computar Minc (Z(S)) = {54, ..., S.} de la siguiente manera: para cada
ie{l,...,n}, defina
C(S;)) ={h € SG(S) | h & S;}.

Por la Proposicion 2.2.39, se sabe que
S=5,N---NS;, < C(S;,)U---UC(S;) =SG(S).

Por los resultados anteriores, se puede construir un método para calcular una
descomposicion de S como interseccion de semigrupos numeéricos irreducibles con la
menor cantidad posible de elementos, como se muestra a continuacion.

Algoritmo 2.2.40. Sea S un semigrupo numérico que no es irreducible.
1) Encuentre el conjunto SG(S).
2) Tomel =2 yC ={S}.

3) Paratodo S' € C, compute (utilizando la Proposicion 2.2.24) todos los semigrupos S
tales que |S \ S'| = 1, donde |S \ S'| denota la cardinalidad del conjunto. Se elimina
a s’ de C. Sea B el conjunto conformado por todos los semigrupos numericos
construidos de esta manera.

4) Elimine de B los semigrupos S’ tales que SG(S) C S".

5) Elimine de B los semigrupos S’ tales que existe S € I con S C S'.
6) SeaC = {S" € B | S’ no es irreducible}.

7) Seal =1U{S € B | S esirreducible}.

8) SiC # @, volver al Paso 3.

9) Para cada S’ € 1, compute C(S").
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10) Escoja {Si,...,S,} de modo que r es el menor numero cumpliendo que:

C(S))U---UC(S,) = SG(S).

11) Devuelva 5., ..., S,.

Se va a ilustrar este algoritmo con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.41. Sea S = (5,6, 7), entonces SG(S) = {8,9}. Tomando S; = (5,6,7,8) y
Sy = (5,6,7,9), se tiene que B = {5, 5}y S1y S, son irreducibles, luego I = By C' = &;
ademas, C(S1) = {9} y C(S2) = {8}, asi, C(S1) UC(Sy) = SG(S) y se concluye que ésta
es la descomposicion minimalde Sy S = (5,6,7,8) N (5,6,8,9).

Dado un semigrupo numérico, se pueden considerar 2 tipos de minimalidades para
la descomposicién de dicho semigrupo numérico en irreducibles. La primera minimalidad
es en términos de su cardinalidad, es decir, que es minimal en el sentido de utilizar
la menor cantidad posible de semigrupos numéricos irreducibles en la descomposicién.
La segunda minimalidad es en términos de redundancia, es decir, una descomposicion
es minimal si ninguno de los semigrupos involucrados es redundante (No puede ser
eliminado sin cambiar el resultado de la interseccion), lo cual es equivalente a decir
que, la descomposicion no puede ser refinada en una descomposicion menor. Los dos
conceptos no coinciden, pues observe que una descomposicion minimal en el primer
sentido, necesariamente no es refinable, mientras que existen descomposiciones no
refinables que utilizan mas irreducibles que otras descomposiciones, como lo puede ver
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.42. El semigrupo numeérico S = (5,21, 24, 28, 32) puede ser escrito como
S =(5,9,12,13) N (5,11,12,13) N (5,12, 14, 16) N (5, 14, 16, 18)

y cOmo
S =(57)N(5,8).

Se tiene que ambas descomposiciones no pueden ser refinadas sin danar la
interseccion (es decir, son minimales en términos de redundancia). Sin embargo, la
primera descomposicion utiliza 4 semigrupos numéricos y la segunda utiliza 2 semigrupos
NumMEricos.

El Algoritmo 2.2.40 ya esta implementado en GAP y SageMath, ver A.7 del
Apéndice A, junto a la demostracion (computacional) del ejemplo anterior.
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2.2.4. Lagunas Fundamentales de un Semigrupo Numérico Por la Proposicion
2.2.28 se tiene que, si S es un semigrupo numerico, entonces SG(S) determina a S salvo
maximalidad (con respecto a la inclusion de conjuntos). Sin embargo, esto no significa
que SG(S) determine a S Unicamente. Se pueden encontrar semigrupos numéricos S'y
TconS#TySG(S)=SG(T) (En particular, esto implicaque ni S C T niT C S).
Ejemplo 2.2.43. Sean S; = (8,9,10,11,12,13,15) y Sy = (5,8, 11, 12). Entonces SG(S;) =
SG(S,) = {14} pero Sy # S.

En esta subseccion, se va a presentar un subconjunto del conjunto de lagunas de

un semigrupo numerico que lo determina totalmente.

Definicidon 2.2.44. Sea S un semigrupo numérico, se dice que un conjunto X de enteros
positivos determinan las lagunas de S si S es el mayor (respecto a la inclusién de
conjuntos) semigrupo numérico tal que X C G(S5).

Dado X C N, se denota por D(X) el conjunto de todos los divisores positivos de
los elementos de X, es decir,

D(X) ={a € N| adivide aalgun z € X}.
Proposicion 2.2.45. Sea X un conjunto finito de elementos positivos. Las siguientes
condiciones son equivalentes:
1) El conjunto X determina las lagunas de un semigrupo numerico;
2) N\ D(X) es un semigrupo numerico.

Si se tienen estas condiciones, entonces X determina las lagunas del semigrupo
numérico N\ D(X).

Demostracion. 1) = 2) : Sea S un semigrupo numérico cuyas lagunas son determinadas
por X, entonces como X C G(S), se tiene que D(X) C G(S) y por tanto, S C N\ D(X).
Considere a € N\ D(X), entonces S’ = (a, méx(X) + 1,—) €s un semigrupo numeérico
tal que X C G(95’), y por la definicién de S,S” C Sm, luego a € S, y se concluye que
N\ D(X) = S. En particular, N\ D(X) es un semigrupo numérico.

2) = 1) : Es inmediato del hecho de que X determina las lagunas de N\ D(X). O

Proposicion 2.2.46. Sean S un semigrupo numérico y X C G(S). Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1) X determina las lagunas de S;
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2) Paracadaa €N, sia € G(S) y{2a,3a} C S, entonces a € X.

Demostracion. 1) = 2) : Utilizando la Proposicidén 2.2.28, se tiene que S = N\ D(X), por
lo que G(S) = D(X). Sia € G(S), entonces existe x € X tal que a | z y asi ka = = para
algun k& € N. Si supone que {2a,3a} C S, entonces la € S para todo [ > 2, por lo que se
concluyequek=1ya=x € X.

2) = 1) : Por lo que se vi6 en la Proposicion 2.2.28, basta con demostrar que S =
N\ D(X). Por hipétesis, X C G(S), luego D(X) C G(S)y S C N\ D(X), si a es un entero
no negativo con a ¢ S, entonces a € G(S), luego sea k = méx({n € N | na € G(5)}) el
cual existe pues G(5) es finito, ademas de que como 0 € G(5), se tiene que k € N\ {0},
por tanto ka € G(S) y {2ka, 3ka} C Sy por hipétesis, ka € X, por lo que se concluye que
a € D(X). Asi, sigue que S = N\ D(X). O

Este resultado motiva la siguiente definicion.

Definicidén 2.2.47. Una laguna x de un semigrupo numérico S se llama fundamental si
{2z,3z} C S (0 equivalentemente, kxz € S para todo & > 1). Se va a denotar por FG(S5)
el conjunto de las lagunas fundamentales de S.

Ejemplo 2.2.48. Sea S = (6,9, 11). Entonces FG(S) = {3, 10,13, 14,16, 19, 25}.
Con esta nueva notacidn, se puede reformular la Proposicion 2.2.46

Corolario 2.2.49. Sea S un semigrupo numérico y X un subconjunto de G(S). Entonces
X determina las lagunas de S siy solo si FG(S) C X.

Asi, para un semigrupo numérico S, el conjunto F'G(S) es el menor (respecto a la
inclusion de conjuntos) subconjunto de G(S) que determina las lagunas de S. Ademas,
dos elementos de F'G(S) distintos no son comparables con respecto a la relacion de
divisibilidad.

Proposicion 2.2.50. Sea X un subconjunto finito de N\ {0}. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1) Existe un semigrupo numérico S tal que FG(S) = X ;
2) N\ D(X) es un semigrupo numeérico y x 1 y para todos x,y € X conx # y.

Demostracion. 1) = 2) : La primera afirmacién fue probada en la Proposicion 2.2.45.
Para la segunda afirmacion, sean z,y € X conx # y y x | y lo implica que y = kx para
algun k£ > 2 pues x,y > 0 (asi &k # 0) y x # y (luego k& # 1). Sin embargo, se tiene
que y € FG(S5), lo cual implica que {2y,3y} C S, lo cual es una contradiccion. Asi, se
demuestra la segunda afirmacion.
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2)=1):SiS =N\ D(X) es un semigrupo numérico, entonces X determina sus
lagunas. Ademas, por el Corolario 2.2.49, se tiene que FG(S) C X y por hipotesis, = { y
para todos z,y € X con z # y, luego para cada = € X es valido que {2z,3z}ND(X) = &,
por lo tanto, z € F'G(S) y se tiene la igualdad de conjuntos. O

Sea S un semigrupo numérico y = € SG(S), entonces 3z = = + 2z € S, ya que
2x € S por la definicion y © € PF(S). De esta manera, SG(S) C FG(S); ademas, la
condicion x + s € S para todo s € S* implica que los elementos de SG(S) son maximales
en FG(S) con respecto a la relacion de orden <g.

Proposicion 2.2.51. Sea S un semigrupo numeérico. Entonces
SG(S) = Max<,(FG(S9)).
Utilizado lo anterior, el Corolario 2.2.29 puede ser reformulado de la siguiente

manera.

Corolario 2.2.52. Sea S un semigrupo numeérico, entonces S es irreducible si y solo si el
conjunto Max< . (F'G(S)) tiene a lo sumo un solo elemento.

Esto ya esta implementado en GAP y SageMath, ver A.7 del Apéndice A.



3. Semigrupos Numeéricos Generalizados

En este capitulo se trata con los semigrupos numéricos generalizados (SNGs
de manera corta), una generalizacidén natural a los semigrupos numéricos con los que se
ha trabajado en los capitulos anteriores para N? con d > 1. Se estudian sus invariantes
asociados, se caracterizan en términos del cardinal de un subconjunto especial de
sus lagunas, de manera natural y se estudian los semigrupos numéricos generalizados
irreducibles y algunas propiedades intrinsecas a estos.

En este capitulo, se va a utilizar la letra negrilla para denotar elementos con d
coordenadas. Asi, x = (x1,z2,...,24)-

3.1. Preliminares

Dado que existen varias diferencias entre los semigrupos numéricos y los SNG,
parte de la investigacion actual consiste en extender conceptos de los semigrupos
numeéricos a los SNG de manera natural. En Cisto et al. (2019) se extienden la nocién de
generadores para los SNG de manera natural. En esta seccion, se introducen varias
definiciones que son naturales para los semigrupos numéricos en el contexto de los
SNGs.

Definicion 3.1.1. Sea S C N? un submonoide de N¢ con la suma usual. Se dice que S
es un semigrupo numérico generalizado (SNG) si G(S) = N¢\ S es finito. Se dice que
G(S) es el conjunto de lagunas de S y se denota el género de S como g = g(S) = |G(5)|.

Ejemplo 3.1.2. Sea S = N?\ {(1,0), (0,1), (2,1)}. Entonces G(S) = {(1,0),(0,1),(2,1)} y
g=3.

Definicion 3.1.3. Sea S C N un SNG. Se define en Z? |a siguiente relacién:
a<gbsiysolosib—ac$

En particular, <5 es una relacién de orden parcial en Z.
Demostracion. La prueba es equivalente a la realizada en la Definicién 1.4.2. ]
Definicion 3.1.4. Sea S C N¢ un SNG.
1) Sea
PF(S)={x € G(S) | x+s €S, paratodo s € S*},

74
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se dice que PF(S) es el conjunto de elementos pseudo-Frobenius de S. El
cardinal de PF'(S) es llamado el tipo de S y se denota por t = ¢(.5).

2) Sea
Ap(S,n)={seS|s—n¢g&S},

donde n € S*. Se llama a Ap(S, n) el conjunto de Apéry de S respecto a n.

Observe que a diferencia de lo que ocurre para semigrupos numericos, Ap(S, n)
puede ser infinito.

Ejemplo 3.1.5. Sea S = N2\ {(0,1),(0,2),(0,5), (1,2)}, entonces:

Ap(S, (1,1)) ={(0,0),(0,3),(0,4),(0,6), (1,3),(1,6), (2,3), (1,0),(0,7), (2,0), (0, 8),
(3,0),...,(0,n), (k,0) | n > 9,k > 4}.

Claramente este conjunto es infinito.

Proposicion 3.1.6. Sea S C N un SNG, entonces PF(S) es el conjunto de elementos
maximales de G(S) respecto al orden <g.

Demostracion. Sea x € G(S) maximal respecto al orden <g, entonces si existiera s € S5*
tal que = + s ¢ S, esto implicaria que « <s x + s, lo cual contradice la maximalidad de x
y por tanto, x € PF(S).

Para la otra contenencia, considere € PF(S) y note que si existieray € Z%\ S
tal que x <5 y,esdeci,y—x =s € S,entoncesy=y—x+x=x+s ¢ 95, locual
contradice la eleccién de . O

Observe que la anterior proposicion implica que PF(S) # @ pues G(S) es finito,
por lo que tiene maximales respecto al orden <g.

Proposicion 3.1.7. Sea S € N? un SNG y n € S*. Entonces:
PF(S)={w —n | w € Max<,(Ap(S,n))}.

Demostracion. Sea x € PF(S).Luegox ¢ Sy « + s € S para todo s € S*, en particular
x+mn € S. Esto es equivalente aque x +n € Ap(S,n) pues ¢ = (z +n) —n ¢ S. Si
consideraw € Ap(S,n)conxz+n <g w,siguequey =w—-xr—-nec Syw-n=xz+y ¢ S.
Pero x € PF(S), por lo que necesariamente y = 0y x + n = w, lo cual quiere implica
que x + n es maximal respecto al orden <gy = w — n por lo que se tiene la primera
inclusién.
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Sea ahora w € Max<,(Ap(S,n)), entonces w — n ¢ S por definicion de Ap(S, n)
y si hubiese un s € S*talque w —n+s = (w+ s) —n ¢ S, esto implicaria que
w+s € Ap(S,n) con w <g w+ s, lo cual contradice la maximalidad de w. Por tanto, cada
elemento de la forma w — n con w € Max< Ap(S,n) es un elemento pseudo-Frobenius,
por lo que se obtiene la otra inclusién. O

Ejemplo 3.1.8. Sea S = N2\ {(0,1),(0,3),(1,0),(1,1),(1,3),(2,1),(2,0),(3,0)} un SNG
en N2, En la Figura 3.1 se representa a este SNG, donde los puntos rellenos representan
los elementos de S y los puntos con centro vacio y borde representan las lagunas de S.

S S S S T O
0 1 2 3 4 5 6

Figura 3.1: SNG en N? y sus lagunas

Entonces

= PF(S) ={(0,3),(1,0),(1,3),(2,0),(2,1), (3,0)};

= Ap(5,(0,2)) = {(0,0),(0,5),(1,2),(1,5),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (4,0), (4,1), (5,0),
(5,1),...,(n,0),(n,1) | n > 5};

= Max<,Ap(5,(0,2)) = {(0,5),(1,2),(1,5),(2,2),(2,3), (3,2)}.

Por lo que al utilizar la Proposicién 3.1.7, se tiene que

(0’ 5) - (07 2) = (07 3)7 (27 2) - (07 2) = (27 0)7
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Ejemplo 3.1.9. Sea 7' = N3\ {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} un SNG en N3, en la Figura 3.2
se representa este SNG, donde los puntos con borde rojo representan las lagunas de T'.

Figura 3.2: SNG en N? y sus lagunas

Entonces
= PF(T) ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)};

= Ap(T,(0,0,1)) = {(0,0,0),(0,0,2),(0,1,1),(0,2,0),...,(1,0,1),(1,1,0),(1,2,0),...,
(2,0,0),(2,1,0),...,(3,0,0),...,(4,0,0),...,(a,b,0) | a,b > 5};

= Méax<,Ap(T,(0,0,1)) = {(0,0,2),(0,1,1),(1,0,1)}.
Por lo que al utilizar la Proposicion 3.1.7, se tiene que
(0,0,2) — (0,0,1) = (0,0, 1)

(0,1,1) — (0,0,1) = (0,1,0)
(1,0,1) — (0,0,1) = (1,0,0).
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3.2. Semigrupos Numeéricos Generalizados
Irreducibles

En esta seccion se introduce el concepto de semigrupo numérico generalizado
irreducible como una generalizacion natural para los semigrupos numeéricos irreducibles,
ademas de la extensién de algunas caracterizaciones e invariantes asociados a estos.

Definicion 3.2.1. Sean a, b € N¢, entonces se define el orden parcial natural de N?, <,
de la siguiente manera:

a < bsiysolosia? <b? (Vie{1,...,d})

donde «” representa la i-ésima coordenada del elemento a € N°.
Se entiende por 2z = (221,223 22(®),

Definicion 3.2.2. Sea S C N? un SNG. Se define

SG(S)={x e GS) |2z Syx+s e Sparacada s € 5*},
={x € PF(S) | 2« € S},

como el conjunto de lagunas especiales de S.

Observacion. Note que SG(S) C PF(S) por la segunda equivalencia, pero la igualdad
no siempre se tiene, pues si S = N?\ {(0,1), (1,0), (2,0)}, entonces se tiene que PF(S) =
G(S) pero SG(S) = {(0,1),(2,0)}. Por otra parte, SG(S) # @, pues si existe z € G(9)
tal que z es maximal en G(S) respecto al orden parcial natural de N (y siempre existe,
pues G(S) es finito), entonces z € SG(S5).

Proposicion 3.2.3. Sea S C N? un SNG y = € G(S), entonces S U {x} es un SNG si y
solo sixz € SG(S).

Demostracion. Si S U {x} es un SNG, entonces es cerrado bajo la suma, por lo que
x + s € Sparatodo s € S*, esdecirx € PF(S)y 2x € S, luego « € SG(S).
Ahora, si x € SG(5), entonces se tiene que S U {x} es un SNG ya que:

m Seana,be SU{x}ya,becSCSU{x}, entoncesa+bec SpuesSesunSNGy
Sia =x 0 b=z, entonces como x € SG(S), sigue que a +b € SU {x}, por lo que
se concluye S U {x} es cerrado bajo la suma.

» Como S C SU{x}, vale que G(SU{x}) C G(S)y como G(S) es finito (pues S es
un SNG), sigue que G(S U {x}) es finito, esto es, S U {x} tiene complemento finito.
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O]

Definicion 3.2.4. Sea S C N¢ un SNG. Se dice que S es irreducible si S no puede ser
escrito como la interseccion de dos SNGs que lo contengan propiamente.

Ejemplo 3.2.5. Sea S = N?\ {(0,1),(1,0),(2,0)}, entonces se tiene que SG(S) =
{(0,1),(2,0)}, por loque A = SU{(0,1)} = N*\ {(1,0),(2,0)} y B = SU{(2,0)} =
N2\ {(0,1),(1,0)} son SNGs por la proposicién anterior. Ahora, dado que S C A, S C B
y S=AnN B, Sno es irreducible.

Demostrar que un SNG en particular es irreducible, utilizando solamente la
definicion puede ser complicado. Ahora se demuestra una caracterizacion para los SNGs
irreducibles.

Proposicion 3.2.6. Sea S C N¢ un SNG, entonces S es irreducible si y solo si |SG(S)| =
1.

Demostracion. Suponga que S es un SNG irreducible y suponga que existen x,y <
SG(S) tales que x # y, entonces S U {x} y S U {y} son un par de SNGs distintos, que
contienen propiamentea S'y (SU{x})N(SuU{y}) = S, lo cual contradice la irreducibilidad
de S.

Reciprocamente, suponga que |SG(S)| = 1y que existen dos SNGs distintos 51, S,
talesque S C 51,5 C S,y S1NS, = S. Sean x, y elementos maximales respecto al orden
parcial natural de N de S; \ Sy S, \ S respectivamente (Observe que S; \ Sy S, \ S son
finitos pues S\ S = S1 NG(S) y G(S) es finito, por lo que estos elementos maximales
existen) Es claro que x,y € G(S) y resta probar que z,y € SG(S). Como x es maximal
en S\ S con respecto a <, se tiene que 2z ¢ S;\ S, yaque 2x > x y si s € S*, entonces
x+s>x,porloquex+s¢S;\S.Ahora, x € S1yse S*C Sf,porloque x+ s €S,
yx + s € Sy seconcluye que x € SG(S). Se puede probar que y € SG(S) de manera
similar. Por hipétesis, se tiene que |SG(S)| = 1, luego x = y y portanto x € S;\ Sy
x € S5\ S. Sin embargo, esto implica que x € S; NS, = S, lo cual es una contradiccidon
al hecho de que = € G(9). O

Proposicion 3.2.7. Sea S C N’ un SNG, entonces S es irreducible si y solo si existe un
elemento f € G(95) tal que, para todo g € G(S) con2g # f, setieneque f —g € S.

Demostracion. Por la Proposicion 3.2.6, SG(S) solo tiene un elemento. Sean SG(S) =
{f}yg e G(S) cong # fysuponga que 2g # f. Yaque g ¢ SG(S), se tienen dos
posibilidades.
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1) Suponga que existe s; € S*talque f, = g+ s; € S, en particular, f, —g € S. Si
f1 = f, se concluye la demostracion, en caso contrario, entonces f, & SG(S) y se
va a probar que existen s, € S*y f, ¢ Scon f, > f, tales que f, = g + s»; ya que
f1 € SG(S),siexistet € S*talque f, +t ¢ S, sedefine fo =f, +t=g+ (s1+1)
con s, = s;+tyademas f, > f,, pero sisetiene que f, +t € S paracadat € S*,
entonces considere f, =2f, ¢ S,asi f, =g+(g+2s1)y s2 =g+2s; = f,+s1 €S,
luego existen s, € S*y f, ¢ Scon f, > f, tales que f, = g + s.. Ahora, si f, = f,
se concluye la demostracidon. En caso contrario, utilizando el argumento anterior, se
obtiene una sucesién de elementos f, ¢ Scon f, > f, ,paracadaiy f, =g+ s;
y como G(S5) es finito, existe un k € Ntal que f, = fcon f, —g € S.

2) Supongaque g+ s € S paracada s € S*y2g ¢ 5, se va a demostrar que esto lleva
a una contradiccién, pues note que para cada i € N, se tiene que ig + s € S para
cada s € S*y dado que G(9) es finito, existe k = max{i € N | ig ¢ S}, en particular,
kg € SG(9), luego kg = f. Como 2g # f, entonces k£ > 3 y considere el elemento
g = (k—1)g, entonces setienequeg+s € Sparacadas € S*y2g =2(k—1)ge S
puesto que 2(k — 1) > k, es decir g € SG(S5), pero esto es una contradiccion ya que

g#f.

Reciprocamente, por hipotesis se tiene que f es mayor que cada elemento de G(S) con
respecto a <g, salvo por el elemento g € G(95) tal que 2g = f, si este existe. Por la
Proposicion 3.1.6, los posibles elementos de PF(S) son fy g = £ y ademas, SG(S) C
PF(S)y g & SG(S), puesto que 2g = f ¢ S, luego debe ser que SG(S) = {f}y S es
irreducible. ]

Lema 3.2.8. Sea S C N? un SNG irreducible con SG(S) = {f}, entonces una y sélo una
de las siguientes afirmaciones se cumple:

1) PF(S) = {f} siexiste una componente de f que es impar
2) PF(S) = {f,L} sitodas las componentes de f son pares.

Demostracion. Si f tiene una componente impar, entonces no existe g € G(.5) tal que
2g = fy, por la Proposicién 3.2.7, f es un elemento maximal de G(.S) con respecto a
<g, por lo que se tiene que PF(S) = {f} por la Proposicion 3.1.6.

Ahora, si todas las componentes de f son pares, se tiene que § € N¢ y dicho
elemento es una laguna, ya que f € G(S)y % + % = f. Dado que f — § = % g S,
entonces fy § son incomparables con <g y ademas, por la Proposicion 3.2.7, f es mayor

que todos los elementos de G(5) diferentes de % con respecto a <g, por lo tanto, f es un
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elemento maximal respecto a dicho orden, es decir, f € PF(S). Similarmente, £ también
es maximal en G(.S) respecto a <g porque, de lo contrario, existiria un elemento g € G(S)
tal que 5 <s g <g f, pero esto es una contradiccion, en conclusién,PF(S) = { f, {}. ]

Observacion. Note que si una de las condiciones del Lema 3.2.8 se cumple, entonces
S es irreducible, pues ambas implican que SG(S) = {f}, por lo que la afirmacion sigue
de la Proposicion 3.2.6.

En resumen, se tiene lo siguiente.

Teorema 3.2.9. Sea S un SNG, las siguientes son equivalentes:
1) [PF(S)| =1,
2) PF(S)={f}y f tiene al menos una componente impatr,
3) Existe f € G(S) tal que para todo h € G(S), se tieneque f — h € S.

Teorema 3.2.10. Sea S un SNG, las siguientes son equivalentes:

yors - {r.1)

2) Existe f € G(S) tal que todas sus componentes son pares y para todo h € G(S)
con h #+ oL setieneque f —h e S.

Definicion 3.2.11. Sea S C N un SNG. Se dice que S es simétrico si satisface una de
las equivalencias del Teorema 3.2.9. Similarmente, se dice que S es pseudo-simétrico
si satisface una de las equivalencias del Teorema 3.2.10.

Por el Lema 3.2.8, cada SNG irreducible es simétrico o pseudo-simétrico, tal como
ocurre con los semigrupos numericos.

Ejemplo 3.2.12. Sea S = N?\ {(0,1), (1,1),(2,1),(3,1), (4,1),(5,1), (6,1)}. Con una breve
computacién, se tiene que PF(S) = {(6,1)} = SG(95). Por lo tanto, S es un SNG
simétrico.

Sea S’ = N%\ {(1,0),(2,0),(3,0), (4,0), (5,0), (6,0),(12,0)}. En este caso, se tiene
que PF(S) = {(6,0),(12,0)} y SG(S) = {(12,0)}, por lo que se concluye que S" es un
SNG pseudo-simétrico.

Tanto S como S’ son irreducibles. Se pueden computar estos y mas ejemplos
utilizando GAP y SageMath, ver A.8 del Apéndice A.
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Observacion. Si d = 1 y S es un semigrupo numérico simétrico, entonces S es
irreducible, por lo que SG(S) = {f} y por el Teorema 3.2.9, f es impar. Ademas,
f es el numero de Frobenius del semigrupo numérico S, puesto que para cada
semigrupo numeérico el nimero de Frobenius es trivialmente un elemento de SG(S),
por lo tanto, la definicibn de SNG simétrico dada aqui, es una generalizacién de la
definicién de semigrupo numérico simétrico. Se tiene un argumento similar para los SNG
pseudo-simétricos.

3.3. Descomposicion de un SNG en SNGs irreducibles

Se tiene que todo semigrupo numérico puede ser escrito como una interseccion
de un numero finito de semigrupos numéricos irreducibles y una descomposicion que
utilice la menor cantidad posible de semigrupos numéricos irreducibles se puede obtener
de manera algoritmica, el objetivo de esta seccidn es encontrar resultados anélogos para
SNGs.

Definicion 3.3.1. Sea S C N un SNG. Se definen los siguientes conjuntos:

1) O(S) = {T € NY| T esun SNG, S C T}, el cual es llamado el conjunto de los
semigrupos numeéricos que contienen a S,

2) Z(S) = {T € O(S) | T es irreducible}.

Tal y como ocurre con semigrupos numéricos, se tiene que O(S) es finito pues S
tiene complemento finito en N%, y Z(S) C O(S).

Se sabe quesi S C NYesun SNGy x ¢ S, entonces S U {x} es un SNG si y solo
si « es una laguna especial de S. En particular, para construir O(S) basta con calcular
SG(S) y para cada x € SG(S) construir S, = S U {x} y repetir este proceso de manera
recursiva con cada S, hasta obtener N%; una implementacion de este proceso, escrita por
el autor, se puede ver en A.9 del Apéndice A.

Ejemplo 3.3.2. Sea S = N3\ {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}. Entonces se puede dibujar O(S)
de la siguiente manera. En este caso, se utilizan las lagunas de cada SNG en lugar de
sus generadores para mejorar la visibilidad de la figura.
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[[0,0,1],[0,1,0],[1,0,01]]

Figura 3.3: O(N?\ {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)})

Proposicion 3.3.3. Sea S C N¢ un SNG. Si S no es irreducible, entonces S = S;N---NS,
conSy,...,S, € Z(9).

Demostracion. Si S no es irreducible, entonces S = S, N S, donde S, S, son SNGs tales
que S C S1yS C S, Si S oS, tampoco son irreducibles, podemos repetir el mismo
argumento y este proceso es finito pues Z(S) C O(S), por lo que construimos a S como
una interseccién finita de SNGs irreducibles. O
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Sea Minc(Z(95)) el conjunto de los elementos de Z(S) que son minimales con
respecto a la inclusién de conjuntos. Una descomposicién S = S; N ---N S, es llamada
minimal (o no refinable) si 5., ..., .S, € Minc(Z(5)).

Proposicién 3.3.4. Sea S C NN un SNGy S = S;n---nNS, con Sy,...,S, € Z(9),
entonces existen S, ..., S € Minc(Z(S)) talesque S = S;N---NS..

Demostracion. Si S = S;N---NS, yexistei € {1,...,n} talque S; € MincZ(S), entonces
se puede escoger un S! C S; con S; € Minc(Z(5S)). O]

Lema 3.3.5. Sean S y T dos SNGs en N tales que S C T y h € Max(T \ S) (maximales
respecto al orden parcial natural de N¢), entonces h € SG(S).

Demostracion. Sea h € Max(T' \ S). Luego h € G(S) y para todo s € S\ {0}, tenemos
que h+se€Tyh+ s> h,luego h + s € S. Andlogamente, 2h € T'y 2h > h, por lo que
2h € Sy h € SG(95). O

Definicion 3.3.6. Sea S C NYun SNG y T € O(S). Definimos:
C(T)={h € SG(S) | h¢gT}.

Proposicion 3.3.7. Sean S C N un SNG y S4,...,S, € O(S), entonces las siguientes
son equivalentes:

1) S=5nN---nNS,,
2) Paratodo h € SG(S), existei € {1,...,n} talque h ¢ S;,
3) C(S1)U---UC(S,) = SG(S).

Demostracion. 1) = 2) Sea h € SG(S). Entonces h ¢ S = S; N ---N S, lo cual implica
que h ¢ S; paraalguni € {1,...,n}.

2) = 1) Supongaque S C S1N---NS,. Sea h € Ma&x((S;N---NS,)\ S)y note
que por el Lema 3.3.5 se tiene que h € SG(S)y h € SN ---N S, lo cual contradice la
hipétesis.

2) = 3) Por hipétesis, paracada h € SG(S5), existe i € {1,...,n}talque h € C(S;),
luego SG(S) C C(S1)U---UC(S,), Yy la otra contenencia es trivial por construccion de los
C(S;), lo que nos da la igualdad de conjuntos.

3) = 2) Como C(Sy) U---UC(S,) = SG(Y), para cada h € SG(S), existe i €
{1,...,n} tal que h € C(S;), esto es, h ¢ S; por definicion de C(5;). O
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Tal y como ocurre para los semigrupos numéricos, es posible considerar una
descomposiciéon minimal en irreducibles para un SNG dado y construir un algoritmo para
calcular dicha descomposicion.

Algoritmo 3.3.8. Sea S C N? un SNG que no es irreducible.
1) Encuentre el conjunto SG(S),
2) Tomel =2 yC ={S},

3) Para todo S’ € C, sea B el conjunto conformado por todos los SNGs S tales que
S\ S =1,

4) Elimine de B los SNGs S’ tales que SG(S) C ',

5) Elimine de B los SNGs S’ tales que existe S € I con S C 9,
6) SeaC = {S' € B | S’ no es irreducible},

7) Seal =1U{S" € B| S esirreducible},

8) SiC # @, volver al Paso 3,

9) Paracada S’ € I, compute C(5'),

10) Devuelva un conjunto de SNGs 51, ..., S, de modo que estos sean minimales en [
y cumplan que:
C(S)U---UC(S,) = SG(S).

Se van a explicar algunas de las lineas del algoritmo anterior:
» Paso 3): Los SNGs S son construidos como S’ U {x} con z € SG(S).

» Paso 4): Si SG(S) C ', entonces S’ no aparece en la descomposicion de S’ como
interseccion de SNGs, por la Proposicion 3.3.7.

= Paso 5): Como se quiere calcular una descomposicion minimal de S como una
interseccion de SNGs irreducibles, se pueden descartar los SNGs que contengan
algun SNG irreducible que ya se haya obtenido anteriormente.

» Paso 8): Por los pasos 4) y 5), se puede asegurar que C' sera vacio en alguna
iteracion.
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= Paso 10): Como MincZ(S) C I, se puede obtener una descomposicion minimal por
la Proposicion 3.3.4.

Se sabe que para semigrupos numéricos, una descomposicion minimal como la
definida en la Proposicion 3.3.4 no es unica y no siempre es minimal con respecto al
numero de SNGs involucrados en la descomposicion. Lo mismo ocurre para los SNGs.
En el Paso 10 del algoritmo 3.3.8, se podria en su lugar construir una descomposicién
utilizando el menor nimero de SNGs irreducibles.

Ejemplo 3.3.9. Sea S = N2\ {(0,1),(1,0),(1,1),(2,0),(2,1)}, entonces se tiene que

S=(SU{(0,1),(1, D} NS U{(1,0),(2,0)})

Una implementaciéon del Algoritmo 3.3.8, escrita por el autor, junto a la
computacién del ejemplo anterior se pueden ver en A.9 del Apéndice A.

El conjunto de las lagunas especiales de un SNG nos permite obtener algunas
propiedades sobre la maximalidad de un SNG dado dentro del conjunto de todos los
SNGs.

Proposicion 3.3.10. Sea S C N¢ un SNG y sea {h,,...,h;} C G(S), entonces las
siguientes son equivalentes:

1) S es maximal con respecto a la inclusion en el conjunto de los SNGs T tales que
Tﬂ{hl,...7ht} - @;

2) SG(S) C {hy,. ... h:).

Demostracion. 1) = 2) Sea h € SG(S) y suponga que h & {hy,...,h;}, entonces S C
Su{h}ySU{h}n{hy,...,h} = @, lo cual contradice la hipdtesis.

2) = 1) Sea T un SNG tal que TN {hy,...,h;} = @, suponga que S C Ty
considere h € Max-(T \ S). Por el Lema 3.3.5, se tiene que h € SG(S), mas h ¢
{hy,...,hs},yaque T N{hy,..., h;} = &, lo cual es una contradiccion. O

Esto implica que si S y T son dos SNGs tales que SG(S5) = SG(T') pero G(S) #
G(T),entonces SZTyT ¢ S.

3.4. Unicidad del elemento de Frobenius

En N no existe un orden total natural, por lo que no es inmediatamente claro
como se podria definir el elemento de Frobenius para un SNG (tal y como ocurre en
los semigrupos numéricos). En Cisto et al. (2020), se logra esto al definir un orden
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monomial relajado, cuyo propdsito es construir un arbol de SNGs para cada d, de
modo similar al que ocurre en el caso d = 1. El elemento de Frobenius es Unicamente
determinado con respecto al orden monomial relajado definido. En esta seccion, se
quiere investigar condiciones para las cuales el elemento de Frobenius no depende del
orden monomial relajado utilizado.

Definicion 3.4.1. Un orden total <,, de los elementos de N es llamado un orden
monomial si satisface

1) Siv,w € Ny siv <, w entonces v + u <,, w + u para cualquier u € N,
2) Siv € NYy v +# 0 entonces 0 <,, v.

Definicion 3.4.2. Un orden total, <, de los elementos de N’ es llamado un orden
monomial relajado si satisface

1) Siv, w € NYy siv < w entonces v < w + wu para cualquier u € N¢,
2) Siv e Ny w £ 0entonces 0 < v.

Los 6rdenes monomiales mas conocidos, definidos sobre los monomios de un
anillo de polinomios dado definen sobre N¢ érdenes totales, los cuales pueden ser
llamados drdenes monomiales sobre N?. En particular, éstos son 6rdenes monomiales
relajados (la reciproca no es cierta). Sera también (til recordar que, cualquier orden
monomial sobre N¢ puede definirse en términos de productos punto, mediante una
coleccién ordenada de d vectores de peso linealmente independientes de R%,. Es decir,
Si wi, ws, -+ ,wy son vectores linealmente independientes en Rgo, entonces se puede
definir un orden monomial <,, sobre los elementos de N como:

u <,, v Si y solo si el menor i que cumple con w; - u # w; - v tiene que w; - u < w; - v.
Ademas, <, es también un orden monomial relajado.

Ejemplo 3.4.3. Algunos ejemplos de 6rdenes monomiales relajados en N¢ son:

1) El orden lexicografico determinado al fijar los vectores de peso w; = e;, donde
e, =(1,0,...,0),es = (0,1,...,0). Este orden también es un orden monomial.

2) Toda permutacion de los elementos e; con i € {1,...,d} determina un orden
monomial relajado.

3) Sea <; un orden monomial y sean min(u) = {u” | i = 1,...,d}. Defina u < v si,
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I) min(u) < min(v) o Si

1) min(u) = min(v) y u <; v.

Observe que < es un orden monomial relajado pero no es un orden monomial
en general. Para ilustrar esto, considere el siguiente ejemplo: sean u = (0,2, 3)
y v = (1,1,3) y note que min(u) = 0 < 1 = min(v). Sea k = (3,0,1), luego
u + k = (3,2,4) lo cual significa que min(u + k) = 2 pero v + k = (4,1,4), por tanto
min(v + k) = 1. Esto muestra que el orden monomial relajado definido en 3) no
necesariamente es un orden monomial.

Definicion 3.4.4. Sea S C N? un SNG y < un orden monomial relajado en N¢. El
elemento de Frobenius de S con respecto a <, denotado por f_, es el mayor elemento
de G(S) con respecto a <.

Proposicion 3.4.5. Todo orden monomial relajado de N¢ es una extension del orden
parcial natural de N°.

Demostracion. Sean a,b € N elementos distintos con a < b. Entonces existe ¢ € N¢ tal
gue a + ¢ = b. Sea < un orden monomial relajado en N¢ y suponga que b < a, luego
b < a + ¢ = b, una contradiccion. O

Proposicion 3.4.6. Sean S C NY un SNG y f € G(S). Entonces f_ = f para cada orden
monomial relajado < si y solo si, f es el unico elemento maximal en G(S) con respecto
al orden parcial natural de N¢.

Demostracion. Note que f debe ser maximal en G(S) con respecto al orden parcial
natural de N¢, pues si existiera un h € G(S) con f < h, entonces f < h para cada orden
monomial relajado sobre N? por la Proposicion 3.4.5, por tanto, resta demostrar que f
es el unico elemento maximal en G(S). Suponga que existe otro elemento g € G(S)
maximal con g # f. Como g es maximal, se tiene que g £ fy f £ g. Por tanto, existe al
menos una coordenada de g, digase la j-ésima, que es mayor a la j-ésima coordenada
de f. Se va a definir un orden monomial relajado <, utilizando unos vectores de peso
wy,wy, ..., w, apropiados. Denote por e; con i = 1,...,d los vectores basicos dados
anteriormente, fijando w; = e;, w; = e; y w; = e; para i # 1, j, se tiene que el orden
monomial relajado definido por estos vectores de peso implica que f < g, lo cual es una
contradiccion con la hipétesis.

Reciprocamente, esto es una consecuencia directa de la Proposicién 3.4.5. O
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Por la Proposicion 3.4.6, se tiene que si S € N es un SNG tal que existe un Unico
elemento maximal f € G(S) con respecto al orden parcial natural de N¢, entonces S tiene
un unico elemento Frobenius, independiente del orden monomial relajado utilizado.

Definicion 3.4.7. Sea S C N¢ un SNG tal que existe un tnico elemento maximal f € G(S)
con respecto al orden parcial natural < en N%. Se llama a (S, f) un SNG Frobenius y se
puede referir a f como el elemento Frobenius de S sin ambigledad alguna.

Observacion. Todo semigrupo numérico S es un SNG Frobenius (S, f), donde f es el
namero de Frobenius.

Proposicion 3.4.8. Sea S C N¢ un SNG irreducible con SG(S) = {f}. Entonces (S, f)
es un SNG Frobenius.

Demostracion. Basta con demostrar que f es el Unico elemento maximal en G(S)

respecto al orden parcial natural de N¢. Sea h € G(S). Si h = g es claroque h < f. Si
h # g entonces f — h € S C N por la Proposiciéon 3.2.7, lo cual implica que h < f. [

Observacion. La reciproca de la Proposicion 3.4.8 no es cierta. Considere el SNG
S = N2\ {(0,1),(0,2),(0,3),(0,5),(0,6),(0,9)}. Es claro que (0,9) es el Unico elemento
maximal en G(S) con respecto al orden parcial natural de N2, pero SG(S) = {(0,6), (0,9)}.
De esta manera, (S, (0,9)) es un SNG Frobenius pero no es irreducible.

Corolario 3.4.9. Los SNGs simétricos y pseudo-simétricos son SNGs Frobenius.

Proposicion 3.4.10. Sea S C N¢ un SNG. Entonces S es irreducible con elemento de
Frobenius f siy solo si S es maximal en el conjunto de todos los SNGs que no contienen

af.

Demostracion. Si S es irreducible con elemento de Frobenius f, entonces SG(S) = {f}
y el resultado sigue de la Proposicion 3.3.10.

Reciprocamente, suponga que S = SN Sy con S C Sy S C S,. Entonces
f € S1 NS, lo que contradice la hipotesis. O

Ahora se desea investigar sobre la existencia de érdenes monomiales relajados
tales que, con respecto a estos, algun elemento h € G(S) sea el elemento Frobenius.
Por la Proposicion 3.4.5, se tiene que estos elementos deben ser maximales en G(S5)
con relacion al orden parcial natural de N¢.

Definicion 3.4.11. Sean S C N? un SNG y h € G(S), se dice que h es Frobenius
permisible si existe un orden monomial relajado < tal que f_ = h.
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Ejemplo 3.4.12. Para cada SNG Frobenius, su respectivo elemento de Frobenius es
Frobenius permisible.

Proposicion 3.4.13. Sea S C N? un SNG cuyo conjunto de lagunas G(S) tiene
exactamente dos elementos maximales h,, ho con respecto al orden parcial natural de
N?. Entonces h; y h, son Frobenius permisibles.

Demostracion. Basta con mostrar que existen 6rdenes monomiales relajados <1, <»
tales que hy <; hy y hy <, hy;. Como h; y hy son elementos maximales distintos,
entonces existen al menos una coordenada de h;, digase la i-ésima, que es mayor a
la i-ésima coordenada de h, y una coordenada de h., digase la j-ésima, que es mayor
a la j-ésima coordenada de h,. Con esto, se puede definir dos érdenes monomiales
relajados a partir de unos vectores pesos apropiados, tal y como se hizo en demostracion
de la Proposicion 3.4.6. De esta manera, defina <, utilizando w, = e;, w; = e; y wip = ey
para k # 1,7 y defina <, con wy = e;, w; = e; Y wy, = e, para k # 1,i. Asi, es valido que
h; <1 he y hy <5 hy, completando la demostracion. O

Ejemplo 3.4.14. Si G(5) tiene méas de dos elementos maximales, entonces el argumento
anterior no funciona, pero puede ocurrir que cualquier elemento maximal en G(S5) es
Frobenius permisible, como ocurre en el siguiente ejemplo:

Sea S = N2\ {(0,1),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(3,0),(5,0),(7,0)}, como se
puede observar en la siguiente figura, donde los puntos en negro son elementos de S,
los puntos con borde rojo son las lagunas de S y los puntos verdes son los elementos
maximales de G(S) respecto al orden parcial natural de NZ.
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Figura 3.4: SNG en N? con sus lagunas maximales respecto a <

Tomando e; = (1,0) y e; = (0, 1), se tiene que:

= (1, 3) es Frobenius permisible, pues se puede definir un orden monomial relajado <;
utilizando como vectores peso w; = e, y wy = €;. Con esto, se tiene que (7,0) <;
(2,1) <1 (1,3);

m (7,0) es Frobenius permisible, pues se puede definir un orden monomial relajado <,
utilizando como vectores peso w; = e; Yy ws = €2. Con esto, se tiene que (1,3) <,
(27 1) <2 (77 0);

= (2,1) también es Frobenius permisible con respecto al orden monomial relajado <
definido en el item 3) del Ejemplo 3.4.3, donde <; es el orden lexicografico. Con
esto, se tiene que (7,0) < (1,3) < (2,1).

3.5. Formulas para SNGs irreducibles y SNGs Frobenius

En esta seccibén, se van a dar algunas caracterizaciones de SNGs simétricos y
pseudo-simétricos en términos del elemento de Frobenius y su género, tal y como se
tiene para semigrupos numéricos en el Corolario 2.2.8. Se va a comenzar dando algunas
notaciones que se utilizaran en la seccion.
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Para un elemento = € N¢, se va a utilizar  + 1 para referirnos al elemento de
N cuya i-ésima coordenada es 2 + 1 para todo i € {1,...,d}, y el simbolo |z|, para
representar [, 2 = 21 . 2 ... 2@ el producto de las coordenadas de .

Definicion 3.5.1. Sea S C N? un SNG, h € Ny < el orden parcial natural de N?. Defina
los conjuntos:

s 7(h) = {n €N |n<h};
» LG(h)={g € G(5) | g < h};

» N(h)={n en(h)|neS}

= MG(S) es el conjunto de los elementos maximales de G(S) con respecto a <.

Lema 3.5.2. Sean h ¢ N? y S C N un SNG, entonces se tienen las siguientes
propiedades:

1) |7(h)| = (R + D)(RP +1)--- (D +1) = |h + 1|,
2) IN(h)| + [LG(h)| = [h + 1.

Demostracién. Note que para cada h € N? x(h) es finito y representa
el conjunto de puntos enteros sobre el hiperrectangulo cuyos vértices son:
h, el origen de N¢ y los puntos sobre los ejes coordenados de la forma
(R1M,0,...,0),(0,h?,0,...,0),...,(0,...,0,h?). La Figura 3.5 ilustra esto al dibujar
7((5,5)) en N2
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7’ _ ................................................................................................

________________________________________________________________________________________________

3 - * . . .

0+ L T L v e "
0 1 2 3 4 5 [§] 7

Figura 3.5: 7((5,5)) en N?

Asi, es facil ver la primera afirmacién. Para la segunda afirmacién, es inmediato
del hecho de que 7(h) = N(h) U LG(h) para todo h € N?y que N(h) y LG(h) son
disjuntos. O

Proposicion 3.5.3. Sea (S, f) un SNG Frobenius con género g en N¢, entonces 2g >
|f + 1x.

Demostracion. Observe que g = |G(S)| = |LG(f)| pues (S, f) es un SNG Frobenius.
Ademas, si x € N(f), entonces x < f, yaque f ¢ S, por lo que existe y € «(f) tal
que x +vy = f (Note que y ¢ S, pues si asi fuese, esto implicaria que f € S). Por tanto,
y € LG(S), es decir, cada elemento de N( f) esta relacionado con un elemento de LG(f),
lo cual implica que |LG(f)| > |N(f)|. Porlo tanto, |f + 1|« = |[LG(f)| + IN(f)| < 2g. O

Cada semigrupo numérico es un SNG Frobenius, por lo que el resultado anterior
F 1
nos da la conocida desigualdad ¢(S) > % (Lema 1.3.5), donde F(S)y g(S) son el
nuamero de Frobenius y el género de un semigrupo numérico S dado.

Definicién 3.5.4. Sean S C N¢ un SNG y h € G(S), entonces se define la siguiente
funcién:
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Uy,: N(h) = LG(h)

s— h — s.

Es facil ver que esta funcion esta bien definida y es inyectiva.

Lema 3.5.5. Sean S C NY un SNG y h € G(S), entonces |N (h)| < |[LG(h)| < |G(S)| = g.
Demostracion. Es inmediato del hecho de que ¥, es inyectiva. O

Teorema 3.5.6. Sea S C N? un SNG de género g, entonces S es simétrico si y solo si,
existe f € G(S) con2g = |f + 1|«. Ademas, f es el elemento de Frobenius de S.

Demostracion. Suponga que S es simétrico, entonces SG(S) = PF(S) = {f}, por lo que
LG(f) = G(S) por la Proposicion 3.4.8. Se va a demostrar que la funcion ¥ ¢ es biyectiva,
es decir, que también es sobreyectiva, en efecto, sea h € LG(f), como S es simétrico,
entonces s = f —h € S, es decir, V¢(s) = h y se tiene que U, es sobreyectiva. De esta
manera, es valido que |[N(f)| = |LG(f)| =gy 29 = |N(f)| + |LG(f)| = |f + 1]|«, por el
Lema 3.5.2.

Reciprocamente, sea f € G(95) tal que 2g = | f +1|«. Por los Lemas, 3.5.5y 3.5.2,
esvalido que 2g = |[N(f)|+|LG(f)| < 2|LG(f)| < 2¢. Portanto, [IN(f)| = |LG(f)| =g, lo
cual implica que VU es biyectiva. Ahora, se va a probar que para todo h € G(S) se tiene
que f —h € S. Como |LG(f)| = gy Vs es sobreyectiva, entonces |[LG(f)| = G(S) y si
h € G(S), existe s € S tal que U¢(s) = f —s = h, 0 equivalentemente, f —h = s € S
por el Teorema 3.2.9, S es simétrico y, en particular, es valido que f € MG(S), por lo que
se concluye que f es el elemento de Frobenius de S. O

Teorema 3.5.7. Sea S C N un SNG de género g. Entonces S es pseudo-simétrico si y
solo si, existe f € G(S) con2g — 1 = |f + 1|«. Ademas, f es el elemento de Frobenius
de S.

Demostracion. Suponga que S es pseudo-Frobenius, entonces
pr(s) - {£.2 5609 - (5).

y LG(S) = G(S). Ademéds, para cada h € G(S) con h # g se tieneque f —h € S.

Entonces, argumentando de manera similar a la que se hizo para el Teorema 3.5.6, se
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puede probar que
NI+ ILG(f)l=g+g-1=29-1

Reciprocamente, sea f € G(S) tal que 29 — 1 = |f + 1|«, en particular, todas la
coordenadas de f son paresy 2g — 1 = |N(f)| + |[LG(f)| < 2|LG(f)| < 2g, por tanto,
se tiene que |LG(f)| = g (es imposible que 2g — 1 = 2|LG(f)|) y como consecuencia

IN(f)| = g — 1; ademas, g € G(S) pues f € G(S), por lo que la funcidn \I7f: N(h) —

LG(h)\{g}, inducida por ¥, es biyectiva. Esto implica que para cada h € LG(h)\{ g}

0 equivalentemente, sih € G(S)y h # oL existe s € S tal que f — s = h, lo cual implica
que f—h € S. Por el Teorema 3.2.10, S es pseudo-simétrico y, en particular, f € MG(S),
por lo que se concluye que f es el elemento de Frobenius de S. ]

Ejemplo 3.5.8. Sea S = N2\ {(0,1), (1,1),(2,1),(3,1), (4,1),(5,1),(6,1)}. Asi que S es un
SNG con género g =7y para f = (6,1) € G(S) laigualdad 2¢g = (6 + 1)(1 + 1) es cierta,
por lo que se puede concluir que S es simétrico. Esto es verdad, pues PF(S) = {(6,1)}.

Sea &' = N2\ {(1,0),(2,0),(3,0),(4,0),(5,0),(6,0),(12,0)}, S es un SNG con
género g =T7ypara f = (12,0) € G(S) laigualdad 2g—1 = (12+1)(0+1) es cierta, por lo
gue se puede concluir que S es pseudo-simétrico. En este caso, PF(S) = {(6,0),(12,0)}.

Observacion. Si d = 1, los Teoremas 3.5.6 y 3.5.7 se reducen al Corolario 2.2.8 para
semigrupos numeéricos simétricos y pseudo-simétricos.

Ejemplo 3.5.9. Sea S = N3\ {(1,0,0),(1,0,1),(2,0,0),(2,0,1)}. S es un SNG Frobenius
con elemento de Frobenius f = (2,0,1). Ademas, se tiene que 2g =8 > (2+1)(0+1)(1+
1) = 6, por lo que se puede concluir que S no es irreducible.

Sea &' = N\ {(1,0,0),(2,0,0),(2,0,1)}. En este caso, el elemento de Frobenius
es f=(2,0,1)ysetieneque 29 =6 = (2+1)(0+1)(1+1). En particular, S’ es simétrico.
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Apéndices

A Cddigo en SageMath y GAP

Este apéndice contiene todo el cddigo utilizado a lo largo del trabajo.

A.1 Semigrupos numéricos con numero de Frobenius y género fijo

[1]: |for n in range(1,12):
print (f'Semigrupos Numéricos con Namero de Frobenius {n}')
print('Cantidad: ',gap(f'Length(NumericalSemigroupsWithFrobeniusNumber ({n}))"'))

print (gap(f'List (NumericalSemigroupsWithFrobeniusNumber ({n}),MinimalGenerators)'))

Semigrupos Numéricos con Nimero de Frobenius 1

Cantidad: 1

[[2, 311

Semigrupos Numéricos con Namero de Frobenius 2

Cantidad: 1

[[3..51]1

Semigrupos Numéricos con Namero de Frobenius 3

Cantidad: 2

([2,56]1,[4..71]

Semigrupos Numéricos con Nimero de Frobenius 4

Cantidad: 2

(035 71, [5..91]1]

Semigrupos Numéricos con Namero de Frobenius 5

Cantidad: 5

tf2,71, 038,41, 038,7,81,[4,6,7,91, [6..111]1]

Semigrupos Numéricos con Nimero de Frobenius 6

Cantidad: 4

(4,5 71, [4,7,9,101,[5,7,8,9, 111, [7..131]1]

Semigrupos Numéricos con Namero de Frobenius 7

Cantidad: 11

(2,91, 03,51, [3,8,101, [4,5,61, [4,5, 111,
(4,6,9, 111, [4,9, 10,111, [5,6,8,91, [5,8,9, 11, 121,
[6,8,9, 10, 11, 131, [ 8 .. 156 ] ]

Semigrupos Numéricos con Namero de Frobenius 8

Cantidad: 10

trs, 7,171, [3, 10,111, [5,6,7,9]1, [5,6,9, 131,
[5,7,9, 1,131, [5,9, 11, 12, 131, [ 6, 7, 9, 10, 11 ],
(6,9, 10, 11, 13, 141, [ 7, 9, 10, 11, 12, 13, 161, [ 9 .. 17 11

Semigrupos Numéricos con Namero de Frobenius 9

98
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Cantidad: 21
(02,111, (4,6, 71, [4, 6, 11, 131, [ 4, 7, 10, 131,
[ 4, 10, 11, 131, [ 5,6, 7,81, [ 5,6, 71, [5,6, 81,
(5,6, 13,141, [5,7,8, 111, [5, 7, 11,131, [ 5,8, 11, 12, 141,
[ 5, 11, 12, 13, 141, [ 6, 7, 8, 10, 11 1, [ 6, 7, 10, 11, 1517,
(6, 8 10, 11, 13, 151, [ 6, 10, 11, 13, 14, 15 ],
L7, s, 10, 11, 12, 131, [ 7, 10, 11, 12, 13, 15, 16 1],
[ 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17 1, [ 10 .. 191 ]
Semigrupos Numéricos con Numero de Frobenius 10
Cantidad: 22
(r3,8,131, [ 3, 11, 131, [ 4, 7,91, [ 4, 7, 131, [ 4, 9, 11, 14 1,
[ 4, 11, 13, 141, [ 6, 7,8, 9, 111, [6,7,8, 111, [6, 7,9, 111,
6, 7, 11, 15, 16 1, [ 6, 8, 9, 11, 131, [ 6, 8, 11, 13, 151,
6, 9, 11, 13, 14, 161, [ 6, 11, 13, 14, 15, 16 ],
7, 8,9, 11, 12, 131, [ 7, 8, 11, 12, 13, 17 ],
7,9, 11, 12, 13, 15, 171, [ 7, 11, 12, 13, 15, 16, 17 1],
8, 9, 11, 12, 13, 14, 151, [ 8, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18 1],
[ 9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 191, [ 11 .. 211 ]
Semigrupos Numéricos con Nimero de Frobenius 11
Cantidad: 51
(rc2,131, 03,71, (3, 10,141, [3, 13,141, [4,51, [4,6,91,
[ 4,6, 13, 151, [ 4, 9, 10, 151, [ 4, 9, 14, 151, [ 4, 10, 13, 15 1],
13, 14, 151, [ 5, 7,8, 91, [5,7,81, [5,7,9, 131,
7, 13, 161, [ 5,8, 9, 121, [ 5, 8, 12, 14 ], [ 5, 9, 12, 13, 16 ],
12, 13, 14, 161, [ 6, 7, 8, 9, 101, [ 6, 7,8,91, [6, 7,8, 101,
7, 8,171, (06,7,9,101, [6,7,9, 171, [6, 7, 10, 1561,
7, 15, 16, 171, [ 6, 8, 9, 10, 131, [ 6, 8, 9, 13 1],
8, 10, 13, 15, 171, [ 6, 8, 13, 15, 171, [ 6, 9, 10, 13, 14, 17 1],
9, 13, 14, 16, 171, [ 6, 10, 13, 14, 15, 17 ],
13, 14, 15, 16, 171, [ 7, 8, 9, 10, 12, 131, [ 7, 8, 9, 12, 13 1],
8, 10, 12, 131, [ 7, 8, 12, 13, 17, 181, [ 7, 9, 10, 12, 13, 15 1],
9, 12, 13, 15, 171, [ 7, 10, 12, 13, 15, 16, 18 ],
12, 13, 15, 16, 17, 18 1, [ 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15 1],
9, 12, 13, 14, 15, 191, [ 8, 10, 12, 13, 14, 15, 17, 19 1],
12, 13, 14, 15, 17, 18, 191, [ 9, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 17 ],
12, 13, 14, 15, 16, 17, 19, 20 1,
10, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 21 ], [ 12 .. 23] ]
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[15]: for n in range(7):
print (f'Semigrupos Numéricos con Género {n}')
print('Cantidad: ',gap(f'Length(NumericalSemigroupsWithGenus({n}))"'))
print (gap(f'List (NumericalSemigroupsWithGenus ({n}) ,MinimalGenerators)'))

Semigrupos Numéricos con Género O
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Cantidad: 1

[L11]1]

Semigrupos Numéricos con Género 1

Cantidad: 1

[[2, 311

Semigrupos Numéricos con Género 2

Cantidad: 2

(f3..51]1, 02,511

Semigrupos Numéricos con Género 3

Cantidad: 4

(r4..71, 08,5, 71, 03,41, [2,71]1

Semigrupos Numéricos con Género 4

Cantidad: 7

({5..91,04,6,7,91, (4,5,71,[4,5,61, [3,51,
(3, 7,81, [2, 911

Semigrupos Numéricos con Género 5

Cantidad: 12

tfe..11,05,7,8,9, 111, [5,6,8,91, [5,6,7,91,
(5,6,7,81,[4,6,7]1, [4,7,9, 101, [4,6,9, 111,
(4,5,6117],[3,8,10], [3,7,111], [2,11]]

Semigrupos Numéricos con Género 6

Cantidad: 23

tt7..131,I[s6, 8,9, 10, 11, 131, [ 6, 7, 9, 10, 11 1],
(e, 7,8, 10, 121, [6,7,8,9, 111, [6,7,8,9, 101,

[ 5’ 7, 8, 9 ]) [ 5’ 8’ 9, 11’ 12 ], [ 5’ 7’ 9, 11’ 13 ], [ 5, 7’ 8, 11 ]’
[ 5’ 6, 9) 13 ], [ 5, 6’ 8 ]) [ 5) 6’ 7 ]) [ 4’ 7’ 10, 13 ]’ [ 4’ 7, 9 ],
(4,9, 10,111, [ 4,6, 11, 131, [4,6,91, [4,51, [3,8, 131,

[3, 10, 111, [ 3,71, [ 2, 131 ]
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A.2 Computacion del numéro de Frobenius y género con reduccion

[1]:|S1 = 'NumericalSemigroup([32,48,27])"
print (gap(f 'MinimalGenerators({S1})'))
print (gap(f'FirstElements0fNumericalSemigroup(10,{S1})'))
print (gap(f'FrobeniusNumber ({S1})'))
print (gap(f'Genus({S1})"'))

[ 27, 32, 48 ]

[ 0, 27, 32, 48, 54, 59, 64, 75, 80, 81 ]
421

211

[2]: |82 = 'NumericalSemigroup([2,3,27])"
print (gap(f 'MinimalGenerators({S2})"'))
print (gap(f'FirstElementsOfNumericalSemigroup(10,{S2})'))
print (gap(f'FrobeniusNumber ({S2}) '))
print (gap(f'Genus ({S2})'))

[2, 3]

(o, 2, 3, 4,5,6, 7,8, 9, 10]
1

1

[3]: | 16%1 + 15%27

[3]: 421
[4]:|16%1 + (15%26) /2

[4]: 211
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A.3 Computacion de numéros pseudofrobenius a partir de Ap(S,n)
[1]: gap('LoadPackage("numericalsgps")')

[1]: true

[2]: S = 'NumericalSemigroup( 11, 12, 13, 32, 53 )'
Apery_S = f'AperyListOfNumericalSemigroupWRTElement ({S},11)"'
Lista_Apery = gap(f'{Apery_S}')
Lista_Vertices = gap(f'AperyListOfNumericalSemigroupAsGraph({Apery_S})"')
print(Lista_Apery, Lista_Vertices)

[ 0, 12, 13, 25, 26, 38, 39, 51, 52, 53, 32 1 [ ,,,,,5555,> L 12, 25, 38, 51 1],
[ 13, 25, 26, 38, 39, 51, 52 1,,,,55555555

[ 25, 38, 51 ], [ 26, 38, 39, 51, 521,,,,,, [ 321,,,,,, [ 38, 511,

[ 39, 51, 52 1,,,,,,555,55, L 511, [ 527, [ 53] ]

[3]: import re
def leaveOne(s, char):
return re.sub(r'((%s\s?)){2,}' % char, r'\1' , s)

def convertir_lista_vecinos(lista_movimientos):

return {sub[0]: sub[1:] for sub in lista_movimientos}

def limpiar_string mov(original_string):
foo = [pos for pos, char in enumerate(original_string) if char in ["[","]"]]
new_string = ""
for n in range(len(foo)-1):
if original_string[foo[n]] == "[" and original_string[foo[n+1]]=="1[":
new_string += original_string[foo[n]:foo[n+1]].replace(",","")
new_string += original_string[foo[n+1]:foo[n+2]]
elif original_string[foo[n]] == "]" and original_string[foo[n+1]]=="[":
new_string += leaveOne(original_string[foo[n]:foo[n+1]],",")
new_string += original_string[foo[n+1]:foo[n+2]]
elif original_string[foo[n]] == "]" and original_string[foo[n+1]]=="]":
new_string += original_string[foo[n]:foo[n+1]].replace(",","")
new_string += original_string[foo[n+1]:foo[n+1]+1]

return convertir_lista_vecinos(sage_eval (new_string))
[4]: limpiar_string_mov(str(Lista_Vertices))

ra]. {12: [25, 38, 511,
13: [25, 26, 38, 39, 51, 521,
25: [38, 511,
26: [38, 39, 51, 52],
32: [1,
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38: [51]1,
39: [51, 52],
51: [],

52: [],

53: [1}

[5]: D = DiGraph(limpiar_string_mov(str(Lista_Vertices)))
P = Poset(D)

P.maximal_elements()
[5]: [53, 32, 52, 51]

[6]: print([u-11 for u in P.maximal_elements()],gap(f'PseudoFrobenius({S}) "))

[42, 21, 41, 40] [ 21, 40, 41, 42 ]
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AA4Tipode (s,s+3,s+3n+1,s+3n+2)
[1]: &ap('LoadPackage("numericalsgps")')

[1]: true

2
3*n+2 #r=8
s = r*x(3*n+2)+3 #s=67

[2]: n

[3]:|S = gap(f'NumericalSemigroup({s},{s+3},{s+3+n+1},{s+3*n+2}) ")
print (gap(f'Type({S}) ') ,2*n+3)

87

[4] :  from collections.abc import Iterable
from numpy import *
import math

import matplotlib.pyplot as plt

def obtener_tipo(num):
if isinstance(num, Iterable):

1s = []

for n in num:
r = 3*n+2
s = r*(3*n+2)+3
S = gap(f'NumericalSemigroup({s},{s+3},{s+3*n+1},{s+3*n+2})"')
1s.append (int (gap(f'Type({S}) ')))

return 1ls

else:

= int (num)

3*n+2
r*(3*n+2) +3
gap (f 'NumericalSemigroup ({s},{s+3},{s+3*n+1},{s+3*n+2}) ')

n
r
S
S
return int(gap(f'Type({S})'))

[5]: obtener_tipo(arange(2, 20, 1))

[5]: (8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, 32, 35, 38, 41, 44, 47, 50, 53, 56, 59]
[6]: obtener_tipo(2)

[6]: 8
[7]: t = arange(2, 20, 1)

tipo_a = 2*t+3
tipo_b = asarray(obtener_tipo(t))
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fig = plt.figure()

ax = fig.add_subplot(111)

plt.plot(t,tipo_a,t,tipo_b)

plt.xticks(t)

ax.spines[['top', 'right']].set_visible(False)

ax.legend(['2t+3', 'Tipo real'l]) #Esto dibuja el grdfico que compara t(S) y 2n+3



[1]:
[1]:
[2]:

[2]:
[3]:
[3]:
[4]:

[4]:
[5]:

[5]:

[6]:

[6]:
[71:
[7]:
[8]:

[8]:
[9]:

[9]:
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A.5 Semigrupos numéricos Arf y saturados
gap ('LoadPackage ("numericalsgps") ')

true

gap ("IsArf (NumericalSemigroup(3,5,7))")

#Verifica st un semigrupo numérico dado es Arf o mo

true

gap ("IsArf (NumericalSemigroup(3,5,12))")

false

gap (" (ArfClosure (NumericalSemigroup(5,12,17))){[1..12]}")
#0btiene los primeros 12 elementos de Arf(5,12,17)

[ 0, 5, 10, 12, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21 ]

gap("Set (ArfNumericalSemigroupsWithFrobeniusNumber (10) ,MinimalGenerators)")

#Genera todos los semigrupos numéricos Arf con Nimero de Frobenius 10

(3, 11,131, [ 4, 11, 13, 141, [ 6, 9, 11, 13, 14, 16 ],
[ 6, 11, 13, 14, 15, 161, [ 7, 9, 11, 12, 13, 15, 17 ],
(7, 11, 12, 13, 15, 16, 17 1, [ 8, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18 ],
[ 9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 19 ], [ 11 .. 21 ] ]

gap("IsSaturated (NumericalSemigroup(4,6,9,11))")

#Verifica si un semigrupo numérico dado es Saturado o no

true

gap("IsSaturated (NumericalSemigroup(8, 9, 12, 13, 15, 19 ))")

false

gap ("SaturatedClosure (NumericalSemigroup(6,10,15)){[1..12]}")
#0btiene los primeros 12 elementos de Sat(6,10,15)

[ o, 6, 10, 12, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21 ]

gap("Set (SaturatedNumericalSemigroupsWithFrobeniusNumber (10) ,MinimalGenerators)")

#Genera todos los semigrupos numéricos saturados con Numero de Frobenius 10

(3, 11,131, [4, 11, 13, 141, [ 6, 9, 11, 13, 14, 16 ],
[ 6, 11, 13, 14, 15, 16 1, [ 7, 11, 12, 13, 15, 16, 17 1],
[ 8, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18 1, [ 9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 19 1],
[11 .. 21171
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A.6 Construccion de O(9)

gap('LoadPackage ("numericalsgps") ')

true

gap('OverSemigroups (NumericalSemigroup(6,7,9)) ")

[ ModularNumericalSemigroup( [

>

B

B

NumericalSemigroup(
NumericalSemigroup (
NumericalSemigroup(
NumericalSemigroup(
NumericalSemigroup (
NumericalSemigroup (
NumericalSemigroup(
NumericalSemigroup(
NumericalSemigroup(
NumericalSemigroup(
NumericalSemigroup (
NumericalSemigroup(
NumericalSemigroup (
NumericalSemigroup(
NumericalSemigroup(
NumericalSemigroup (
NumericalSemigroup (
NumericalSemigroup(
NumericalSemigroup(
NumericalSemigroup(
NumericalSemigroup(

NumericalSemigroup (

]

[

[ T s IR s T s Y s T s Y et I i s T e IO s O s Y s S e I s O e IR s TN s IO s T e N s |

1, 21)
31)
51)
71)
.51)
41)
5, 71)
7, 81)
7, 111)
71)
.7 1)
6, 7, 91
.91)
6, 7, 91
111
8, 9,
> 9,
, 91
, 10,

- ™

-

- - - -

-

-

- - - - - - -

A OO OO OO OO OO0 OO DWWWWwW W W N NN

-

7,
7,
7,
7,
7,
7,
7,
7,

1)

8
8
9
9, 10 1)
9
9
9

)

)

10 1)
111)
)

111)

, 111)
, 171

gap('List (OverSemigroups (NumericalSemigroup(6,7,9)) ,MinimalGenerators) ')

(3,5, 71,

[ 4, 6’ 7’ 9 ]’

[ 6’ 7’ 9’ 10 ],

(r1+1, 02,31, 02,51, [2,71,[3..561,1[3,41,
(3, 7,81, 3, 7,111, (3,71, [4..71,
(5..91,[5,6,7,91,[6..111,[6,7,8,9, 101,
(6, 7,8,9,111,[6,7,8,91, [6, 7,9, 10, 11 1],
(e, 7,9, 111, (6, 7,9, 171, [6, 7,911

def NumSem_SpecialGaps (NumericalSemigroup) :
try:

SGs = gap(f"SpecialGaps ({NumericalSemigroup})")
except:
SGs = []
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NSs = []
for k in SGs:
NSs . append (
gap (f"AddSpecialGapOfNumericalSemigroup ({k}, {NumericalSemigroup})"))

return NSs

HashMap = {}
def generate_oversemigroup_tree(N):
global HashMap
if isinstance(N,list):
Nset = gap(f"MinimalGenerators (NumericalSemigroup({[1]1}))")
for Nm in N:
OverN = NumSem_SpecialGaps (Nm)
if 'ModularNumericalSemigroup( [ 1, 2 ] )' in [str(A) for A in OverN]:
HashMap [gap (f"MinimalGenerators ({Nm})")] = [Nset]
else:
if str(Nm) == 'ModularNumericalSemigroup( [ 1, 2 ] )':
HashMap [Nset] = []
else:
HashMap [gap (£ "MinimalGenerators ({Nm})")]
= [gap(f"MinimalGenerators({M})") for M in OverN]
generate_oversemigroup_tree (OverN)
else:
OverN = NumSem_SpecialGaps (N)
HashMap [gap (f"MinimalGenerators ({N})")]
= [gap(f"MinimalGenerators({M})") for M in OverN]
generate_oversemigroup_tree (OverN)

return HashMap

generadores = [6,7,9]
N = gap(f"NumericalSemigroup({generadores})")
#Base del Arbol

generate_oversemigroup_tree (N)

[41. {Ce6,7,91: [[6,7,9, 17 1],
[6,7,9,171:[[6..91,[6,7,9,11, [s6, 7,9, 1111,
(e ..9]1: [[6..101, [6, 7,8, 9, 111],
[6..101]1: [[6 .. 1111,
(6 ..111:[(3,7,81, [4,6,7,91, [5..911,
(3, 7,81: [[3,47], [3,5, 711,
[3,41:[[3..511,
[3..57]: [[2, 3117,
[2,31: [[11],
[11: 0,
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[3,5, 71: [[3..511,

4,6, 7,9]1:0[2,71,0[3,41,

L2, 771: [[2, 511,
[2,51]1: [[2, 311,

[4..71:0[2,51,[3..51],
(5..91:0[3,5, 71, [4..
, 7,8,9,111: [[6 .. 1111,
, 7,9,10]1: [[3, 71, [6..

71: (L3, 7, 111],
7, 11 1: ([ 3, 7, 811,

, 6, 7,91: [[5..91],

Lo T e T e T e T s T e T |
[2 3¢ B @) B VC RN GV RN ) BN 0))

D = DiGraph(generate_oversemigroup_tree(gap (f"NumericalSemigroup({[6,7,91})")))

P = Poset(D)

A = P.plot(vertex_shape="",vertex_size=1000,figsize=12,edge_style=":",
edge_thickness = 0.1) #Esto gemera la figura del drbol

7,9, 10, 11 1: [[ 3, 7, 11 1],

, 7,9, 111: [[6, 7,8, 9, 111,

.7 11,

L6, 7, 9, 10, 11 11,

[5,6,7,91,

Le, 7,9, 10, 11 11}
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A.7 Descomposicion de semigrupos en irreducibles y lagunas fundamentales
gap('LoadPackage ("numericalsgps") ')

true

S ='NumericalSemigroup(5,6,7)"
MinI_S = gap(f'Decomposelntolrreducibles({S})"')
gap(f 'List ({MinI_S},MinimalGenerators)')

(ls5..81,[5,6,7,91]1

S2 = 'NumericalSemigroup(5,7,8,9,11)"'
MinI_S2 = gap(f'DecomposeIntoIlrreducibles({S2})"')
gap(f'List ({MinI_S2},MinimalGenerators) ')

(L3, 5, 71, [4,5,71]1

S3 = 'NumericalSemigroup(5,21,24,28,32)"'
MinI_S3 = gap(f'DecomposeIntolrreducibles({S3})"')
gap (f'List ({MinI_83},MinimalGenerators) ")

(5,9, 12, 131, [ 5, 11, 12, 131, [ 5, 12, 14, 16 1, [ 5, 14, 16, 18 ] ]

S_1 = 'NumericalSemigroup(5,7)'
S_2
S_comparar = gap(f'IntersectionOfNumericalSemigroups({S_1},{S_2})")
gap (f '{83}={S_comparar}')

'NumericalSemigroup(5,8) "'

true

S_1 = 'NumericalSemigroup(5,7,11)"'
gap (f 'FundamentalGaps ({S_1}) ')

[ 6, 8,9, 131

S_2 = 'NumericalSemigroup(8,9,10,11,12,13,15)"
gap (f 'FundamentalGaps ({S_2}) ')

[ 4, 5, 6, 14 ]

S_3 = 'NumericalSemigroup(6,9,11)"'
gap (f 'FundamentalGaps ({S_3}) ')

[ 3, 10, 13, 14, 16, 19, 25 ]

S_4 = 'NumericalSemigroup(14,15,22,31)"
gap (f 'FundamentalGaps ({S_4}) ')

[ 25, 26, 32, 33, 34, 35, 38, 39, 40, 41, 47, 48, 49, 54, 55, 63, 69 ]
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A.8 SNGs Irreducibles

[1]: &ap('LoadPackage("numericalsgps")')
[1] : true

[2]: def EsIrreducible(sng):
try:
special_gaps = [tuple(u) for u in gap(f'SpecialGaps({sngl})')]
pseudo_frob = [tuple(u) for u in gap(f'PseudoFrobenius({sng})')]
#Revisar st es irreducible
if len(special_gaps) != 1:
raise ValueError("El SNG no es Irreducible")
#Revisa si es Simétrico al mirar PF(S)
if len(pseudo_frob) == 1:
return "E1 SNG es Simétrico"
#En caso de que no, mira que el f/2 esté en PF(S)
#[Ya sabemos que f in SG(S))]
else:
half_sg = tuple([n/2 for n in special_gaps[0]])
if half_sg in pseudo_frob:
return "E1 SNG es Pseudo-simétrico"
except ValueError as e:
print(e)
except Exception as e:

print(e)

[3]:|lagunas_1 = str([[0, 11, [1, 1], [2, 11, [3, 11, [4, 11, [5, 11, [6, 111)
EsIrreducible(gap(f'AffineSemigroupByGaps ({lagunas_1})"'))

[3]: 'El SNG es Simétrico'

[4] : |lagunas_2 = str([[1, O], [2, o], [3, o], [4, o], [5, o], [6, 0], [12, 011)
EsIrreducible(gap(f'AffineSemigroupByGaps ({lagunas_2})"'))

[4] : 'El SNG es Pseudo-simétrico'

[5]: lagunas_3 = str([[0, 1], [0, 3], [1, o], [1, 1], [1, 3], [2, 1], [2, O], [3, O1D)
EsIrreducible(gap(f'AffineSemigroupByGaps ({lagunas_3})"'))

E1l SNG no es Irreducible
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A.9 Descomposicion de un SNG en SNGs Irreducibles
[1]: | sap('LoadPackage ("numericalsgps") ')

[1]: true

[2] : def SNG_SpecialGaps(SNG):

try:

SGs = gap(f"SpecialGaps ({SNG})")
except:

SGs = []
NSs = []

for k in SGs:
NSs.append(gap (£"AddSpecialGapOfAffineSemigroup ({k},{SNG})"))

return NSs

[3]:|Nd = gap('''AffineSemigroup( [ [ 0, 0, 1], [0, 1,01, [ 1,0, 01,
(1,0,11, 01,121,071, 02,0,01,[3,0,011)'"'")
def oversemigroup_function(SNG):
HashMap = {}
def generate_oversemigroup_tree(N):
nonlocal HashMap
global Nd
if isinstance(N,list):
for Nm in N:
OverN = SNG_SpecialGaps (Nm)
if £"{Nd}" in [str(A) for A in OverN]:
HashMap [gap (f"Gaps ({Nm})")] = [Nd]
elliSef
if str(Nm) == £"{Nd}":
HashMap [Nd] = []
else:
HashMap [gap (£"Gaps ({Nm})")] = [gap(£"Gaps({M})") for M in OverN]
generate_oversemigroup_tree (OverN)
else:
OverN = SNG_SpecialGaps(N)
HashMap [gap (f"Gaps ({N})")] = [gap(f"Gaps({M})") for M in OverN]

generate_oversemigroup_tree (OverN)

generate_oversemigroup_tree (SNG)

return HashMap

[5]: SNG_1 = gap("AffineSemigroupByGaps([[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]11)")
D = DiGraph(oversemigroup_function(SNG_1))
P = Poset(D)
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SNG_1_plot = P.plot(vertex_shape="",vertex_size=1000,figsize=12,edge_style=":",

edge_thickness = 0.1)

SNG_1_plot.save("Diagrama_Hasse_SNG_N3.png")

import itertools

import copy

def

def

def

SNG_I_decomposition(SNG) :
SGs = gap(f"SpecialGaps ({SNG})")

SNG_2 = SNG

I=1]

C = [SNG]

while C !'= []:
B = []
for SNG in C:

B.extend (SNG_SpecialGaps (SNG))

B.sort()
B = list(k for k,_ in itertools.groupby(B))
B = [S for S in B if not specialgaps_in_SNG(S,SGs)]
B =[S for S in B if not exist_subset(S,I)]
C =[S for S in B if not EsIrreducible(S)]
I.extend([S for S in B if S not in C])

C_8 ={S : Ev_C_S(S,SGs) for S in I}
Descomp = Opt_S(SNG_2,I,C_S)

return Descomp

specialgaps_in_SNG(SNG, SpecialGaps) :
for N in SpecialGaps:
if not gap(£f"{N} in {SNG}"):
return False

return True

exist_subset (SNG,Conjunto_SNGs) :
Gaps_SNG = gap(f"Gaps ({SNG})")
try:

Conjunto_SNGs.remove (SNG)
except:

pass
for N in Conjunto_SNGs:

Gaps_N = gap(f"Gaps({N})")

if A_is_subset(Gaps_SNG,Gaps_N):

return True

return False
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def

def

def

def

A_is_subset(setA,setB):
for N in setA:
if N not in setB:
return False

return True

EsIrreducible (SNG):
return len(gap(f"SpecialGaps({SNG})"))==1

Ev_C_S(SNG, SpecialGaps):
return [e for e in SpecialGaps if not gap(f"{e} in {SNG}")]

Opt_S(SNG,I,CS):
12 = []
for K in I:
I3 = copy.deepcopy(I)
if not exist_subset(K,I3):
I2.append(K)
if len(I) !'= len(I2):

I =12
for k in [S for S in I if S not in I2]:
del CS[k]

AB = [list(comb) for i in range(2, len(I)+1) for comb in
itertools.combinations(CS.values(), i)]
AB2 = [list(comb) for i in range(2, len(I)+1) for comb in
itertools.combinations(I, i)]
Gaps_SNG = gap(f"Gaps ({SNG})")
SGs = gap(f"SpecialGaps({SNG})")
i=0
Combos = []
for recurso in AB:
prim = recurso[0]
for N in recurso[1:]:
prim.extend(N)
prim.sort ()
prim = list(k for k,_ in itertools.groupby(prim))
if gap(f"{prim} = {SGs}"):
gaps_sets = [list(gap(f"Gaps({S})")) for S in AB2[i]]
gaps_sets_0 = list(gaps_sets[0])
for N in gaps_sets[1:]:
gaps_sets_0.extend(1list (N))
gaps_sets_0.sort ()

gaps_sets_0 = list(k for k,_ in itertools.groupby(gaps_sets_0))

APENDICES
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if gap(f"{gaps_sets_0} = {Gaps_SNG}"):
Combos . append (gaps_sets)
break
i=i+1

return Combos

Test_1 = gap("AffineSemigroupByGaps([[O, 1], [1, 0], [1, 1], [2, O], [2, 111)™)
SNG_I_decomposition(Test_1)

ccecc 1, 01, £2,01, 02,111, (o, 11, 01,11, [2,1]1]1]1]

Test_2 = gap("AsAffineSemigroup(NumericalSemigroup(5,21,24,28,32))")
SNG_I_decomposition(Test_2)

Combos

def flatten_chain(matrix):

return list(itertools.chain.from_iterable(matrix))

for k in Combos[0]:
print (gap(f"MinimalGenerators (NumericalSemigroupByGaps ({list(flatten_chain(k))}))"))

[5,8]
[5, 7]
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