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Resumen

TITULO: CODIGOS USANDO DIVISORES DE CERO Y UNIDADES EN ANILLOS
DE GRUPO[

AUTOR: Oscar Andrés Sudrez Porrasl

PALABRAS CLAVE: Anillos de grupos, cédigos, submoédulos, codigos divisores de

cero, codigos derivados de unidad, auto-dual.
DESCRIPCION

Estudiaremos la construccion de cédigos a través de codificaciones de anillos de grupo
(RG), usando un submédulo W de RG; los cuales consisten principalmente en dos tipos:
c6digos divisores de cero y derivados de unidad.

En el capitulo 1 seran mostrados algunas definiciones basicas y resultados obtenidos de
la teoria de grupos, anillos y dlgebras de grupo, necesarios.

En el capitulo 2 mostraremos la estructura de los anillos de grupo, y veremos que un
anillo de grupo RG es isomorfo a un determinado anillo de matrices de n x n sobre R,
que notaremos por Mprs(R), asi, cada elemento en RG tiene exactamente una matriz
asociada llamada RG-matriz, esto nos facilitara la demostracién de teoremas, corolarios
y lemas aqui mencionados.

Finalmente en los capitulos 3 y 4 mostraremos la forma de los cédigos divisores de cero
y derivados de unidad. Estableceremos en primer lugar, la dimensiéon de los codigos
divisores de cero y derivados de unidad, que dependera del submédulo W usado en la
codificacion, el cual en el caso de los codigos divisores de cero tendra alguna restriccion.
Por otra parte, la forma usual del cédigo dual para los codigos ya mencionados. Y por
ultimo, las condiciones para que los cédigos divisores de cero y derivados de unidad
sean auto-duales.

I Tesis.
2FACULTAD DE CIENCIAS, ESCUELA DE MATEMATICAS.
DIRECTOR Dr. Alexander Holguin Villa.



Abstract

TITLE: CODES USING ZERO DIVISORS AND UNITS IN GROUP RINGSF]

AUTHOR: Oscar Andrés Susrez Porras/]

KEY WORDS: Group rings, codes, submodules, zero-divisor codes, unit-derived co-
des, self-dual.

DESCRIPTION

We would study the construction of codes through encodings from group rings (RG),
using a submodule W of RG; which consists mainly of two types: zero-divisor and
unit-derived codes.

In chapter 1 were presented, some basic definitions and results of the theory of groups,
rings and group algebras, necessary.

In chapter 2 we would show the structure of the group rings, and we would see that a
group ring RG is isomorphic to a certain ring of n x n matrices on R, that we denote by
Mpra(R), thus, each element in RG has a unique associated matrix called RG-matrix,
this will facilitate us the proof of theorems, corollaries and lemmas mentioned here.

Finally, in chapters 3 and 4 we will show the form of the zero-divisor codes and unit-
derived codes. We would first establish, the dimension of the zero-divisor and unit-
derived codes, which would depend on the submodule W used in the encoding, which
in the case of the zero-divisor codes will have some restrictions. Otherwise, the usual
form of dual code for mentioned codes. And finally, the conditions for the zero-divisor
and unit-derived codes are self-dual.

3Thesis.
4FACULTY OF SCIENCES, SCHOOL OF MATHEMATICS.
DIRECTOR Dr. Alexander Holguin Villa.



Introduccion

Una de las areas de aplicacién del algebra, bastante activa en la actualidad, es la
Teoria de Cédigos, la cual es una especialidad de la matematica que trata las leyes
de la codificacién de la informacion, que se centra principalmente en la construccién
de cédigos que tengan la capacidad de manejar un alto volumen de informaciéon y al
tiempo la mayor veracidad posible, esta tltima parte hace referencia a la capacidad de
detectar y corregir errores en un mensaje que ha sido alterado por efectos del ruido.

Veamos brevemente el proceso de un mensaje enviado y recibido. Supongamos que
enviamos un mensaje, esto lo hacemos por un canal de comunicacion, cuyas caracteristi-
cas dependen de la naturaleza del mensaje a ser enviado (sonido, imagen, datos). En
general hay que hacer una traduccion entre el mensaje original (o palabra fuente) m 'y
el tipo de mensaje ¢ que el canal estd capacitado para enviar (palabras cédigo). Este
proceso se llama codificacion. Cuando se ha codificado el mensaje, éste es llevado a
través del canal hasta el punto donde es recibido por el receptor en los mismos términos
que maneja el canal. Luego de esto, es necesario otro proceso, conocido como decodifica-
citon, debido a dos razones, la primera, para lograr que el mensaje sea entendido por el
receptor en los términos que él es capaz de interpretar, y la segunda, para determinar,
y en lo posible corregir, si ha habido algtin tipo de error al interior del mensaje, debido
al ruido e interferencias que se presentan durante este proceso, esto se ve resumido en
el siguiente diagrama:

- - ~— [Docodifcacitn]
/[\

El presente trabajo estd enfocado en cédigos desde codificaciones en los anillos de
grupo, ello amplia el espacio de cédigos posibles y ademés ofrece un abordaje sencillo e
intuitivo, debido principalmente a la fuerte conexiéon entre anillos de grupo y matrices.
Hasta la fecha, el uso de los anillos de grupo para la construccién de cédigos ha estado
relacionado con los ideales contenidos en ellos. Como los cédigos ciclicos son ideales en
el anillo de grupo sobre cierto grupo ciclico, esto llevd a considerar la generalizacién
natural de los c6digos ciclicos como ideales (ver [10]). De hecho, se ha definido un c6digo
de anillo de grupo (ver [5]) como un ideal en un anillo de grupo.




INTRODUCCION

Los codigos desde codificaciones de anillos de grupo presentados aqui y basados en
el trabajo “Codes from zero-divisors and units in group rings” son submddulos en el
anillo de grupo y sélo en ciertos casos restrictivos son ideales. De hecho, los codigos
derivados de unidad nunca son ideales. Los métodos para obtener matrices generadoras
y de verificacién se aplican en los codigos mencionados. Ademas, como veremos algunas
propiedades del codigo se pueden expresar mas facilmente en términos de propiedades
del anillo de grupo.

Ahora bien, se presentaran técnicas para la construcciéon de cédigos a partir de co-
dificaciones de modulos en anillos de grupo, los cuales consisten principalmente en dos
tipos: cédigos divisores de cero (zero-divisor codes) y c6digos derivados de unidad (unit-
derived codes). Se podrén establecer las condiciones generales para que uno de estos
c6digos sea un ideal, y ademas, los coédigos derivados de unidad que como ya indicamos,
a diferencia de los cédigos de anillos de grupo, nunca son ideales.

La tnica restriccion para el anillo R en el anillo de grupo RG es que haya un divisor
de cero o una unidad dentro de él. Centrandonos en los codigos divisores de cero de
anillos de grupo en grupos ciclicos, que son ideales, obtenemos los codigos ciclicos o
polinomiales. Como no estamos restringidos a ideales, incluso en el anillo de grupo de
un grupo ciclico, los cédigos divisores de cero pueden definir cédigos distintos de los
llamados ciclicos. También se presentaran las condiciones restrictivas en general para
que uno de estos cédigos sea un ideal en el anillo de grupo.

A partir de un isomorfismo entre el anillo de grupo RG y cierto anillo de matrices,
llamadas RG matrices, se probaran algunas propiedades que nos permitiran obtener las
matrices generadora y de verificacién para los codigos divisores de cero y derivados de
unidad.

El trabajo esta estructurado de la siguiente manera, en el primer capitulo seran mos-
trados algunas definiciones bésicas y resultados obtenidos de la teoria de grupos, anillos
y algebras de grupo, necesarios.

En el segundo capitulo mostraremos primeramente la estructura de los anillos de gru-
po, seguido del isomorfismo del anillo de grupo con el anillo de RG-matrices, finalmente
veremos la definiciéon de una codificaciéon de anillo de grupo y la forma estandar de los
cddigos divisores de cero y derivados de unidad que se presentaran en los siguientes
capitulos.

En el tercer capitulo mostraremos los cédigos divisores de cero, primeramente ve-
remos algunas definiciones importantes y ejemplos basicos, seguidamente se define la
independencia lineal, del conjunto Su, con S C G y u el divisor de cero, y de las filas
(o columnas) de la RG-matriz U, y la relacién entre ambas, luego veremos las condicio-
nes de verificacion para los cédigos divisores de cero, finalmente se presentara la forma
estandar de los cédigos dual y auto-dual de un cédigo divisor de cero, y algunos ejemplos.

10



INTRODUCCION

En el cuarto y ultimo capitulo presentamos los cédigos derivados de unidad, prime-
ramente veremos su forma estandar y la equivalencia con un cédigo llamado el cédigo
matricial generado, seguidamente se presentaran una forma de las matrices generadora
y de verificacion para los codigos derivados de unidad, luego se vera mejor la cons-
truccion de ellos y se presentaran algunos ejemplos, finalmente se presentara la forma
estandar de los codigos dual y auto-dual de un codigo derivado de unidad.

11



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo principal de este capitulo es presentar algunas definiciones basicas y algu-
nos resultados obtenidos de la teoria de grupos, anillos y algebras de grupo, necesarios
para el desarrollo de esta monografia.

1.1 Teoria de grupos

Definicién 1.1. Una operacion binaria, denotada por x, sobre un conjunto G, es
una funcion que asigna a cada par de elementos de G un unico elemento de G, es decir,
sia,b € G entonces axb € G.

Definicién 1.2. Un Grupo es un conjunto no vacio G' junto con una operacion binaria
(denotada por x) tal que, para todos a,b,c, € G se tienen las siquientes propiedades:

i) ax(bxc)=(axb)xc (Asociativa).

ii) Eziste un elemento que denotaremos por e € G, tal que ax e = e*xa = a (Exis-
tencia de neutro).

i) Para cada elemento a € G existe un elemento, que denotaremos por a™' € G, tal
que axa ' =a"'xa=1 (Ezistencia de inverso).

St ademds para todos a,b € G se satisface la siguiente propiedad
axb=>bxa,
el grupo G es llamado abeliano.

Definicién 1.3. Un grupo G es llamado ciclico si G = (a) = {a™ : n € Z}, para algin
a € G. Por lo tanto, si b € G, entonces b = a*, para algin k € 7.

12



1.2. TEORIA DE ANILLOS PRELIMINARES

1.2 Teoria de anillos

Definicién 1.4. Un anillo es un conjunto R junto con dos operaciones binarias de-
notadas por + y * , llamadas suma y producto respectivamente, tal que para todos
a,b,c € R, se cumplen las siguientes propiedades:

i) (R,+) es un grupo abeliano.
ii) a* (b*c) = (ax*b)*c (Asociatividad del producto).

i) ax(b+c)=axb+axcy(a+b)*xc=axc+axb (Ditributividad del producto
respecto a la suma).

Si ademas el producto verifica, axb = bxa, para todos a,b € R entonces R es llamado
anillo conmutativo.

En adelante denotamos el producto de a y b, a x b, simplemente por ab.

Un anillo R con un elemento 1 = 1 # 0 tal que la = al = a, para todo a € R, es
llamado anillo con identidad.

Debido al tipo de cédigos que son construidos en, [6], se necesitan los siguientes
conceptos:

Definicién 1.5. En un anillo R un elemento z diferente de cero es un divisor de cero
si y solo si existe r € R diferente de cero tal que zr = 0. Al conjunto de los divisores
de cero lo denotaremos por ZD(R).

Un anillo R sin divisores de cero es llamado un dominio. Si ademéas R tiene 1z = 1
y es conmutativo, se le llama dominio entero.

Sea R un anillo con identidad 1. Un elemento u € R es una unidad si y sélo si tiene
inverso multiplicativo, es decir, si y sélo si existe v € R tal que uv = vu = 1. En este

caso, v es Unico y se denota por u~!.

Al conjunto de las unidades o elementos invertibles de R, se le denota por U(R), es
decir,
UR)={a€R:3a '€ Raa ' =a"ta=1}

Siu € U(R) y si v € R es tal que uv = 0, entonces v = 0, es decir, unidades no
pueden ser divisores de cero.

Un anillo D con identidad donde todo elemento distinto de cero es invertible y por
tanto una unidad, se le llama anillo con division. En este ultimo caso, si D conmu-
tativo es llamado cuerpo.

Asi las cosas si F es un cuerpo, U(F) = F \ {0}.

13



1.2. TEORIA DE ANILLOS PRELIMINARES

Definiciéon 1.6. Sea R un anillo:

1. Un subconjunto S C R es llamado subanillo, si él mismo es un anillo al restringir
las operaciones a S. Equivalentemente, ) # S C R es subanillo si y sélo si S es
cerrado por diferencia y producto, es decir, si y solo si, para todos a,b € S

(a—b)eS y abes.

En este caso se denota por S <, R, para indicar que S es subanillo de R.

2. Un subanillo I del anillo R es llamado tdeal (bilateral) si cumple las siguientes
propiedades:
i) Six,y €1, entoncesx —y € I.
it) Six €l yae€ R, entonces ax,za € 1.

En el caso que en la condicién ii) para x € [ y a € R solo se verifique ax € I (res-
pectivamente xa € I), I es llamado ideal a izquierda (respectivamente ideal a derecha).

Denotaremos por I =; R, I <, Ro I < R, para indicar que [ es un ideal a izquierda
(a derecha o ideal bilateral) de R.

Ejemplo 1.1.

1. Dado un elemento a en un anillo R, los conjuntos de maultiplos a izquierda y a
derecha de a, denotados respectivamente por

Ra={za:x€ R} y aR={ax:z € R},

son ideales a izquierda y a derecha de R.

En el caso de R ser un anillo conmutativo, aR = Ra, para todo a € R y denotamos
tal conjunto comin por {(a), el cual es llamado ideal principal generado por

a. [l

2. Sean R un anillo y a € R. Entonces el conjunto RaR de todas las sumas finitas
de la forma > x;ay;, con x;,y; € R yn € ZT, es un ideal.
i=1
De la definicién todo ideal I < R, es un subanillo de R. Sin embargo, no todo

subanillo de R es ideal. Por ejemplo Z <, Q. Ademas dados n € Z, % €Qconayhb

a  na
primos relativos y tal que b no es divisor de n, tenemos que n— = " ¢ 7, por lo tanto

b
Z4Q.

1Observe que si G es un grupo y a € G, (a) es la notacién clésica para indicar el subgrupo ciclico
generado por a. Sin embargo, el significado pretendido siempre sera claro por el contexto.

14



1.2. TEORIA DE ANILLOS PRELIMINARES

Definicién 1.7. Un dominio entero R es llamado dominio de ideales principales
(DIP), si todos sus ideales son principales, es decir, para todo I < R, I = {(a), para
algin a € R.

Dado un ideal I =< R, el grupo cociente (aditivo) R/I = {r + 1 : r € R} tiene
estructura de anillo, definiendo el producto de manera natural por

(s+I)(t+1)=st+1.

El anillo R/I es llamado anillo cociente de R por .

A continuacién introduciremos el concepto de homomorfismo de anillos, el cual es
esencialmente el mismo como en el caso de los grupos, excepto que ahora dos operaciones
son involucradas en la definicién.

Definicién 1.8. Sean R y S anillos. Una aplicacion ¢ : R — S es llamada un homo-
morfismo de anillos si para todos a,b € R tenemos:

¢la+b) = d(a) + ¢(b) y  olab) = ¢(a)o(b),
es decir ¢ preserva las dos operaciones de anillo.
Note que

¢(0) = ¢(0 +0) = $(0) + ¢(0),
y asi ¢(0) = 0. Ademas,

¢(a) + ¢(—a) = ¢p(a —a) = ¢(0) = 0,

es decir, ¢(—a) = —¢(a) (unicidad del inverso aditivo).

Sin embargo en general no es cierto que si R tiene 1z = 1y S tiene 1g = 1’, entonces
¢(1) = 1'. Por ejemplo, consideremos R y S dados por:

411 1o @11 a2 13
R= Mz(@) = {[ Cm] D € Q} y S= MS(Q) = o1 Q22 Q23| : G € Qy,

a21
a31 dazz G33
y definamos ¢ : R — S por
a a s a;r a2 O
[11 12}'_> 1 Gy 0

Q21 A2 0 0 0

Es un ejercicio simple demostrar que ¢ es un homomorfismo de anillos. Ademas de
la definicién,

15



1.3. MODULOS Y ALGEBRAS PRELIMINARES

10 1 1 00
[0 J 210 410 1 0
000 00 1
Existen condiciones bajo las cuales dado un homomorfismo de anillos ¢ : R — S,

¢(1) = 1'. Por ejemplo, si S es un dominio o si ¢ es sobreyectivo, la identidad es enviada
en identidad.

En general, si ¢ : R — S es un homomorfismo de anillos, los conjuntos:

Im(¢) ={yeS:3wreRy=d¢(x)} y Ker(p)={rveR:¢(x)=0}

son subanillo de S e ideal de R respectivamente.

Al igual que en el caso de grupos, se tienen tipos especiales de homomorfismos de
anillos.

Definicién 1.9. Un homomorfismo de anillos ¢ : R — S es llamado,

1. Monomorfismo, si ¢ es inyectivo, es decir, ¢(x) = ¢(y) implica x = y, para
todos x,y € R. Es facil demostrar que ¢ es monomorfismo si y sdlo si Ker(¢) =

{0}
2. Epimorfismo, si ¢ es sobreyectivo, es decir, Im(¢) = S.

Finalmente, si ¢ es al mismo tiempo monomorfismo y epimorfismo, ¢ es llamado
un isomorfismo. En este ultimo caso, decimos que R y S son isomorfos y escribimos

R=S.

En el caso de tener un homomorfismo de un anillo sobre si mismo, se le denomina
endomorfismo y si este es isomorfismo, se le llama automorfismo de R.

1.3 Modbdulos y algebras

Definicién 1.10. Sea R un anillo. Un grupo abeliano (aditivo) M es llamado un R-
mddulo a izquierda (o un mddulo sobre R) si existe p: R x M — M, (r,m) — rm,
tal que para todos a,b € R; m,my, mg € M, se verifican:

i) (a+b)m = am + bm.
i) a(my +ms) = amy + ams.
ii1) a(bm) = (ab)m.

i) Im =m (caso 1 € R).

16



1.3. MODULOS Y ALGEBRAS PRELIMINARES

Anélogamente, se define un médulo a derecha o médulo-R. En adelante a menos que
se indique lo contrario usaremos la expresién R-médulo (médulo-R) para referirnos a
un R-médulo a izquierda (mddulo-R a derecha).

Es claro de la definicién, que si R es un cuerpo (denotado por ), entonces el concepto
de R-moédulo coincide con la nocién de R-espacio vectorial.

Definicién 1.11. Sea M un R-mddulo. Un subconjunto no vacio N C M es llamado
un R-submddulo de M, si en N se cumplen las siguientes condiciones:

i) Para todos x,y € N, x +y € N.
ii) Para todor € R y todo x € N, rx € N.

En otras palabras, un subconjunto no vacio N de un R-médulo M es un submodulo,
si él mismo es un mdédulo con las operaciones restrictas a él. Si N es un R-submddulo
de M, escribimos N <p M o simplemente N < M si es claro quién es el anillo R.

Ejemplo 1.2.

1. Sea I <; R. Dado que el producto de elementos de R por elementos de I es un
elemento de I, es decir, RI C I, entonces todo ideal a izquierda I de R puede
verse como un R-maodulo. En particular, R mismo es un ideal a izquierda y ast,
es un R-maodulo.

Cuando consideremos un anillo dado R como un R-mddulo o modulo-R, lo expli-
citaremos escribiendo rR y Rg respectivamente.

Note que {0}R = {Or : r € R} = {0} y dado que {0} es un grupo abeliano,
entonces {0} es un R-mddulo.

A los submddulos {0} y R se les llama los submddulos triviales.

2. Todo grupo abeliano G (aditivo) es un Z-mddulo, donde mg, con g € G ym € Z
estd definido por:
g+g+..+g, si m>0;
—_—
0, st m =0;
Im| (—g), si m < 0.

mg =

3. Si 1 es ideal de R, entonces R/I es un R-mddulo donde la accion es dada por:

Rx R/ — RJI
(rpx+1)—rax+1.

4. 8t M es un R-modulo y x € M, entonces el conjunto
Rz = (x) = {rx|r € R},
es un R-submodulo de M, dado que para todos r1,r9 € R tenemos

rme—ror = (ry —ro)x € {(x), y 11(rex) = (rim)x € ().

17



1.4. ANILLOS DE GRUPO PRELIMINARES

Definicién 1.12. Sea R un anillo conmutativo. Un R-mddulo A es llamado un R-
dlgebra, si existe una multiplicacion definida sobre A, tal que con la suma inicial en A
y esta multiplicacion, A es un anillo en el cual, para todo v € R y todos a,b € A, se
cumple la siguiente condicion:

r(ab) = (ra)b = a(rb). (1.1)

Suponga que A visto como anillo tiene unidad 14. Entonces, para todo r € R y todo
a € A (usando la condicién (1.1)) )

ra=r(aly) =a(rla) = ar,
es decir,
R-1=RC((A),
donde ((A) = {z € A: za = ax,Va € A}, denota el centro de A.

1.4 Anillos de grupo

Sean R un anillo con unidad 1 y G un grupo multiplicativo no necesariamente finito,

se denota por RG al conjunto de las sumas formales finitas a = ) «a,g, es decir,
geG

RG:{a:Zagg:ageR,geG},

geqG

donde ay = 0 casi siempre, esto es, solo un numero finito de coeficientes son diferen-
tes de cero en cada una de estas sumas.

Seana= Y o9y b= ) pyhen RG. Se definen las siguientes operaciones :

geG heG
Adicién:
a+b= Zagg+25gg = Z(O‘g + By)g-
geG geG geG
Multiplicacion:

ab = (Z agg) (Z th> = > a,Bugh.

geG heG g,heG

Se puede verificar que RG con estas operaciones es un anillo con unidad 1 = ) y149,
geG
donde el coeficiente correspondiente al neutro 1 del grupo es 1 y, gy = 0 para todo

elemento g # 1 en G, llamado el anillo de grupo de G sobre R.
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Ademas, para A € Ry a € RG tenemos que el producto

(M,a)—~ A-a=\- (Z agg> = Z(Aag)g,

geG geqG

da a RG estructura de R-médulo. En el caso cuando el anillo R es conmutativo, RG
tiene estructura de R-algebra y més atn, si F es un cuerpo FG es un F-espacio vectorial.

Dado un elemento a = ) ay9 € RG, se define el soporte de a, denotado Supp(a),
geG
a ser el subconjunto de G de los elementos que efectivamente aparecen en la expresién

de a, es decir,
Supp(a) = {g € G : a, # 0}.

Asi las cosas, dados a = Y a,gy b = ) f,9 en RG se tiene de la definicién de
geG geq
soporte que a = b si y sélo si oy = B, para todo g € G.

1.5 Cébdigos

Con el fin de entrar en contexto con los cédigos, presentaremos algunas definiciones
y resultados generales de la teoria.

Los elementos bésicos para construir un cédigo son:
Definicién 1.13.

i) Un conjunto finito A, llamado alfabeto, donde #(A) = q denota el nimero de
elementos de A, es decir, A = {ay, as, ...,a,} cona; # a;, paral <i,j <gq,i# 7,
en este caso llamamos al codigo q-ario.

ii) Una n-cadena o palabra de longitud n, c = ajas . ..a,, sobre A, es una suce-
sion de n simbolos de A. Al conjunto de todas las n-cadenas de A la denotamos
por A™. Por practicidad trabajaremos con codigos cuyas palabras tienen igual lon-
gitud n, que son llamados codigos de bloque.

Con estos conceptos en mente, se puede definir un codigo.

Definicién 1.14. Un cddigo g-ario C de longitud n es cualquier subconjunto de palabras
de longitud n, es decir,
CCAXAXx---xA=A".

n veces

Los elementos de C se llaman palabras codigo (codewords en ingles).
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El nimero M = |C| de elementos del cédigo C es llamado el tamano del cddigo, el
cual también es un dato importante, dado que cuanto mayor sea M, mayor es la canti-
dad de informacién que puede ser transmitida. Asi, a un coédigo g-ario C, de longitud n
que tenga M palabras lo denotaremos por (n, M)—cédigo g-ario.

Note que, si C C A", entonces todo elemento ¢ € C es de la forma ¢ = (ay, aq, . . ., a,),
con a; € A, 1 <17 < n. Sin embargo por practicidad y siempre que sea conveniente
escribiremos ¢ como una sucesion de los simbolos a;’s, es decir, ¢ = ajas . . . a,.

Debido a la riqueza de los cuerpos, es usual tomar como alfabeto A un cuerpo finito
de ¢ elementos, es decir, A = F,, donde ¢ es una potencia de un primo p. Asi, cuando
el alfabeto es Fy, F3 6 Fy, entonces C es un cédigo binario, ternario o cuaternario,
respectivamente.

Ejemplo 1.3.
1. ¢, ={(0,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)} sobre Fy es un (3,4)—cddigo binario.

2. C,=14(3,0,0,2),(2,1,0,1),(3,0,2,1),(2,1,3,2),(1,2,3,3)} sobre Fy es un (4,5)—
codigo cuaternario.

3. Dado un alfabeto A = {a1, as, ..., a4}, el cddigo:

C3 ={a1a1...a1,a005 ... ay, ..., 040, ... a4}
Vv Vv
n veces n veces n veces

es llamado codigo de repeticion g-ario, de longitud n.

Las siguientes nociones son intuitivamente sencillas de comprender, y son fundamen-
tales para entender el proceso de decodificacién de mensajes.

Definicién 1.15. Sean x e y dos palabras de longitud n sobre el mismo alfabeto A. La
distancia de Hamming entre x e y, denotada por d(z,y), se define como el nimero
de componentes en que x ey difieren, es decir $i x = T1X2...Tyn Y Y = Y1Y2...Yn, entonces

d(x,y) =#{i: 1 <i<n,x; # y}.

Note que si comparamos la posicion ¢ de las palabras z e y:

_ 07 51 Ty =Y,
d(xzayz) - {17 si T ?é n )

entonces

d(z,y) = Z d(, y;).

La siguiente proposicién muestra que la funcién d : A™ x A" — {0,1} define una
métrica sobre A", y asi (A" d) es un espacio métrico.
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Proposicién 1.1. La funcion d define una métrica en A", es decir, para todos x,y, z €

A", las siguientes propiedades son vdlidas:

Demostracién. (P1),(P2) y (P3) son claras por la definicion de distancia de Ham-

ming, por tanto, falta solo demostrar (P4).

Sean

W={itx;=y;} v X={i:xi=zNz=uy}

Claramente,
X CW  entonces W°C X€.

De esta manera,
d(z,y) = W < [X°,

donde,
Xe={i1x #uVaz#y}
:ii:xi #zi}JU{i D2 #yl}/
- vy U z
luego,

d(z,y) < [X| =[Y|+|2] - [Y N Z]|
=d(z,z)+d(z,y) — Y NZ|
< d(z,2) +d(z,9).

Estrechamente relacionado con la distancia de Hamming, esta el concepto de distan-

cia minima o distancia del cédigo, la cual definimos a continuacion.

Definicién 1.16. La distancia minima de un codigo C con al menos dos palabras,

denotada por d(C) o dc, se define por:

d(C) = min{d(x,y) : z,y € C;x # y}.

De la definicién, tanto la distancia de Hamming como la distancia minima de un

cdédigo C, siempre son nimeros enteros.
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De esta manera, un coédigo C de longitud n, tamano M y distancia minima d lo
denotaremos por (n, M, d)—cédigo g-ario.

A partir de la definicién de distancia, es posible definir otro importante pardametro
en el trabajo de codificacion y decodificacion de la informacion, éste es el peso y se

aplica sobre cédigos que tienen como alfabeto un cuerpo finito F,.

Definicién 1.17. Sea x una palabra en F

como el numero de coordenadas no nulas en x, es decir:

wt(x) = d(x;0);

donde 0 =00...0 es la palabra cero del cidigo.

n

Definicién 1.18. Sea C un cddigo. El peso minimo (de Hamming) de C, denotado

veces

por wt(C) es el minimo de los pesos de las palabras no nulas de C, es decir:

Un (n, M,d, w)—cbdigo es un cédigo C C A", |C| = M, distancia minima d y peso

minimo w.

Ejemplo 1.4.
Sea C = {1, xs, T3, 14, X5, Tg, T7, Tg, To} = {000000,011011,101010,000111, 100011,
110000, 001001, 010101, 010110} un cddigo sobre FS.

wt(C) = min{wt(c) : ¢ € C;¢ # 0}.

Para x4, 23,24, x5 € C tenemos que las distancias vienen dadas por:

i) d(xs,23) = d(011011,101010) = 3,

ii) d(zg,74) = d(011011,000111) = 3,

iii) d(xs,xs) = d(011011,010101) = 3,

iv) d(zs,x4) = d(101010,000111)

el peso de x, denotado por wt(x), se define

4,

v) d(zs,zs) = d(101010,010101) = 6,

vi) d(z4,s) = d(000111,010101) = 2.

La lista completa de distancias viene dada por:

d(z2,T4) = 3,
d(l’g,ﬂ?g)) = 3,
d(l’g,l‘ﬁ) = 4,
d(l‘g,[)&'7) = 27
d(x2,73) = 3,
d(z2, 9) = 3,
d(xs3,z4) = 4,
d(l’g,ﬂ?gg) = 2,
d(a')g,xﬁ) = 3,

d(.Tg, Z’7) = 3,
d(.fL'g, Z’g) = 6,
d(l‘g, x9> = 4,
d(l’4, (L’5) = 2,
d(r4,16) = 5,
d([L’4, ZE7) = 3,
d(xy,x8) =2,
d(ﬂf4, $g> = 2,
d(l’5, (L’G) == 3,

d(xs,z7) = 3,
d(xs,z8) = 4,
d($5,3§'9) = 4,
d(l‘67l’7) = 4,
d(xﬁ,l’g) = 3,
d($6,$9) = 3,
d(z7,28) = 3,
d(137,379) = 5,
d(.fg,xg) =2

Como se puede ver de lo anterior, el peso de cada palabra en C es
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wt(zy) =4,  wt(xs) =3,
wt(xy) =3,  wt(zs) =3,
wt(xg) =2,  wt(zy) =2,
wt(xg) =3,  wt(zg) = 3,

y por lo tanto, la distancia minima y el peso minimo de C son

d(C) = wt(C) = 2.

1.6 Decodificacion

A continuacion presentaremos en que consiste el principio para hacer una decodifi-
cacion.

Se llama decodificar al proceso de detectar y corregir los errores en un determinado
codigo. Sea C C A™ un cddigo g-ario y supongamos que al transmitir la palabra cédigo
¢ € C, recibimos la palabra = ¢ C. ;Cémo decodificamos x? Existen en la literatura
varias estrategias para hacerlo y una de ellas es asignarle a x la palabra cédigo ¢ que
sea mas cercana. Es decir, si

d(,c) =min d(z,y),
yeC

donde d es la distancia de Hamming, entonces decodificamos a = por ¢. A este método
se le conoce como decodificacién por distancia minima (minimum distance deco-
ding).

Si al transmitir una palabra cédigo se cometen ¢ errores, es decir, si la palabra enviada
y la recibida difieren en exactamente ¢ coordenadas, decimos que se cometié un error
de peso t. Supongamos que C C A" es un codigo g-ario sobre A. Si transmitimos ¢ € C
y recibimos # € A™ con d(z,c) = t, entonces existe e € A" tal que

r=c-+e.

A la n palabra e = 2 — ¢ se le conoce con el nombre de vector error. Note que w(e)
coincide con el nimero de errores cometidos en la palabra recibida.

A continuacién se describen las condiciones para que un cédigo pueda detectar o co-
rregir un determinado niimero de errores al trabajar con la decodificacién por distancia
minima.

Definicién 1.19. (Detectar y Corregir errores)
1. Sea s un entero positivo. Diremos que un cddigo C detecta s errores si cada
vez que al enviar una palabra codigo se comete un error de pesor, 1 <r < s, la
palabra resultante no es una palabra codigo. Asi, un codigo es s-detector si detecta

s errores pero no detecta s+ 1 errores (es decir, hay al menos un error de peso
s+ 1 que el cédigo no detecta,).
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2. Sea t un entero positivo. Diremos que un codigo C es corrector de t errores
st, al decodificar por distancia minima, se pueden corregir todos los errores de
peso t o menos. Asi, un codigo es t-corrector si corrige t errores pero no corrige
(t + 1)-errores.

Ejemplo 1.5.

1. El cddigo binario C; = {00,01,10, 11} formado por todas las palabras de longitud
2 no detecta mingun error, dado que si un error es cometido en cualquiera de sus
palabras codigo, la palabra resultante es también una palabra codigo, veamos esto:

. r1 =01 € - 1‘3:11661
61961_00—){1'2:106617 61962—01—){x4:00661,
B s =11 € C B zr =01 €
61903—10%{1_6_00661, 61904—11%{1'8_10661.

2. Sea Co = {000,011,101,110} el codigo binario obtenido del cédigo Cy agregando
un digito de verificacion, es decir, agregamos un digito extra a cada palabra codigo
de modo que la suma de los digitos de cada palabra codigo sea par. Este es un
codigo 1-detector como vemos a continuacion:

$1:001¢CQ I4:010¢CQ
Cy > c; =000 — ZL‘2:010¢C2, Cy Dy =011 — $5:001¢C2,
IL‘3:100¢C2 $6:111¢C2
$7:111¢CQ x10:111¢C2
62503:110—) $82100¢Cg, Coocy =110 — $11:100¢C2,
ZL’9:010¢CQ $12:010¢CQ

pero no es 2-detector dado que si cometemos dos errores, por ejemplo, en c¢; = 000
obtendriamos x = 011, y = 101 o z = 110 y todas ellas son palabras codigo.
Ademds, tampoco puede corregir un error, ya que si, por ejemplo, al enviar cz =
101 recibimos, la palabra w = 111, esta podria ser decodificada en las palabras
codigo co = 011, c¢3 = 101 0 ¢4 = 110.

3. Sea C3 = {000000,000111,111000, 111111} el cédigo binario obtenido nuevamente
del codigo Cy repitiendo tres veces cada digito de este ultimo. Este es un codigo 2-
detector y también 1-corrector. Ahora, si mandamos nuestro mensaje y se comete
un error, cualquier palabra que nos llegue puede ser corregida. Por ejemplo, para

000000

(100000 )
010000
001000
000000 +1 error 000100 corregir 000000.
000010

000001

/
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Visto desde el codigo Cy tenemos el siguiente esquema para la palabra codigo
C1 = 00:

(100000 )
010000
001000

00 —— 000000 ——— » — 000000 ——— 00.
codificamos +1 error 000100 corregir decodificamos

000010
000001 |

Aqui, si enviamos 000000 y recibimos 000100 no sclo detectamos el error sino
que podemos corregirlo. Intuitivamente, 000100 estd mas cerca de 000000 que de
000111, 111000 o 111111. Esto mismo lo podemos realizar para cualquier palabra
codigo de Cs.

Por lo visto en los ejemplos, intuitivamente cuanto mas separadas se encuentren las
palabras cédigo, mas facil serd detectar o corregir errores. Mas exactamente se tienen
los siguientes resultados.

Teorema 1.1. Sea C C A™ un cédigo con distancia minima d = de,
1. C es t-detector si y solo sid =1+ 1.
2. C es s-corrector si y solo sid=2s+1 6 d=2s+ 2.

Corolario 1.1.1. Si un cddigo C tiene distancia minima d = de, entonces C es (d—1)-
detector y | (d — 1)/2]-correctorf]

1.7 Cobdigos lineales y ciclicos

Para construir cédigos de una manera eficiente introduciremos la definiciéon de coédigo
lineal y codigo ciclico, estos ultimos son un caso especial del primero, el trabajo de
codificar y decodificar se ve ampliamente facilitado por el hecho de que su estructura
se puede describir a partir de una matriz denominada matriz generadora, cuyas filas
constituyen una base para el cédigo. Por su parte, en el trabajo de decodificacion, el
determinar si una palabra recibida pertenece o no al cédigo se logra llevar a cabo a
partir de otra matriz denominada matriz de verificacion.

Definicién 1.20. Un cddigo C de longitud n sobre F, es llamado cddigo lineal si es
un subespacio vectorial de [Fy.

2Sea x € R. Existe un tinico entero que representamos por || que satisface la desigualdad
lz] <z <|z]+1.

En otras palabras |z] es el mayor entero menor o igual que x. Al entero |z] lo llamaremos la parte
entera de z.
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Sea C un codigo lineal sobre I, entonces:

1. El cédigo dual de C, denotado por C* es el conjunto dado por

Ct={velF} v -u=0VYueC}

donde v - u = viuy + ... + v,u,, denota el producto interno usual en Fy.

2. La dimension del cédigo C, es la dimensién de C como espacio vectorial sobre F,
y se denota con dimg(C).

Un cédigo lineal de dimension k sobre Fy se dice que es un [n, k]-cédigo lineal, si
ademés tiene distancia minima d, se denomina como un [n, k, d|—cédigo lineal.

Ejemplo 1.6.

Los sigutentes conjuntos son ejemplos de subespacios vectoriales sobre ¥y y por lo
tanto, de codigos lineales.

1. G, =Fy y Cy = {0}, donde 0 es el vector nulo en .

2. C3=1{(0,0,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,1,1,1)} C F3 es un [4,2,2]-cédigo lineal

binario.
3. Cy=1{(0,0,0,0),(1,1,0,0),(2,2,0,0)} C F3 es un [4,1,2]-cédigo lineal ternario.
Las siguientes propiedades son conocidas, para una prueba de ellas ver [8, pag. 45].
Teorema 1.2. Sea C un codigo lineal de longitud n sobre I, entonces:
1. |C| = ¢¥™C) es decir, dim(C) = log,|C|.
2. C*+ es un cddigo lineal y dim/(C) + dim(Ct) = n.
3. (CHt=c.

Definicién 1.21. Una matriz generadora para un codigo lineal C es una matriz L
cuyas filas forman una base para C.

Definicién 1.22. Una matriz de verificacion K para un codigo lineal C es una
matriz generadora para el cédigo dual C*.

La matriz de verificacion K de un cddigo lineal C C Fy permite determinar si una
palabra pertenece o no al cédigo, dado que, para z € Fy, x € C si y sélo si, KT =0.

A continuacién presentamos una clase de cédigos lineales, los cuales sobresalen debido
a su gran estructura matematica que facilita los procesos de codificacién y decodifica-
cion.
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Definicién 1.23. Un cddigo lineal C € Fy es llamado cddigo ciclico, si es cerrado
bajo desplazamientos ciclicos, es decir:

CoC1..-Cn—1 € C = ¢p_1C9...Cp—a € C.

En consecuencia, un codigo lineal C es ciclico si es cerrado bajo todos los desplaza-
maientos ciclicos

CoC1.--Cp—9Cp_1 €EC > Cp...Cp_1Cq...Cx—1 €C,
para todo k € {0,1,...,n— 1}.

Observaciéon 1.1. Si C C Fy es un cddigo lineal g-ario, a cada palabra cédigo le
podemos asignar un polinomio usando la siguiente funcion,

®:CCF, — F,lz]

n—1

¢ = (co,C1,C2 ey Cpy) > D) = chxl
i=0
Consideremos F,[z] el anillo de polinomios con coeficientes en F, y 2" —1 € F,[z]. Sea

- ]Fq[x]
=

que n, con la suma y producto de polinomios usual, seguido de reducciéon modulo z" —1.

el anillo cociente usual, es decir el anillo de polinomios de grado menor

Si (co, 1, ..., Cn1) € C, entonces

z(co+ ez + .. + 12" ) = (o + 2 + ..+ ¢pg2™) mod(z" — 1)

-1
=Cp_1+ Cox + ...+ Cpox" .

La aplicacién ® en realidad es un homomorfismo de anillos que envia palabras del
c6digo C en polinomios en el anillo Fy[x]. Méds ain, se puede demostrar que C es un
Fy[z]
(zn —1)
[13|, pdg.151]). En consecuencia estudiar cédigos ciclicos es equivalente a estudiar ideales

del anillo R,, con la particularidad de que R,, es un dominio de ideales principales.

codigo ciclico, si y solamente si, ®(C) es un ideal del anillo cociente R,, = (ver
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Capitulo 2

Anillos de grupo y matrices

Sean R un anillo con 1z y G un grupo.

Fijemos la lista finita {g1, g2, . . ., g } de elementos de G. Dado a = > ay, 9, = ag, 91+
i=1
Qg G2+ ...+ g, 0, € RG, su RG-matriz (que pertenece al anillo de matrices n x n con
entradas en R, M,(R)) es definida por

Yoo Ygrlgo Qo1 tgn
o —1 o —1 o -1
g 91 9o 92 9o g
M(RG,a) = | ™ ° 2
Yoular Yonles Qyrtgn
Podemos ver que las columnas y filas de esta matriz son esencialmente etiquetadas
por gi,9s,--.,gs ¥ SUS inversos respectivamente de la siguiente manera, la primera co-

lumna por g1, la segunda columna por gs, etc., y andlogamente la primera fila por g; ',
la segunda fila por g, ', etc. Ademds cada fila y cada columna es una permutacién,
determinada por la multiplicaciéon en el grupo, de la primera fila.

De la definicion es posible mostrar que el conjunto de las RG-matrices, que denota-
remos por Mg (R) es un subanillo del anillo de matrices M,,(R). Adem4s, tenemos el
siguiente resultado:

Teorema 2.1. Dado un grupo G de n elementos, G = {g1,92,.-.,9n}, €xiste un iso-
morfismo de anillos

¢: RG S Mpa(R)
a +— M(RG,a)

entre RG y las RG-matrices sobre R, Mpa(R).
Demostracién. Sean G = {g1,92...,9a}, @ = > 050, b = > fs0; € RG, luego
i=1 i=1
oy, By, € R para todoi=1,2,...,n,y
© . RG — MRG'(R)
a — M(RG,a)
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Veamos que ¢ es un homomorfismo.

Qgtg Qgoig, o0 Quoig
a -1 a -1 v (X -1
9t Yoy lee 9 'g
p(a) = M(RG,a) = = y . R
Qgtgr CYgnlge 0 Qgrlg,

591_191 ﬁgflgz ﬁgflgn
B

(,D(b) _ M(RG,b) _ 595'191 grj'lgz /ngllgn ’
695191 ﬁgﬁlgz e ﬁgﬁlgn
Por otra parte a+b= Zagigi + Zﬁgigi = Z(agi + Bgi)gi = Z((Of + /B)Qi)gi Y ast
i=1 i=1 i=1 i=1
(oz—l-ﬁ)gl—lgl (a+ﬂ)gl—1g2 (Oé—i-ﬁ)gl—lgn
a+fB) -1 a—+ ) 1 oo (a4 B) 1
So(a_l_b):M(RG’a_f_b): ( ‘)92 g1 ( .)92 g2 ' ( ')gg gn
(&—i_ﬁ)gﬁlm (O‘_'_B)gﬁlga (a—i_ﬁ)gﬁlgn
Ademads,
e(a) + p(b) = M(RG,a) + M(RG,b)
Qgrlgr Qgrlgy 77 Qgrig, 691_191 Bgflgz o Bgflgn
_ Qgrtgr Agrlge 77 Qgrlg, n /395191 695192 nglgn
Qgtgr Qgilgy 77 Qgrlg, ﬁgﬁlgl Bgﬁlgz Bgr?lgn
QAgrig + 691_191 Qgrig, + 591—192 T Oty ﬁgflgn
_ g, T 595191 Qgrlgo + 595192 T Qg + 69519n
Qg T 595191 Qgrtg, T Bgﬁlgz Qg ﬁgﬁlgn
(o + /B)gl—lgl (o + ﬁ)gl—ng o (a ﬁ)
_ (a—f_ﬂ)g;lgl (a_’_/B)g;lgg ( /B)
(a+ ﬂ)gﬁlgl (a+ ﬁ)g5192 e (ot ﬁ)gﬁlgn
= M(RG,a+b)

Por lo tanto, p(a+b) = p(a) + ¢(b).

Sea ab = ¢ donde ¢ = Y g, gk, con vy, = > g B, Por lo tanto,

=1 9i9i=9k
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Yot Tortge 7 Torlgn
Yot Yot Yo lg,
plab) = p(c) = M(RG,¢) = | ' Tule 7T Tl
Voilor Tontge T Vgnlgn
Por otra parte,
p(a)p(b) = M(RG,a)M (RG, b)
C1 (&) Ce Cn
+ + 4
Ji—= [Ogrtg Ogrig, coo Qgrig ﬁgflgl /89;192 U Pyt
_ fa— QXgrtgr Ygrlgs Qg lgn 595191 695192 T 5951%
fu = Qgtgr QYgrlge 70 Qgilg, Bgﬁlgl ﬂgglgz T ﬁgﬁlgn

f101 f1€2 flcn
f201 f202 f2Cn

fncl fnCZ fncn

Ahora debemos ver la igualdad de las dos matrices resultantes, para ello veremos que

fmCp = Vyrlg, POTC todos m,p=1,2,...,n.
Sean m,p € {1,2,...,n}. Primeramente tenemos,
Tomtor = Z g, 5
9i9i=9m " 9p

esto por como definimos v, al principio, luego de la multiplicacion de matrices tene-
mos,

fmcp - Z ag;zlghﬂg;lgp’
h=1
Multiplicamos los subindices de o y B de esta ultima sumatoria, y obtenemos

(9" 90) (97, " 9p) = 972" (9n 91 ") 9 = 9" s

para todo h =1,2,...,n, por lo tanto tenemos,

n
Jmep = Zag%lghﬁgglgp - Z g, Bg; = Vomlgp:
h=1

—1
9i9;=9m 9p
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Inyectividad

Sean a y b € RG tales que p(a) = p(b). Entonces M(RG,a) = M(RG,b) y asi

Qgrtgr QXgrlge "7 Qgrlg, ﬁgflgl 591_192 T 591—1%
Qgrlgr Ygrlge 7 Qgilg, | 695191 695192 T /69519n

. . . . - . . . . Y
Aglgr Ygilgs Qglgn ﬁgﬁlgl 595192 T nglgn

por lo tanto a1

g, :/Bgiflgj, para todos 1,7 =1,2...,n.

Ahora existe k tal que g, = 1g ¥y gk’1 = 1¢ entonces
O‘/gi = alcg,- = agkflgi = ﬁglzlgi = Blcgi = ng

para todo i =1,2,...,n, por lo tanto a = > a,g; = y_B4,9; = b.
i=1 i=1

Sobryectividad
Qgrtg Ygrlge Yo ton
o -1 o -1 e (-1

Sea A € Mgg(R), es decir, A = M(RG,a) = | =7 2% %290 0y
Ozg 191 ag 1g2 Oég;lgn

a= ) a,9 € RG, es decir, existe a € RG tal que p(a) = M(RG,a) = A.
i=1

O

El resultado anterior nos permite intercambiar el anillo RG con el anillo Mgg(R) a
conveniencia, obteniendo resultados de uno u otro anillo usando tal isomorfismo.

Para a € RG, ¢(a) denota su RG-matriz, la cual denotaremos por su respectiva letra
mayuscula, es decir, p(a) = A.

También es posible mostrar que en el algebra de grupo FG, con F cuerpo, cada
elemento es o un divisor de cero o una unidad, ademds se establece un método para
determinar cada elemento.

Teorema 2.2. Sea F un cuerpo. Un elemento diferente de cero u € FG es un divisor
de cero si y solo si det(p(u)) =0, en caso contrario u es una unidad.

Para su demostracién primero tendremos que demostrar los siguientes Teoremas y
Corolarios.

Teorema 2.3. Suponga que R tiene identidad. Entonces u € RG es unidad si y solo
si p(u) es una unidad en M, (R).
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Demostracién. =] Sea u € RG una unidad, entonces existe v.€ RG tal que uv =
1ra, esto implica que p(uv) = @(1lrg) = I, donde I, es la matriz identidad en
M, (R), luego p(u)p(v) = I, similarmente o(v)p(u) = I,,, asi p(u) es invertible (o
unidad) en M, (R).

<] Suponga que p(u) es unidad en My(R), entonces existe B € M,(R) tal que
p(u)B = By(u) = I,,, ahora sea u = Y ay,g; = g g1 + Qg G2 + - -+ + g, g, €NtONCES

i=1
Ygrlgr Ygrle Y1 tgn
o —1 o —1 o —1
_ 92 91 9o 92 go 9Gn
p(u) =1 = . .
Ygtgr Ygrlg Qgrlgn
Ahora bien no sabemos si B es RG-matriz, entonces sea b = (B1,52,...,0,) la

primera fila de B. Luego,

ﬁlo‘gflyl + ﬁQO‘g;lgl toee Tt 6"05977191 =1,

Brovgrg, + Bacryry, + o+ Brag g, =0, (2.1)

Blo‘gflgn + ﬁQO‘g;lgn ot B"O‘gﬁlgn =0.

Veamos que W = ag, g1 + Qg g2 + -+ + Qg gn = ag[1919i_191 + O‘gflgzgi_lgz +oee
agflgngi_lgn para todo i =1,2,...,n.

Sea b = 191 + 292 + -+ + Bugn. Luego,

(Bz'gi)u = (ﬁigi)(aglgg -+ Qg G2 4+ agngn)
= Bigiag;1glgi—1gl + Bigi&g;1g29i—192 + -4 Bigiagi’lgngi_lgn
- ﬁiagi_lglgl + ﬁiagi—IQQQQ +- 62’0491-_1%9”'

Por tanto,

bu = (8161 + Bago + .. . + Bugn) (191 + @2g2 + ... + 4, 9n)
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= 510491—19191 + 520492—19191 +oee ﬁnag,;lgl%
+ Blagflgng + 62059519292 + -+ 6710597719292
+

_'_ /Blagl_lgngn + 52ag2_19ngn + e + ﬁnagglgngn

= g1(Brog-rg, + Bacy vy A+ Baargg )
+ 92(510491—192 + ooy, + oo+ Bnory-1,,)
+

+ gn(ﬁlagflgn + 5gag2—1gn +---+ Bno‘gglgn)

=g1 (usando las ecuaciones [2.1)

Entonces bu = g1, luego gy 'bu = g; g1 = 1, por lo tanto g;'b es un inverso de u,
es decir u es unidad en RG.

g

Corolario 2.3.1. Si la inversa de una RG-matriz existe entonces esta inversa es tam-
bién una RG-matriz.

Demostracién. Es inmediato de la demostracion del Teorema[2.3 (pdgina[33).
O

Corolario 2.3.2. Cuando R es conmutativo, u es unidad en RG < ¢(u) es unidad en
M, (R) & det(p(u)) es unidad en R.

Demostracién. La primera equivalencia es el Teorema[2.3.

Supongamos que p(u) unidad en M,,(R), y asi, existe B € M, (R) tal que p(u)B =
I, y asi det(p(u)B) = det(1,,) luego det(p(u))det(B) = 1g entonces det(p(u)) es uni-
dad en R.

Finalmente si det(eo(u)) unidad en R, entonces o(u) es invertible en M,,(R), luego
eziste v € RG tal que p(u)p(v) = I,, entonces p(u) es unidad en M,(R).

U
Corolario 2.3.3. z es divisor de cero en RG < (z) es divisor de cero en M, (R).

Demostracién. =] Sea z un divisor de cero en RG, entonces existe v.# 0 € RG tal
que zv = 0 luego p(zv) = p(z)p(v) = ¢(0) = 0 es decir p(z) es divisor de cero en
M, (R).

<] Sea p(z) # 0 divisor de cero en M, (R) entonces existe B # Opx, € My(R) tal
que ©(z)B = Opxn. Sea b= (P1, B2, ..., 0n) # 0 una columna de B, entonces
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Blo‘gflm + 520‘95%1 +oe Tt ﬁ”agrflgl =0,

Brag-1g, + Bacrry, + o+ Brayory, =0, (2.2)

Blagflgn + 52%;19” ot B”agilgn =0.

Definiendo b = B1g1 + 8292 + - - . + Bngn de igual manera que en la demostracion del
Teorema tenemos que z = ozg_qglg;lgl + ozg_fnggiflgg +...+ ozg_flgng;lgn para todo
1=1,2,...,n, y asi,

Bigiz = Bioy—rg g1 + Bicg-1g, 92 + .+ fivg—1 gn

para todo i = 1,2,...,n, por lo tanto,

bz = By g1+ Batyorg, g1+ o+ Bragrg g1
+ Brag-1g 9o + Patyrg, go + o+ Braygrg go
4
+ Brag—ig gn + Bovy1 g Gn + -+ Lotz g

= gl(ﬁlagflgl + ﬁQagglgz +oF B"agﬁlgn>
+ g2(Bray 1y, + Baciyry, + ot Bragy )
+

+ gn(ﬁlag;{m + 620495192 +... .+ ﬁn%;lgn)

=0 (usando las ecuaciones[2.2).

Luego como b # 0 y bz = 0 entonces z es divisor de cero en RG.

Para el caso cuando R es cuerpo tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.3.4. Cuando R es cuerpo, z es un divisor de cero en RG < ¢(z) es un
divisor de cero en M,,(R) < det(¢(z)) = 0.

Demostracién (Teorema[2.2). u € FG es un divisor de cero si y sélo si det(p(u)) = 0
es el Corolario [2.3.4).

Supongamos que det(p(u)) # 0 € F. Entonces det(p(u)) es una unidad en F, por F
ser un cuerpo, luego por el Corolario u es una unidad en FG y reciprocamente.

g
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2.1 Algunos conceptos

Muchos conceptos y propiedades de las matrices resultan tener equivalentes tutiles
en el contexto de los anillos de grupos. Estos conceptos y propiedades equivalentes son
inherentes al anillo de grupo en si, existiendo independientemente de la lista de grupo
escogida lo que es coherente con la equivalencia de matrices.

Comencemos con el ‘traspuesto’ de un elemento de anillo de grupo

Definicién 2.1. El traspuesto de un elemento a = > a,g € RG esal = > a,g97",
geG geqG

0 equivalentemente, a’ = Y a,1g.
geG
Esto es consistente con la definicién de traspuesta de una matriz. Dado G = {g,
Gas---,gn}, sea A la RG-matriz de a. La entrada (i,j) de la RG-matriz de a’ es
asi AT es la RG-matriz de a”.

a(gflgj)‘l = agjlgz"

El traspuesto a’ también ha sido llamado el anti-automorfismo de a,([6] [pdg. 62]).

T:

Definicién 2.2. a € RG se dice que es stmétrico si y sélo si a a.

Claramente, la definicién es consistente ya que a es simétrica si y sélo si su RG-
matriz A es una matriz simétrica.

Conjuntistamente definimos Wu y ulW con u € RG y W C RG por:

Wu={xu:xeW} y uW={ux:xeW}.

Para z = (ay,a9,...,0,) € R™ asociamos un elemento x € RG acorde a la lista
G' =1{91,92, -, 9.} C G por medio de la aplicacién
Yv: R — RG

xr = a;g; = X.

=1

Por ™!, entenderemos la aplicacién inversa, es decir, 71 (x) = (a1, o, ..., ) = z,
la cual estd bien definida pues es facil ver que 1 es biyectiva.

2.2 (Cddigos desde codificaciones de anillos de gru-
pos

Sea RG el anillo de grupo del grupo G sobre R con G = {g1, g2, - - - , g }. Supongamos
que W es un submoédulo de RG y sea u € RG.
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Definicién 2.3. Sea x € W. Una codificacion de anillo de grupo es una apli-
cacion p : W — RG, tal que p(x) = xu o p(x) = ux. En el seqgundo caso, p es una
codificacion de anillo de grupo a izquierda, y en el primero, una codificacion
de anillo de grupo a derecha.

Un cédigo C derivado de una codificacién de anillo de grupo es entonces la imagen
de una codificacion de anillo de grupo, es decir, para u € RG dado y W un submaédulo

de RG,C={ux:xeW}oC={xu:xe W}

Dado que el anillo de grupo RG no es necesariamente conmutativo, entonces permitir
grupos GG no conmutativos posibilita la construcciéon de cédigos no conmutativos. En el
caso que xu = ux para todox € W, C = {xu : x € W} es llamado c4digo conmutativo.

Cuando u € RG es un divisor de cero, él genera un coédigo divisor de cero y
cuando es una unidad, genera un cédigo derivado de unidad.

En la préctica, el submédulo W tiene dimensiénl| r < n. Este puede tener la ba-
se {g1,92,...,9-}. Otros submédulos también resultan utiles, como el generado por
{Gkys Grgs - - g, } con 1 <t < n donde {ky,ko,..., ki} C{1,2,...,n}.

Para los cdédigos derivados de unidad existe total libertad en la eleccién de W (y
por tanto de ), es decir, cualquier W submddulo de RG puede ser usado en la codifi-
cacion. En el caso de los codigos divisores de cero, como mostraremos luego se tienen
restricciones sobre el submédulo W, con el objetivo de garantizar la existencia de una
aplicaciéon uno a uno desde el cédigo a .

Cuando RG es finito y tiene una identidad, RG solo contiene divisores de cero y
unidades, Teorema [2.2] Esto también pasa cuando R es un cuerpo. Cabe destacar que
en otros casos, es posible generar cddigos a partir de codificaciones de anillos de grupo
que no son ni divisores cero ni derivados de unidad.

Definicién 2.4. Sea M un mddulo sobre un anillo conmutativo R con una base finita. Entonces, el
numero de elementos en cualquier base de M se llama la dimension de M.

Teorema 2.4. Sea M un mddulo sobre un anillo conmutativo R. Supongamos que M contiene dos
bases finitas By = {v1,v2,...,um} y By = {wy,wa, ..., w,}. Entonces n =m.

Podemos definir una funciéon ¢ : G — RG asignando a cada elemento z € G el elemento
i(x) = Y agg,donde ay, =1y a, =0sig#x.
geG
Por lo tanto, podemos considerar G como un subconjunto de RG. Con esta identificacion en mente,
podemos decir que G es una base de RG sobre R. Como consecuencia inmediata vemos que, si R es
conmutativo, entonces la dimensién de un médulo sobre R esta bien definido. Por lo tanto, si G es
finito, podemos afirmar que el rank(RG) sobre R es precisamente |G/|.
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Capitulo 3

Cdédigos desde divisores de cero

Nos centramos ahora en la construccion de cédigos a partir de divisores de cero en
un anillo de grupo dado RG.

Consideremos G de orden n y dado por G = {g1, 92, ..., gn} La longitud del cédigo
C sera n, es decir, toda palabra codigo en C tiene longitud n, y su dimensiéon dependera
de la eleccién del submédulo W.

Sean u € RG un divisor de cero, es decir, existe 0 # v € RG tal que uv =0, y W
submodulo de RG con base los elementos de grupo S C G.

Como se defini6 anteriormente en la Seccién un codigo divisor de cero resultante
esC={ux:x e W} =ulWoC = {xu:x € W} = Wu. Asi las cosas, el cédigo
C es construido desde un divisor de cero u, un submoédulo W y, en el caso de RG no
conmutativo, una codificacién a izquierda o derecha prefijada. Describiremos el caso de
la codificacion a derecha, es decir C = Wu. El caso de codificacién a izquierda se puede
describir de manera similar.

Si C = Wu, decimos que u es un elemento generador relativo al submédulo W. Na-
turalmente es posible que C tenga otro elemento generador y de hecho también puede
ser definido en términos de un submédulo diferente W.

Cuando u es un divisor cero, entonces existe un elemento v # 0 con uv = 0 y asi,
y € C satisface yv = 0. Puede suceder que dicho elemento v también determine el
codigo.

Definicién 3.1. v € RG es llamado un elemento de verificacion para un codigo
divisor de cero C si satisface que'y € C si y solo st yv = 0. El codigo puede entonces
ser escrito C = {y € RG : yv = 0}.

37



CODIGOS DESDE DIVISORES DE CERO

Ejemplo 3.1.

Tomando R =179 y G = Cy = {(g:g* = 1), el anillo de grupo serd

3
ZoCy = {Zalgz oy € Zg,gi € 04} .

i=0
Sea u =1+ g, entonces
wu=u’=(1+¢) =1+2¢>+g"'=1+1=0.

Tomando C = ZyCyu, entonces veamos que u es elemento de verificacion.

Sea 'y € ZyCyu, entonces y = xu para algin x € ZsCly, por lo tanto

yu = (xu)u = x(u?) = x0 = 0.

3
Por otro lado, si yu = 0 con 0 # y € ZyCy, por lo tanto, y = > a;g" =

i=0
oo + o019 + 01292 + agg3, de esta manera tenemos que
0=yu
= (a0 + 19 + x29® + asg®) (1 + ¢°)
= g+ g + 029’ + asg’ + apg® + ang’ + an + asg
= (g + a2) + (a1 + a3)g + (o + a2)g® + (a1 + a3)g°,

por lo tanto ag + as = 0 = oy + ag.

i) St ag = 0 entonces g = 0, ahora como'y # 0, tenemos que oy = ag = 1,
asiy = g+¢°> = g(1+ g*) = gu. Para as = 0 se llega a lo mismo de manera
andloga.

ii) Si a; = 0 entonces az = 0, ahora como'y # 0, tenemos que oy = ay = 1,
asiy = 1+ g*> =u. Para az = 0 se llega a lo mismo de manera andloga.

iii) Siag=0a; =ay =az=1tenemos quey =1+g+¢*+¢>=(1+¢*)+ (g +
) =010+9)+9(1+g")=1+g°)(1+g) =u(l+yg)

De esta manera por i), ii) y i) tenemos que 'y € ZoCyu.

Finalmente el cédigo puede ser escrito C = {y € ZyCy : y(1 + g*) = 0}.

Mostraremos mas adelante que dado un divisor cero u y el cédigo C existe un con-
junto {vy,va,...,v,} de elementos en RG tal quey € Csiy sélosiyv; =0, 1< <t

Cédigos divisores de cero con un unico elemento de verificacién son particularmente
utiles y existen varios casos.
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Hemos definido cédigos en RG generados por un divisor cero y relativos a un submodu-
lo W. Note que, ademés de utilizar un divisor cero como un generador, los codigos
también se pueden construir utilizando un divisor cero en su lugar directamente como
un elemento de verificacion, independientemente de si se tiene o no un tnico elemento
generador.

Definicién 3.2. Suponga que T un submddulo de RG. Ty, = {x € T : xv = 0} es
llamado un codigo divisor de cero de verificacion relativo a T

Es de facil verificacién que T, con la accién (g;,x) — ¢:x; g; € G, x € T, es un
submodulo de RG y en el caso donde T' = RG, Ty es en realidad un ideal izquierdo. Sélo
tiene sentido considerar el caso en el que v es un divisor cero, en cuyo caso T, # {0}.
Supongamos que la RG-matriz resultante V' tiene rango n — r. Luego n — r de las filas
de V son linealmente independientes y las otras son combinaciones lineales de estas.
Asi, el c6digo puede considerarse un cédigo (n,r) con matriz de verificacién de tamano
(n — r) x n. En algunos casos, este cédigo tendrd una unica matriz generadora, sin
embargo, en cualquier caso, es posible describir un conjunto de elementos generadores.

3.1 Mobdulos

Restringiremos nuestra atenciéon al caso cuando R es un cuerpo. Algunos de los
resultados se mantienen para dominios enteros y anillos en general. Cabe destacar que
c6digos derivados de unidad no tienen tales restricciones.

Definicién 3.3. Un subconjunto de elementos T' C RG, es llamado linealmente in-

dependiente si, para ax € R, > axx = 0, solo cuando ax = 0 para todo x € T. En
xeT
caso contrario, T es linealmente dependiente.

Como es usual, definimos el rank(7") como el nimero méximo de elementos lineal-
mente independientes de T'. Asi, rank(7") = |T'| si y s6lo si T' es un conjunto linealmente
independiente.

Note que un cédigo divisor de cero C = Wu, donde W es generado por S, es el

submddulo de RG consistente de todos los elementos de la forma ) azgu. Por tanto la
geSs
dimensién de este submdédulo es rank(Su).

Si Su es linealmente dependiente entonces existe un subconjunto S’u de Su que es
linealmente independiente y genera el mismo médulo que Su. Es en este punto que se
requiere que R sea cuerpo. Sea W/ < W submédulo generado por S, luego el codigo es
C =Wu=W'uy Su es linealmente independiente.

La dimensién maxima de un cédigo para un divisor cero dado u es r = rank(Gu). Los

codigos divisor cero son asi (n, k)-cédigos donde k = rank(Su) y k& < r = rank(Gu).
Como se ha senalado, para u'y W dados, siempre es posible encontrar un submédulo W’
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de W (que puede ser el mismo W) tal que W’ es generado por S’ con S"u linealmente
independiente y Wu = W/u. Una manera de encontrar S’ dentro de S es la siguiente,
usar la RG-matriz U asociada a u y obtener una base apropiada para la matriz que
consiste de las filas relevantes de U correspondientes a los elementos de Su.

Un (n,t) cédigo divisor cero puede ser encontrado obteniendo ¢ filas linealmente
independientes filas i1, 1is,...,% de U. Luego, S = {gi,giy,---,Gi,} €s tal que Su es
linealmente independiente y genera un (n,t)-cédigo. El caso t = rank(U) es el codigo
RGu y puede ser obtenido al considerar cualquier t = rank(U) filas linealmente inde-
pendientes de U. Los c6digos con t < rank(Su) son conocidos con el nombre de cédigos
‘acortados’. Sus matrices generadora y de verificacién se obtienen facilmente mediante
los métodos descritos a continuacion.

Sea Su linealmente independiente, y supongamos que W < RG contiene algin v # 0

divisor de cero de u. Asi v =) ay,g, luego
geSs

e (£00):

ges

= Zaggu

geSs
=0.

Dado que Su es linealmente independiente, o, = 0 para todo g € S y asi, v = 0. Se
sigue que W no contiene divisores de cero de u. La afirmacion reciproca es probada de
manera similar.

Ejemplo 3.2.

1) Sea RG el anillo de grupo donde R es cuerpo y G = C,, = (g : g" = 1) el grupo
ciclico de orden n. Supongamos que u € RG es un divisor de cero. Sea r € N el
primer valor tal que el conjunto {u, gu, g*u,...,g"u} es linecalmente dependiente.
Luego r es igual al rank(U) y el conjunto S = {1,9,4% ...,9" '}, genera W.

En efecto, de la dependencia lineal, se tiene que existen escalares a; € R, 0 < i <
r, no todos ceros tales que,

aou + aqgu + ag*u+ -+ oa,_1¢" 'u+ a,g"u = 0.

Suponiendo sin pérdida de generalidad que o, # 0, se sigue que existen escalares
Bie R, 0<i<r—1, con
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2)

g'u=Bou+ Bigu+ Beg*u+ -+ B,_19" M.

Multiplicando la anterior expresion por ¢', se tiene que

g'r-Hu — ﬁougl + Blgl +lu+ 529l+211 I Br—lgr_l—HU-

n—1
Ast, teniendo presente que g" = 1, dadox = Y f,,9; € RG, se sigue que xu puede
i=1
r—1
ser escrito en la forma ) B, g:u, es decir, xu se escribe como combinacion lineal
i=1
de los elementos del conjunto {u, gu,g*u,...,g"'u} y la afirmacién se sigue.

Consideremos el anillo de grupo RDs,, donde R es cuerpo y Ds, = (a,b :
a> =1 ="b"a'oa = b7Y) el grupo dihedral de orden n. Sea u € RG y S' =
{1,b,0%, ..., 071 C {1,b,0%,...,b" 1} tal que (S"U{b*})u es linealmente de-
pendiente. Ahora bien, sea S = S"U{a,ab, ..., ab'} el primer conjunto tal que Su
es linealmente dependiente. Entonces el rank(U) = |S|.

Como en el ejemplo anterior, de la dependencia lineal existen escalares oy € R,
0<i<k-—1, tales que
bku = (ao + lelb + -+ Oék;_lbk_l) u.

Al multiplicar a la izquierda en ambos lados, se sigue que para cada k < m < n,
b™u puede ser escrito en términos de las potencias anteriores a k de b (veces u)
y ast, en términos de S'. Ademds, para algunos f; € R, 0 <1 <1 —1,

ab'u = (g + arb+ -+ ap 10" 4 o + frab + - + fi_rab ) u.
Multiplicando por izquierda por b=t a ambos lados se tiene que

ab™u = (agh™ " + anb™ T 4 bR
+ﬁ0bm_l + 51abm_l+1 + -+ 51_1abm_1) u.
Por lo tanto, para cada | < m < n, ab™u puede ser escrito como combinacion
lineal de los términos b'u, los cuales, como se mostro arriba, pueden ser escritos

en las primeras k potencias de b y en términos de los | elementos anteriores de
la forma ab'.
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3.2 Independencia lineal

La relacién entre filas linealmente independientes (dependientes) de la RG-matriz U
y la independencia (dependencia) lineal del conjunto Su seréd evidenciada.

Suponga que S = {gi,,ir,---, 9.} € G ={01,92,..-,9,} y que U es obtenida de
esta enumeracion de G. Especificamente, se demuestra que las filas {u; , u;,,...,u; } de
U son linealmente independientes si y solo si Su es linealmente independiente.

Teorema 3.1. Suponga rank(U) = t. Sea S C G un conjunto de elementos de grupo
tal que | S |=t+ 1. Entonces, Su es linealmente dependiente.

Demostracién. Sean u,,u,,...,u, las filas de U en ese orden.

Suponga que Su = {g;u,gj,4,...,gj,.,u}. De la definicion, cualquier t + 1 filas
de U son dependientes, asi existen, oy, Q,, ..., a5, ., € R no todos ceros tales que
t+1
Yoot = O1xp. Sea A la RG-matriz que tiene en la primera fila o, en la posicion
k=1

Je-éstma para 1 < k <t+ 1 y ceros en las demds posiciones.

Asi A es la RG-matriz asociada al elemento de anillo de grupo a = «;, g5, + 0, g5, +
oo+ QG GGy - Ademds, AU es una RG-matriz cuya primera fila consiste de ceros y,
por tanto, AU = Oyxp,. Del isomorfismo, au = 0 y por tanto, {g;,u, g;,u, . .. ,gthu} €s
linealmente dependiente como se deseaba.

0

Luego, del ultimo Teorema, se deduce que podemos tomar a .S con r elementos donde
r < rank(U). Si r > rank(U), Su es generado por r elementos S'u (donde S" C S) y
el cédigo es dado por C = W'u donde W’ es el médulo generado por S’.

De manera alternativa, y asumiendo que rank(U) > r, podemos escoger o encontrar
r filas linealmente independientes w; ,u,,,...,u; de Uy luego construir S teniendo los

—11 7 =

u;, como referencia. Sea S = {g;,, gi,, - - -, 9, }- Luego Su es linealmente independiente.

Defina G; como la RG-matriz correspondiente al elemento de grupo g; € G. Esto es
consistente con la notacién para la RG-matriz correspondiente a g;. Entonces G es la
matriz cuya primera fila tiene un 1 en la j-ésima posicién y cero en las restantes. De
esto sigue que G;U es la RG-matriz con la primera fila u;.

Lema 3.1. Suponga que uy,us,...,u, son las primeras filas (o primeras columnas) de
las RG-matrices Uy, Us, . . ., Ug respectivamente. Entonces ayuy+aquy+. . .+asu, = 01y
sty solo st Uy + Uy + ... + asUs = Oy -

Demostracién. Suponga cyu; + ass + ... + asu, = 01xy,. Sea U = aqU; + axlUs +
... + aUs. Entonces U es una RG-matriz donde la primera fila consisten de ceros y
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ast U = 0,,4n-
De otro lado, es claro que si cyUy +axUs+. ..+ aUs = Opxr, entonces ayuy + oty +
coo At asu, = 01y

O

Como una consecuencia directa del resultado anterior tenemos.

Lema 3.2. El conjunto Su = {g;,u,g;,u,...,g;.u} es linealmente independiente si y
solo si {u; ,u;,,...,u; } es linealmente independiente.

Demostracién. Sea Su = {g;,u, g;,u, ..., g; u} linealmente independiente, entonces el
conjunto {G;,U,G,U,... G,; U} de las RG-matrices correspondientes respectivamente
a los gi;u es linealmente independiente, y por lo tanto el conjunto {U;,,Us,, ..., Us, } de
las primeras filas correspondientes respectivamente a las RG-matrices G;,U es lineal-
mente independiente.

La afirmacion reciproca se demuestra de manera andloga.
O

Ahora bien, si el rank(U) = r y, {u;,,u;,,-..,%; } es linealmente independiente,
sigue del Lema [3.2] que Su es linealmente independiente. Ademas en esta situacion se
tiene que C = RG, el ideal a derecha generado por u.

3.3 Elementos de verificacion

A lo largo de esta seccion, consideramos (n,r)-cédigos donde n y r son la longitud
y dimensién de C respectivamente, ademds r = rank(U). La subseccién descri-
be cémo obtener condiciones de verificacién para los (n, k)-cédigos donde k < rank(U).

Claramente, cv = 0 para cualquier palabra cédigo c. La situacién mas conveniente
es cuando el cédigo C tiene un tinico elemento de verificacién, es decir, que y € C es
una palabra codigo si y sélo si yv = 0.

3.3.1 Elementos de verificacién

Definicién 3.4. Un divisor de cero u con el rank(U) = r, es llamado divisor de
cero principal si y solo si existe v en RG tal que uv = 0 y rank(V) =n —r.

Esta es la situacion, por ejemplo, cuando RG es un dominio de ideales principales,
que es el caso cuando G es un grupo ciclico como vimos en el Ejemplo [3.2]

Lo anterior también es posible en otros casos donde para un divisor cero dado u
existe un v con uv = 0 y rank(U) + rank(V) = n; por ejemplo si u?> =0 o uu’ =0
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y rank(U) = n/2 entonces rank(U7) = n/2.

Supongamos que uv = 0 y rank(V') = n — r. Entonces y es una palabra cédigo si y
solo si yv =0 si y sélo si YV = 0,,«,. Esto no es inmediatamente obvio y depende del
hecho de que U y V son RG-matrices; la prueba, en etapas, se muestra a continuacion.

Lema 3.3. Sea y la primera fila de una RG-matriz Y. Suponga V' una RG-matriz.
Entonces YV = Opxyp sty s6lo si yV = O1xn.

Demostracion. Si YV = 0,x, entonces claramente yV = 01y,

De otro lado, si yV = O1xn, entonces YV es una RG-matriz con la primera fila
consistente de ceros, YV = 0,xp.

OJ

Teorema 3.2. Sea C = {xu : x € W} donde W es generado por S tal que Su es
linealmente independiente y |S| = rank(U) = r. Supongamos ademds que uv = 0 en
el anillo de grupo RG de modo que rank(V) =n —r, es decir, u € RG es un divisor
de cero principal. Entonces 'y es una palabra codigo si y solo st yv = 0.

Demostracién. =] Siy es una palabra cddigo entonces y = xu para algin x € Wy
asi yv = xuv = x0 = 0.

<] Ahora bien, si yv = 0, entonces dado que uv = 0 en RG, se tiene UV = 0,
donde rank(U) = r y rank(V) = n — r. Por definicion el espacio nulo de V' dado por
n(V) ={z : 2V = 01xn}, es el conjunto de todos los vectores (fila) que anulan a V.
Como el rank(V) =n —r, del Teorema de la Dimension, el rango de n(V') es r. Dado
que U tiene rango r, las filas de U generan el espacio nulo de V', n(V).

Una vez que YV = Opxn, de la definicion, las filas de Y pertenecen a n(V') y por
tanto, las filas de Y son combinaciones lineales de las filas de U. En particular, la pri-
mera fila de'Y wviene dada por y = qU donde q es un vector 1 x n. Sea ) la RG-matriz
cuya primera fila es q; como sabemos las RG-matrices quedan totalmente definidas por
su primera fila y asi, QU es una RG matriz cuya primera fila es y, la primera fila de
Y. Por lo tanto, Y = QU. De esto, se sigue que y = qu (donde_q es el elemento de
anillo de grupo correspondiente a la RG matriz Q).

n

Necesitamos mostrar que qu € C. Sea q = Y «a;g; y supongamos que g; tiene coefi-
i=1

ciente no nulo en dicha suma con g; ¢ S. Entonces {gi;,u, gi,u, ..., g;.u, g;u} es lineal-

mente dependiente por Teorema donde los primeros r elementos son linealmente

independientes. Asi las cosas, existen escalares no todos ceros tales que gju = frg;, 1,
k=1
es decir, gyu es una combinacion lineal de elementos de Su y por tantoq € W yy € C.

g
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Corolario 3.2.1. El c¢édigo C = {xu : x € W} tiene un unico elemento de verificacion
sty solo siu es un divisor de cero principal.

Demostracién. =| Sea C = {xu : x € W} un cddigo generado por el divisor de cero
u y el submodulo W de RG con un unico elemento de verificacion v € RG. Supon-
gamos que el rank(U) = r yuv = 0, luego UV = 0,xpn. Por lo tanto VIUT = 0,y
yrank(UT) = r y de esta manera rank(n(UT)) = n—r, por el teorema de la dimension.

De la definicién de rango basta considerar el caso rank(VT) =m > n —r, es decir,
VT tiene m filas linealmente independientes, vy, vy, ..., 0, .

Sim > n—r, de la igualdad VIUT = 0,,4n, las filas de VT pertenecen al espacio nulo
n(UT), es decir, vy, vy, ...,v,, € n(UT), lo cual contradice que rank(n(UT)) =n —r.

<] Sea u un divisor de cero principal en RG, es decir, existe v € RG tal que uv = 0
yrank(V) =n —r, luego por Teorema y es una palabra codigo si y sélo st yv =0,
es decir, v es un elemento de verificacion.

Supongamos ahora que v no es el unico, es decir, existe z € RG otro elemento de
verificacion para C, luegoy € C si y solo siyz = 0, es decir xuz = 0 para todo x € W,
por lo tanto uz = 0.

Por hipétesis tenemos que uv = 0, de ahi que UV = 0,,,, por lo tanto VIUT =
Onxn, €s decir, las filas de VT pertenecen a n(UT), y también tenemos que rank(V) =
n —r, luego rank(V?) = n — r, ademds como rank(U) = r entonces rank(UT) = r,
por lo tanto rank(n(UT)) = n —r, y asi las filas de VT generan n(UT).

Ahora como uz = 0, entonces UZ = Opxn, por lo tanto ZTUT = 0,4, ast las filas de
ZT pertenecen a n(UT), entonces las filas de ZT son combinaciones lineales de las filas
de VT, por lo tanto las filas de Z son combinaciones lineales de las filas de Z, entonces
w es un multiplo escalar de v.

O

3.3.2 Condiciones generales de verificaciéon

En esta seccién el espacio nulo de U serd n(U) = {z : Uz = 0,x1} donde z es un
vector n x 1. Dado que U tiene rango r, del Teorema de la Dimension, el rango de
n(U) es n — r. Sea {vy,vy,...,v,_,} una base para n(U); donde los v, son vectores
columna n x 1. Sea V; la RG-matriz con primera columna v,. Claramente UV, = 0,,x,
para 1 < i < n —r dado que UV, es la RG-matriz con la primera fila consistente de
ceros, y asi debe ser la matriz 0,,5,. Asi las cosas, uv; = 0 donde v; es el elemento de
anillo de grupo correspondiente a la RG-matriz V;.
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Note que el espacio nulo de U se obtiene facil y rapidamente usando operaciones
lineales sobre las filas de U. La base para el espacio nulo puede leerse de la forma es-
calonada reducida de U, que también da al generador en su forma estandar. La forma
escalonada reducida también permite producir una matriz de verificacion para la co-
rrespondiente codificacion R"™ — R™.

Asi, si y es una palabra cédigo, entonces yv; = 0 para 1 < ¢ < n — r. Siguiendo una
demostracion similar a la del Teorema [4.2| obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3. Suponga u es un divisor de cero, rank(U) =r y W es generado por S
con r elementos tal que Su es linealmente independiente. Sea v; definido como arriba.
Entoncesy € C siy solo si yv; =0 para todo 1 <1 <n—r. Mads ain 'y es una palabra
codigo sty solo st YV; = 0pxn.

No son necesarios todos los v;, solo los suficientes para que las correspondientes ma-
trices V; contengan una base para el espacio nulo. En muchos casos, se puede encontrar
un V; particular de rango n — 7.

3.4 Coddigos dual y auto-dual

Por definicién, el dual de un cédigo C, denotado por C*, considerado como vectores
sobre R" es su complemento ortogonal, es decir Ct = {v € R" :v-u = 0,Vu € C}.

Sean x = Y ayg, Yy = »_ Brh € RG. El producto interno o punto de x e y es dado
gea heG
por la expresién

X -y= Zagﬁh.

g,heG

Asi, el dual de un cédigo a partir de una codificacién de anillo de grupo viene dada
por
Ct={yeRG:y-(xu)=0,vxec W}

En el caso de un cédigo divisor de cero tenemos.

Teorema 3.4. Sean u,v € RG, con U y V sus RG-matrices y tales que uv = 0,
rank(U) = r y rank(V) = n —r. Sea W un submddulo de RG con base S C G de
dimension r tal que Su es linealmente independiente y dendtese por W+ el submddulo
de RG con base G\ S. Entonces el cddigo C = {xu : x € W} tiene cddigo dual
Ct={xvl:xe Wt} ={y € RG : yu’ = 0}.

Demostracién. Note que v! es un divisor de cero, que rank(V?) =n —r y que W+

no contiene un divisor de cero de v’ , ver Seccién . Ast, hay una aplicacion 1 — 1
entre los conjuntos W+ y {xvl : x € Wt}.

46



3.4. CODICOS DUAL Y AUTO-DUAL CODIGOS DESDE DIVISORES DE CERO

Resta mostrar que este ultimo es el dual de C.

Sea z € RG no nulo.

Afirmacion: xu-z = 0, para todo x € W si y sélo siz = yv! para alginy € W+,
Suponga z = yv! y sean x,y € RG.

Recuerde que x = ¢~ (x),y =1 '(y) son los vectores en R" correspondientes a X e
y. Asi

XU-z=Xu-yv! = gU(gVT)T = @(UV)QT = 0.

Reciprocamente, suponga que xu-z = 0, para todo x € W. Sin pérdida de generalidad,
supongamos 1 € W.

Entonces u-z = 0 implica zu’ = 0 y como u
cédigo generado por, v

T es el elemento de verificacion para el

,z=yv! para alginy € W+,
OJ
Como una consecuencia tenemos en el caso de cddigos auto-duales que:
Corolario 3.4.1. C* =C si y sélo si uu? = 0 y rank(U) = n/2.

Demostracién. =] Supongamos Ct =C, y sea'y € C, es decir, y = xu para x € W.
De la hipdtesis, y - (xu) = 0, para todo x € W, asi

y - (xu) =0,
() - (u) = 0,
xu(xu)’ = 0,
xuu’x? =0,

para todo x € W. Por lo tanto uu’ = 0.

De la definicion de rango basta considerar el caso rank(U) = r > n/2, es decir, U
tiene r filas linealmente independientes, u,, Uy, . .., u,, ademds rank(UT) = r y por lo
tanto rank(n(UT)) = n —r, por el teorema de la dimension.

Sir > n/2 entonces —r < —n/2, y asin —r < n—n/2 = n/2. De la igualdad
uu’ = 0 tenemos que UUT = 0,,x,, y por lo tanto uy,uy, ..., u, € n(UT), lo cual con-
tradice que rank(n(UT)) =n—r <n/2.

<] Sea uu” = 0 tal que rank(U) = rank(UT) = n/2. Se sigue que u es un divisor

de cero principal, y asi del Corolario u’ es el inico elemento de verificacion, por
lo tanto de la Deﬁn@'cidn C ={y € RG : yu” = 0}.
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Finalmente del Teorema tenemos que Ct = {y € RG : yul = 0}, asi, C = C*.

g

De los resultados anteriores, un cédigo divisor de cero auto-dual es un cédigo obtenido
del divisor de cero u con uu’ = 0 y rank(U) = n/2. Diremos que un c6digo obtenido
de u es de auto-verificacién si u? = 0, en cuyo caso es equivalentemente auto-dual, dado
que el codigo v su dual son equivalentes.

Ejemplo 3.3.

1)

Teniendo presente los resultados anteriores, podemos obtener codigos auto-duales
en RG de la siguiente manera. Suponga que |G| =n=2m y G ={g1,92,---,Gn}-
St u € RG satisface

i) u? =0,

i) u=u’, luego uu’ = 0,
iii) rank(U) =m.
Entonces u genera un codigo auto-dual. Veamos dos ejemplos especificos.
Sea G = Cy x Cy donde Cy = {a : a* = 1) y Cy = (h : h* = 1). Consideremos el
anillo de grupo ZoG donde un elemento genérico es

l+a+a’>+a®+h+ ha+ ha® + ha®.

Sea u =1+ h(a+ a®+ a®) elemento en este anillo. Entonces,
w=1+ra*+a"+a®)=1+a*+14ad" =0,
u’ = 17" + (ha) ™t + (ha®) ™' 4 (ha®) ™ = 1+ ha® + ha® + ha = u

I B

Asi, rank(U) < 4 y la RG-matriz de u estd dada por U = (B I

) de lo cual se
sigue que rank(U) = 4.

Algunos cdlculos en ZoG nos llevan a que los elementos en ZsoGu son:

{0,1+a+a®>+ha®,14+a+a®+ha®, 1 +a+h+ha 1+ a®+d®+ ha,
1+a*+h+ha®,1+a®+ h+ha®, 1+ ha+ ha® + ha®,a + a* + a® + h,
a+a®>+ha+ha® a+a®+ ha+ ha®,a+ h+ ha* + ha®, a® + a® + ha® + ha?,
a® 4+ h+ha+ ha®,a® +h + ha+ ha*, 1+ a+a® +a® + h + ha + ha® + ha®}

Para el cdlculo de la distancia d(C), haremos uso de la Tabla[5.1] donde a; en la
vertical representa alguno de los elementos en C = ZoGu.

Como se puede ver en la Tabla [3.1) d(a;,a;) > 4, i # j. Luego d(C) = 4 y asi
tenemos un (8,4,4) cddigo que debe coincidir con el cédigo auto-dual extendido
de Hamming.
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1 a a’ a’ h ha ha? ha?
ag 0 0 0 0 0 0 0 0
aj 1 1 1 0 0 0 0 1
as 1 1 0 1 0 0 1 0
as 1 1 0 0 1 1 0 0
ay 1 0 1 1 0 1 0 0
as 1 0 1 0 1 0 1 0
ag 1 0 0 1 1 0 0 1
a; 1 0 0 0 0 1 1 1
ag 0 1 1 1 1 0 0 0
ag 0 1 1 0 0 1 1 0
ajg 0 1 0 1 0 1 0 1
aj] 0 1 0 0 1 0 1 1
ao 0 0 1 1 0 0 1 1
a3 0 0 1 0 1 1 0 1
aj 0 0 0 1 1 1 1 0
as | 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabla 3.1: Elementos en Z,Gu

2) El codigo binario extendido de Golay. Consideremos el anillo de grupo
ZioDoy con Dyy = {a,b: a*> =1= b2 ab=b""ta) el grupo dihedral de orden 24. El
codigo se puede construir utilizando cualquiera de los dos siguientes divisores de
cero:

u=1+ab+b*+b"+0"+°+0" +b°), y
v=1+a®+b+b°+0"+b°+ 00 +p).
Usaremos el primer divisor cero. Todos los resultados y propiedades dados a con-
tinuacion son vdlidos para el sequndo.

Como se menciona en [4], “Los divisores de cero anteriores fueron descubier-
tos por bisqueda computacional usando GAP [J|].” Los autores escribieron un
programa para buscar todos los anillos de grupo sobre Zs con grupos de orden
veinticuatro. La busqueda fue orientada a divisores de cero de rango doce y que
genere un codigo con distancia minima ocho. Treinta y seis mil ochocientos sesen-
ta y cuatro de tales divisores de cero se encontraron en el anillo de grupo dihedral.

De estos, veinticuatro tienen la forma 1+ ax, donde X es una suma de potencias
del elemento de grupo b, similares a u y v anteriores. Para el caso de u y v
tenemos

u=14ad y v=1+af.

Curiosamente, los otros veintidds tienen la forma 1 + a(b')d y 1 + a(b)f para
1 <i<11. Como es claro d y f son elementos del anillo de grupo, y asi usando
la definicion de trasposicion dada en la Seccion |2.1

49



3.4. CODICOS DUAL Y AUTO-DUAL CODIGOS DESDE DIVISORES DE CERO

d” = (b b 20 b b T Y) = DB D DT 0 0 b = f

Como veremos a continuacion el cdalculo de la distancia minima del codigo aso-
ctado con el elemento u es bastante sencillo.

Para tal efecto usaremos la lista Dyy = {1,b,0%,...,b" a,ab,al?, ... ab''}. De
esta lista, las RG matrices de todos los elementos son de la forma:

XY

Y X|’

donde X eY son respectivamente matriz circulante y circulante inversa. La sub-
matriz X contiene los coeficientes de los elementos de grupo de la forma b* para
0 <i < 11. Del mismo modo, en'Y aparecen los coeficientes de ab’.

En el caso de u =1+ a(b+ b* 4+ b* + b° + 0% + b" + b%), su RG-matriz U viene
dada por:

I A
il

donde I = I 5 es la matriz identidad de orden 12 y la matriz A de orden 12 x 12
viene dada por:

—_— —_, O, R, OO0, O~
_ == O R kOO0 0O
— R R RO, R, OO R~O
O R PR R R ORFRRFROOO R
—_ O === 2O~ OOO
O R O R R FHEF EFEFORFRMFBFOO

OO RO FFEFEFORFRFO
O OO R O R KFHFEMFHORF KM
— OO0 RO, RFRRFEEFEOHF
_——_ 0O OO O K == O
O R R OO OO ==
— O R, OOOFK, O -

Para la auto-dualidad de u, veamos que u genera un codigo auto-dual, usando las
condiciones anteriormente mencionadas,

u=u"u’=0 y rank(U) = |Dyl/2.
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Ahora calculemos u” y comparémoslo conu. En efecto, cada elemento de la forma
ab® en Doy es su propio tnverso, dado que

ablab® = b rab " tab’

= b 2ab2ab’

=baab’ = 1.

Asi las cosas,

u” = (1) +(ab) '+ (ab®) T+ (ab®) T+ (ab®) T+ (ab®) T 4 (ab”) T (ab?) T =,
de donde sigue directamente que U = U™ .

Ahora bien,
u? = (1+ad)? =1*+2ad + (ad)* = 1 + adad = 1 + a*d"d = 1 + d"d,

donde d = b+b>+b* 40> +b5 +b"+b°. La condicion 1+d’'d = 0 que necesitamos, se
cumple si y sélo sidd = (b +b"0+08+b"+°+05+b%) (b+b*+ b +-b°+00+-b"+1°) =
1, lo cual es cierto. Asi las cosas, u?> = 0.

Veamos que la dimension del codigo es doce. La dimension del codigo generado
por u es el rango de su RG-matriz U. Como vimos u® = 0, lo que implica que
U? = 0guxoa, la matriz nula de veinticuatro por veinticuatro. Esto implica que el
rango de n(U) es mayor o igual que el rango de U. Por lo tanto, el rango de U
es a lo mas doce. Dado que U tiene la matriz identidad de orden 12 en su parte
superior izquierda, su rango es al menos doce. Asi las cosas rank(U) = 12.

Por tanto el codigo generado por u es auto-dual de dimension 12. Nos falta por
determinar su distancia minima.

La forma estdndar de la matriz generadora de un codigo sobre un anillo de grupo
es la RG-matriz en forma escalonada reducida. Como vimos la RG-matriz U es
de rango 12 y sus primeras doce filas consisten de la matriz de identidad de orden
12 y la matriz A descrita arriba. Por tanto, la matriz G = [I|A] es la matriz gene-
radora de nuestro codigo. Nuestra construccion ha creado G en forma estandar.
Como vemos, la primera fila de G es de peso ocho, y por construccion las restantes
filas son simplemente una permutacion de esta primera fila. Asi, todas las filas de
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3.4. CODICOS DUAL Y AUTO-DUAL CODIGOS DESDE DIVISORES DE CERO

G son de peso ocho.

Ahora, dado que el codigo generado por u es auto-dual este es auto-ortogonal. Es
bien sabido que cualquier codigo auto-ortogonal generado por una matriz cuyas
filas son todas de pesos divisibles por cuatro solo contiene palabras codigo de peso
congruente a cero mddulo cuatro (ver [11)]). Por tanto, cada palabra cédigo en el
codigo generado por u tiene peso congruente a cero modulo cuatro.

Es claro que cualquier combinacion de n filas de la matriz identidad tiene exac-
tamente peso n. La matriz G contiene la matriz identidad I y, por tal motivo,
cualquier combinacion de n filas de G tiene un peso al menos n. Asi, cada com-
binacion de cinco filas o mds de G tiene un peso mayor a cuatro.

Ademds, como ya vimos cada fila de G tiene un peso de ocho. Por lo tanto, solo
necesitamos mostrar que ninguna combinacion de dos a cuatro filas de G tiene un
peso de cuatro.

Ast, G = [I|A] y cada suma de n filas de I tiene peso n. Usando estos hechos
podemos reducir nuestro argumento para probar que ninguna combinacion de dos
a cuatro filas de G tiene peso cuatro.

Ninguna suma de ninguna cantidad (aparte de cero) de filas de A suman cero
ya que es de rango completo. Esto se deduce del hecho de que U? = 0. Usando
multiplicacion por bloques tenemos:

eli g 1

I+A2 A+ A
A+ A T4 a2| = O

:>I+A22012><12
= A?=17

Por lo tanto, A es su propia inversa y, en particular, es de rango completo doce.

Esto concluye la prueba de que G genera un codigo con distancia minima de ocho.
Por lo tanto, de la unicidad, este es el cddigo binario extendido de Golay [1])].

Como vemos, el codigo binario extendido de Golay puede ser construido a partir
de un divisor de cero en un anillo de grupo, asi, es posible usarlo en el marco
ofrecido por anillos de grupo.
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Capitulo 4

Cdédigos de unidades

En este capitulo, se construyen codigos a partir de unidades en anillos de grupo.
Sea u una unidad en RG, donde G = {g1, 92, ..., gn}- Sea W un submédulo de RG ge-
nerado (como un R-mddulo) por r elementos de grupo S = {gx,, Gk, - - - » G, } cOD T < M.

Como se definié en la Seccién [2.2] el c6digo derivado de unidad C = {ux : x € W}
o C = {xu:x € W}, se construye asi a partir de una unidad u, un submédulo W,
y, cuando RG es no conmutativo se elige una codificacién a izquierda o derecha. En lo
que sigue trabajaremos con codificacién a derecha (x — xu). El caso de codificacién a
izquierda (x — ux) es andlogo.

Ahora ¢ es una palabra c6digo (es decir, ¢ pertenece a C) si y sélo si cu™! € W, es
decir, si y s6lo si los coeficientes de elementos en G'\ S en la representacién de cu™! son
cero. Como lo vemos multiplicar una palabra cédigo por el inverso de la unidad permite

recuperar la entrada original.

Un codigo derivado de unidad también puede ser considerado como una aplicacion de
R" en R™. Primero, el vector z = (aq,aa,...,q,) € R" es enviado via Ay (z) = iaigki
a un elemento x € W. Asi se obtiene una palabra cédigo xu € C que puede serlzlscrita
por xu = iﬁigi. Esto da una codificacién x — (1, Bs, ..., 5,) la cual es la aplicacién

=1
de R" — R"™ deseada.

También asociamos a cada codigo derivado de unidad un cédigo equivalente D llama-
do cédigo matricial generado. Este es un cédigo de R" en R"™ que tiene una matriz
generadora r X n extraida de la RG-matriz U y una matriz de verificacién que se extrae
de U™, Si A es tal matriz generadora, entonces D = {zA : z € R"}. La distincién entre
los codigos C v D es de conveniencia. Como son equivalentes, cualquier implementacién
practica funciona en la produccion de D o C directamente, dependiendo de lo que se
desee.
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4.1. M. GENERADORA Y DE VERIFICACION CODIGOS DE UNIDADES

4.1 Matrices generadora y de verificacion

Examinemos ahora las matrices generadora y de verificacién que resultan de un codi-
go derivado de una unidad. Supongamos uu~! = 1 en el anillo de grupo y sean U y
U~ las correspondientes RG-matrices de orden n.

Primero, considere W el submdédulo generado por {g1, g2, - .., g-} con r < n (es decir,
tiene como base los primeros r elementos en la lista elegida de G). El caso en que W
tiene una base general de elementos de grupo puede ser tratado de una manera similar.
De la definicién de W un elemento z € W tiene la forma

r
i=1

Dividiendo las matrices U y U~! en matrices por bloque en la forma

U:(é) y U'=(C D),

donde los 6rdenes de A y B son respectivamente r x ny (n—7r) xny, losde C'y D
sonnXrynx(n—r).

Ahora, como UU ! = I entonces AD = 0. Es ficil ver que A es una matriz generadora,
para el cédigo matricial generado. A continuacién mostramos que DT es una matriz de
verificacién:

Teorema 4.1. Seany € R" y D = {zA:z € R"}. Entoncesy € D si y sélo siyD = 0.

Demostracién. Si y = zA para un cierto x € R", entonces claramente, yD =
z(AD) = 0.
De otro lado, si yD =0,

A

wv =y 0) () =6c w0) () =6 0) ;) =uca

Ahora yC' pertenece a R", y por tanto y = gU‘lU = zA para algin x € R" como se
requeria.

Y

OJ

Del tltimo resultado y € D si y sélo si yD = 0, lo que equivale a decir que DTy" =0
y por lo tanto, y € D siy sélo si yD = 0 si y sélo si DTy" = 0. Note que la matriz
generadora A de orden r x n y la matriz de verificacién DT de orden (n —r) x n produ-
cidas desde la unidad u y el submédulo W tienen rango completo permitido, r y n —r
respectivamente.
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4.2. CONSTRUCCION CODIGOS DE UNIDADES

Dado que una unidad u en un anillo de grupo se asocia a una matriz no singular U,
podemos construir codigos desde unidades. Es claro que cualquier matriz no singular
produce un codigo usando los argumentos arriba mencionados, solo que en este caso no
es posible explotar la estructura algebraica del anillo de grupo.

Cuando W es generado por una base general, S = {gx,, Gky, - - -, Gk, }, las matrices
generadora y de verificaciéon son obtenidas borrando y adicionando ciertas filas y co-
lumnas de U y U~!. Una matriz generadora resulta de la matriz r X n que consiste en
las filas k1, ko, ..., k. de U. Ademds, sea D la matriz (n — r) X n obtenida borrando las
columnas ki, ks, ..., k, de U! y asi, DT es una matriz de verificacién.

4.2 Construccién de cédigos derivados de unidad

Las matrices generadora y de verificacién para el cédigo matricial generado D son
inmediatas de la construccion. Sin embargo, trabajar con el cédigo derivado de unidad
C directamente puede ser ventajoso. Por ejemplo, usar las condiciones de verificacion
del anillo de grupo directamente puede ser el mejor método para decodificar.

En resumen, el cédigo derivado de unidad de longitud n y dimensién r puede cons-
truirse de manera relativamente sencilla como sigue. Elija un grupo G de orden n y un
anillo R sobre el cual se definird el cédigo. Normalmente, R es un cuerpo pero esto no
es un requisito; cédigos sobre el anillo de los enteros, anillos de matrices u otros anillos
son también ttiles.

Tomando una unidad u y su inverso u™! en el anillo de grupo RG. Como se ha
demostrado anteriormente, en el Capitulo [2, si R es un cuerpo o RG es de orden finito,
cada elemento en RG es un divisor cero o una unidad. Los anillos de grupo RG son
ricos en unidades.

En general, cualquier conjunto de r elementos del grupo asocia un submaédulo W,
el cual generara un cédigo; en particular, los primeros r elementos {g1, go, ..., 9.} de
acuerdo con una lista de G sirven para tal efecto.

Puede resultar ventajoso escoger otra (apropiada) base , con el propésito de incre-
mentar la distancia minima del c6digo u optimizar algin otro de sus parametros. Esta
libertad en la escogencia de la base conduce al concepto de base optima para una
unidad dada u € RG y dimension r, llamada la mejor base:

arg max min  wt(xu *
arg max | min, (xu), (%)

donde W (S) denota el submddulo generado por S, wt(xu) el nimero de coeficien-
tes distintos de cero de xu y la funcién arg max, estd definida de la siguiente manera:
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4.2. CONSTRUCCION CODIGOS DE UNIDADES

arg maxf(z) = Sz € A: f(x) = majcf(y)}, es decir, el conjunto de elementos de A
€A ye

que son maximos globales en A. Por lo tanto para nuestro caso (x) nos da el S C G,

con |S| = r, tal que min  wt(xu) sea maximo, es decir, el peso minimo de C sea
xeW(S)

mAaximo.

Esta flexibilidad en la elecciéon de » y W son las principales ventajas de un cédigo
derivado de una unidad sobre un codigo divisor de cero.

Ejemplo 4.1.

En el anillo de grupo ZoG, siv? = 0, entonces (1+v)? = 1. Consideremos el anillo
de grupo ZyCs, con Co, = (g : g*" = 1), sea v; = g'+g" '+ g" T+ g?" " € ZyCo,,.

Entonces,
vi = () + (") (") + (g
R N S
. Ly R L,
I I e
Y

VI = (g) 7 4 (") (¢ T (¢ T = g2 g g g g = v

Por lo tanto todos los v, que son combinaciones de los v;’s, satisfacen que v? =

vvl = 0. Finalmente, u = 1 + v satisface que u> = uu’ = 1 y da una serie de

unidades ortogonales. Como ya vimos, no hay problemas de rango ya que estos
son codigos derivados de unidades.

Un ejemplo especifico de lo anterior es el siguiente: tomando n = 7 tenemos el
anillo de grupo ZoChy con Cy = (g : [ a— 1), si tomamos i = 2, entonces
vo = g%+ ¢° + ¢° + ¢'% y por lo tanto

u=1l+vy=1+¢"+¢"+g"+g"

satisface que u?> = uu’ = 1. Ahora bien, tomando el submdédulo W dado por

13 13
W = {Zaigi toy € Z27ZOC7; = 0} :
algunos cdlculos de multiplicar elementos de W por u son:
(1+gu=u+gu
14 P4 P+ 4+ 924+ + g2+ g+ g
4 P4 P+ P+ g%+ P+ g2+ P+
=1+g',
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4.3. OBTENCION DE UNIDADES CODIGOS DE UNIDADES

(2 +¢°+¢° + ¢)u = g*u+ g°u+ g'u+ ¢g*%u
292+g4+g7+911+gl4+g5+g7+glﬂ+gl4+gl7+
99+gll +gl4+gl8+921+912+gl4+gl7+921+924
=+ +9 +g"+1++g +¢ 0+ 1+ 4+
99+gll+1+g4+g7+gl2+1+93+g7+910
292_’_95_’_99_’_912’

(g3+g4+96+g8+g10+g11)u:g3u+g4u+g6u+g8u+g10u+gllu
P4 P+ 4%+ g5+ g + o+ P
gl3+glﬁ+gﬁ+98+gll+gl5+gl8+98
+910+913+gl7+920+910+912+915+919
+922+911+913+916—|—920+923
=9 +9+9+ 9% +g+g' +4 + 4
+gl3_'_g2_'_g6+98+gll+g+g4+g8
+910+913+93+96+910+912+g+g5
+98+gll+913+92+96+99
=g+g°.

De manera andloga para los demds elementos de W, se obtiene que Wu =W, y
por lo tanto el codigo C es

13 13
C = {Z&Zgl Ty € ZQ,ZO@ = 0} .
1=0 1=0

De esto altimo se puede ver que la distancia del cédigo es d(C) = 2. Asi las cosas
C es un (14,7,2) cddigo derivado de unidad.

4.3 Obtencion de unidades

Los anillos de grupo son una fuente rica de unidades. Existen unidades y son conoci-
das en RG, donde R puede ser cualquier anillo y no solo un cuerpo, y, a partir de ellas,
se pueden construir codigos de diferentes tipos. Una vez que se conoce una unidad,
aun se tiene opciéon para el submédulo y dimensién del cédigo y por tanto codigos de
diferentes dimensiones pueden ser obtenidos desde de una unidad dada.

Para describir completamente un codigo derivado de unidad en términos de condi-
ciones del generador y las condiciones de verificacion, son necesarios una unidad y su
inverso. El inverso puede ser conocido desde el algebra; féormulas explicitas generales
para ciertas unidades y sus inversas, en anillos de grupo son conocidas, consultar [I3]
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4.4. CODIGOS DUAL Y AUTO-DUAL CODIGOS DE UNIDADES

Cap. 8] y las referencias alli mencionadas. En el caso de anillos de grupo sobre grupos
ciclicos, vale la pena senalar que el algoritmo euclidiano, el cual es extremadamente
Rlx]
<zt —1>
riacién del algoritmo euclidiano también puede usarse para encontrar inversos en RG

cuando G es un grupo dihedral.

rapido, puede usarse para obtener un inverso, dado que RG = . Una va-

La combinacién de unidades en un anillo de grupo es también una unidad. Esto
puede explotarse para producir nuevas unidades, que no son de la misma forma que las
originales y de las cuales se pueden derivar nuevos cédigos.

4.4 Cbdigos dual y auto-dual

Recordemos de la Seccion que el dual de un coédigo de una codificacion de anillo
de grupo es C+ = {y € RG : (xu) -y = 0,Vx € W}, y de la Seccién [2.1] el concepto de
transposicion de un elemento de anillo de grupo. A continuacién veamos la obtencion
del codigo dual de un cédigo derivado de la unidad u, a partir de (u*I)T.

Teorema 4.2. Sean W un submddulo con base de elementos de grupo S C G y W+
el submddulo con base G\ S. Sea u € RG una unidad tal que uu~' = 1. Entonces el

cédigo dual de C = {xu:x € W} es Ct = {x(ufl)T X € Wl}.

Demostracién. Sea z # 0 un elemento en RG. Es necesario demostrar que (xu)-z = 0

para todo x € W si y sélo si zul € W+, Lo que es lo mismo z € C+ si y sélo si
zul € W

Si zul € W+, entonces, para todo x € W,
2 T'=(xu) -z

0=x-(zu’) = x(zu”)" = x(uz’) = (xu)z

Reciprocamente, si (xu) -z = 0 para todo x € W entonces,

(xu) -z = (xu)z’ =x(uz’) = x(zu’)’ =x- (zu”) =0,

para todo x € W, por lo tanto zu’ € W+.
Veamos ahora que {y € RG : (xu) -y =0,¥x € W} = {z ) :ze WL}.

Sea y € RG tal que (xu) -y = 0 para todo x € W asi de lo anterior, yul € W+,
Luego yul =z € W, y por tanto y = z (u_l)T.

Por otro lado, para z (ufl)T conz € W+, se tiene,
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4.4. CODIGOS DUAL Y AUTO-DUAL CODIGOS DE UNIDADES

0

La estricta equivalencia de un cédigo derivado de unidad y su dual, y de lo cual
C = C*, requiere que para todo x € W, xuu?” € W+, lo que impone una restriccién
poco practica. Sin embargo, es natural decir que un cédigo derivado de unidad es auto-
dual si C y C* son cédigos equivalentes, o equivalentemente, que los cédigos D y D+,
matriciales generados, resultantes son iguales.

Definicién 4.1. Una unidad u € RG es ortogonal si y sélo si uul = 1. Es fdcil ver
que la RG-matriz de una unidad ortogonal u es una matriz ortogonal.

Como sabemos un cédigo lineal C es auto-dual si C = C*+, [, pag. 45], por tanto
usando el Teorema , con u unidad ortogonal y un submédulo de dimensién n/2
obtenemos un cédigo derivado de unidad auto-dual.
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Capitulo 5

Conclusiones

e Mostramos como el isomorfismo entre RG' 'y Mpgg(R) (las RG-matrices n X n
sobre R), lo cual nos facilité la demostracién de Teoremas, Corolarios y Lemas
importantes posteriores a dicho resultado.

e La definicién de codificacién de anillo de grupo a través de un submoédulo W en
RG nos permitio ver la forma estandar de los codigos que analizamos, cédigos
divisores de cero y derivados de unidad.

e Para los codigos divisores de cero pudimos establecer que la dimensién del cédigo
dependera del rango del conjunto Su, con S C G, que genera el submodulo W, y
el rango de la RG-matriz U.

Ademsds en la seccién [3.4] se pudo determinar la forma para el dual de un cédigo
divisor de cero y también, las condiciones para que dicho cédigo sea auto-dual.

e Para los codigos derivados de unidad, motramos la equivalencia entre el coédigo C
y un cédigo D € R", llamado cédigo matricial generado, lo cual facilita encontrar
las matrices generadora y de verificacién.

En la seccién 4.4 pudimos ver la forma usual del c6digo dual de un cddigo derivado

de unidad, y también la condicion para que el cédigo derivado de unidad sea auto-
dual.
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