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RESUMEN

TITULG: PROBLEMA DEL COEFICIENTE INVERSO PARA UNA ECUACION INTEGRO-
DIFERENCIAL®

AUTOR: JUVITSA MILENA GAMPOS PALOMING™

PALABRAS CLAVES: Sistemas de ecuacionas diferenciales parciales
Problema directo
Problema inverso
Operador mondtono
Probiema coeficiente inverso
Ecuacidn ncial

DESCRIPCION:

La monografia consiste en la lechura de un articulo de los profesores AM. Denisov y T.5.
Shores Ef articulo trata ef problama det conficiants inverso recuperando de un sisterna de
ecuaciones diferenciales parciales una funcidn  #{x); of sistema puade aer reducido a una
ecuacisn integro-ciferenclal de segundo orden con condiciones de {mite. Los resuliados
importantes de este articulo 800 10s teoremas de existencia y unicidad de la solucion para el
problema inverse; se uitza el método del operador monéteno para probar estos resulados, por
Uitimg se desarrolla un método NUMénco para resolver el probhema inverso y se llustra con
ejamplos.

En e presents trabajo de manera clara y exiensa se reconsiruyen Las diferentes
demostraciones de los teoremas, lemas, corclarios ¥ algoritmos para la resolucion det problema
Ihverso dados en & artfoilo que se estiwdia. Se hacen algunca axperimentos numéricos con los
que se puede observar los puntos gue se discuten en el artfculo. Ademas se tratan thpicos
indhiduales que permiten la lectura del articulo de manera sencilla.
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SUMMARY

TITLE: AN INVERSE COEFFICIENT PROBLEW FOR AN INTEGRO-DIFFERENTIAL
EQUATION™

AUTHOR: JUWITSA MILENA CAMPOS PALOMIND™

KEYWORDS: System aof partial differential equation
Dwrect problem
tnverse problem
Monctone sperator
Inverse coefficient problem
Infegro-differential squation

DESCRIPTION:

The monograph conaists on the reading of  axicle of the professors A M. Derisow and T.5.
Shores. The one articulates it ies the inverse coefficient problem of recovering the function ¢(x}
system of partial differential equations; that can be reduced to a second order integro-
differential equation with boundary cenditions. The main results of this arlicle are theorems of
existence and uniqueness of solutions to the inverse probiem. It is used the monotone cperator
method 16 prove existence of soldions to the inverse problem, lastty 8 numeric method is
developed to solve the inverse prablam and it & Hustrated with examples.

Pmunﬂywakinadwan&emndwmhdﬁereﬂﬂmmﬂﬂmsmmmmﬂ
the theorems, lemma, corallary and algarithms for the resalution of the problem inverse dice in
the articie that is studied.  Some numeric experiments are made with those that one can
obsewethepohtslrataredmssedinﬂmmtide.ThwarealsohdMMItopicsthatalluwthe
reading of the article in a simple way.
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INTRODUCCION

John L. Synge “ La aplicacion de las matemaéticas a un problema real involucra tres
etapas. La primera es una inmersion del mundo real en el mundo de las matematicas,
la segunda etapa es un nado en el mundo de las matematicas y la tercera es un regreso
del mundo de las matematicas al mundo real, pero, y esto es muy importante, con una
prediccion.”

Cuando un investigador trata con problemas del mundo real las dificultades a que se
debe enfrentar son muy variadas y complejas debido a la(s): 1.Muchas metas “difusas”
y conflictivas. 2. Falta de especifidad en cuanto a cuales son las variables de decisién,
cuales son los parametros que caracterizan el sistema (la realidad). 3. La incertidumbre
en cuanto a los limites o restricciones de las variables de decisién y sus funciones. 4.
Falta de conocimiento de las relaciones de causa y efecto. 5. Elementos estocasticos o
aleatorios. 6. El caracter dindmico subyacente que produce que las metas, restricciones
y relaciones de causa y efecto varien en el tiempo. 7. Falta de informacién acerca de los
datos necesarios para especificar el problema. 8. Descripcién cualitativa de algunos de
los datos. 9. posibilidad de consecuencias imprevistas resultantes de la alteracién de las
condiciones existentes o la imposicion de otras nuevas.

La modelacion mateméatica permite al investigador simplificar y abstraer los sistemas
reales con el propédsito de tener méas informacion acerca del mundo real. La construc-

cién de un modelo mateméatico consiste en describir de forma matematica los factores



esenciales del proceso y sus interrelaciones.

El andlisis de un proceso fisico dado atraves de un modelo matematico se considers
desde tres perspectivas. 1. Como un problema directo. Dadas las entradas y el sistema de
pardmetros encontrar la(s) respuesta(s) del modelo (causa-efecto). 2. Como un problema
de reconstruccién. Dado el sistema de parametros y la respuesta, encontrar el tipo de
entrada que tuvo que haber sido dada para haber obtenido la correspondiente respuesta.
3. Problema de identificacién. Dada las entradas y las salidas, determinar el sistema
de pardmetros que sean compatibles con la relacion existente entre las entradas y las
salidas.

El problema directo que estudiamos es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales

de la forma:

c1(2)uy + ap = Dyt (1)
a; = Y(d(x)u — a) (2)

para 0 < x < L, 0 <t <T, con condiciones iniciales y de frontera

w(0,t) =pu(t); 0<t<T (3)
w(L,t) + Bu.(L,t)=0; 0<t<T (4)
a(x,0)=0; 0<z<L (5)

Es posible considerar el anterior problema directo como un modelo matematico unidi-
mensional de absorcién dindmica [ver Orellana]. Aqui ¢(z) describe una propiedad de
variacién espacial del medio absorbente. El problema inverso (P.I) que consideramos
es el siguiente: Dado u(x,t) una solucién al problema directo dado anteriormente y la

condiciéon suplementaria:
g(x)=u(z,T); 0<z<L (6)

determinar la funcién coeficiente ¢(x), x € [0, L] dado en el problema directo.
En el primer Capitulo del presente trabajo trata sobre el estudio de algunos conceptos

importantes para nuestro andlisis en los Capitulos siguientes.



En el Capitulo 2 se presenta el estudio de una ecuacion integrodiferencial; por lo tanto
las propiedades de la solucién de inmediato se transmitian a la soluciéon del problema
directo (1)-(5).

En el tercer Capitulo se estudia el problema directo (P.D) y demostramos algunas
propiedades de la solucién del (P.D).

En el Capitulo 4 analizamos el problema inverso (P.I) y formulamos un operador A para
hallar la solucién del (P.I); probamos algunas propiedades del operador A y algunas
propiedades de la solucién del (P.I).

Por tltimo en el Capitulo 5 desarrollamos esquemas numéricos para resolver un proble-
ma de valor en la frontera; ademdas un esquema numérico para hallar el operador A; y

para concluir realizamos una simulacién numérica



CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo veremos algunos conceptos que seran necesarias para nuestro trabajo.
Comenzaremos estudiando la solucién para un problema no homogéneo con valores en

la frontera, que se puede expresar de una forma particular.

1.1. Funcion de Green

Veamos el siguiente problema

Llte) = 4 ()52 ) a(alyte) = ~Fok o< (11)
ary(a) + azy'(a) =0 (1.2)
bry(b) + bay/ (5) = 0 (13)

donde p(z), q(z) € Cla,b] con p(x) > 0 en [a,b]. Supondremos que
f(z) € Cla,b], aunque esta condicién no es necesaria; ademds que el problema ho-
mogéneo f(x) = 0 tiene una solucién trivial o sea: A = 0 no es un valor propio.

Mostraremos que para el pardmetro no-homogéneo con valores en la frontera (1.1)-(1.3)



se puede dar una solucion de la forma:

y@%=/<%%@ﬂ$%

donde G(z, s) es llamada la funcién nicleo, o funcién de Green. Usaremos variacién de
pardmetro para hallar la solucién de (1.1)-(1.3); comencemos eligiendo dos soluciones
no triviales de L[y| = 0; sean 21, zo donde z; satisface la condicién (1.2) y z, satisface
la condicién (1.3).

Reformulemos la ecuacién (1.1) asi:

_4d
- dx

d

{p(x)—y] +q(2)y = p(x)y” +p'(2)y + q(z)y (1.4)

~ (@) >

Dividiendo (1.4) por p(x) nos queda:

P, @) —f(x)
@Y @Y T @)

Y+ (L5)

Por lo tanto la solucién particular de (1.5) estd dada por: [ver Zill|
y(z) = c1(x)z1(z) + co(x) 22(2) (1.6)

Utilizando variacién de parametros obtenemos:

! . f(l’) 22(33)
vy f@) =)
02(.1') - ])(l’) W[Zl; 22] (18)

donde Wzy; 23] es el wronskiano de zq, 2.
Integremos ¢j(x) de x a b, e integremos c4(z) de a hasta z; para no confundir los
términos de la integracion con los limites de las integrales; hagamos un cambio de

variable, hagamos x = s
[T f(s)l(s)
o= ot "

96,
() _/a e eentl (1.10)



Sustituyendo (1.9) y (1.10) en (1.6)

y(z) = {/:]Mds} (2) + U p‘mﬂds 2a(2).

(8)Wz1; 22] (8)W 215 2o

Definamos en (1.11) la funcién nicleo:

) a<s<gx
Clo,s) = p(S)W([Z)h 2(2]53)
P W zls) ~ ==

Utilizando (1.12) en (1.11) nos queda:

y(z) = / Gla, 5)f(s)ds + / "Gl s) f(s)ds
o) = [ Glas)p(s)ds

Para simplificar la funciéon de Green calculemos:

p(s)Wlz1; 22)(s) = p(s)[z1(s)22(s) — 21(5) 2a(5)]

Una representacion del wronskiano de dos soluciones 21, z5 para la ecuacion

y" 4+ p(x)y’ + q(x)y = 0 en [a, b] es la identidad de Abel [ver Nagle]:
Wiz 22)(s) = ce Jog PO
Reemplazando (1.15) en (1.14) tenemos
p(x)Wz1;22) = ¢ enz € [a,].
Si utilizamos (1.16) en (1.12):

—z1(s)22(2) . a<s<uz

(4
—z1(z)22(s) .

G(z,s) = _
r<s<

La funcién (1.17) es la funcién de Green para el problema (1.1)-(1.3)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)



Teorema 1.1. Sea G(x,s) la funcién de Green para el problema (1.1)-(1.3) entonces

la funcion
b
y(x) :/ G(z,s)f(s)ds
es solucion del problema (1.1)-(1.3); para cualquier funcion f(z) € [a,b].

Demostracion.
Nosotros utilizamos el método de variacién de pardmetros para deducir y(x) de modo
que sabemos que satisface (1.1). Por lo tanto basta mostrar que y(x) satisface (1.2)-(1.3)

Veamos esto; empecemos derivando y(x).

V) = 4(a) [ g AT ) [l

_ a(9)a(@)f@)
= Zi(l‘)/ 7_22(?]0(8)(18 + 25(x) /f’f 7_Zl<i)f(s)ds (1.18)

En (1.2) tenemos:

a1y(a) + azy'(a) = ay {zl(a) /ab Mds + 29(a) /aa Mds}

+as {z;(a) /;Mds—kz;(a) /:Mds}
) [ P22 o gyt (a) / o)),
- + - [ / b Md:} (1.19)

Como z; satisface (1.2) entonces (1.19) nos queda:

ary(a) + asy/(a) = [a121(a) + azz}(a)] [/ab —2(5)f(s)

Andlogamente se demuestra que y(z) satisface la ecuacién (1.3); con esto queda verifi-

cado el teorema. [ ]

Ejemplo 1.1. Determinar la funcion de Green para el siguiente problema con valores

en la frontera:



Una solucion del problema homogéneo y" = 0 es y, = Ax+ B de modo que z1, zy deben
tener esta forma.

*xPara obtener zi(x) elegimos A y B de tal forma que z1(0) = 0 entonces z;(x) = Aux;
como A es arbitrario hacemos A = 1, luego z(z) = .

* Para obtener zo(x) elegimos A y B de tal forma que zo(m) = 0 entonces z3(7) = Ar+B
Entonces z1(x) = x;  z(x) =7 —x; plx)=1:

Wiz;20) = —1(z) —(mn—2z) - 1l=—2x—7+2x=—"7

por lo tanto p(x)W|z1, 2z9)(x) = —m. concluimos que la funcién de Green para nuestro

problema es:

G @; 0<s<ux
xr,8) =
( ) z(mr—s) . JTSSSTF

Tenemos entonces que la solucion es:

y(x)—/abG(x,s)f(s)dS—/OmM'Sds—l—/:m-sds

™ ™

En la siguiente seccion trataremos conceptos que nos ayudaran en nuestro estudio del
problema integro-diferencial de valor en la frontera en el Capitulo 2; ademads seran

importantes para la formulacién del operador en el Capitulo 4.

1.2. Operadores Lineales

Definicién 1.1. Sean E y Ei dos espacios normados; se llama operador lineal que

actia de E en Fy a toda aplicacion de la forma
y=Ax (x € FE,y€ F) (1.20)
que verifica la condicion:

A(axy + Bry) = Aaxy + ABxs.



Definicién 1.2. (Continuidad de los Operadores) Sean E y Ey espacios normados; se
dice que A es un operador continuo; A : E — Ei; cuando para todo xo € E se tiene:

para cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que la desigualdad
|z — x| <0 (z€FE)

implica
| Az — Azl < e.

Un operador de interés es:

Consideremos en el espacio de funciones continuas sobre [a, b] el operador dado por:

Ap(t) = / K (s, ) (s)ds = (1) (1.21)

donde K(s,t) es una funcion fija continua de dos variables definida en [a, b] x [a, b] = Q.
La funcién Ap(t) es continua para cualquiera que sea la funcién continua ¢(s) ya que
la funcién K (t, s) es uniformemente continua en 7, de manera que el operador (1.21)
transforma el espacio de funciones continuas en si mismo.

* Probemos su linealidad:

Sean (%), p2(t) € Cla,b] y a, 5 € R entonces:
Alap:(t) + Bea(t)] = / K (s, t)[owpr(s) + Bipa(s)]ds
= / K(s,t)api(s)ds +/ K(s,t)Bpa(s)ds
- T
:a/ K(s,t)apl(s)ds+ﬁ/ K(s,t)pa(s)ds

= aAp;(t) + BAps(t)

luego el operador A es lineal.
*x Probemos la continuidad en la norma uniforme del operador A :
La continuidad del operador A se desprende del hecho que en el espacio C|a,b] la

convergencia es convergencia uniforme; asi que podemos tomar el limite dentro del
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signo de la integral. Por consiguiente, si ¢, (t) — ¢o(t) entonces

b b
lim Ap, = lim K(t,s)pn(s)ds :/ lim K(t,s)pn(s)ds

n—oo n—oo a n—oo

b
:/ K(t,s)po(s)ds = Apg

Definicién 1.3. (Operadores Lineales Acotados) Un operador lineal que actia de E
en Fy se llama acotado, cuando estd definido sobre todo E vy transforma cada conjunto

acotado en un conjunto también acotado

Definicién 1.4. (Conjuntos Equiacotados) Una familia ® de funciones ¢ definida sobre

la,b] se llama equiacotada cuando existe un niumero K tal que
p(2)] < K

para todo x € |a,b] y para toda ¢ € @

Definicién 1.5. (Conjuntos Equicontinuos) Una familia ® = {p} se llama equiconti-

nua, cuando para cada € hay un 6 > 0 tal que

lp(z1) — @(r2)| <€

para todas las funciones ¢ € © y para todo x1,x9 € |a,b] tal que la distancia

p(x1,m9) <9

Definicién 1.6. (Operadores Totalmente Continuos) Un operador A que aplica el es-
pacio de Banach E en si mismo se llama totalmente continuo, cuando transforma un

congunto acotado en uno relativamente compacto.

Definicién 1.7. (Operadores Monétonos) Un operador A que aplica de un espacio de
Banach E en otro espacio de Banach E'; se dice mondtono si p1, o2 € E y o1 < 9
entonces Apy < Aps.

El siguiente teorema se usara para demostrar algunas propiedades del operador A en el
Capitulo 4.
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Teorema 1.2. (Arzela) Para que una familia ® de funciones continuas, definidas en
el segmento [a,b], sea relativamente compacta en Cla,b|, es necesario y suficiente que

esta familia sea equiacotada y equicontinua.

Demostracion. (ver Kolmogorov) |

1.3. Ecuaciones Integrales de Volterra

Definicién 1.8. La ecuacion:
o(x) = f(r)+ )\/ K(z,t)p(t)dt (1.22)
0

donde f(z), K(x,t) son funciones conocidas, ¢(x) es una funcion incognita y A un
pardmetro numérico, se llama ecuacion integral lineal de Volterra de sequnda especie.

La funcion K(z,t) se denomina kernel de la ecuacion de Volterra.

Ejemplo 1.2. La que la funcion p(x) 572 €8 solucion de la ecuacion integral de

_ 1
T (14a?)
Volterra.

T 1t a2 14227

para verificar esto sustituimos en (1.23) la funcion (x) =

o) = — —/Oz Lot (1.23)

1 .
(1+x2)3/2 .

1 _/m t 1 g (L1 1
L+22  Jy \1+a2) \ (14 2)32 C\L+22 14a22) \(1412)12

1 1 1 1

T 142 T (14 22)3/2 N (14 22) - (1 + 22)3/2 = ()

t=x

t=0

men ambos miembros de la ecuacion (1.23)

transforma a esta en una identidad respecto a x.

De este modo la sustitucion de p(x) =

1.4. Solucién de una Ecuacidén Integro de Tipo

Volterra mediante la Serie de Neumann

Supongamos que se tiene una ecuacion integral de Volterra de segunda especie

o(x) = f(z) + )\/Ox K(x,t)p(t)dt (1.24)
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donde K (z,t) es una funcién continua 0 < z < a,0 <t <z y f(x) es continua para

0 < z < a. Busquemos la solucién de la ecuacién integral (1.24) en forma de serie

infinita de potencias de A :

() = @o(x) + A1 (x) + Noo(x) + ...+ N (z) + ...

(1.25)

La serie infinita de (1.25) es llamada serie de Neumann; sustituyendo la serie (1.25) en

(1.24) se obtiene:

©o() + A1 () + N2pa(x) + ... 4+ Npp(x) + ...
= f(x)+ A/Om K(z,t)[po(t) + Api(t) + .. Jdt
Comparando los coeficientes de iguales potencias de A en (1.26) hallamos:
po(z) = f(z)
at) = [ e = / Kt 010
o) = /O K(z,t)p(t)dt = /0 K(x,t)/o K(t, ty)f(t1) dty dt

Las relaciones (1.27) permite determinar sucesivamente las funciones ¢, ().

Se puede asociar las relaciones (1.27) con un operador integral:

Pf :/ K(z,t)f(t)dt
0
Entonces (1.26) nos queda

Yo = f(i’f')
o — / K(x,t)f(t)dt = Pf

@2:/0$K(x,t)/0 K(t,t)f(t)) dt,dt = P*f

(1.26)

(1.27)

(1.28)
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Por lo tanto la solucién ¢(x) se puede escribir:
o=f+Pf+Pf+... (1.29)

La ecuacion (1.29) es la misma serie de Neumann dada anteriormente en (1.25).
Se puede demostrar [ver Krasnov], que bajo las hipétesis hechas f(x) y K(z,t), la serie
(1.29) obtenida de este modo converge uniformemente respecto a x y A para cualquier

zy A€ [0,a] y susuma es la solucién tnica de la ecuacién (1.24)

1.5. Modulo de Continuidad

Sea f: E C R" — R se llama mddulo de continuidad wy(9) de la funcién f a:

wp(6) = sup [f(z) = f(@")]; 22" €E

pla! 2" <8

donde p(z’,2") es la distancia entre 2’ y x”.

Es facil darse cuente que si

sup  [f(¢') = f(2")] = sup [f(z") = f(2')]
p(a’,x')<é pla!,z"") <6
entonces:
(1) wy(8) > 0
(2) si0 < 61 < 0 = we(01) < wp(da).

Ejemplo 1.3. Hallemos el mdédulo de continuidad para y = x%;, —oo < x < +00
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figura 1.1

YV > 0 y para cualquier xo fijo tenemos:

wy(é) = Supp(x’,:c”)<6(<x//)2 - (ZL'/)2> > x% - (‘TO - 5)2 = 2x06 — o7

definicion de sup
(1.30)
esta desigualdad es verdadera para todo xo y como para cualquier § tenemos:
lim (2200 — §%) =
6_1}2100( xod — 0°) = 00,
entonces de (1.30) tenemos
wy(0) = +00; —00 <z < +00.
La definicion de modulo de continuidad se utilizard en el Capitulo 4.
Ejemplo 1.4. Hallemos el médulo de continuidad para y = x; 0 <2z < 1.

wy(8) = sup |(2") = (@) =1-(1-6)>=1"—1>+20+ 6> =20 + §*

pla! @) <0
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Analiticamente esto se comprueba:

0<2"—-6<2<2"<1

(@) — (/)2 < (") — (2" — §)% = 2275 — 6% < 26 — &2

Obtenemos

w,() = sup (@) - (2')] < 25— &



CAPITULO 2

UNA ECUACION
INTEGRO-DIFERENCIAL

2.1. Problema de Valor en la Frontera

En primer lugar consideremos un problema de valor en la frontera:

Liv] = =v"+p(z)+qx)v=H(z), 0<x<L (2.1)
v(0) =0 (2.2)
v(L) + Pu.(L) =0 (2.3)

Asumiremos que [ y ¢(x) son positivos; y las funciones p(z),q(z), H(x) en [0, L]

Resolvamos (2.1)-(2.3) para esto multipliquemos (2.1) por el factor integrante
e Jo PO [7]

—e o POy o= ST POy ()0 4 e o POKG(g)y = e S PO () (2.4)
observemos que:
— (e~ Jo POy — = g POdEy o= 5 PO 1)y (2.5)

16
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Reemplazando (2.5)en (2.4):
— (e~ o POEYY | o= S POE (1) (z) = e Jo POLH () (2.6)

La ecuacién (2.6) se dice que estd escrita en forma autoadjunta. !

Anotamos que las ecuaciones (2.1) y (2.6) cuando H(x) = 0, el caso homogéneo; son
equivalentes; encontremos ahora la funcién de Green para L[v] = 0.

Sea L[y] = 0 tales que y(0) = 0,A,y'(0) =1y L[z] = 0 con condiciones

z(L) = B, A, 2/ (L) = —1; Segun [Zill] la solucién particular de (2.6) se puede dar como:

v(x) = Ciy(x) + Cax(x)

aplicando variacién de parametros, tenemos
o _/L —2(s)(—e Jo PO®) H (5)ds / (s)
=) Ceromye), o~ e Wonalil

02:/L —y(s)(—e” Iop “)H(s)ds x—y(s)H(s)d

S

(—e W PO Wy(s), 2(s)]  Jo Wly,2)(s)
Donde Wy, z|(s) es el wronskiano de las funciones y(s) y z(s); sustituimos Cy y Cy en

la solucion particular

. (), YOHE
U(:ﬁ)—fx W[y,z](s)d y(x +f0 W[y,z](s)d (s)

L =) (e PO H s)

. —y(s)(—e” PO H(s)
(z) = [, (e 1o WOEY Ty, 2](s)

(—eJort® dﬁ)WL% Z(s)

ds-y(z) + [ ds - z(x)

Introducimos la funcién de Green para la ecuacién L[v] = 0; como:

WO,
G- ¢ TS

Q). g
C

I —

Lesto es —(p(x)o') + p(x)a(x)v(x) = p(x)(x) donde p(x) = e~ I5 P
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donde C = e~ Jo POEW [y, 2](x) = —2(0). Entonces:

L T
ow) = [ Gl e POt R+ [ Glas)e HrOn(e)dg
T 0
Luego podemos reescribir v(z) como:
L
N / G, §)e o PO%H (£)de (2.7)
0

Ahora hagamos K (z,€) = G(x, €)e Jo PO%; entonces (2.7) nos queda:

- /0 K (€ H(€)de 2.8)

Veamos algunas caracteristicas de las funciones y(z) y z(z):
(1) La funcién y(z) como solucion del problema Lly] = 0 con y(0) =0y 3’(0) = 1 no
tiene méaximo local positivo en el intervalo [0, L].

Supongamos que en zg € [0, L] hay un méximo positivo para y(z), por lo tanto

—y"(z0) + p(w0)y'(x0) + q(x0)y(w0) = 0
por ser x, un maximo tenemos y'(zg) = 0, entonces:

0

—y"(w0) + q(20)y (o)
y" (o) = q(w0)y(zo)

Sabemos por definicién que ¢(xg) y y(xo) es positivo entonces y”(xo) > 0 luego y(zo)
es un minimo relativo con lo que llegamos a una contradiccién. Luego la funcién y(x)
es positiva y creciente en al intervalo (0, L];

(2) Para la funcién z(z) escogida como solucién del problema L[z] = 0 con 2(L) =
y 2/(L) = —1; podemos probar que no existe un minimo local negativo en el intervalo
[0, L]

Supongamos que e zy € [0, L] hay un minimo local negativo, por lo tanto:

—Z”(Qio) —i—p(x)z'(a:o) + q<SL’0)Z($0) =0
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por ser xy un minimo entonces z'(zy) = 0, luego

—2"(x0) + q(w0)2(z0) = 0
2"(w0) = [q(0)2(w0)]

Por definicién tenemos que ¢(zg) es positivo y z(xg) es negativo entonces g(x¢)z(zo) < 0
luego 2”(xp) < 0y esto es una contradiccién porque z(zp) es un minimo.

Por lo tanto la funcién z(z) es decreciente y positiva en el intervalo [0, L.

Por consiguiente podemos afirmar que la funcién de Green G(z,&) para (2.4) es no-
negativa sobre su dominio [0, L] x[0, L], igualmente la funcién K (z,£) = G(x, £)e~Jo P&
es una funciéon no-negativa y a esta funcién se le denomina Kernel.

Introduzcamos la funcién k(x) = z(x)/z(0) observemos que k(z) es una solucién positiva
decreciente; por ser z(z) una solucién de (2.1); veamos que esto es asi; como L[z(z)] =0
reemplazando k(x) en (2.1) tenemos:

Mmsz%ﬂzéiudza

Ademas k(z) satisface las condiciones de frontera k(0) =1y k(L) + Bk'(L) = 0.

s Condicién de frontera derecha :

L), )
M) AR =0y T P50 = aoeilt fo)] <Lni:f(2§)] !
= Condicion de frontera izquierda:
_2(0) _
k(0) = 2(0) 1

La funcién k(z) juega un papel importante para nuestro andlisis del problema directo.
Por ahora senalaremos que con su ayuda se simplifica la descripcion de la funciéon de
Green para el problema no-autoadjunto.

Sabemos que

K(x,€) = Gla, &)e Iy p)ds
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reemplazando G(z,€) en la ecuacion anterior obtenemos:

(e~ Jo plo)ds . (zu@=@y. g 4 5 ¢

K(x,§&) =
(:U 6) (6_ fozp(s)ds) . (*Z/(QE)Z(O)7 T < é‘

Ahora reemplazamos ¢ = —z(0) y obtenemos:

k(z,€) = o

Sustituyendo k(z) = % concluimos:

eff('fp(s)ds (= k(x six
Ko ) (—y(©k(x)) siw>¢ (2.9)

(e o) (—y(x)k()) siw <&
Para dar énfasis a la dependencia de un parametro como ¢(x) nosotros escribiremos ast:
k(x) = k(x;q),y(z) = y(z;q) y 2(z) = z(x; q), observemos el punto y como después de
la variable x.

En el siguiente lema sera utilizado en el anélisis de nuestro problema inverso.

Lema 2.1. Si 0 < q(x) < Cy siendo Cy una constante y x € [0, L], luego la familia
de funciones {K,(x,&;q), K'(x,q)} son uniformemente acotadas por una constante Co

independientemente de q(x)

Demostracion.
De (2.9) tenemos
e o POy (O k(x); @ > ¢

K(z,§) =
e e o POy (2)k(€); x <&

De aqui podemos ver que es suficiente demostrar que y'(x) y &’(x) son uniformemente
acotadas en el intervalo [0, L]. Ambas funciones son la segunda coordenada de la solucién

del problema de valor inicial:

V=AV (2.10)
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Via) =V, (2.11)

Sea V = y] entonces
Y

V, _ y, _ 0 1 _ y/ :> yl — y/
y'| la@) p@)] Y] le(@)y +p(x)y y' = q(x)y +p(z)y
k
Lo mismo si hacemos V = " entonces:
V' =

0 1”/<:Zl % ];» K=k
q(z) p(z)| |K q(x)k +p(x)k'| K" = kq(z) + k'p(r)

Con lo que demostramos que y'(x) y k'(z) son las segundas coordenadas del problema
de valor inicial (2.10) y (2.11).

En el caso de y(z;q), el valor de a es igual a cero y la condicién V, = (0,1)7, en el caso
de k(x;q) y a = L, la condicién V(L) = (3/2(0), —1/2(0))T, en el ultimo caso anotamos

que z(z;q) es decreciente; ahora:

1
2(0,9) 208 v vl <1+

&
Veamos que esto es asi:
32 1 B2+1  B+1 1 1 1\?
Vol = < — 1+ —<14+=-<|[1+=
Mr=zetzZe 20 = 7 tEsttists

entonces ||Vp]| <1 —l—%
Para el primer caso [|[Vp[|* = 1* = 1 < 1+ 4, independiente de q.

Establezcamos una cota para la funcién y(x;q) integrando la ecuacion (2.10) desde 0
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hasta z y luego tomando la norma tenemos:

V' = AV

/Ow Vids = /OmA(s)V(s)ds

_V(0) + V(x) = /0 A(s)V (s)ds

(0) + /OI A(s)V (s)ds
V(0) + /Ox A(s)V(s)ds

V@) < [[Voll + /0m ATV (s)llds

V)=V
|

vl -|

Hallemos la || A(s)]||; Sea A =
2

A
1 entonces || Al = |A;| + |As]

Entonces para nuestro problema

A= llp(@)I + llg(@)]| < [lp(2)]} + Co + 1.

Luego [[A]l < [lp(x)]| + Co + 1.
Reemplazando ||A]| en (2.12) obtenemos:

V@) < (1 " 3)+ [ @+ e+ v

g

Utilizando la desigualdad de Gronwall para = € [0, L] en (2.13) tenemos

LY\ .
|V (2)] < (1 + B)ejoL(”P(m)”-i-Co—i-l)ds — &

(2.12)

(2.13)

Igualmente para establecer una cota para la funcién k(x,t); sabemos que ||vg]| < 1+ %;

por consiguiente, si integramos la ecuacion desde 0 hasta x y luego tomamos la norma

podemos concluir la ecuacién (2.12) y finalmente verificar la ecuacién (2.13); la cual

nos lleva a una cota para ||v|.
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2.2. Problema integrodiferencial de valor en la

frontera

Ahora consideremos una ecuacion integro-diferencial la cual incluye la reformulacién del

problema directo en el Capitulo 3 para la funcién u = u (x,t), en Q7 = [0, L] x [0,7T].

Teorema 2.1. Sean f3,v,q(z) positivas en [0, L], F(x,t) y u(t) no-negativas y todas

las funciones continuas en el problema de valor en la frontera:

—Uag +p () Uy + g (2) u=7q (2) /Ot ey (a,7)dr = F(2,t), (2,1) € Qr  (2.14)

w(0,t)=pu(t) 0<t<T (2.15)
w(L,t)+ Pu, (L) =0 0<t<T (2.16)

Entonces este problema tiene una solucion tnica no-negativa u(z,t) € C[Qr] con
derivadas parciales u, (x,t) y ug, (x,t) continuas.

Ademds si Fy (z,t) y (' (t) son continuas, entonces u; (x,t) también lo es.

Demostracion.

Sea u (z,t) una solucién del problema de valor en la frontera (2.14)-(2.16).

Introduciremos la funcién v (x,t) = wu(x,t) — p(t) k(x) donde k(x) = igg)) que se

discutié anteriormente.

Entonces observemos que la funcién v (z,t) es solucién para el problema de frontera

Ve +p () vy + q(z)v = F (2,t) + vq (x) /0 e =y (x,7)dr; (z,t) € Qr  (2.17)

v(0,6)=0; 0<t<T (2.18)
v(L,t)+ Pv, (L, T)=0;, 0<t<T (2.19)
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(A)

— U + D () v, +q(x)v =
Tlaa (2,1) +p () ug (2,1) + q (@) w (1) + ()K" () — p(x)u(t)K (x) — q(z)ut)k(z)

=F(z,t) +vq(z) [ =77 u(z,r) d 7 por (2.14)

= F(2,t) +vq (x) /O e 1y (a,7)d7 — p()[K" () +p (2) K (2) + ¢ () k (2)]

LK=0
= F(z,t) +vq (x) /0 ey (z,7) dr
Con lo cual hemos demostrado que v (z,t) cumple (2.17)
(B)
v(0,t) =u(0,t) — u(t) k(0)
(0.1 — z(0)
= uw(0,t) —p(t)=pt)—pt)=0

=p(t) por (2.15)

Con lo que hemos demostrado que v (x,t) cumple (2.18)

(©)

v (L, t) 4 Bvg (L, t) = u (L, t) — p(t) k(L) + Pug (L, t) — Bu (t) k' (L)

u(L,t) + Bug (L,t) = p(t) k (L) = B () k' (L)

-~

=0por (2.16)
= —p(t) [k (L) + Bk (L)]

o[

Utilizando las condiciones para la funcion z(x) donde z(L) = Sy 2/(L) = —1, podemos

obtener en la ecuacién anterior
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En este punto podemos observar que el problema (2.17) y (2.19) es equivalente al
problema (2.1) y (2.3); con H(z) = F (x,t) + vq(x) f[f e =y (x,7) dr. Siguiendo la
metodologia expuesta para hallar la solucién de (2.1) y (2.3) tenemos que la funcién

v(x,t) la podemos escribir como:

v (x,t) = /0 K (,€) {F (,€) +7q (€) /0 ey (&7) dv] d¢
-/ UK (2.6) F (2,6 de + / K (2.6 () / D (e ) drde (2.20)

reemplazando v (z,t) = u (x,t) — p (t) k (x) en (2.19) obtenemos:
wle.) = pOk@+ [ K (@6 Faoder [ K@ [ e e s

Si hacemos f (z,t) = p (t) k (x) + fOL K (z,€) F (£,t) d€ obtenemos:

w(et) = f (x.0) + /O /O TN (2,6 v (€)u(€ m)dedr (2.21)

La integral doble en (2.21) es una ecuacién de tipo Volterra para la funcion u (z,1) .

Definimos el operador integral P :

Pu = /O t /0 T K (1,€)10/(€) u €, 7) dedr

con kernel no negativo continuo en Q).
Segun [ver Krasnov] la solucién tnica de la ecuacién integral puede ser escrita por la
serie de Neumann

u=f+Pf+Pf+..

Hemos definido:

fa1) = u(t)k(z) + / K () (£, 1)d¢

Podemos observar en la ecuacién anterior que si F'(x,t) y u(t) tiene derivadas continuas
Fy(z,t)y p/(t) entonces f(x,t) tiene derivada continua f;(z,t), ahora si derivamos (2.21)

con respecto a t podemos concluir que u(x,t) tiene derivada continua u(x,t) |
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Nosotros ahora encontraremos cotas para la solucién del problema (2.14) con parte
derecha igual a cero. En el siguiente resultado se usa la funcién la funcién k(z) (descrita
anteriormente) para la construccién de la funcién de Green en (2.6). Recordemos que

k(x) >0 Vz; 0<z<L.

Teorema 2.2. Sean (3,7 y q(x) positivos, F (x,t) = 0,4 (t) no negativo y todas las
funciones continuas en el problema de frontera (2.14)-(2.16). Luego la solucion u (x,t)
al problema de frontera (2.14)-(2.16) satisface:

p(t)k(z) <ulzt) < max p(l)

T0<t<T

Demostracion.

Supongamos que para algun (zo,ty) € Q¢

(o, to) = (xngégT u(z, 1)

Como u (x,t) es una funcién no-negativa tenemos dos casos para trabajar:
cuando u (xg,ty) = 0 y cuando u (x,ty) > 0.
x Veamos que ocurre cuando u (xg,tg) = 0,

max u(x,t) = u(xo, =0
(@) € O (2,1) (0, Yo)

por hipétesis p (t) > 0; entonces

max  u(z,t) = u(zo, to) =0 < u(t)
(x7t)€QT

concluimos:

max u(x,t) < p(t
G u(r,t) < p(t)

« Nos queda el otro caso; cuando u (xg,tg) > 0:

(i) Sea xy = L, por (2.16) tenemos:

u(L,t) + Pu, (L,t) =0
u (xo,t) + Puy (zo,t) =0 Vit e[0,7T]
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Como estd iltima ecuacién se cumple para todo ¢ € [0, T] en particular para to € [0,7] :

u (o, o) + Bug (2o, to) =0

ademds por ser u (zo, tg) el maximo de u(x,t) entonces u, (zg,tp) =0
Luego:
u ($0, to) =0

Con lo cual llegamos a una contradiccion ya que estdbamos trabajando con el caso
u (xo,tg) > 0y llegamos a que wu (zg,ty) = 0 por lo tanto zg # L;
(ii) Como sabemos zg € [0, L]. entonces xy no puede ser mayor que L.
Por (i) y (ii) podemos concluir que
2o < L (2.22)
Ahora si zg > 0 entonces la ecuacién integro diferencial en (2.14) con F(z,t) = 0 nos

queda:

to
0 = Uae(T0, t0) — p(@)us(T0,t0) — q(@)u(20,t0) + W(Io)/ e 10 y(zg, T)dr
%,—/ 0

=0 (por ser el maximo)

to
= Uy (0, o) — q(x)u(x0, to) + fyq(xo)/ e"y(to’ﬂu(xo, T)dT
0

to
< Uxx(l’o, to) — q(aj)u(gjmto) (1 — ")// e_’Y(to—T)) <0
0

lo cual nos produce una contradiccién; entonces nos quedan los casos zg < 0 6 x¢ = 0;
pero si g < 0 no nos perteneceria al intervalo 0 < x < L; por lo tanto la tnica opciéon

que nos queda es que
x9 =10 (2.23)

Podemos concluir:

Como sabemos
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Como probamos siendo u(zo, tg) = 0 6 u(xo,ty) > 0 siempre

S
u(#,t) < méx u(t)

Con lo que establecimos la cota superior para u(x,t).
Para establecer la cota inferior vemos que v(z.t) = u(z, t)—u(t)k(z) satisface la ecuacion

integro-diferencial

e + P}y + ()0 — va(@) / (o, 7)dr = q(z) / &1 )k () dr
(2.24)

Probemos que v(x,t) satisface la ecuacion (2.24)

— e + (@) + ()0 — 7(2) / Tz, 7)dr
=t 8) + R (@) + p(@) a2, 6) — (R D] + a(@)ule, £) — p(E) k()]

— () / e (i, ) — () k(a))dr
= —Uyy + p(2)uy + q(x)u — vq(x) /0 e_V(t_T)u(:v, T)dr
— p(t)[K"(z) + p(x)K' (x) + q(x)k(z)] + vq(z) /0 e () k(z)dr

= Bt 20@) [ ks =a@) [ ek
T 0 0
Por lo tanto hemos demostrado que v(z,t), cumple la ecuacién (2.24); anteriormente
pudimos ver que v(z,t) también cumple (2.18) y (2.19).
Sabemos que v, ¢(z), u(t) y k(z) son funciones positivas; entonces el lado derecho de la
ecuacién (2.24) es no-negativo, por lo tanto al problema (2.24), (2.18) y (2.19) podemos

aplicar el teorema (2.1) y obtenemos que v(z,t) > 0 (funcién no-negativa),

Con lo que hemos demostrado el teorema (2.2) [



CAPITULO 3

EL PROBLEMA DIRECTO

En este Capitulo daremos un analisis completo del problema directo sujeto a condiciones

adecuadas sobre los parametros del problema

1 (T)uy + ap = Dytig, (3.1)
ar = (¢(z)u — a) (3.2)

Para 0 <ax < L; 0<t<T,con condiciones iniciales y de frontera:

uw(0,t) =u(t), 0<t<T (3.3)
u(L,t) + Buy (L, t) =0, 0<t<T (3.4)
a(z,0) =0, 0<z<L (3.5)

Haremos las siguientes suposiciones acerca de los pardmetros del problema (3.1)-(3.5).

Condiciones sobre los parametros
1. ¢ € C[0,L] y ¢(x) > 0 para x € [0, L]
2. ¢ € C[0,L]
3. Las constantes Dq,~, 3 son positivas

29
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4. p e C[0,L] y u es no-negativa en [0, 7]

5. ¢/ € Cl0,L], wu(0) =0y p es positiva sobre (0,7

6. (,u’(t) — yf(f eW(tT)u’(T)dT) >0,para 0 <t <T

Definicién 3.1. Se llama solucidn del problema directo (3.1)-(3.5) a la pareja de fun-
ciones u,a € ClQr|; tales que uy, Uy, a; € ClQr] y u,a son solucion del problema
(3.1)-(3.5).

Para establecer la existencia y la unicidad de la solucién del problema directo (PD) se
usaran las condiciones sobre los pardmetros (1)-(4); sin embargo, para la demostracién

de las cotas para la soluciéon y el teorema de comparacién requeriremos las condiciones

(5) y (6).

Teorema 3.1. Supdngase que se cumplen las condiciones (1)-(4). Entonces el prob-
lema directo tiene una dnica solucion u(zx,t),a(x,t) y ademds ambas funciones son

no-negativas.

Demostracion.

Inicialmente integremos (3.2) junto con la condicién inicial a(z,0) =0, 0 <z < L.

ar(z,t) = v(d(x)u(z,t) — alz,1))
ay(x,t) + va(z,t) = yo(x)u(z,t) (3.6)

multipliquemos la ecuacién (3.6) por €7, e integremos de 0 a ¢ :

eva(z,t) + e ya(z, t) = ' yd(z)u(z, t)
(€ a(z,1)) = "y (x)u(w,T)

/Ot(ewta(a:, 7))edT = /Ot eV yo(z)u(z, T)dT

eva(z,t) — a(z,0) = /o e yo(x)u(x, T)dT (3.7)
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Utilizando la condicién inicial (3.5) en (3.7):
¢
eva(z,t) = / e yo(z)u(x, T)dT
0
t
a(xz,t) = e”t/ " yo(x)u(x, T)dT
0
¢
a(x,t) = vgb(x)/ e " y(z, 7)dr (3.8)
0
Sustituyendo (3.2) y (3.8)en (3.1), tenemos:

c1(T)uy + ap = Dytg,

c1(2)ug + y(Pp(x)u — a) = Dityy,

Ahora: .
cx(o)us +90(a)u = 0(a) [ (e, r)dr = Dy, (3.9)
0
Dividiendo la ecuacién (3.9) por D; :
c(r)uz  yp@)u  ?o(x) /t () D,
_ v dr = 2Ly 3.10
D, + D, D, i e u(z, 7)dr Dlu ( )

Hagamos c¢(z) = 2 v d = oo en (3.10):

c(z)uy + do(z)u — y¢(x) /t e Nz, T)dT = Ugy
0
— Uy + () Uy + dop(z)u — dye(z) /t e Ny(x, TYdr =0 (3.11)
0

Luego el problema directo (3.1)-(3.5) es equivalente al problema (3.11), (3.8), (3.3)
y (3.4). Del teorema (2.1) tenemos que existe una solucién u(z,t) Unica no-negativa,
continua en Q7 y con derivadas parciales u,(x,t), u,.(z,t), continuas para el problema
(3.11), (3.8), (3.3) y (3.4). Por otra parte si definimos a(z,t) usando (3.1), se obtiene
que a(z,t) es continua y a; € C[Qr], ademés a es no-negativa. Luego u(z,t), a(x,t) es

la solucion unica no-negativa del problema directo [ ]

Las cotas obtenidas en el teorema (2.2) tienen las aplicaciones siguientes en el problema
directo (P.D)
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Teorema 3.2. Supdngase que se cumplen las condiciones de pardmetro (1)-(5). Si

u(z,t) es una solucion al problema directo entonces u; € C|Qr] y para (z,t) € Qr
!/ 7 /
H(k(2) < u@,t) < mdx /()
Donde k(z) es una solucion de (2.1) para p(z) = c(z); q(x) = do(x); H(zx) = 0,
ademds satisface las condiciones de frontera k(0) =1 y k(L) + Bk'(L) = 0.

Demostracion.

Del teorema (2.1) tenemos u; € C[Qr]. Ahora observemos que para (z,t) € Qr

o t t
5% (/ ey, T)dT) = ey (2, 1) — e y(2,0) - 0 — / e Yz, T)dr
0 0

¢
=u(z,t) — 7/ e Yy, 7)dr
0

Por lo tanto

o [ '
5 [T e = awt) < [ ua e (312)
at 0 0
*)
Integremos por partes (x);
. 1 toq gt
/e"*(tf)u(x,T)dT:—u(x,t)e“’(tT) +—/ e Dy (x, 7)dr
0 i 0 Y Jo

1 1 I
= —u(x,t) — ~u(z,0)e " + —/ e "y (x, 7)dT
Y gl 7 Jo

utilizando la condicién de parametros (5);

u(z,0) = u(0) = 0; tenemos:
t 1 1 t
/ ez, TYdr = ~u(x,t) — —/ e "y (@, 7)dT (3.13)
0 Y 0

reemplazando (3.13) en (3.12):

9
ot
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En conclusion
a t
ot J

Derivemos (3.11) con respecto a ¢ :

t
e_W(t_T)u(x,T)dT:/ e Yy (x, T)dr
0

0

5% {—um + c(x)uy + do(z)u — ydo(z) /t e My (i, T)dT] =0
0

——<uxx»«+<xz»<ux>t+-d¢<x>ut—-vd¢<x>—-g%[jgte-v“-fhu<x,f>d¢}=:o

Sustituyendo v(x,t) = w(z,t) y (3.14) en (3.15)

t
—Vge + c(x)vy, + dop(z)v — ydp(x) - / e YNy, 7)dr =0
0
Derivemos (3.4) con respecto a t :

0
@[U(Lat) + ﬁux(Lﬂt)] =0

w (L, t) + Blug)(L,t) =0
v(L,t) + v (L,t) =0

Por tltimo derivemos (3.3) con respecto a t :

0 0
Sa0.0] = ()

u(0,) = ' (t)
v(0,) = p'(1)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Por el teorema (2.1) la solucién para (3.16), (3.17) y (3.18) es v(x,t) y este tltimo

teorema implica que v(z,t) > 0, luego uy(x,t) > 0 para z € Qr; ahora aplicaremos el

teorema (2.2) a v(x,t) para producir:

p(6k(x) <wlz,t) < mdx p/(t)  para(z,t) € Qr

W (Ok(x) < upl,t) < mdx 1/ (t)

con lo que queda demostrado el teorema.
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Para dar énfasis a la dependencia que tiene la solucién del problema con respecto a la

funcién ¢ escribiremos:

u(z,t) = u(z, t; @)
a(x,t) = a(z,t; 9)

Teorema 3.3. Supongase que se cumplen las condiciones de pardmetro (1)-(6). Sean
u(z, t; ¢;), alz, t; ¢;) una solucion del problema directo que corresponde a ¢; coni = 1,2.

Si ¢1(x) < ¢2(x) para x € [0, L] entonces uy(x,t; ¢1) 2 wi(x,t; ¢2) para (z,t) € Qr

Demostracion.
De manera analoga como se hizo en el teorema (3.2) definimos v(x,t) = us(z, t; ¢) que
satisface el problema con condiciones de frontera (3.16)-(3.17).

Hagamos v;(x,t) = w(x,t; ¢;), i = 1,2; también definiremos:

t
Vi(z,t) = / e Y yy(x, Ydr i =1,2;
0

w = U1 — Vg,

W=V -V
Reemplazando v;(x,t) en (3.16)
t
— (Vi) gz + (@) (v3) + dp(z)v; — ydpi () / e "z, T)dT = 0
0
Utilizando la definicién de V;(z,t).
— (V) gz + () (V)2 + dop(z)v; — ydi(z)Vi(x,t) =0 (3.19)
Derivemos vyd¢;(x)V;(x,t) de la ecuacién (3.19) con respecto a t :
g[d¢-(a¢)\/] _9 dy(z) / t e Nz, 7)dT
e R 1 o

= dovi(x,t) — ’yd@(x)/o e’V(t’T)vi(x,T)dT

= di()v; — vdpi(x)V;
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Por lo tanto
[d¢z( Wil = dgi(x)v; — vdei(x)V; (3.20)
Sustituyendo (3.20) en (3.19)
—(Vi)aa + c(2)(V3)2 + doi(x)(Vi)e = 0 (3.21)

En (3.21) reemplazamos v; por vy y vy :

— (01)ea + c(@)(v1)a + dd1 (2) (V1) = 0
— (V2)ae + c(2)(v2)0 + dpa(z)(V2)e = 0

restemos estas dos ultimas ecuaciones:

—(V1)az + (V2)az + c(2)(V1)2 — c(2)(v2)s + dd1(2) (V1) — da(x)(Va): = 0
—(v1 = V2)az + (@) (V1 — V2)5 + do1 () (V1) = doo()(Va):

utilicemos la definicién de w = v; — v9 en la ecuacién anterior:

—(W)aw + c()(W)e + dpr (2)(V1)e = da()(Va)e
—(W)aa + c(@)(W)a + do1 (2)(Vi)e — ddr(2)(Va)r = da(x)(Va)e — dr () (Va)s
—(W)az + (@) (w)e + dr () (Vi = Va)i = d(d2(2)(Va)e — ¢1(2) (Va)

utilizando la definicion de W = V| — V5 tenemos:

—(W)aa + c(2)(W)a + dr (2)Wy = d(P2(x) — d1(2))(Va) (3.22)

Para aplicar el teorema (2.1) a la ecuacién (3.22) es necesario demostrar que (V5); es
no-negativo.

Enpecemos observando que va(z, t) es una solucion de (3.16) con ¢(z) = ¢o(z) y ademés
v9(z,t) cumple las condiciones de limite (3.17) y (3.18); por otra parte, podemos de-
mostrar que V5 es solucién para (3.16) con ¢(z) = ¢2(x) con las condiciones

V5(0,1) f e N (TYdr y Va(L,t) 4 B(Va).(L,t) = 0; veamos que esto tiltimo es

cierto:

(Vo) = /0 1) (), (2, 7Y
(Va)as = / ) (1), (, 7)dr
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Reemplazando esto en (3.16)

B ( /Ot e’ﬂ“)(vg)m(w,f)df) tela) < /0 t e’Y(tT)(’Ug)x($,T>dT)

t t t
+ dpa(x) / e "y (2, 7)dT — ydgo () / et / e Ny (2, 7)dT
0 0 0
t t
= / e V(=) |:—(U2)xa: + c(x)(ve)y + dpo(x)vy — ydpa(x) / e Yy (1, T)dT} dr =0
0 0
ya que vq(z,t) es solucién para (3.16).

w Vo(z,t) = fot e~ yy(x, 7)d7; hacemos x = 0

{/2(()7 t) = f; e*W(t*T)vz(O, T)dT — fot e*W(th)ut(O’ T)dT — fot 677(“7),1/(7)617

w Vo(L,t) + B(Va).(L,t) = fot e 1"y (L, 7)dr + ﬁfot e ) (vy) (L, T)dT
= [ e D ug(L, 7) + B(vs), L, T)]dT = 0

Ahora observamos que

0.0) = 3| [ e out@ar]= i) = [ e itoyar

Por la condicién de pardmetro (6)

t
wt) = / e (r)dr > 0
0

Luego (V2).(0,¢) > 0.

Siguiendo el teorema (3.2) tenemos (V3); > 0; si observamos la parte derecha de la
ecuacion (3.22); d > 0; ¢p2 — ¢ > 0; (Vo) > 0, entonces esta parte de la ecuacién
es no-negativa, aplicamos el teorema (2.1) y obtenemos que w(z,t) > 0 por lo tanto

v1 — vy > 0 luego w(z, t; ¢1) — ug(x, t; ¢2) > 0y podemos concluir:

ug(z, t; 1) > wi(z, t; do)

con lo que hemos demostrado el teorema. [ |



CAPITULO 4

EL PROBLEMA INVERSO

4.1. Formulacién de un operador

El problema inverso que consideraremos es el siguiente :

Dado u(z,t) una solucién del problema directo (3.1)-(3.5) y la informacién suple-
mentaria g(z) = u(x,T), 0 < x < L, es necesario identificar la funcién coeficiente
o(z), € [0, L] que se encuentra en la ecuacién (3.2) correspondiente al sistema de
ecuaciones parciales, que estudiamos en el problema directo (PD).

Primero debemos notar que la informacién g(x), debe satisfacer las condiciones de
frontera ¢(0) = u(T) y g(L) + B¢ (L) = 0 ya que u(zx,t) las satisface, ademds por la
definicién (3.1) es claro que g(z) debe tener segunda derivada continua. El problema
inverso puede ser expresado en términos de una ecuacion operadora; como sigue:

A partir de la ecuacién (3.7); esto es:

—Uzy + c(T)uy + do(x)u — ydo(x) /t e " y(z, T)dr = 0, (4.1)
0

37
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reemplacemos t = T en (4.1)
T
— '(2) + c(@)g(z) + dd(x)u(z, T) — Ado(x) / Ty (z, 7)dr = 0
0
T
9"(@) = clx)g'(z) = do(x)u(z, T) — yd¢(x) / e u(, r)dr (4.2)
0

por (3.12)podemos observar que

do(x)u(z, T) — vdo(x) /0 e y(z, T)dr = do(z) /0 e Ty (z, 7)dr  (4.3)

Utilizando (4.3) en (4.2):

__9"(@) —c(x)g'(x)
) = dfOT e YT ="y (z, 7)dr

Por el teorema (3.2) podemos concluir u:(x,t) > 0 y sabemos que ¢(z) es positiva,

(4.4)

luego tenemos:

g"(w) = cx)g'(x) 2 0 (4.5)
Ahora resumamos las propiedades de la funcién suplementaria g(z):
Condiciones sobre la funcién suplementaria:
(1) g(z) € C?*[0, L] y g(x) es una funcién positiva.
(2) 9(0) = u(T) y g(L) + Bg'(L) = 0.
(3) [9"(2) = c(z)g’

c(x)g'(z)] € C[0, L] y es una funcién positiva sobre [0, L.

Definicién 4.1. Supongase que la funcion g(x) satisface la condiciones (1)-(3) y defi-

namos el operador :

o ) = )
d [, e TN (z,7;¢)dr

donde u(xz,t; ¢) es la solucion del problema directo (3.1)-(3.5) para la funcion corre-

(4.6)

spondiente ¢(x) dada.
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Observemos que la funcién ¢(x) es la solucién del (P.I), entonces:
o= A¢p. [ver (4.4)] (4.7)

Y al contrario supongamos que ¢ es una solucién positiva y continua de (4.7).

entonces:
~ ~ . T
9" (@) — c(z)g () = dou(x, T; ¢) — dry /O e T (e, 75 g)dr

Puesto que g(z) y u(x, T} q;) satisfacen las mismas condiciones de frontera se sigue que

g(x) = u(z,T; @) por esto ¢(x) es una solucién del (P.I)

4.2. Propiedades del Operador A

Atreves de esta seccion vamos a suponer que las condiciones sobre los parametros (2)-(6)
se cumplen. Ahora examinaremos algunas propiedades del operador A : por el teorema

(3.2) tenemos que para toda funcién positiva ¢(x) :

g'(x) —c(@)g'(z)  _ ¢"(z) = c(x)g(x)

A0 = dfOT eV TNy (z, 7, 9)dr deT eV T=7) pprdr = ie) (48)
Donde pps = méxo<i<r /' (t). Definamos:
E={¢(z) € C[0,L] | ¢ > h(z), x € [0, L]};
Sea P es el conjunto de funciones positivas, el conjunto £ C P.
A continuacién, usamos las normas uniformes || - || en C[0, L] y C[Q7r]; para demostrar

la continuidad del operador.
Los préximos dos teoremas exponen las propiedades esenciales del operador A; el sigui-

ente resultado es muy importante para el desarrollo del investigacion.

Teorema 4.1. El operador A : P — E dado por (4.6) es continuo y mondtono.
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Demostracion.
Primero observemos que para la desigualdad (4.8), el operador A transforma funciones

positivas de C[0, L] al conjunto E. Definamos el operador B:

B¢ = / YTy (2, 75 ¢)dr (4.9)

luego el operador dado en (4.6) nos queda:

B g// . Cg, L
Ap="— (B¢) (4.10)

Demostremos que A es acotado; por el teorema (3.2) tenemos:

! < <
HOK) < wlest) < s /1) (a.11)
multipliquemos (4.10) por e™7T=7)
! T=7) < =T=7)y, < e (T=7)
w(t)k(x)e <e ((x,t) <e Orgtag%u '(t). (4.12)

Integremos (4.11) de 0 a T":

T T T
Kz ¢) / T () dr < / e Ty (0, 75 G)dr < / T - mix il (t)dr

0<t<T
(4.13)
utilizando (4.9) tenemos:
T T
0< k(x,gb)/ I/ (7)dr < B < / e T méx 4/ (t)dr (4.14)
0 0 0<t<T
Utilizando la condicién del pardmetro (5) y la definicién:
o@i}f{rﬂ "(t) = pay, (4,14)  nos queda:
T T
0 < k(z; ) / e " T=7 ) (7)dr < Bp < / e T psdr (4.15)
0 0

La desigualdad (4.15) nos muestra que el operador B es acotado.

Veamos la continuidad del operador B. El operador integral dado por:

T
Igpz/ e Tz, 7)dr.
0
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es continuo en la norma uniforme; como lo discutimos en los preliminares; el ntucleo
K(t,s) = e’™7) es continuo.

Ahora demostremos que el operador C'¢p = uy(x, 7; ¢) es continuo.

Sean v;(x,t) = w(x,t;¢;), 1 = 1,2, y w(x) = vi(x,t) — va(x,t); vimos anteriormente

que cada v; es solucién del problema de frontera (3.16)-(3.18) con ¢ = ¢;, luego:
t
— (V1) gz + () (V1) + dprvy — yddy (2) / ey (z,7)dT =0 (4.16)
0
t
—(V2)az + () (V2)s + dpave — yd2 () / e "y (2, 7)dr = 0 (4.17)
0
restemos las ecuaciones (4.16) y (4.17):
t
— (U1 = V2)aa + () (01 = V2)2 + d(Pr01 — P2v2) — Ydy / ey (2, 7)dr
0
t
+ ’y@/ e "y (2, 7)dT = 0 (4.18)
0

Sumemos [y d ¢ fot e vy (2, 7)dT —vd ¢y fot ey (z, 7)d7], v, [d () va(x, t) —
d¢1(z) va(x,t)] a la ecuacion (4.18)

— (V1 — V) gy + c(z) (V1 — V2)y + dprv1 — dprv9 — dpovy — Ydy /Ot e oy (z, 7)dT
— vdéy /Ot e Ny (z, 7)dT = —dvy — ydy /Ot e Ny (z, 7)dT
— ydps /t ey (z, 7)dT (4.19)
0
reemplazando en (4.19), (v; — vq) por w(z) tenemos:

¢
— Wy + c(T)w, + dprw — ydoy / e " (z, 7)dr = F(x,t) (4.20)
0

donde: .
F(z,t) = vd(¢1 — o) / e YNy (@, 7)dT — d(dy — d2)va(z, 1) (4.21)
0
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mostremos que w(x) satisface las condiciones de frontera (3.17) y (3.18); veamos:

w(0,t) = v1(0,t) —v2(0,¢) = p'(¢t) — 1/ (t) =0 (4.22)

w(L,t) 4+ fw.(L,t) = (vy —ve)(L,t) + B(vy — v2)x(L, t)
=v1(L,t) —va(L, t) + B(v1)a(L, ) — B(v2)(L, 1)
= [v1(L,t) + B(v1)x(L, t)] — [v2(L, t) + B(va)x(L, )] =0 (4.23)

Resolviendo el problema (4.20), (4.22) y (4.23); w(z) satisface la ecuacién integral de

la forma:

w(x) = /L K(x,e;qbl)F(e,t)de—l—/t /L K(x,e;01)F (e, t)ydoyi(e)-]e "D |w(e, 7)|dr
" oo (4.24)

donde K (z,¢;¢1) es una funcién continua en el cuadrado 0 < x;e < L.

Siguiendo los mismos pasos expuestos en el Capitulo 2 para la funcién w(z,t); el valor

absoluto de w(x) en (4.24) es:

(e, 1) < / K (2,2 61)| - |F(e, D]de

t L
+/0 /0 K (2,8;01)] - |F (e, O)ydlon(e)lle ™ Jw(e, 7)ldr (4.25)

Tomando el méximo en (4.25) y definiendo:
— . R— 4 . . p— 4 /
lw( Bl = W(t); Ky = méx [K(z,e¢1)]; pn = mx 10 (t)

tenemos que:
W(t) = Ky - méx |F(z,t)| - L+ vdK )y - méx|oq(e)] - L/Ot W (r)dr (4.26)
Hallemos |F'(x,t)| en (4.21:)
P01 =2dlor = 6al [l e Dldr = dion = dul ot 8] (420
Tomando el méximo en la desigualdad (4.27) y utilizando el teorema (3.2):
IF(w, )l < i1 — 6ol mix (8) - T + dlés — 6ol mx |1 (¢)

< ydl|ér = Golpar - T+ dl| ¢y — | puns (4.28)
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Volviendo a (4.26):
t
W(t) < Kulydllgy = ¢2ll - par + dll¢1 = dallpar] - L+ yd K| 1] - L/ W(r)dr
0

t
< LRydine 0T + V)61 = 6all + Lyl [ Wirar (4.29)
0
Utilizando la desigualdad de Gronwall en (4.29)
W(t) < LKydpua(WT +1)[|¢1 — o[ Forrelonll (4.30)

como W(t) = ||lw(-,t)]| = ||lv1 — ve|| = ||ue(z,t; 1) — ue(x, t; ¢2)|| Por consiguiente el
operador C' es continuo, como el operador integral IV = fOT e "T=7)W(x, 7) es continuo;
ya que A es continuo si B es continuo y B es continuo y C' es continuo.

Ahora demostraremos la monotonia del operador A; para esto observamos en primer
lugar que si ¢1 < ¢ entonces u(x,t; ¢1) > w(x,t; ¢2) por el teorema (3.3); por con-

siguiente
T T
/e‘”(T‘”ut(fC,T;%)dTZ/ e Ty (z, 73 ¢ )dr (4.31)
0 0

por la desigualdad (4.15) ambos términos en (4.31) son positivos entonces; tomando el

reciproco tenemos:

1 1
fOT eV TNy (z, 7 ¢1)dT = fOT e Tz, 7; o )dT (4.32)
multiplicando (4.32) por # obtenemos:
g —cqg < g —cq
dfOT e YTy (z, 75 ¢ )dT dfoT eV Ty (z, 7; o )dT
asi que Ap; < Agps [ |

Teorema 4.2. El operador A : P — E dado por (4.6) transforma conjuntos acotados

en conjuntos equicontinuos.

Demostracion.

Consideremos el conjunto de funciones

Py={¢(x) € C[0,L] | 0<¢(x) <¢o(x), ze€l0,L]}
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donde ¢o(z) es una funcién continua, Py es un conjunto acotado
Sea 0 <z, x9 < L. Definiendo el operador B como en (4.9): Bo = fOT e Ty (2, 7, ¢)dr
y ademés definiendo r(z) = % luego

_g'@)—cz)g'(z)
A¢ = dBo(x)  dB¢ (4:33)

Evaluemos (4.33) en x; y x5 y restemos las ecuaciones que resultan:

() r(za)  Bo(xa)r(wi) — Bo(w1)r(ws)
Ap(xy) — Ag(xs) = Bow)) — Bolrs) Bo@) Bolry) (4.34)
B(xa)r(w2)
Bo(x1) - Bo(x)

Bo(xa)r(x1) — Bo(x2)r(w2) + Bo()r(29) — Bd(21)71(72)
B¢($1) : Bgf)(@)
(r(21) — r(w2))Bo(xa) + r(w2)(Bd(2) — Bd(21))
Bﬁb(?ﬁl) ) B¢($2)

Sumemos y restemos en (4.34)

Ag(ry) — Ad(x2) =

Podemos concluir entonces

(r(21) — r(w2)) Bo(x2) + r(22)(Bd(x2) — Bd(21))
Bo(z1) Bo(xa)

Ap(x1) — Ad(x2) = (4.35)

Ahora de (4.15) tenemos:
T T
0 < k(z: ) / e T=7) 1 (F)dr < Bo(x) < / T ydr (4.36)
0 0
Evaluando en x1, 25 la parte izquierda de la desigualdad (4.36 ):
T
0 < k(zy; gb)/ e T/ (1Ydr < Bo(xy)
0
T
0 < k(zo; gb)/ e "I/ (1Ydr < Bo(x,)
0
multiplicando entre si las ecuaciones anteriores:

T T
0< k(x1§¢)k(x2§¢)/ 6_”(T_T)l/(7)d7'/ e (T)dr < Bo(a1) B(ws) (4.37)
0 0

(.

~
C1 >0
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Lo mismo hacemos con la parte derecha en (4.15):

T
B¢($)§/ e T pyrdr (4.38)
0

J/

Co >0

De lo anterior podemos decir que existen constantes C; > 0 y C5 > 0 independientes de
xy ¢ tales que: Bo(x) - Bo(xe) < Cyy Bo(x) < Cy. Sea w, un médulo de continuidad
de r(x); luego (4.35) nos queda:

w2y = 22)Cy + [|r]] - [Be(xs) — Bo(a1)|

o (4.39)

‘(15(%) - A¢($2)| <

Ahora demostraremos que para cualquier ¢ € P, existe una constante C'5 tal que
|B¢($2) + B¢(IE1)| < Cg|l’1 — 1‘2’ (440)

De las demostraciones de los teoremas (3.2) y (2.2) la funcién v(z,t) = u(z,t;¢)

satisface la ecuacion integral:
t oL
v(x,t) = f(z,t) +/ / e K (z,6:0) yd d(e)v(e, 7)dedr (4.41)
0 Jo
dondef(x,t) = u'(t)k(z)
Evaluemos (4.41) en z = x; y = .
t oL
U(xlvt) = f(xlat) + / / ei’y(tiT)K<x17€; (ﬁ)’Yd(ﬁ(&“)U(E,T)dé‘dT
0 Jo
t oL
v(wa, 1) = f(@,1) + / / e K (13, 65.6) v d ¢(e)v(e, 7)dedr
0 Jo

restemos las ecuaciones anteriores

t L
v(zy,t) — v(wg, t) = p' () (k(x1) — k(x9)) +/ / e VDK (24, 6;0) — K(29,€;0)]
0 Jo
-ydo(e)v(e, T)dedr (4.42)
Si € esta entre x; y x5 nosotros podemos escribir:

K($1,€; ¢) - K(x27€; ¢) = K(‘TlaE;QS) - K(e,E; ¢) +K(€7€; ¢) - K(x27€;¢)
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Por lo tanto podemos aplicar el teorema del valor medio en cada uno de los términos;
como también para el término k(z1) — k(z3). Observemos que del lema (2.1) podemos
encontrar una cota uniforme Cy en la funcién K, (z,e;¢) y k'(z) independiente de ¢.

Sean

_ A O =
s = ferf%“() | o]

tomemos valores absolutos en (4.42)

oe1,0) = e 0 < WO )~ kel + [ [ D0 valote)

(e, |d5dr—/ / W) K (2, £ 8)| 7 d|6(2)] - [v(e, 7)]| de dr
(4.43)

Tomemos méximos en (4.43) recordando que

lv(x1,t) — v(z2,t)] < méx|v(zy,t) — v(xe,t)| :

t
[v(zq,t) — v(za,t)| < Colzy — 29| +/ [Col|z1 — 22| v d C pupr L)dr
0

t
+/ [Colry — za| v d C ppg] dr
0

t
= upColry — x| + 2/ Colry — 22| vydC pup Ldr
0

< ,UMCA’O‘Z'I — 2| + 2@0].7:1 — x| ydCup - L
= Copns(1 +27dC LT)|zy — 24

En conclusion:

lo(x1,t) — v(29,t)| < Copns(L+ 27 dC LT)|xy — (4.44)
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luego:

T

Bo(x) — Bo(m)| < Do,y — [ L T (g, 75 6)
0

IN
ﬂ

/e
/0 e T uy (21, 73 0) — wp(, 75 )] dr
T

e (T v(xy, 7;0) — v(xe, T; 0)|dT

0

03>0

Por lo tanto (4.39) nos queda:

wy(|xy — x2|)Co + ||r]|Cs|x1 — 23

|Ag(x1) — Ag(2)| < c

(4.45)

Asi que nuestro teorema queda demostrado. [ |

4.3. Propiedades de la Solucion del Problema Inverso

Teorema 4.3. Si las condiciones sobre los pardametros (2)-(6) y las condiciones sobre
la informacion g(x), (1)-(3) se cumplen, entonces una condicion necesaria y suficiente

para que el problema inverso tenga solucion es la existencia de una funcion ¢o(x) €

C10, L] para la cual Apo(x) < ¢o(z), 0<ax < L.

Demostracion.

Demostremos la condicién necesaria :

Supongamos que el problema inverso tiene solucién; ¢(x), entonces ¢ = Agp; luego
hacemos ¢y = ¢ y nos queda demostrado el teorema.

Al contrario; supongamos que la funciéon continua positiva ¢, satisface la desigualdad
Agpy < ¢p. Por (4.8) tenemos que para cualquier ¢(z) positiva y = € [0, L], h(z) <
Ag(x).

Mostremos ahora que el operador A transforma el intervalo

I'={¢(x) €[0,L] | h(z) < ¢(z) < ¢o(z), 0 <2 < L}
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en si mismo. Veamos; tomemos un ¢(x) € I, apliquemos a ¢;(x) el operador A, en-

tonces:

h(z) < Adi(z) (4.46)

Ahora como ¢1(z) < ¢p(x), utilizando la monotonia de A en (4.46) nos queda:

Apy(x) < do(x) < o (4.47)

La ultima desigualdad en la ecuacién anterior se tiene por hipotesis del teorema; de
(4.46) y (4.47) concluimos:
h(z) < Agi(x) < o (4.48)

Ademads observemos que por los teoremas (4.1) y (4.2) se concluye que el operador
A : I — I es un operador compacto, mondtono y continuo. De aqui se desprende |ver ]
por el teorema del punto fijo que la sucesién ¢g, Adg, A%¢y . .. converge hacia un punto
fijo ¢ de A, el cual como vimos en la introduccion de este Capitulo debe satisfacer

w(z, T;¢) =g(x), 0<zx<L |

Una condicién suficiente para la existencia de una solucién estd dada por el siguiente

resultado.

Corolario 4.1. Si las condiciones sobre los pardmetros (2)-(6), sobre la funcion suple-

mentaria (1)-(3) se satisfacen, y para alguna constante positiva ¢q la condicion

¢" —cq
dfOT e YT=1) ! (1)dr

< ¢o k(z, ¢o) (4.49)

se satisface, entonces el problema inverso tiene solucion

Demostracion. Por el teorema (3.2)
1 () k(3 ¢o) < wi(, t; do) (4.50)
multipliquemos (4.50) por (de 7= :

de " TD 1 (1) k(z, o) < de T uy(x, t; ¢o) (4.51)
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Integremos (4.51) de 0 a T :

T T
d / e T (t) k(x, go)dr < d / ey (15 go)dr (4.52)
0 0

En el Capitulo 2 se vio que la funcién k(z) es positiva; ademdas por la condicién de
pardmetro (5) la funcién p'(¢) también lo es; luego (4.52) es positiva; entonces podemos

tomar los reciprocos en (4.52):

1 1
T _ T— . S T _ T— /
d [y e Tz, t;¢o)dr ~ d [y e T/ ()k(x, ¢o)dr

(4.53)

Por (4.5) tenemos que la funcién ¢g” — cg’ es positiva luego podemos multiplicar (4.53)

por ella:
"o "o
Ao = —g—F— <99 (4.54)
dfo e VT ="y (z, T; gpo)dT dfo e T=1) ! () k(z, ¢o)dT
Tomemos la parte derecha de la desigualdad (4.54)
g// o cg’ B 1 g// . cg’ 55
T —y(T—7) ! . - ]{j(gj ¢ ) T —y(T—7) ! ( ’ )
df, e W (T)k(z; gpo)dr o) L[ e W (T)dr
Utilizando la hipétesis en (4.55):
1 g// _ Cg, ‘| |: 1 :|
< o k(x; ¢ 4.56
k(s ¢o) dfOT e T=7) ! (7)dr k(zido)] (3 o) (4:56)
Por transitividad en (4.54),(4.55) y (4.56) tenemos:
Ao < ¢o
Entonces utilizando el teorema (4.3); el problema inverso tiene solucién. |

El siguiente corolario se usa para propositos computacionales.

Corolario 4.2. Si el P.1 tiene solucién entonces la sucesion de iteraciones h, Ah, A%h, .. .,

converge a una solucion de P.I.
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Demostracion.
Si ¢ es una solucion del P.I, entonces ¢ es un punto fijo de A, y como en el teorema

(4.3) tenemos h(z) < ¢(z); lo cual nos lleva a:

h(z) < Ag(z) = ¢(x)
Ah(z) < A%¢(x) = A(Ad(x)) = Ag(x) = ¢(2)
A’h(z) < A%¢(x) = A(A%()) = Ag(x) = ¢(x)

A"h(x) < A" ¢(a) A(A% = ¢(x)) = Ad(x) = B(x)

Por lo tanto la sucesién A™h esté acotada por ¢(x); utilizando el hecho que el operador

A es compacto y mondtono entonces la sucesién converge a una solucién del P.I. ]

Se puede pensar que la sucesién h, Ah, A%h, ..., puede converger hacia otra solucién
diferente de ¢, sin embargo vamos a mostrar que no es el caso debido a que la solucién

del P.I es tnica.

Teorema 4.4. Supongase que se satisfacen las condiciones (2) — (6), lo mismo que
las condiciones sobre los datos (1) — (3) entonces, el problema inverso tiene una unica

solucion.

Demostracion.

Supongamos que ¢; y ¢o son dos soluciones del problema inverso, esto es, si

wi(z,t) = u(x,t;¢;), i = 1,2; entonces uy(x,T) = uy(z,T). Como vimos anterior-
mente es también el caso que Agp; = ¢;; 1 =1,2.

Entonces hay dos posibilidades : Alguna de las funciones; digamos ¢ estd acotada por
¢9 en el intervalo [0, L], o bien que la funcién ¢;(x) — ¢o(z) tiene valores positivos y
negativos.

En el segundo caso sea: ¢3 = min{¢;(x), p2(x)} luego ¢3 < @1y ¢3 < ¢ en el intervalo

[0, L]; como sabemos que ¢; y ¢o son soluciones del P.I, entonces:

Agz < agr = ¢y
Agz < agy = ¢



51

¢3 no puede estar como en la figura (4.1) ya que ¢3 = min{¢y, ¢ }; por lo tanto uti-

lizando la monotonia de A :

Aps < min{¢q, ¢} = ¢

b2
b3
b1
figura 4.1
se sigue de la demostracién del teorema (4.3) que la sucesién ¢z, Ags, A%¢s, ... forma

una sucesion decreciente de funciones que convergen a una solucién ¢4 del P.I, la cual
estd acotada por ¢1, ¢s, ¢3, luego tenemos nuevamente el primer caso para las funciones
¢4 Y ¢a. Sabemos por el teorema (3.3) que si ¢1(z) < ¢o(x) entonces us(z,t) < uy(z,t)

en Qr. Al igual que en la demostracién del teorema (3.3) tenemos
t
U, = / eV(t’T)uk(x,T) k=12, w=wu —uy; W=U —U,
0
reemplazando u; y uy en la ecuacion (3.16) entonces

— (u1) g + () (u1), + dpruy — ydey / e’V(t’T)ul(x, T)dr =0 (4.57)
0

— (u2)zx + () (u2), + deous — yda / e M yy(z, 7)dr =0 (4.58)
0
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Restemos las ecuaciones (4.57) y (4.58):

t
—(uy — Ug) gz + (@) (U1 — u2), + dpruy — dpous — ydpo + ydpy / e’”(t’”ul(x, T)dT =0
0

(4.59)
Sumando y restando a la ecuacién (4.59) las siguientes expresiones: d¢i¢s, v,
~ydg, fot e Ny (z, 7)dr
— (U1 — Ug)ee + () (U1 — Uz)z + dd1(ur — uz) + dprug — ddauy
t t
— vdp, / e Yy, (x, 7)dT + ydpy / e’V(t’T)uQ(x, T)dr
0 0
¢ t
— ydgs / ey (z, 7)dr + vdgpy / e yy (2, 7)dr = 0 (4.60)
0 0

Sustituyendo la diferencia u; — us por w(x) nos queda:
t
— Wez + (X)W, + dprw — ydey / e w(x, T)dr
0
t t
— doas — dovuz + 7dén [l r)dr —yds [ un(ar)dr (461)
0

0

Tomando el lado derecho de la ecuacién (4.61):
t ¢
dpauz — drug + ydgy / ey (, 7)dr — ydepy / e Ny (z, 7)dr
0 0
t t
= —d¢, (U2 — 7/ e Yy (x, T)dT) +doo (U2 — 7/ e Yy (x, T)dT) (4.62)
0 0
reemplazando (3.12) en (4.62):
t ¢
— doy (u2 — ’y/ e My, T)d’l') +doo (UQ - ’y/ ey (x, T)d’/')
0 0

= —d¢1(Us); + dga(Us) = d(1 — d2) (Vo) (4.63)

Por (4.62) y (4.63) la ecuacién (4.60) nos queda:

Wy + c(T)wy + dprw + —vdey / e w(z, 7)dr = d(¢2 — ¢1)(Uz)e  (4.64)
0
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Luego w(z,t) es solucién de la ecuacién (4.64) con las condiciones de frontera (2.18) y
(2.19).

La funcién U, satisface la ecuacién (3.11) con ¢ = ¢o; veamos:

 (Un)ae + (2)(Ua)s + dn(2)Us — ydera(z) /0 eIy (2, 7)dr

= — (/t e Yy (x, T)dT) +c(x) (/t e Yy, T)dT)
0 T 0 x
d ' —y(t—7) . 7)d )_ d t —v(t—T){( t —y(t—7) .7)d ]
+doalo)( [ e ualo )ar ) dota) [ e [ e rytn

— /t eVt (—(ug)m + c(x)(ug)y + doo(z)us — /t e_V(t_T)ug(x, T)d’i') dr =0
0 R 0

J

~
=0por (3,2)

Por consiguiente U, satisface la ecuacion:

—(Uy) gz + () (U2)z + doo(x)Us — v d ¢o(z) /0 e DUy (2, 7)dT = 0 (4.65)

Ademas U, satisface la siguientes condiciones de frontera:
t t
e Uy(0,t) = / e "y (0, 7)dr = / e N u(r)dr = M(t) (4.66)
0 0

¢ Ua(0.8) 4 BuulLet) = [ " Dua(Lrdr 45 [ D us)o(Lor)dr
0

0

= / t e (un(L, ) + B(uz). (L, 1)) dr = 0 (4.67)

=0

Si Observamos en la ecuacion (4.66) la definicién de M (t), facilmente se ve que M (0) =
0, y Us(z,0) = 0. Derivando la funciéon M’(t) :

t t t
M) = | [t |=uy - [ triar = [ mar
0 0 0

(4.68)
La ultima parte de la ecuacién (4.68) es el resultado de integrar por partes que requiere

la condicién (5) sobre los pardmetros para t > 0, como la funcién k(z) > 0 entonces:

(Us)¢(x,t) > M'(t)k(z) >0 parat € [0,T] (4.69)
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Evaluando (4.64) ent =T

— Waa (2, T) + c(x)wy (2, T) + dprw(z, T') — ydo, () /0 e (T dT
= d(¢2 — ¢1)(Ua): (4.70)

Ademés w(z,T) = uy(z,T) — ua(x,T) y ui(z,T) = ug(z, T), entonces

w(z,T) = 0; igualmente:

we(x, T) = (u1(z, T) —uz(x, 7)), =0 v,
Wee (2, T) = (ur (2, T) — ug(x,T))ze =0

Luego el lado izquierdo de la ecuacién (4.70) nos queda igual a:

—doy(z)y /Ot e Yy (x, T)dr (4.71)

Por las condiciones del pardmetro (1) — (3); ¢1(z) > 0 para x € [0, L]; d es positiva
y como w(x,t) resuelve el problema directo; también es positivo. Por el teorema (3.1)

tenemos en (4.71):
¢
—d¢1(x)7/ e Dy (z, 7)dr <0 x €0, L]
0

Ahora vemos el lado derecho de (4.70); d es positivo; como ¢ estd acotado por ¢,
entonces ¢o — ¢ es positivo, ahora (Us); también lo es, por consiguiente el lado derecho
de (4.70) es positivo; lo cual es una contradiccién. Podemos entonces afirmar que ¢ = ¢

y con esto llegamos a que el (P.I) tiene una solucién tnica. |



CAPITULO 5

EJEMPLOS NUMERICOS

En este Capitulo veremos como calcular numéricamente el P.I bajo restricciones no
muy fuertes y daremos varios ejemplos. Centremos nuestros esfuerzos en el célculo de
la funcién u(x,t) en vez de {u(z,t),a(x,t)} solucién del P.I; ya que a(z,t) se obtiene a
partir de u(z,t) (vea (3.2)). Calcularemos la funcién u(zx,t), luego usaremos la funcién
(3.8) para hallar a(x,t).

5.1. Esquema Numérico para el Problema

Integro-Diferencial de Valor en la Frontera (PVF).

Primero desarrollaremos un esquema numérico para el problema (2.14)-(2.16); esto es

—Ugs + P(T)Us +Q(5E)U—W(ﬂf)/0 ez, dr = flat): (2t) €Q  (5.1)
w(0,t) = u(t); 0<t<T (5.2)

w(Lyt) + Buo(L,t)=0; 0<t<T (5.3)

Asumimos que todas las hipdtesis del teorema (2.2) son ciertas, esto es: (3,7, q(z) son

positivas, F'(x,t) y u(t) no negativos y todas las funciones son continuas.

95
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Sea u(z,t) la solucién a calcular y definamos:

Uz, t) = /Ot e Y y(x, 7)dr (5.4)

Sea A, = ﬁ, y, Ay = % el paso en x y t respectivamente, estos parametros los usamos
en el proceso de discretizacién del problema, donde M, N € Z*. Veamos a (2.14) y (5.4)
como un sistema de evolucion en las incégnitas v y U. El aspecto de evolucion de U se

hace mas claro observando lo siguiente:

t t—At t
Ul(z,t) :/ e’V(t’T)u(x,T)dT :/ 67(t7)u(1’,7')d7'—|—/ €77(t77)u<£€,7)d7
0 0 -

At

(5.5)
Reemplazando ¢t =t — At en (5.4) tenemos:
—At
Ulx,t — At) = / e ATy (2 7Y dr
0
t—At
= e”At/ e_V(t_At_T)u(:B,T)dT (5.6)
0
multiplicando (5.6) por e™72! tenemos:
t—At
e AU (z,t — At) = / e "Ey(z, T)dr (5.7)
0
Reemplazando (5.7) en (5.5) obtenemos:
¢
Ul ) = e (2, t — At) + / ey, 7)dr (5.8)
t—At

Ahora, sea t, = nAt, n=1,2,...,N una malla para el intervalo [0,7] y =) = kAxz,
k = 1,2,..., M una malla para el intervalo [0, L]. La malla para el rectdngulo Qr se
obtiene como el conjunto de parejas (zx,t,); k=1,2,..., M yn=1,2,...,N. Esta

malla se muestra en la figura (5.2).
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t
t,=1T
to
t
Uy 1 Uz 1
0 T T9 XT3 T4 s L X
TM+1
figura 5.2

Definamos las siguientes funciones de malla py = p(kAx), q(kAx), u, = p(nAt) y

Fin = F(kAz,nAt). Igualmente en nuestras aproximaciones las soluciones exactas son:
U =~ u(xg, t,) = u(kAx, nAt)

Uk = Uz, t,) = U(kAz, nAt)

Construyamos un esquema de diferencias finitas de segundo orden de aproximacién en
las variables Ax y At.
Por consiguiente usamos la primera y segunda féormula de diferencias centradas para

discretizar (2.14) y el método del trapecio para discretizar (5.8):
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t t
Uz, t) = / e Yy, 7Ydr = e AU (2, t — At) + / e Ny (x, T)dr
0 t—At

Luego (5.8) lo podemos aproximar por medio de la expresién:

At e
Upn = (€772« (U 1) + 7(6_7“_2%&)) (1) + (€77 ()
At
= ¢ U1 + 7[(5”&)) (Ukn—1) + Uk n] (5.9)

Para discretizar la ecuacién (2.14) utilizamos las siguientes férmulas de diferencias

centradas [ver Burden]

Uk+1,n — 2uk,n + Uk—1,n

(U ), (Az)? ( )
Uk+1n — Uk—1n
z)kn — : : 5.11
(1) = A2 (5.11)
Reemplacemos en (2.11) las ecuaciones (5.10)-(5.11) y utilizando (5.6) tenemos:
—(Upg1,0 = 2Up gy + Up—1,n) (W10 — Uk—1,n)
—yAt At —yAt
— Yqile " Up -1 + 7(6 U1+ Ukn)] = Fin
Entonces:
—Ukt1n | 2Upp  Uk—1n + Ukttn o Uk-im
(Az)?2  (Ax)?2  (Ax)? PRoone PR ony T Rtk
_ At At
— yqpe MUy — V€ R T Yk~ Uk = Fin (5.12)

Simplificando (5.12):

At
= Fyn+yqee ™ (Upp1 + 7uk,,H) (5.13)

Tomando factor comtin (Ax)? en la ecuacién (5.13) obtenemos:

A
—(1+pk( .

At A
))Uk—l,n+ [2+(Al’)2qk <1—’77>} ukm—(l—pk%)ukﬂm = ka (514)
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donde

At
Grn = (AT {Fyp +ve "2 (Up ot + 7uk,n—1)} (5.15)

El sistema (5.9),(5.14) y (5.15) son vélidas para los nodos interiores (xg,t,) con
k=1,2,..Myn=1,2,..,N.

Podemos observar que el término ug,, es conocido basandonos en la condicién de fron-
tera (2.15) ya que u(0,t) = p(t); al igual wpr41,, por la condicién de frontera (2.16).
El problema integro-diferencial de frontera lo resolvemos usando un método, el cual es
explicito en el tiempo e implicito en el espacio. El algoritmo para el problema integro-
diferencial de valor en la frontera puede ser descrito como sigue:

(1) Dado los valores U y w en el nivel (n — 1) de tiempo resolvemos el sistema (5.14) y
(5.15) para el valor de u en el nivel de tiempo n.

(2) Usando (5.9) resolvemos explicitamente U para el nivel de tiempo n.

Realicemos una prueba de escritorio: Supongamos que conocemos Uy 1 y g 1; siguiendo
lo enunciado anteriormente, podemos ver en este caso n = 1 y para nuestra ilustracion
tomemos k = 1. Observemos entonces (5.14) y (5.15) cuandon =1y k=1:
Ax At Ax
— (1 +p17)u071 + |:2 + (Am)qu (1 — 77>:| U171 — (1 — plT)ull = G1,1 (516)
donde:
At

Gi1 = (Ax)*{Fiq +ve *q(Urp + 7“1,0)} (5.17)

De las ecuaciones (5.16)-(5.17) conocemos Uy o y u1; si discretizamos de la condicién
(2.16), observamos que el término us; en (5.16) se puede escribir en términos de uy 1;

veamos esto:

uig + 8 {—UZ’;;;OJ} =0

Como ya dijimos conocemos ug; por la condicién inicial (2.15); luego en las ecuaciones
(5.16) y (5.17) lo desconocido es w11 y ug1; al recorrer la malla en la capa n = 1
encontramos los valores w;1,u21,us1 y asi sucesivamente; luego usamos la ecuaciéon

(5.9) y determinamos U, j; para k = 1y n = 1 tenemos:

At
Uig = 6_A/AtUl,o + 76_7&5[“1,0 + Uy
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5.2. Un Algoritmo para el Calculo de un Operador

Si asumimos que la condicién suplementaria se da en forma exacta g(z) entonces la
discretizacion del operador A es inmediata.

Sea gp = g(kAz), k = 1,2,... M+ 1y ¢p = ¢(kAzx), k = 1,2,..., M. Observemos
que v(x,t) = uy(x,t) satisface la ecuaciéon (3.16) junto con las condiciones de frontera
v(0,t) = p'(t) y v(L,t) + fv.(L,t) = 0, entonces la funcién

V(z,t) = fot e =y, (x, 7)dT puede ser aproximada por el desarrollo del algoritmo
para el problema de frontera de la ecuacién integro-diferencial (PFV) aplicado a v(z, t);
resultando las aproximaciones Vi x en los nodos (xy, t,,).

Para el operador A tenemos:

po— ) ) @)
d [, e T (z,7; p)dr

Para discretizar el operador A utilizaremos

() = k1 — 20k + Gr—1
(Azr)?

/() = T — Ikt

Luego; sea ® = (¢1, ¢2,...,0um)

Je+1 — 20k + Gr—1 e[ ko1
(Az)? 2Ax
A =
(Aprod)s Wi
(Ané)e = 1+ Ck%]gkfl — 29+ (1 — Ck%)gkq
Mk de7N<A£E)2

Por lo tanto podemos concluir que nuestro operador A tiene la forma:

1+ Ck%]gk—l — 20+ (1 — Ck%)gk+1

(Ano) = e T

(5.18)

valida para k =1,2,..., M. Cuando k = M, entonces necesitamos conocer gy;.1; para
esto usamos la condicion inicial que satisface g(x) al final del punto por la derecha. Dis-

cretizando esta condicién usando diferencias centradas tenemos g(M Az)+ B¢ (M Az) =
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0; para k = 1 se requiere gy que puede ser hallada por la condicion de frontera
9(0) = u(T).

Nosotros podemos ahora usar el corolario (4.2) para describir un algoritmo de solucién
del P.I:

sea ¢ la semilla para la discretizaciéon donde ¢o(z) = h(x) definida en (4.8). Entonces
se usa la iteracién de punto fijo de (5.9); hasta alcanzar la convergencia.

Se ilustra el algoritmo del P.I en el siguiente ejemplo. En este ejemplo nosotros consid-
eramos el problema directo (3.1)-(3.5) en su forma equivalente como un problema de
valor en la frontera (3.11),(3.8),(3.3) y (3.4).
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Simulacién Numeérica

3
Consideremos el caso cuando L =2, T =2, v=0=1,c(x) =1+ w,
r  x?sin(3z) (1 —e 02
—o T T =
ey =2 =3+ TIOD g - L=C

Observemos que nuestros datos de entrada satisfacen las condiciones sobre los paramet-

ros (2)-(6); en este ejemplo tomamos Az = At = 0,01; veamos como funciona nuestro

algoritmo.

1.

Se usa el algoritmo (PVF) para obtener la funcién g(z).

Se usa el algoritmo P.I sucesivamente con la inextrapolacién (PVF) para calcular

la solucién de este P.I

Nuestra semilla es la funcién h(z) definida en (4.8) que es la iteracién 1 en la

figura 5.2.

Como se puede observar el punto fijo de iteracion exhibe una aproximacién lineal

de convergencia hasta aproximadamente la quinta iteracion.
En la cuarta iteracién la norma del error ||¢ — ¢4|| = 0,0021

El comportamiento mondtono del operador es evidente en la figura 5.1

Los resultados anteriores fueron generados usando MATLAB; versiones de los progra-

mas usados son anexados en las siguientes paginas.



63

2.5

\

0.5

1 1.5 2
figura 5.1



(6]

[7]

8]

BIBLIOGRAFIA

KOLMOGOROV A.N. Elementos de la teoria de funciones y del andlisis funcional.
Moscu. MIR, 1972.

KRASNOV M., Kiseliov A., Makarenko G. Ecuaciones integrales. Moscu. MIR,
1970.

ORELLANA Yaneth. Solucion tipo onda viajera para un modelo matamdtico de

sorcion dinamica. Bucaramanga, Tesis de pregrado, UIS, 1998.
DESINOV A.M. An inverse problem for a hyperbolic equation.2000

ISAVOK V. [Inverse parabolic problems with thr final overdetermination.
Comm.Pure appl, 1991.

PRILEPKO A.I, KOSTIN. Inverse problem of determining the coefficient in a
parabolic equation. Siberian Math, 1992.

STARGOLD 1. Green’s functions and Boundary value problems. New york. John
Wiley and Sons Inc, 1979.

BURDEN Richard. Andlisis Numérico. Thomson Editores, 1998.

64



65

[9] NAGLE R., SAFF Eduard.,SNIDER Arthur. Fcuaciones Diferenciales y roblemas

con valores en la frontera. Tercera Edicion.

[10] ZILL Dennis. Ecuaciones Diferenciales con Modelado. México. Thomson, 1997.



ANEXOS

ANEXO A
(PROGRAMAS EN MATLAB)

alfa.m
function retval = alpha(t)
usage: y = alpha(t);
description: Returns value of alpha at scalar t.
retval = 0; for examples 1,2,3

f.m

function retval = F(x,t)
usage: y = F(x,t);
description: Returns ordinate vector of values of F(x,t)
at abscissa vector x, scalar time t.
local variables:
nn: length of vector x
k: loop variable

nn = length(x);

66
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retval = zeros(size(x));
for k = 1:nn
retval(k) = 0; retval(k) = 2%exp(-x(k))*(-t*t+t-1+exp(-t));
end;
forwardsolvrex.m
function [u,U] = forwardsolvrex(M,N el, T ,gmma,bta,pnodes,qnodes,pnodesh,qnodesh)
usa: [u,U] = forwardsolvrex(M,N,el, T ,gmma,bta,pnodes,qnodes,pnodesh,qnodesh)
descripcion: se construye y se retorna la solucion para
nuestro problema en el tiempo T, usando la extrapoloacion de Richardson
con respecto al tiempo y al espacio.
local variables: dx,xnodes,pnodes,qnodes,pl,U,u,Uh,uh,n,Ainv,unew
dx = el/M;
dt = T/N;
xnodes = linspace(dx,el,M)’;
xnodesh = linspace(dx/2,el,2¥M)’;
the initial value of u may *not* be zero if source term
F(x,0) is not 0. Handle this separately. Of course, if
F(x,0)=0, this simply generates the zero solution for u.
u = zeros(M,1); needed for U
U = zeros(M,1); since U(x,0) = 0
u =sm(el,M,dt,0,bta,pnodes,qnodes) (el,M,dt,0,U,u,0,bta,pnodes,qnodes);
uh = zeros(2*M,1); needed for U
Uh = zeros(2*M,1); since U(x,0) = 0
uh = sm(el,2*M,dt/2,0,bta,pnodesh,qnodesh) ...
rhs(el,2*M,dt/2,0,Uh,uh,0,bta,pnodesh,qnodesh);
get the coefficient matrix A only once. To speed things
up in *this* code, we invert A. In production code one
would obtain LU factorization only once, then repeatedly
forward and backward solve the system.
Ainv = inv(sm(el,M,dt,gmma,bta,pnodes,qnodes));
Ainvh = inv(sm(el,2*M,dt/2,gmma,bta,pnodesh,qnodesh));
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now march to the requested solution
forn = 1:N
first the full step
unew = Ainv*rhs(el,M,dt,n,U,u,gmma,bta,pnodes,qnodes);
U = U/exp(gmma*dt) + dt/2*(u/exp(gmma*dt) 4+ unew);
u = unew;
then two half steps
unew = Ainvh*rhs(el,2*M,dt/2,2*n-1,Uh,uh,gmma,bta,pnodesh,qnodesh);
Uh = Uh/exp(gmma*dt/2) + dt/4*(uh/exp(gmma*dt/2) + unew);
uh = unew;
unew = Ainvh*rhs(el,2*M,dt/2,2*n,Uh,uh,gmma,bta,pnodesh,qnodesh);
Uh = Uh/exp(gmma*dt/2) + dt/4*(uh/exp(gmma*dt/2) + unew);
uh= unew;
end;
finally, extrapolation
u = 4/3%uh(2:2:2*M) - 1/3*u;
U = 4/3*Uh(2:2:2*M) - 1/3*U;
operador.m
function retval = operatorA(M,N,el, T ,gmma,bta,gnodes,pnodes,qnodes)
usage: psi = operatorA(M,N,el, T,gmma,bta,gnodes,pnodes,qnodes)
description: constructs and returns the value of operator A
on the function q(x), given as a column vector of discrete
values at the abscissa array xnodes = linspace(el/M,el,M).
The function named "mu”should really be mu’(t) for this routine.
gnodes is used to define the operator. The gnodes vector
gives values of g at nodes linspace(0,el, M+1).
local variables: dx,xnodes,U,u,n,Ainv,unew
dx = el/M;
dt = T/N;
xnodes = linspace(dx,el,M)’;

u = zeros(M,1); since u;(z,0) =0
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U = zeros(M,1); since U(x,0) = 0

get the coefficient matrix A only once. To speed things

up in *this* code, we invert A. In production code one

would obtain LU factorization only once, then repeatedly

forward and backward solve the system. Or use a band method.

Ainv = inv(sm(el,M,dt,gmma,bta,pnodes,qnodes));

now march to the requested solution

for n = 1:N

unew = Ainv*rhs(el,M,dt,n,U,u,gmma,bta,pnodes,qnodes);

U = U/exp(gmma*dt) + dt/2*(u/exp(gmma*dt) + unew);

u = unew;

end;

we now have U at time T on xnodes

calculate the numerator of returned value

retval = ((14pnodes(1:M-1)*dx/2).*gnodes(1:M-1) - ...

2*gnodes(2:M) + (1-pnodes(1:M-1)*dx/2).*gnodes(3:M+1));

do the last entry by quadratic interpolation

retval = [retval;0]/(dx*dx);

retval = retval./U;

retval(M) = 3*retval(M-1)-3*retval(M-2)+retval(M-3);
sm.m

function retval = sm(el,M,dt,gmma,bta,pnodes,qnodes)

usage: A = sm(el,M,dt,gmma,bta,pnodes,qnodes)

description: returns the system matrix for this problem.

local variables: dx, ii

retval = zeros(M,M);

dx = el/M;

pnodes = dx/2*pnodes;

gnodes = dx*dx*qnodes;

hacemos primero la fila de las condiciones Dirichlet

retval(1,1) = 2 4 gnodes(1)*(1-gmma*dt/2);
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retval(1,2) = -1 + pnodes(1);
ahora los nodos interiores
for ii = 2:M-1
retval(ii,ii-1) = -1 - pnodes(ii);
retval(ii,ii) = 2 + gnodes(ii)*(1-gmma*dt/2);
retval(ii,ii+1) = -1 + pnodes(ii);
end;
fijamos la ultima fila por diferencias centradas, etc.
retval(M,M-1) = -2;
retval(M,M) = 2 4+ gnodes(M)*(1-gmma*dt/2) + (1-pnodes(M))*2*dx/bta;
o hacemos la ultima fila con mas exactitud
retval(M,M-2) = bta;
retval(M,M-1) = -4*bta,;
retval(M,M) = 2*dx + 3*bta;
forwardsolv.m
function [u,U] = forwardsolv(M,N,el, T ,gmma,bta,pnodes,qnodes)
usage: [u,U] = forwardsolv(M,N.el, T,gmma,bta,pnodes,qnodes)
description: constructs and returns the solution to
our problem at time T.
local variables: dx,xnodes,n,Ainv,unew
dx = el/M;
dt = T/N;
xnodes = linspace(dx,el,M)’;
the initial value of u may *not™ be zero if source term
F(x,0) is not 0. Handle this separately. Of course, if
F(x,0)=0, next lines simply generates the zero solution for u.
u = zeros(M,1); since u(x,0) = 0
U = zeros(M,1); since U(x,0) = 0
u = sm(el,M,dt,gmma,bta,pnodes,qnodes)(el,M,dt,0,U,u,0,bta,pnodes,qnodes);
get the coefficient matrix A only once. To speed things

up in *this* code, we invert A. In production code one
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would obtain LU factorization only once, then repeatedly
forward and backward solve the system.

Ainv = inv(sm(el,M,dt,gmma,bta,pnodes,qnodes));

now march to the requested solution

forn = 1:N

unew = Ainv*rhs(el,M,dt,n,U,u,gmma,bta,pnodes,qnodes);
U = U/exp(gmma*dt) + dt/2*(u/exp(gmma*dt) + unew);
u = unew;

end;

function retval = mu(t)
usage: y = mu(t);
description: Returns value of mu or mu’ at scalar t.
global mindex; will give Oth or 1th derivative of mu
global malpha; a parameter for mu
if (mindex == 0)
retval = (1-exp(-malpha*t))/malpha; example 1,2
retval = t2; ezample3
else
retval = exp(-malpha*t); example 1,2
retval = 2*t; example 3
end;
rhs.m
function retval = rhs(el,M,dt,n,U,u,gmma,bta,pnodes,qnodes)
usa: b = rhs(el,M,dt,n,U,u,gmma,bta,pnodes,qnodes)
descripcion: retorna el valor del lado derecho de la ecuacion (5.3)
u(x,T) es u vector; T = n*dt. La entrad los valores a priori de U, u en
(n-1)*dt.
variables locales: dx, xnodes, Fnodes, gqnodes,
retval = zeros(M,1);

dx = el/M;



72

xnodes = linspace(dx,el,M)’;
Fnodes = F(xnodes,n*dt);
retval = dx*dx*(Fnodes 4+ (gmma/exp(gmma*dt)*qnodes).*(U + dt/2*u));
fijamos la primera entrada
retval(1,1) = retval(1,1) + (1+pnodes(1)*dx/2)*mu(n*dt);
fijamos la ultima entrada por diferncias centradas, etc
retval(M,1) = retval(M,1) + (1-pnodes(M)*dx/2)*2*dx/bta*alpha(n*dt);
o con un orden mayor de exactitud
retval(M,1) = 2*dx*alpha(n*dt);
ejemplo.m
script: examplel.m
use mu(t)= (l-exp(-malpha*t))/malpha for this example
also use F(x,t)=0, alpha(t)=0 (the rhs of right bdy cnd),
phi(x)=2-x/2+x? * sin(3 * x) /3andc(x) = 1 + cos(3 * ) /3.
Check files alpha.m, F.m and mu.m. Other functions
are hardwired into this example.
Choices of example 1 are malpha=0.2 and malpha=3.0 for Example 5.1
To get the noise and attempted smoothing of Example 5.2 deremark the
appropriate lines below.
global mindex;
global malpha;
files work for Octave or Matlab
malpha = 3.0;
el = 2 right hand spatial limit
T = 2 time limit
gmma = 1.0 gamma parameter as above
bta = 1.0 beta boundary parameter as above
M = 200 space node indices from dx..M
N = 200 time node indices from dx..N
dx = el/M;

xnodes = linspace(dx,el,M)’;
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pnodes = ones(size(xnodes))+.3*cos(3*xnodes);

here we wire d into qnodes...we're assuming d=1.

qnodes = 2*ones(size(xnodes))-xnodes/2+xnodes.?. * sin(3 * xnodes)/3;
xnodesh = linspace(dx/2,el,2¥M)’;

pnodesh = ones(size(xnodesh))+.3*cos(3*xnodesh);

gqnodesh = 2*ones(size(xnodesh))-xnodesh /2+xnodesh.?. x sin(3 x xnodesh)/3;
gnodesorig = gnodes;

Here is an operator experiment:

mindex = 0; now mu calculates mu(t)

dx = el/M;

x = linspace(dx,el,M)’;

this is our "measurement”

[gnodes,Unodes|=forwardsolvrex(M,M,el, T ,gmma,bta,pnodes,qnodes,pnodesh,qnodesh);
gnodes = [mu(T);gnodes];

try randomizing effect for Example 5.2

gnodes = gnodes+0.0001*(rand(size(gnodes))-0.5);

try smoothing this effect

gnodes = polyval(polyfit([0;xnodes|,gnodes,10),[0;xnodes));
gtmp=[gnodes(1);gnodes;gnodes(M+1)];

gnodes = 1/3*(gtmp(1:M+1)+gtmp(2:M+2)+gtmp(3:M+3));

and fix the boundary values

now construct a first approximation to q(x), namely h(x)

mindex = 1; now mu calculates mu’(t)

mumax = 0;

tmpt = linspace(0,T,N);

for jj = 1:N

mumax = max(mumax,abs(mu(tmpt(jj))));

end;

gnodes = ((1+4pnodes(1:M-1)*dx/2).*gnodes(1:M-1) - ...

2*gnodes(2:M) + (1-pnodes(1:M-1)*dx/2).*gnodes(3:M+1));

this calculation assumes d=1, else stick it in as factor
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gnodes = [qnodes;0]/(mumax/gmma*(1-exp(-gmma*T))*dx*dx);
do the last entry by quadratic interpolation

gqnodes(M) = 3*qnodes(M-1)-3*qnodes(M-2)+qnodes(M-3);
plot(xnodes,qnodes);

disp("qnodes(5):’)

disp(qnodes(5))

hold on

for jj = 1:8

qtmp = operatorA(M,N,el, T,gmma,bta,gnodes,pnodes,qnodes);
norm(qtmp-qnodesorig,inf)

gnodes = gtmp;

if (jj 14)

plot(x,qnodes);

disp("qnodes(5):’)

disp(qnodes(5)

end;

end;

finally, plot the true value

plot(x,qnodesorig)

disp(’qnodesorig(5):”)

disp(qnodesorig(5))

what does this computed q(x) result in? Let’s see...

mindex = 0; mu now calculates mu(t)

newgnodes = [mu(T);forwardsolv(M,N,el, T ,gmma,bta,pnodes,qnodes)];
disp("Here is the error in original g minus implied g:’);

disp(norm(gnodes-newgnodes,inf));
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