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DESCRIPCION:

Las transformaciones de Mdbius se encuentran entre las funciones fundamenta-
les de la geometria; sus aplicaciones van desde el mapeo cerebral, el procesa-

miento de imagenes y la criptografia hasta la Teoria de la Relatividad.

Una transformacién de Mébius es una biyeccidn parcial sobre el plano complejo.
El conjunto de las transformaciones de Mdbius con la composicion de funcio-
nes no forma un grupo, ya que la composicién de transformaciones de Mdbius
no siempre es una transformacion de Mébius. Aun asi, el resultado de la com-
posicion de transformaciones de Mdébius preserva varias propiedades de dichas
transformaciones, por lo que el conjunto de las transformaciones de Mdbius con
sus composiciones finitas forma una estructura algebraica conocida como se-
migrupo inverso. En particular, a esta estructura se la conoce como el monoide

inverso de Mobius.

A partir de lo dicho, en este trabajo se muestra que las transformaciones de
Mébius conjuntamente con la composicién de funciones como operacién, forman
un monoide F-inverso para el cual su conjunto de elementos maximales forman
un grupo que es isomorfo al grupo de Mdbius. Ademas, se demuestra que el
monoide inverso de Mébius puede ser inducido en el producto semidirecto entre
un grupo por un semirreticulo inferior. A partir de ello se describir4 al monoide
inverso de Mdbius mediante triplas de McAlister como un subsemigrupo inverso
del producto semidirecto entre el grupo de Mébius y el semirreticulo inferior del
conjunto de las restricciones de la funcién identidad sobre subconjuntos cofinitos

del plano complejo.
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DESCRIPTION:

The Mdbius transformations are among the fundamental functions of geometry;
with applications from brain mapping, image processing and cryptography to the

Theory of Relativity.

A Mobius transformation is a partial bijection on the complex plane. The set of
Mébius transformations with the composition of functions is not a group, since
the composition of Mébius transformations is not always a Md&bius transforma-
tion. Even so, the result of the composition of Mébius transformations preserves
several properties of these transformations, so the set of Mdbius transformations
with their finite compositions forms an algebraic structure known as inverse semi-

group. In particular, this structure is known as the Mdébius inverse monoid.

In this work it is shown that the Mébius transformations together with the com-
position of functions as an operation, form an F-inverse monoid for which their
set of maximal elements form a group that is isomorphic to the Mdbius group. In
addition, it is shown that the Md&bius inverse monoid can be induced in the semi-
direct product of a meet semilattice by a group. We describe the Mdbius inverse
monoid in terms of McAlister triples as an inverse subsemigroup of semidirect
product between the Mébius group and the meet semilattice of identity function

restrictions on cofinite subsets of the complex plane.
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INTRODUCCION

Las transformaciones de Mdbius se encuentran entre las funciones fundamen-
tales de la geometria; sus aplicaciones van desde el mapeo cerebral, procesa-
miento de imagenes y la criptografia hasta la Teoria de la Relatividad. Estas
transformaciones pueden entenderse como funciones parciales del plano com-
plejo de la siguiente forma: a(z) = (az + b)/(cz + d) donde «, b, ¢, d son nimeros
complejos y ad — be # 0, ya que si ad — be = 0 la funcion « serd una constante, la
cual no se considera una transformacién de Mobius (ver Definicion 1.13). Es cla-
ro que hay muchas maneras de escribir la funcién «, porque al multiplicar a, b, c,
d por cualquier numero complejo no nulo es posible obtener una forma diferente
de la misma funcién. Este es un hecho que se debe tener en cuenta de aqui en
adelante.

El conjunto de las transformaciones de Mdbius con la composicién de funcio-
nes no forma un grupo, ya que la composicidén de transformaciones de Mdébius
no siempre es una transformacién de Mébius. Aun asi, el resultado de la com-
posicion de transformaciones de Mdébius preserva varias propiedades de dichas
transformaciones, por lo que el conjunto de las transformaciones de Mdbius con
sus composiciones finitas forma una estructura algebraica conocida como semi-
grupo inverso (ver Definicién 1.3). En particular, a esta estructura se la conoce
como el Monoide inverso de Mébius, que se denotara por .Z .

La primera seccidn de este trabajo se enfoca en proporcionar la teoria necesaria
sobre semigrupos inversos para empezar a caracterizar el monoide inverso de
Méobius. En las siguientes secciones se estudiara el producto semidirecto entre
un grupo y un semirreticulo; a partir de dicho estudio se inicia el proceso de ca-
racterizacion del monoide inverso de Mdébius, ya que mediante el estudio de las
propiedades particulares del monoide inverso de Mdbius se mostrara que este
no es isomorfo al producto semidirecto entre un grupo y un semirreticulo inferior;
no obstante, al introducir el concepto de tripla de McAlister se mostrara que el
monoide inverso de Mébius puede ser incluido en el producto semidirecto entre
un grupo y un semirreticulo inferior. Finalmente, en la dltima seccion se mostra-
ran los resultados y los teoremas concluyentes que permiten describir el monoide
inverso de Mébius como algun tipo de producto semidirecto; se emplearan las tri-
plas de McAlister para mostrar cual es el producto semidirecto en el cual puede
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ser incluido el monoide inverso de Mdbius, y, en particular, cual es el subsemigru-
po inverso de dicho producto semidirecto al cual es isomorfo el monoide inverso
de Mdbius.

Es importante mencionar que toda la teoria desarrollada en este documento esta
basada en los resultados obtenidos por M.V Lawson en [2], ademas, algunas de-
mostraciones presentadas en este trabajo fueron extraidas de [3]. Por su parte,
demostraciones como la del Teorema 2.3, del Teorema 2.4 y la teoria desarrolla-
da para el ejemplo (/ll) de 4.5 se realizaron de manera independiente.
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Capitulo

SEMIGRUPOS INVERSOS

Los semigrupos inversos fueron introducidos por los matematicos V.V.Wagner
en 1952 [8] y Gordon Preston en 1954 [6]. Dicho concepto, al cual llegaron de
manera independiente, se obtuvo mediante el estudio de las transformaciones
parciales inyectivas de un conjunto. En esta seccién se mostrara la teoria de
semigrupos inversos necesaria para desarrollar apropiadamente el estudio del
monoide inverso de Mdbius.

Definicion 1.1. Un semigrupo es un conjunto .S con una operaciéon ® que cum-
plen:

n Operacion interna: para toda pareja de elementos elementos de S operados
bajo ®, el resultado siempre pertenece a S. Es decir:

Ve,yeS: xzOyeS.

» Asociatividad: para cualesquiera elementos del conjunto S no importa el
orden en que se operen las parejas de elementos, mientras no se cambie
el orden de los elementos, siempre dara el mismo resultado. Es decir:

Ve,y,z€ S: (20y)0z=20 (y0© 2).

Si un semigrupo tiene elemento identidad 15 tal que 1s ®a = a ® 15 = a, se dice
qgue S es un monoide.

Definicién 1.2. Sea S un semigrupo, diremos que un elemento a de S es idem-
potente si a®> = a. El conjunto de todos los elementos idempotentes de S se
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denotara por E(S).

Definicion 1.3. Un semigrupo inverso S es un semigrupo que satisface las si-
guientes dos condiciones:

= S es regular. Esto significa que para todo elemento a € S existe un elemen-
to b, llamado un inverso de a, que satisface a = aba y b = bab.

= |Los elementos idempotentes de S conmutan.

Observacion 1.4. Note que dado un semigrupo inverso S, paratodoa € Sybe S
un inverso de a se tiene que ab = a(bab) = (ab)(ab), por lo que ab es idempotente.

Con la definicion de semigrupo inverso notamos que la estructura de semigrupo
inverso es mas general que la de grupo, ya que en particular todo grupo es un
semigrupo inverso pero el reciproco es falso. Un hecho interesante de mencionar
€s que si un semigrupo inverso tiene un unico elemento idempotente entonces
€s un grupo.

Ejemplo 1.5. Algunos ejemplos de semigrupos inversos son:

(I) Cualquier grupo G e€s un semigrupo inverso.

(I Un semirreticulo inferior es un conjunto parcialmente ordenado R por la
relacion binaria < donde para todo par de elementos x y y en R existe el
infimo del conjunto {z,y}, de esta manera la operacion = A y es el infimo
del conjunto {z,y}. Luego R es un semigrupo inverso con la operacion A.

(Ill) Dado un grupo G se define:
P1(G):={AC G| Aesfinitoy 15 € A}
Entonces:
GR:={(A,g) € 2,(G)x G |ge A}

Con el producto (A, g)(B,h) = (AU gB, gh) €s un semigrupo inverso cono-
cido como la expansion de Birget-Rhodes de G.

En efecto, sean (A, a), (B,b), (C,c) € GE, entonces:



(V)

((A,a)(B,b))(C,c) = (AUaB,ab)(C,c)
(AUaB) UabC, abc)
AUaBUabC,abe)
AUa(BUbC),abc)
A, a)(BUbC, be)

A, a)((B,b)(C,c)).

~~ N /N N

Por otro lado, note que los elementos idempotentes de GE son de la forma
(A, 1) por lo tanto dados dos elementos (4, 1), (B,1) € G se tiene que:

(A,1)(B,1) = (AU 1B,1)
= (BU1A4,1)
= (B,1)(A, 1).

Con esto G® es un semigrupo inverso. Este semigrupo inverso sera un
ejemplo recurrente que nos permitira visualizar varios de los resultados que
se desarrollan en este trabajo.

Un ejemplo de un semigrupo regular que no es un semigrupo inverso es el
siguiente:

12 3 4 5
111 1 1 1 1
211 1 1 2 3
3|1 2 3 2 3
411 1 1 45
5/1 4 5 4 5

Note que 3y 4 son idempotentes pero4-3 =1y 3-4 = 2, por lo tanto no es
un semigrupo inverso.

Dados p, ¢ simbolos tales que pg = 1y gp # 1, con la concatenacion de
letras se tiene que:
S :={q"p" | a,b € NU{0}}
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Es un semigrupo inverso y la operacién de S queda de la siguiente manera:

<qapb) <qcpd) _ qa—b+mam{b,c}pd—c+mam{b,c}
Definicion 1.6. Una funciéon parcial de X a 'Y es una funcion f : X’ — Y’ donde
X’ es un subconjunto de X y Y’ es un subconjunto de Y.

Dado C' un conjunto, entonces el conjunto Inv(C') de todas las funciones parcia-
les inyectivas forma un semigrupo inverso. En efecto, sean « y 5 dos funciones
en Inv(C), aof resulta inyectiva ya que a y § son inyectivas. Por otro lado la com-
posicion de funciones parciales también es asociativa. Sea v : X’ — Y’ donde X’
y Y’ son subconjuntos de C, como ~ es inyectiva entonces existe un ' : Y’ — X’
tal que ' es el inverso de ~. Finalmente, notese que los elementos idempotentes
de Inv(C) resultan ser la funcién identidad restringida a algun subconjunto de
C. En efecto, sea a € Inv(C) tal que a o a = a, Si @ no es una restriccién de
la funcion identidad, entonces existe x € Dom « tal que a(x) = y # z, de esta
manera a o a(z) = a(z), entonces a(y) = y lo que contradice que « es inyectiva.
Como cada elemento idempotente es una restriccién de la identidad entonces
conmutan.

Una pregunta natural que surge con respecto a los inversos de un elemento en
un semigrupo inverso es saber si son Unicos; la respuesta es afirmativa. Ademas
es una condicién necesaria y suficiente para que un semigrupo regular sea un
semigrupo inverso. Antes de mostrar dicho resultado es necesario enunciar el
siguiente Lema.

Lema 1.7. En un semigrupo regular el producto de dos elementos idempotentes
tiene un inverso idempotente. En particular dados e y f dos elementos idem-
potentes de un semigrupo regular y x un inverso de ef. El elemento fxe es un
inverso de ef y es idempotente.

Demostracion. Sean ey f dos elementos idempotentes de un semigrupo regular
y x un inverso de ef. El elemento fze es idempotente ya que:

(fre)* = f(zefr)e = fre

Ademas fze tambien es inverso de ef, en efecto:

(fre)ef(fre) = (fue)(f we) = fze.
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(ef)(fre)(ef) = (ef*)x(e’f) = (ef)u(ef) =ef.

Con el Lema anterior podemos mostrar el siguiente resultado.

Teorema 1.8. Sea S un semigrupo regular. Entonces S es un semigrupo inverso
si y solo si para todo a € S el inverso de a es unico, el cual se denotard a=!.

Demostracion. Sea S un semigrupo regular tal que sus elementos idempotentes
conmutany x € S, donde u, v son inversos de x. Entonces:

u = uru = u(zvr)u = (uz)(ve)u
Como ux y vz son idempotentes se tiene que:
u = (ur)(vr)u = (vr)(ur)u = veu = (vev)zu = v(zv)(TU)
De la misma manera, dado que xv y zu son idempotentes :
u = v(zv)(zu) = v(zu)(zv) = v(TUr)V = VIV =V

Con ello se tiene que u = v.

Para la segunda implicaciéon se toma a S un semigrupo regular donde cada ele-
mento tiene un Unico inverso. Se mostrara que ef = fe donde ey f son idempo-
tentes de S.

Sea (ef)’ un inverso de ef, del Lema 1.7 el elemento f(ef)'e es un elemento
idempotente e inverso de ef. Por hipétesis el inverso de un elemento es Unico,
por lo tanto f(ef)'e = (ef), ademas como todo elemento idempotente es su
propio inverso y ef es el inverso de (ef)’ se tiene que ef = (ef) y conello ef es
idempotente.

Lo anterior muestra que el producto de idempotentes es idempotente, por lo
tanto fe también es idempotente. Finalmente, como ef(fe)ef = efef = ef y

felef)fe= fefe = feentonces ef = fe. O

Observacion 1.9. Note que si e es un idempotente de un semigrupo inverso S
entonces ¢ = ¢ L.



De manera analoga a la construccién de los grupos simétricos a partir de bi-
yecciones sobre un conjunto, siguiendo la Definicién 1.6 se pueden construir
semigrupos inversos a partir de biyecciones parciales, ademas, debido a que la
funcién identidad es una biyeccion parcial estos semigrupos seran monoides, es
decir la funcion identidad sera el elemento neutro. Con lo anterior resulta natural
la finalidad de la siguiente Definicién.

Definicion 1.10. El monoide inverso simétrico 1(X) sobre un conjunto X es el
conjunto de todas las biyecciones parciales del conjunto X esto es:

I(X)={f:A—-B|ACX,BC XYy fesbiyectiva }

Bajo la operacién de composicion de funciones I(X) es un semigrupo inverso.

Veamos que I(X) efectivamente es un semigrupo inverso.

Sean f,g € I(X), se tiene que Dom (f o g) = g '(Dom f NImg) y Im (f o g) =
f(Dom f NImg), con ello vale que

fog:g (Dom fNImg)— f(Dom f NImg)

por lo tanto, f o g es sobreyectiva.
La inyectividad de f o g se deduce del hecho de que f y g son biyecciones par-
ciales, por lo tanto para =,y € X donde = # y se tiene que:

v #y e g(r) #gy) = flg(x) # flg(y))

Lo que muestra la inyectividad.

La asociatividad se deduce del hecho de que para f,g,h € I(X) se tiene que

folgoeh)(x) = flgoh(x) = flg(h(z)) = fog(h(z)) = (feog)oh(z)y al
comprobar que Dom [f o (g o h)] = Dom [(f o g) o h].

Finalmente, para todo f € I(X) es una biyeccion parcial, por lo tanto existe f~*
inverso de f y este es Unico. De esta manera por el Teorema 1.8 el conjunto 7(X)
€S un semigrupo inverso.

Definicion 1.11. Sea X un conjunto y U C X, si el conjunto X \ U es finito
diremos que U es un conjunto cofinito.



Lema 1.12. Sea X un conjunto infinito, el conjunto de todas las biyecciones par-
ciales entre subconjuntos cofinitos de X forman un subsemigrupo inverso de I1(X)

Cix):={f: A— B|Ay B son subconjuntos cofinitos de X y f es biyectiva}

Ademads si g € Cy(x) diremos que g es cofinito.

Demostracion. Debido a que que I(X) es un semigrupo inverso Cyx) hereda
la asociatividad de este, ademas, dado un v € Cjx) tal que v : A — B donde
Ay B son conjuntos cofinitos, entonces v~! : B — Ay de esta manera 7! ¢
Crx), con lo que solo falta verificar que para todo «, 3 € Cjx) su compuesta
aof3 € Crx). Dado que «, 3 son biyecciones parciales se tiene que: Dom (o 3) =
S~ (Dom (o) NIm (B3)) y Im (a0 ) = a(Dom () N Im (3)) como Dom () y Im (3)
son conjuntos cofinitos, entonces Dom (a o 5) es un conjunto cofinito, ademas,
dado que «, 5 son biyecciones entonces Im (aof3) también es un conjunto cofinito.
Por lo tanto, a o 3 € Cy(x». O

Es pertinente introducir el concepto de monoide inverso de Mébius que es el
objeto principal de estudio en este trabajo, por o que se iniciara definiendo for-
malmente que es una transformacion de Mdébius.

Definicién 1.13. Una transformacion de Mdébius es una funcion parcial del plano
complejo a: C\ {=¢} — C\ {¢} de la forma:

_&z—i—b
oz +d

a(z)
donde a, b, ¢, d son nimeros complejos que satisfacen que ad — be # 0.

Observacion 1.14. Si ad = bc, la funcion definida anteriormente es una constante:

az+b a(cz+d) ad—bc a

a(z):cz—i-d_ clez+d)  clez+d) T

y esta no es considerada una transformacion de Mébius.

Si a(z) = ‘c’jig y B(z) = g;jg son transformaciones de M&bius entonces su

producto se define:

(aA+bC)z+ (aB +bD)
(cA+dC)z+ (¢cB+dD)

a®p=



El resultado de esta operacién es una transformacién de Mdébius, respecto a esta
operacion las transformaciones de Mdébius forman un grupo M, llamado el grupo
de Mébius.

En efecto, para comprobar que la operacion @ esta bien definida basta con com-
probar que para dos transformaciones de Mdébius a(z) = (az + b)/(cz + d) y
p(z) = (Az+ B)/(Cz + D), se tiene que:

(aA+bC)(cB+dD) — (aB+bD)(cA+dC) #0

Para mostrar eso se debe notar que:

(ad — be)(AD — BC) = adAD — adbC' — bcAD + beBC
= (aA+bC)(cB+dD) — (aB +bD)(cA+dC)

Dado que ad —bc # 0y AD — BC # 0, entonces (ad — bc)(AD — BC') # 0.

= Asociatividad: Sean a(z) = %, (z) = 222 y y(z) = ¥=E5 transformacio-

nes de Mobius, entonces:

(aA+bC)z+ (aB +bD)
(@@ f) o) = (cA+dC)z + (cB + dD)
_ ((aA40C)d + (aB+bD) )z + ((aA+bC)W + (aB + bD)d')
 ((cA+dC)d + (cB+dD)c)z + ((cA+ dC)V + (cBdD)d')
~ (a(Ad' + Bd) +b(Cd’ + D))z + (a(AV + Bd') + b(CV + Dd'))
"~ (c(Ad + Bl) + d(Ca’ + D))z + (c(AV + Bd') + d(CV + Dd'))

© (8©7)(2), donde = € Dom ((a ® 8) ® 1(2))

©7(2)

» Elemento neutro: Debido a que la funcion identidad es una transformacién

de Mébius e(z) = éz—ff = z esta es el elemento neutro del conjunto con la

operaciéon ©.

» Existencia del inverso: Para cada transformacién de Mébius «a(z) = % su
elemento neutro es a~!(z) = =2, En efecto,

—cz+a

0(2) © a-1(z) = (ad — bc)z + (—ab + ab) _ (ad — bc)z _,

(cd —cd)z+ (=bc+ad)  (ad — be)




. _ (da—bc)z+ (db—db)  (ad—bc)
a”(z)©alz) = (—ac+ac)z + (da —bc)  (ad — bc)z -

Con esto se ha mostrado que las transformaciones de Mébius forman un grupo
con la operacién ©.

De manera similar a la definicion de grupo generado por un conjunto se define
lo que se entiende por semigrupo inverso generado por un conjunto, ademas, se
mostraran algunos resultados en la teoria de semigrupos inversos semejantes a
los obtenidos en la teoria de grupos.

Definicion 1.15. Sea S un semigrupo inverso y X C S se define el semigrupo
inverso generado por X como el menor subsemigrupo inverso de S que contiene
a X el cual se denotara por G(X).

Lema 1.16. Sea S un semigrupo inverso y a = ajas...a, donde a; € S para
i€{1,2,...,n}, entonces a~! = a;'a;, .. .a;’

Demostracion. Por induccién el resultado es sencillo, sea a = a,a, donde a4, as €
S esclaro que a™! = a;'a; .

Asumamos el resultado valido para el producto de n elementos, mostremos que
se cumple para el producto de n + 1 elementos. Sea w = wyws...w,w, 1 to-
memos v = wjws...w,, entonces w = vw,,;, de esta manera por hipétesis
w™' = w, ;v y por la hipétesis inductiva v=! = w,'w,!,..w", por lo tanto
1

SRS B P -1
W= W, W, W, q.. W . [l

Proposicion 1.17. Sea S un semigrupo inverso y X C S, entonces
GX)={zxeS|r=a]03..a;" dondea;, € X yz € {—1,1}}
Demostracion. Sea
G(X)={reS|z=a]'a?.a’"donde o; € Xy z; € {—1,1}}

Veamos que G'(X) es un semigrupo inverso. Sean a,b € G'(X), por lo tanto
a=aiai ..oy b= B B5...Bar, entonces:

! /
— Al 22 Zn 971 3%2 2,
ab = af'as? ..o By BB



Como «;, f; € X es claro que ab € G'(X).

Sea a € G'(X) por hipdtesis se tiene que a = aj'a3?...a2, ademds el Lema 1.16
garantiza que a=! = (o) (o )7 (af) 7, por lo tanto a7t = atral T aft

n n—1 n—1 -

donde s; € {—1,1}. Entonces a™! € G(X).

Note que G'(X) C S, por lo que G'(X) es asociativo y sus idempotentes conmu-
tan.

Finalmente, como G(X) es un semigrupo inverso, entonces {g-' € S| g€ X} C
G(X), por lo tanto dado a € G'(X) se tiene que a = aj'a3’...a’*; como cada
o' € G(X), entonces a € G(X). Por lo tanto, G'(X) = G(X).

O

Como las transformaciones de Mébius son biyecciones parciales de C podemos
verlas como elementos del monoide inverso simétrico /(C). La composicion finita
de transformaciones de Mdbius y sus inversas forman un submonoide inverso de
I(C); en efecto, como 1c € My M C I(C) la Proposicién 1.17 garantiza que
su generado serd un submonoide inverso de I(C) al que llamaremos el monoide
inverso de Moébius el cual se denotara .# y el el objetivo principal de estudio en
este trabajo.

Poder definir apropiadamente una relaciéon de orden provee una gama importante
de herramientas en el estudio de semigrupos inversos, con esto en mente y te-
niendo en cuenta que los elementos idempotentes de un semigrupo inverso son
cruciales, se define el orden parcial natural a través de la siguiente proposicion.

Proposicidon 1.18. La relacion dada por s < t & s = te para algun elemento
idempotente e es un orden parcial sobre semigrupos inversos.

Demostracion. Sea S un semigrupo inverso:

= Reflexividad: Para s € S, entonces s < syaque s = ss 'sYy s 's es
idempotente.

» Antisimetria: Dados a,b € S,sia < by b < a,entonces a = bey b = ai
donde e, i son idempotentes, como ei = ie se tiene que:

a = ate = aiel = bie = ai = b.
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» Transitividad: Sean a,b,c € Stalesque a < by b < c. Porlotanto a = be; y
b = ceq, con lo que se concluye que a = c(eze1) ya que eqe; €s idempotente
entonces, a < c.

]

Dados dos elementos a y b es un semigrupo inverso S tales que a < b resulta
importante profundizar acerca de los resultados que implican dicha relacion, por
ejemplo, ¢que pasa entre o'y b=1?, ;los elementos idempotentes aa~t y bb~!
tienen relevancia en dicha relacién? El siguiente Lema responde esas preguntas
y ademas provee varios resultados que facilitaran el desarrollo de este trabajo.

Lema 1.19. Sea S un semigrupo inverso, entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. s <t,
2. s = ft para algun idempotente f,

3. st <t

Demostracion.

(1) = (2). Si s < t entonces s = te para algun elemento idempotente e, sea
f =tet™!, f es idempotente pues

2= (tet (et ™) =tt et =tet ™ = f

y ft = (tet )t =ttt 'te = te = s.

» (2) = (3). Dado que s = ft entonces st =t~1f, por lo tanto s~ < ¢7L.

(3) = (4). Al tener que s~! < ¢! entonces s~! = t~'e para algin idempo-
tente e, por lo tanto s = et. De esta manera ss™! = ett~le = ett~!, por lo
tanto s = et = (ett™')t = ss™'t.

(4) = (5). Como s = ss~ 't entonces s~! = t71ss7ty s71s = t7lss71¢, por lo
tanto s = ssH(tt ™M) = t(t'sst) = tssTL.
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= (5) = (1). Inmediato por la definicion del orden parcial natural.

]

Una Congruencia p en un semigrupo inverso es una relacion de equivalencia que
preserva productos, es decir si apb y cpd entonces acpbd. Es de interés particular
la relacién o que se define a partir del orden parcial natural, como se hace a
continuacion.

Definicién 1.20. EI minimo grupo de congruencia o es definido sobre un semi-
grupo inverso S por sot, si y solo si, existe un elemento u € S talque u < sy
u < t, siendo < el orden parcial natural en S.

Para un conjunto C se utilizara la notacién a,b € C para representarque a € C'y
b e C. Ademas se notara a,b < c (c < a,b) pararepresentara < cyb<c(c<ay
c < b).

Veamos que o es una relacion de equivalencia sobre un semigrupo inverso S. La
simetria y reflexividad son inmediatas. Se mostrara la transitividad, sean a,b,c €
S tales que aob y boc, por lo tanto existen u,v € S tales que u < a,byv < b, c.
Con ello se tiene que u = aey; u = byes; b = big; v = cip donde {ey, eq,11,i2} C
E(S). Por lo que se deduce:

Uil = b(@gil) = (bi1)62 = Ve€yg = C(ig@g)

Ademas, se tiene que wui; = aeqiy por lo tanto, ui; < a 'y ui; < ¢, es decir aoc.
Con ello o es una relacion de equivalencia.

Ahora comprobaremos que o es una congruencia. Sean a,b, x,y € S tales que
ao by xoy, por lo tanto existen u,v € Stalesque u < a,by v < z,y. Por el Lema
1.19 (2) se tiene que u = ea para algun idempotente e, por lo tanto uxr = eax,
de esta manera por el Lema 1.19 se tiene que ux < ax. De manera andloga
se obtiene que ux < bx y bv < bz, by, entonces axobx y broby, COMO o €S una
relacion de equivalencia se tiene que axoby y con ello o es una congruencia.

Lema 1.21. Sea S un semigrupo inverso y sean a,b,c € S si a,b < ¢ entonces

aob.
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Demostracion. Como a,b < c se tiene que a = ce; Y b = cep CON e1,e5 € E(5).
Sea d = ceje, entonces d = aey Y d = beq, por lo tanto d < a, b, es decir acb. [

Definicion 1.22. Un monoide inverso es llamado F-inverso si cada o-clase con-
tiene un maximal.

Definicion 1.23. Un semigrupo S se dice E-unitario si para todo elemento idem-
potente e y s € S tal que e < s entonces s es un idempotente.

Ejemplo 1.24. Para el semigrupo inverso G% definido en (/ll) del Ejemplo 1.5
se define el orden en Z,(G) := {A C G | A esfinito no vacio} de la siguiente
manera: dados A, B € #y(G) diremos que A < B siy solo si B C A. Con esto
el orden parcial natural en G% se define por (A, g) < (B,h) siysolosi A< By
g=hpara(4,g),(B,h) € GE.

Con ese orden G es E-unitario y F-inverso. En efecto, nétese que los elementos
idempotentes son de la forma (W,1) € GE de esta manera si (W,1) < (A,g)
entonces ¢ = 1y con ello (4, g) es idempotente esto es G es E-unitario.

Por otro lado, los elementos maximales de G son de la forma ({1, ¢}, ¢), ademas,
para (A, g),(B,h) € GEtales que (A, g)o (B, h) existe (W, v) € GF tal que (W, v) <
(A,g),(B,h),de estamanerav =h=gyv € AN B, por lo tanto (4, g), (B, h) <
({1,v},v) con esto (A, g)o({1,v},v) ademas si ({1,¢g},9)o({1,v},v), entonces
v = g. Con lo que concluimos que cada o —clase contiene un Unico maximal, es
decir G es F-inverso.

Ejemplo 1.25. Sea C el conjunto de las funciones lineales parciales en R con
dominio cofinito, esto es:

C:={f: XCR—-Y| f(x) =ax+b,donde X es cofinito.}

Es un semigrupo inverso E-unitario con las composicion de funciones. Note que
cada funcién es una biyeccion parcial, por lo tanto existird f~! : Y — X el inverso
de f, ademas los elementos idempotentes de C son restricciones de la funcidon
identidad por lo que estas conmutan. En efecto, sea f € C tal que fo f = f,
esto es f(f(z)) = f(x) por lo que si existe w € Dom f tal que f(w) # w entonces
f(f(w)) = f(w), lo que contradice la inyectividad de f, por lo tanto los elementos
idempotentes de C son restricciones de la funcion identidad, y con esto C' es un
semigrupo inverso E—unitario.

Lema 1.26. Sea S un semigrupo inverso E-unitario. Dados a,b € S si acb, en-
tonces a™'b € E(S), ab™* € E(S),a”'b=b"ta yab~! =ba"".
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Demostracion. Como aob entonces existe v € S tal que u < a,b. Por (3) del
Lema 1.19 setieneque u ! < a'yu! <b7! de estamanerautu < alby
wu~! < ab!, como S es E-unitario, entonces a~'b y ab~! son idempotentes, por
lotanto a o= (a7 o) P =b"tayab !t = (ab7) "t = ba . O

Definicion 1.27. Para un semigrupo inverso S se define S/o como el conjunto de
las o-clases. Ademds, para s € S se define o(s) como la o-clase que contiene a

S.

Lema 1.28. Si S es un semigrupo inverso E-unitario entonces o (e¢) = FE(S) para
fodo e € E(S). Por lo tanto, dados e € E(S) y a € S, entonces acae y acea.

Demostracion. Sean e,i € E(S) entonces ei < ey ei < i de esta manera eo.
Sea j € o(e), entonces joe, por lo tanto existe v € Stalque u < ey u < j, como
u < e entonces u = ef para algun f € E(S), con ello u € E(S). De esta manera
j € E(S)yaque S es E-unitario.

Por la primera parte se sabe que aa~'oe, entonces aa lacae es decir acae, de
manera analoga se obtiene que aoca. O

Proposicion 1.29. Sea S un semigrupo inverso E-unitario, enfonces S/o es un

grupo con la operacion o (a)o(b) = o(ab) y E(S) es un semirreticulo inferior.

Demostracion. Se mostrara que S/o es un grupo.

Sean o(a) y o(b) elementos de S/o. Veamos que o(a)o(b) = o(ab), sean u €
o(a)yv € o(b), entonces uoa, voby o €s una congruencia entonces uvoab, por
lo tanto uv € o (ab). Entonces, o(a)o(b) C o(ab).

Por otro lado, sea s € o(ab), por lo tanto soab, por el Lema 1.28 se tiene que
sb~'oa, de esta manera sb! € o(a) y b € o(b), por lo tanto s € o(a)o(b). Enton-
ces, o(ab) C o(a)o(b).

La asociatividad es inmediata, ya que S es un semigrupo inverso. Seana € S'y
e € E(S) por el Lema 1.28 se obtiene que o (a)o(e) = o(aec) = o(a) y o(e)o(a) =

o(a).
Finalmente,

ola)o(a™) =0o(aa™) =0o(e)yola)o(a) =o(a'a) = o(i) = o(e)
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Donde e, i € E(S).

Mostremos ahora que E(.S) es un semirreticulo inferior. Sean ey, e; € E(S), note
que ejes < e1 Y eres < ep. VEAamos que e; A ey = e1ey, S€a w € S tal que w < e
y w < eq, por el Lema 1.21 woe;e,, de esta manera w es idempotente. Por tanto,
w < eres, €ON l0 que se concluye que e; A es = eqes.
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Capitulo

EL PRODUCTO SEMIDIRECTO

Un tipo importante de semigrupo inverso es el producto semidirecto entre se-
migrupos inversos; este tipo de semigrupos ha generado una amplia gama de
herramientas te6ricas muy importantes en el estudio de semigrupos inversos.
Por esta razdn, poder caracterizar el monoide inverso de Mdbius a partir de un
producto semidirecto permitiria utilizar dichas herramientas para el estudio del
monoide inverso de Mdbius.

Definicion 2.1. Sea K y T dos semigrupos inversos. Se dice que T actla sobre
K siparatodo t € T existe una funcién a — t - a de K a si mismo, que satisface
los siguientes axiomas para todo t,u € T'y para todo a,b € K:

(A1) t-(ab) = (t-a)(t-b).
(A2) (tu)-a=t-(u-a).
Si T es un monoide con identidad 1 se agrega la siguiente condicion:

(A3) 1-a=aparatodoa € K.

Definicion 2.2. Sea G un grupo que actua sobre un semigrupo K. El producto
semidirecto P(G, K) de K por G es el conjunto K x G con la multiplicacion dada
por:

(a,9) (b,h) = (a(g-b),gh).

Una pregunta natural es saber cual es la relaciéon entre el producto semidirecto
y los semigrupos inversos. El siguiente teorema responde parte de la pregunta,
mostrando que todo producto semidirecto es un semigrupo inverso con ciertas
propiedades particulares.
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Teorema 2.3. Sea G un grupo y 'Y un semirreticulo inferior entonces el producto
semidirecto P(G,Y') es E-unitario y para cada a € P(G,Y') y un idempotente e €
P(G,Y) existe b € P(G,Y) tal que bb=' = ¢ y a~'b es un elemento idempotente.

Demostracion. Veamos primero que P(G,Y') es un semigrupo inverso:
Verifiguemos que el producto de P(G,Y) esta bien definido. Sean (z,a) y (y,b)
elementos de P(G,Y). Entonces

(x,a)(y,b) = (I N (CL ) y)vab>

Como G actua sobre Y entonces a -y € Y y dado que Y es un semirreticulo
inferior (z A (a - y)) € Y, ademds G es un grupo por lo tanto ab € G. Con esto la
operacion de P(G,Y') esta bien definida.

Para verificar la asociatividad se toman (z,a), (y,b),(z,¢) € Y x G. Entonces:

zA(a-y))A(ab- z),abc)
xA((a-y)A(a-(b-2))),abe) por (A2)
A(a-(yN(b-z))),abc) por (A1)
z,a)(y A (b-z),bc)
(

Por lo tanto el producto semidirecto es asociativo, y con esto P(G,Y’) es un se-
migrupo.
Veamos ahora que P(G,Y) es es regular y que sus elementos idempotentes

conmutan. Sean (z,a),(2',d’) € Y x G tales que (z/,a’) es el inverso de (z,a).
Por lo tanto se tiene que:

(x,a)(2',ad)(x,a) = ((x A (a-2') A (ad - x),ad'a) = (z,a)

(2, d")(x,a)(2',a") = (2" A (d' - 2)) A (da-2'),dad) = (2, d)

Lo que significa que,
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(xA(a-2"))A(ad - z) =2
(@' A(d-2))A(da-2") =2

ada = a

dad =d.

Dado que G es un grupo, a,a’ € Gy a' es el inverso de a entonces a' = a~*.
Luego,

(@A (a-2)A(aa™ -2y =aA(a-2)AN(1-2)=2A(a-2))=x
(@At 2)A(ata-2 )= AN(at o)A (1-2)=2"AN(a-2) =2

Como Y es un semirreticulo inferior

tA(a-2)=zer<a-2

De esta manera el elemento (¢! - z,a™') es un inverso de (z,a).

Veamos como son los elementos idempotentes de P(G,Y). Sea (z,a) € Y x G
un elemento idempotente de P(G,Y’), entonces

(z,a)(z,a) = (z,a) & (x A (a-7),0a) = (z,a) © v A(ax)ya® =a

Como a € Gy G es un grupo entonces a = 1, con ello z A a - x = x para cualquier
xz € Y. De esta manera los elementos idempotentes de P(G,Y') son de la forma
(z,1),conz €Y.

Dados dos elementos idempotentes (z,1), (y, 1) € P(G,Y) es sencillo comprobar
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que conmutan, pues

(JZ7 1)(y7 1) = (l’ A (1 ) y)? 1) = (y/\ (1 ) CL‘), 1) = (ya 1)(I7 1)

Con esto se termina de mostrar que P(G,Y’) es un semigrupo inverso.

El orden parcial natural sobre P(G,Y’) se puede entender de una manera par-
ticular para dicho semigrupo debido a que para dos elementos (z,a) y (y,a) de
P(G,Y) se tiene que

(JZ,CL) < (y7b> < (m,a) = (yv b)<w7 1) = (y/\ (bw>7b)

Donde w € Y, por lo que se concluye que a = by z =y A (b-w), esdecirz <y
con ello el orden parcial natural estara dado por

(z,0) <(y,b) &z <yya=b

Con lo anterior se tiene que si (e,1) < (z,a), entonces e < z y a = 1, es decir
(z,a) es idempotente y con ello P(G,Y) es E-unitario.

Finalmente, sea g = (z,a) € P(G,Y)ye = (z,1) € E(P(G,Y)) entonces b =
(2,a) cumple que bb~!' = ey a~'b es idempotente. O

Lo que sigue es mostrar que para un semigrupo inverso S las propiedades que
cumple un producto semidirecto son condiciones necesarias y suficientes para
que S sea isomorfo a algun producto semidirecto. Para esto es importante recor-
dar que un semirreticulo inferior (superior) es un conjunto parcialmente ordenado
tal que para todo subconjunto finito existe el infimo (supremo) de ese subconjun-
to.

Teorema 2.4. Un semigrupo inverso es isomorfo a un producto semidirecto de
un semirreticulo por un grupo si y solo si S es E-unitario y para cada a € S
y un idempotente e € S existe b € S tal que bb=! = e y a~'b es un elemento
idempotente.

Demostracion. Si un semigrupo inverso S es isomorfo al producto semidirecto
P(G,Y) de un semirreticulo inferior Y y de un grupo G, entonces por el Teorema
2.3 se obtiene el resultado deseado.
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Para la segunda implicacién, si S cumple las hipétesis la Proposicion 1.29 ga-
rantiza que S/o es un grupo y E(S) un semirreticulo inferior, de esta manera
P(S/o,E(S)) es un producto semidirecto. Por lo tanto, el objetivo serd mostrar
que S es isomorfo a P(S/o, E(S5)).

Se definen las siguientes funciones:

¢: S — E(S) x S/o 0: S — E(S) x S/o

a+ (aa™ ', o(a)) a+ (ata,o(a))

Veamos que ¢ es biyectiva. Sean a,b € S tales que ¢(a) = ¢(b), es decir
(aa,o(a)) = (bb~', (b)) por lo tanto, aa~! = bb~! y acb. De esta manera, se
sigue que a = aa"ta = b(b~ta) y b = bbb = a(a'b), y por el Lema 1.26 b ta y
a~'b son idempotentes, entonces a < by b < a, por lo tanto a = b. Con esto ¢ es
inyectiva.

Comprobemos que ¢ es sobreyectiva. Sean (e,o(a)) € E(S) x S/oy a € o(a),
por hipdtesis existe un b € S tal que bb! = e y a'b es idempotente. Como
aa”'b = (aa™)b y aa"'b = a(a'b), entonces por el Lema 1.19 aa™'v < a 'y
aa™'b < b, por lo tanto acb y de esta manera ¢(b) = (e, o()).

La biyectividad de 6 se muestra de manera analoga.

A partir de 0 se define la accion de S/o en E(S) por o(s) - ¢ = tt~! donde
0(t) = (e, o(s)), la accion esta bien definida porque 6 es una biyeccion.

La identidad de S/o es o(¢) donde e € E(S) entonces o(e) - i =i ya que 0(i) =

(i, (€)).
Sean o(u),o(v) € S/oye € E(S) entonces:

o) (o) -e)=0o(u)-aa”t =bb".

Donde 0(a) = (e,0(v)) y 0(b) = (aa ", o(u)), como acv y bou se tiene que bacvu,
ademas:

a'a=ataa 'a = a" b ba = (ba) ba
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Por lo tanto, 6(ba) = (a'a,a(ba)) = (e, o(uv)). De lo que se obtiene:

o(u) -e= (ba)(ba)™' =baa bt =bb b =bb ! = o (u)- (a(v) -e).

Seana € E(S), b€ E(S)y o(s) € S/o. Por lo que se tiene:
o(s)-(ab) = tt™*
donde 4(t) = (ab, o(s)) y
(o(s) - (@) (a(s) - (b)) = ww ™ vv™

donde 0(w) = (a,o(s)) y 6(v) = (b,o(s)). Por el Lema 1.26 w~'v es idempotente
y con ello w'v = v~1w, por lo tanto:

1 1

ww Vv 1

= w(w o) (w o) = (ww o) (w vu )

Sea z = ww~ v, note que z 7! = w vy !

(ww ™) (w vv ™) (ww ™) = ww lvw )v lww ™ e

De esta manera, (o (s) - a)(o(s) - b) = zz~'. Ademas,
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Entonces, 6(z) = (ab, o(s)) y como 6 es inyectiva, entonces z = ¢. Por lo tanto,

o(s)- (ab) = (a(s) - (a))(a(s) - (b)).

Con esto - es una accién de S/o sobre E(S).

Finalmente, se mostrara que ¢ es un homomorfismo. Sean a,b € S por lo tanto
$(a)p(b) = (aa™", o(a))(bb™", (b)) = (aa™" A (o(a) - bb"), o (ab))
Como o (a) - bb~! = tt~! donde 0(t) = (bb~', o(a) entonces,
#(a)p(b) = (aa™"tt™", o'(ab))

Por otro lado, ¢(ab) = (ab(ab)™!, o (ab)).

Por lo que falta verificar que aa='tt~! = ab(ab)~!. Sabemos que t~'t = bb~' y toa,
porel Lema 1.19 ¢t 'a = a 'ty at™! = ta™!, por lo tanto tt~'a = ta™'t = at™'t =
abb!. De esta manera:

aa 'ttt =ttt aat = abb 'a' = ab(ab) "

Con ello, ¢(a)p(b) = ¢(ab).
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Definicion 2.5. Sean 7'y K dos semigrupos inversos tales que 7' actia sobre
K, diremos que T actla por automorfismos que preservan el orden si para todo
t € T la funcion w, : K — K definida por w,(k) = t - k es biyectiva y la accion
preserva el orden, estoesa <b<g-a < g-b.

Proposicion 2.6. Si se toma la accion definida en la demostracion del Teorema
2.4 se observa que para cada o (s) se puede definir la siguiente funcion:

We(s): E(S) = E(5)

e o(s)-e

La funcion w5y es una biyeccion. Ademas, la accion preserva el orden. Es decir,
la accion actua por automorfismos que preservan el orden.

Demostracion. Sea o(s) € S/o, comprobemos la inyectividad de w,(s), sean
e,i € E(S) tales que wy(5)(€) = wo(s)(i), lo que significa que o(s) - e = uu™*
donde 0(u) = (e,o(s)) y o(s) -i = tt~! donde 6(t) = (i,0(s)), por hipétesis se
tiene que ¢t~ = uwu~' y como uat, entonces ¢(u) = ¢(t), dado que ¢ es inyectiva,
entonces u = t y con ello e = i. Por otro lado, para cualquier e € E(S) existe
u € Stalque ¢(u) = (uut,o(s)) = (e,o(s)) debido a que ¢ es una biyeccién, de
estamanerao(s) - u'u=uu"t =eyaque f(u) = (u u,o(s)). Con esto wy (s €s
biyectiva para cualquier o (s) € S/o.

Veamos que la accidn - preserva el orden. Sean e, f € E(S) tales que e < f.
Entonces, o(a) - e = uu™' y o(a) - f = vv~! para los cuales 6(u) = (e,o(a)) y
0(v) = (f,o(a)). De esta manera, e = v 'uy f = v"'v y uov, de lo que se
sigue v 'u < v vy u < uwvlv, es decir u = wuv~'v donde w € E(S), como
uov por el Lema 1.26 uv~! es idempotente, entonces por el Lema 1.19 u < v, de
esta manera v=' < v'yconello uu™! < vv~!, es decir o(a) - e < o(b) - f. Con
esto decimos que G actua en Y por automorfismos que preservan el orden. Este
hecho es relevante para la demostracion de los Teoremas principales.

]

Observacion 2.7. De la demostracion del Teorema anterior podemos extraer las
siguientes conclusiones. Si S es isomorfo al producto semidirecto entre un grupo
y un semirreticulo inferior P(G,Y’), entonces:

(O1) S esisomorfo a P(S/a, E(S)).
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(O2) Elinverso de un elemento (x,a) € P(G,Y) es (a™t - x,a™1).
(O3) Los elementos idempotentes de P(G,Y) son de laforma (e, 1) € Y x G.
(O4) Larelacion < en P(G,Y) esta dada por (z,a) < (y,b) @ x <yya=>b.

Definicion 2.8. Sea S un monoide inverso con grupo de unidades U(.S), esto es:

US):={seS|FHeS:st=ts=1g}.

Entonces se dice que S es factorizable si para cada s € S existe g € U(S) tal que
s <g.

Corolario 2.9. Un monoide inverso S que es E-unitario y factorizable es isomorfo
al producto semidirecto de un semirreticulo y un grupo.

Demostracion. Seana € Sy e € E(S), como S es factorizable existe g € U(95)
tal que a < g, entonces a = ga'a. Sea b = eg, por lo tanto b=! = g~'e y con ello
bt =eggle=eya b= (ga"'a)" (eg) = (a7 a)(g 'eg) es idempotente ya que
aa"''y g~teg son idempotentes. Con esto se cumplen las hipétesis del Teorema
2.4, por lo tanto S es isomorfo al producto semidirecto de un semirreticulo y un
grupo. [

Ejemplo 2.10. Dado un grupo Gy P(G) := {A | A C G}. Note que P(G) es
un semirreticulo inferior con el orden C. Dados g € Gy H € P(G) se define la
accion g - H := {gh | h € H}. Observe que g - ) = (). Por lo tanto el Teorema 2.3
garantiza que el producto semidirecto P(G,P(G)) es un semigrupo inverso.

24



Capitulo

LAS TRANSFORMACIONES DE MOBIUS Y
GRUPO DE MOBIUS

El Teorema de Cayley nos garantiza que todo grupo es isomorfo a un subgrupo
de un grupo simétrico, algo similar sucede para semigrupos inversos. El Teorema
de representacion de Wagner-Preston [3] nos dice que todo semigrupo inverso
es isomorfo a un subsemigrupo inverso de un monoide inverso simétrico.

Teorema 3.1. Sea S un semigrupo inverso, entonces existe un conjunto X y un
homomorfismo inyectivo 0 : S — X talque a < b < 60(a) C 0(b).

Si se define 0(a) = 0, y donde 6(a) = 0,y 0, : a~'aS — aa"'S para el cual
0,(z) = ax para X = I(S) la funcion 6 sera una funcién valida para mostrar el
teorema anterior. Este hecho nos muestra que las funciones parciales son un
elemento crucial en el estudio de semigrupos inversos.

Las transformaciones de M&bius son funciones parciales en el sentido que si ¢

es diferente de 0 existe un valor para = tal que cz + d = 0. Dichas transformacio-

nes forman un grupo que recibe el nombre de grupo de Mdébius, cuya operacién
fnar ; P . _ aztb _ Ax+B

binaria se define de la siguiente manera: si a(z) = =5y 8(z) = 7225 son trans-

formaciones de Mdbius entonces su producto se define:

(aA+bC)z + (aB +bD)
(cA+dC)z+ (cB+dD)’

a®p(z) =

Varios libros cometen errores con respecto a esta definicién. Por ejemplo, en [4],
en la pagina 210, se encuentra lo siguiente:
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“Moebius transformations form a group under composition of mappings".

En [7] se encuentra:

“If one thinks of the Md&bius transformation as associated with [a] matrix, then it is easily
checked that the effect of composing two Mobius transformations is to multiply the
corresponding matrices. The composite of two Mébius transformations is therefore

another Mobius transformation”.

Para entender por qué estos comentarios estan equivocados se consideran las
siguientes transformaciones de Mdbius:

_22+1
21

22+ 1

a(z)

Como funciones parciales:
a:C\{1} > C\ {2} yg:C\{-1} —» C\{2}.
Cuando se calcula la composicién « o § se observa que:
aof:C\{0,-1} - C\{2,5}.

Lo que no es una transformacién de Md&bius, ya que excluye dos puntos del
dominio y dos puntos del recorrido, pero una transformacion de Mdbius excluye
a lo sumo un punto del dominio y uno del recorrido.

Un resultado importante que se puede obtener de las transformaciones de M6-
bius es el siguiente:

Teorema 3.2. Una transformacion de Mébius que fija tres o0 mas puntos es la
identidad. Por lo tanto, dos transformaciones de Mdbius que coinciden en tres o
mas puntos son iguales.

Demostracion. Sea «a(z) = (az + b)/(cz + d) una transformacién de Mébius tal
que a(z1) = z1, a(ze) = 20 ¥ a(z3) = z3, donde zy, 23, 23 € Dom a son diferentes
entre si. Por lo tanto, se tiene que:

az1 + b azy+ b

a(z1) = —— =21, a(zn) =
cz1 +d czo +d

azz+0b
czs+d

= 29, a(z3) = 23
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Por lo que se tiene:

az; + b=z (cz + d) (3.1)
azo + b = z9(cze + d) (3.2)
azg + b= z3(cz3 + d) (3.3)

Restando (3.1)—(3.2) y (3.3)—(3.2) se obtienen:
a(z — z9) = (2] — 23) + d(21 — 29) (3.4)
a(z — z2) = c(25 — 23) + d(23 — 22) (3.9)

Como 21 — %2 7& 0 Y 23 — 29 7é 0, al dividir (34) Yy (35) por z; — 29y 23 — 29
respectivamente se obtiene:

a=c(z1+ 2)+d (3.6)
a = C(Zg + 2’2) +d (37)

De (3.6) y (3.7) se obtiene que ¢(z; — z3) = 0y como z; # z3, entonces ¢ = 0, por
lo que (3.1) y (3.2) quedan de la siguiente forma:

b
%Zl + C_Z =21 (38)
a b
Por lo que se concluye:
b=z(d—a) (3.10)
b= 2z(d—a) (8.11)

Aligualar (10)y (11).
(21— 22)(d—a)=0

Como z; # z, entonces d = a y con ello b = 0 con lo que se concluye que

alz) = z.

Dadas dos transformaciones de Mobius « y 5 tales que «(z;) = f(z;) donde
i € {1,2,3}, se tiene que a0 B87!(z;) = 2, por lo anterior, « o 37!(z;) es la fun-
cidn identidad, y dado que el inverso de una transformacion de Mdbius es unico,
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entonces o = f.

O]

Recordemos que el monoide inverso de Mébius .# se compone del conjunto
de las transformaciones de Mobius y sus composiciones finitas. Una pregunta
que surge a partir de la teoria mencionada hasta ahora es la siguiente: ;es .#
isomorfo a algun producto semidirecto de un semirreticulo por un grupo? Para
responder esto es necesario profundizar en las propiedades de .#, asi que con
el objetivo de responder la pregunta anterior este trabajo continua.

Lema 3.3. Los elementos idempotentes de .# consisten en la funcion identidad
definida en conjuntos cofinitos de C.

Demostracion. Sea o« € .# tal que a oo = «, sea e* = oo ! la funcién iden-
tidad restringida el dominio de a, note que a o e* = «, ademas dado que a es
idempotente cocaoa™! = a0 a™ !, entonces a = ¢, por lo tanto cada elemento
idempotente de .# es de laforma a o a™!, donde a € ..

Lo anterior nos muestra que los elementos idempotentes son la funcién identi-
dad restringida al dominio de algun elemento de .#; falta mostrar que cualquier
conjunto cofinito de C puede ser obtenido del dominio de alguna funcién a € ..

Sea K un conjunto cofinito de C, por lo tanto el conjunto J := C\ K es finito, de
esta manera tomando m ¢ J, definimos el siguiente conjunto de transformacio-

nes de Mobius:
z+m

MJ::{aw(z): :weJ}

zZ—Ww

Es decir, cada transformaciéon de Mdbius «,, € M; no esta definida en algun
elemento w; € J. COMO v = iy 0 iy O ... 0 (4, © iy, €S UN elemento de .Z,
entonces aoa™! es la transformacioén identidad restringida al conjunto cofinito .

]

Lema 3.4. Sean « y (3 dos transformaciones de Mébius, entonces o C a ® f3.
Demostracion. Sean:

az+b _Az+B

&(Z)Icz—i-dyﬁ(z)_Cz—i-D

28



Por lo tanto, si z € Dom 3, entonces

a(fZ5) +b  (aA+0C)z + (aB + dD)

aoble) = A:2B) o+ q  (cA+dC)z + (¢B +dD) =a0fz)

Por otro lado, si z ¢ Dom f3, entonces (z,a ® 5(z)) e a® B Y (z,a05(2)) ¢ a ® [.
Por lo tanto, o 5 C a ® 5. Esto es o ® 8 es una extension de « o . H

Lema 3.5. Sia € .# y o C (3,7, donde [3,v son transformaciones de Mébius
entonces (5 = .

Demostracion. Debido a que « es cofinito, entonces 5 y « coinciden en al menos
tres puntos, por lo tanto el Teorema 3.2 implica g = ~. ]

Para las transformaciones de Mdébius el orden parcial natural < estara dado por
C, esto es claro ya que los elementos idempotentes de .# por el Lema 3.3 son
restricciones de la funcion identidad en un subconjunto cofinito de C. De esta
manera, para «, 5 € .# tales que a C 3, esto es (z,0(z)) € a para todo z €
Dom «. Con lo que se tiene que:

aCBea=Bo(atoa)sa<p

Note que a~! o « es la funcién identidad restringida al dominio de «.

Proposicion 3.6. Las transformaciones de Mdbius con la composicion de fun-
ciones parciales o generan un submonoide inverso E-unitario .# de 1(C). Los
elementos maximales de .# son las transformaciones de Médbius y cada ele-
mento de .# esta contenido en un unico maximal, es decir, para todo o € .#
existe una unica transformacion de Mébius ~ tal que o C .

Demostracion. Debido a que los elementos idempotentes de .# son restriccio-
nes de la funcion identidad sobre subconjuntos cofinitos de C, si « C 3 donde
p € E(C), entonces a sera una restriccion de la funcion identidad, por lo tanto
a € E(C), con lo que se concluye que .# es E-unitario.

Por el Lema 3.4 para cualquier a € .# existe una transformacion de Mdbius ~
tal que o C ~, ademas, por el Lema 3.5, si existe otra transformacién de Mdébius
~' tal que o C ~+/, entonces v = +'. Esto muestra que los elementos maximales
del conjunto parcialmente ordenado (.#, C) son las transformaciones de Mdbius
y que cada elemento esta contenido en un unico maximal. O
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Antes de obtener otros resultados sobre .# es necesario mostrar un par de lemas
relacionados con la congruencia o.

Lema 3.7. Dos elementos «, 3 de .# estan o-relacionados si y solo sia C v y
B C ~ donde v es un elemento maximal de .# .

Demostracion. Sean «, § € ./ tales que ao 3, por lo tanto existe u € .# tal que
uwC aypu C B, laProposicion 3.6 garantiza que existen o’ y g’ transformaciones
de Mobius tales que a C o’ y g C 3/, con ello por el Lema 3.5 o/ = . Para la
segunda implicacion el Lema 1.21 garantiza que dos elementos contenidos bajo
el mismo maximal estan o-relacionados. O]

Teorema 3.8. E/ monoide inverso de Mébius es F-inverso, y .# /o es isomorfo al
grupo de Mébius.

Demostracion. Por el Lema 3.7, .# es F-inverso.

Veamos que .# /o es un grupo con la operacion definida o(a)o(b) = o(a o b).
Note que por la Proposicion 3.6 cada o-clase contiene un Unico maximal, es
decir, una unica transformacion de Mébius. Sean o («) y o(5) dos o-clases tales
que contienen las dos transformaciones de Mdbius « y [ respectivamente, por lo
tanto o(a)o(f) = o(ao 5),como o C a® Yy a® f es una transformacion de
Mobius, entonces o (a0 3) = o(a ® ).

Tomando a M como el grupo de Mébius

f-M— Ao

ar— ola)

Es un isomorfismo, en efecto. Sean a,b € M tales que f(a) = f(b), es decir,
o(a) = o(b). Como cada o-clase contiene una unica transformacion de Mdbius,
entonces a = b. Sea o(s) € .# /o, entonces existe a € M tal que a € o(s), por
lo tanto o (a) = o(s) y de esta manera f(a) = o(s). Esto muestra que f es una
biyeccion.

Sean a,b € M, entonces:
flaob) =0(acb)=oc(a)o(b) = f(a)f(b).
Por lo tanto, f es un isomorfismo. O
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Llegado este punto del trabajo ya es posible responder la pregunta mencionada
anteriormente: 4 Es .# isomorfo a algun producto semidirecto de un semirreticulo
por un grupo? La respuesta se mostrara en la siguiente proposicion.

Proposicidn 3.9. .# no es isomorfo a algun producto semidirecto de un semi-
rreticulo por un grupo.

Demostracion. Sea « una transformacion de Mébius tal que el punto w € C es
omitido del dominio de «. Si .# es isomorfo a P(G,Y) para algun grupo Gy
semirreticulo Y. Entonces, por el Teorema 2.4 existe 3 € . tal que Bo 37! = e,
donde ¢ es la transformacion identidad, y o' es idempotente.

Como 5 € . existe una transformacion de Mébius ~ tal que 5 C ~, por lo tanto
Bop Loy =r~yconello 8 es una transformaciéon de Mébius. Ademas, como 3 o
p~! = e, entonces /3 es una biyeccion en C. Como o' 3 es idempotente, entonces
a3 = e* donde e* es un restriccion de la identidad en algin subconjunto de C.
Por lo tanto, a™! = e* o 371 esdecira™! C g~y conello o« C 3, como ay 3 son
transformaciones de Mdbius por el Lema 3.5 a = 3, o que es absurdo ya que
w ¢ Dom () y w € Dom (). O

Con esto se ha mostrado que .# no es isomorfo a algun producto semidirecto
de un semirreticulo por un grupo, por lo tanto ahora mostraremos que .# puede
ser incluido en algun tipo de producto semidirecto, y a partir de ello obtener una
descripcién de .# en términos de triplas de McAlister [5]. Para esto usaremos el
enfoque sofisticado de las transformaciones de Mébius.

Anadiremos un nuevo simbolo oo al conjunto C y denotaremos C* = C U {oco}.
Este nuevo simbolo necesita satisfacer las propiedades aritméticas usuales del
infinito: z+ 00 = 0o = 0o+ 2z, paratodo z € C; zoo = 00 = 0z, z/00 =0, 2/0 = o0,
para todo z € C\ {0}, y cooco = oc.

El semigrupo inverso I(C) puede considerarse como un subsemigrupo inverso
de I(C*). Cada transformacion de Mébius a(z) = gjjs puede ser extendida a una
biyeccidon o* de C*, llamada transformacion de Médbius extendida , de la siguiente
manera: si ¢ # 0, entonces a*(—d/c) = oo, a*(00) = a/cy a*(z) = a(z) para todo

z€ C\ {—d/c}.

Lema 3.10.
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1. Para toda transformacion de Mébius «, se tiene que a = 1¢ o a* o 1.

2. Sia y p son transformaciones de Mdbius entonces (o ® ()* = o* o *.

Demostracion.

1. Sea a = (az+b)/(cz+d) una transformacion de Mdébius, si ¢ = 0 el resultado
es claro, ya que a*(o0) = co. De otra manera, si ¢ # 0 se tiene que Im (1¢ o
a*ole) = C\ {a/c} y Dom(lc o a*olc) = C\ {—d/c}, de esta manera

a=l1lcoa*olc

2. Noteque ao B C a®pfyaof C a*of* sea~y una transformacion de
Madbius tal que v* = a* o %, entonces v y a o § coinciden en al menos tres
puntos, por lo tanto v y a ® 5 coinciden en al menos tres puntos, de esta
manera por el Teorema 3.2 v = a ® 3, entonces (a ® §)* = a* o f*.

]

Proposicion 3.11. Las transformaciones de Mébius extendidas forman un sub-
grupo del grupo de unidades de 1(C*), el cual es isomorfo al grupo de Mébius. A
este grupo lo notaremos por M*.

Demostracion. Sea M el grupo de Mdbius. Entonces, por definicion de transfor-
macion extendida de Mdébius la siguiente funcién es biyectiva:

f:M— M*

a— af

El Lema 3.10 nos garantiza que la operacion en M* esta bien definida.

= Asociatividad: Sean o* ,3* y v* transformaciones extendidas de Mdbius, por
el Lema 3.10 se tiene que:

(@0 f)or" =(a®p) o



» Existencia del elemento neutro: Note que 1¢+ = (1¢)* por lo tanto 1¢- € M*.

n Existencia del inverso: Sea o € M*. Entonces por el Lema 3.10

a’ofa ) =(a@a ) =(lg) = lc-

De esta manera, dadas a y g dos transformaciones de Mdbius, por el Lema 3.10
se tiene que:

Y f es isomorfismo. O

El grupo M* es la base que se usara en la construccién de un producto semidi-
recto de un semirreticulo por un grupo en el cual se podra incluir el semigrupo
inverso . . Por lo tanto, es necesario explorar la relaciéon entre M*y .# .

Lema 3.12. Cada elemento de .# esta contenido en un unico elemento de M*.

Demostracion. Sea o € .#, por la Proposicion 3.6 existe una transformacion de
Mébius ~ tal que a C ~, de esta manera a C ~*, si existe una transformacién
extendida de Mdbius p* tal que o« C u*, entonces p y a coinciden en al menos
tres puntos, de esta manera p y v coinciden en al menos tres puntos y por el
Teorema 3.2 u =~y y con ello p* = ~*. O

Se denotara por .#’ el subsemigrupo inverso de I(C*) generado por .Z'y M*.

Lema 3.13. Sea S un subsemigrupo inverso de un monoide inverso I y sea H
un subgrupo del grupo de unidades de I. Suponga que para todo m € S existe
h € H tal que m < h. Sea S’ el subsemigrupo inverso de I generado por S y H
entonces S’ es un monoide inverso factorizable con grupo de unidades H.

Demostracion. Para todo m € S existe h € H tal que m < h. Sea « € S’ tal que
a = ajas...a, donde a; € SU H para todo i € {1,2,...,n}, por lo tanto a; < ~;
para algun ~; € H, esto se tiene ya que si a; ¢ H por hipbtesis existe tal ~;, caso
contrario v; = a;. De esta manera definiendo v = y1v,...7, se tiene que a < .

Es claro que la identidad 15 de H es igual a la identidad 15 de S’, dado que H
es un subgrupo de unidades de I, entonces H C U(S’), de esta manera con lo
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previamente mostrado para todo o € S” existeun v € H C U(5’) tal que a < ~.
Por lo tanto, S’ es factorizable.

Por ultimo si a € U(S’) existe ' € H tal que a < o' entonces por el Lema 1.19
a=data=d,porlotantoa € Hy de esta manera U(S’) = H.

]

Lema 3.14. ./’ es E-unitario, y cada elemento de .#' esta contenido en un tnico
elemento de M*.

Demostracion. Por definicion de .’ y el Lema 3.12, .#’ cumple las hipotesis
del Lema 3.13, de esta manera para todo a € .#’ existe una transformacion
de Mdbius « tal que a C o*, sea v una transformacién de Mébius tal que a C ~*.
Como a y o* son cofinitos, entonces aNa* también es cofinito, ademas, « también
es cofinito y por definicién « C «o*, de esta manera a N « es cofinito, de manera
analoga a N v es cofinito, por lo tanto « y v coinciden en al menos tres puntos,
por el Teorema 3.2 a« = vy con ello o* = ~*.

Sean a € #'y e € E(4') tales que e C «, entonces, por lo mostrado ante-
riormente, existe una unica transformacion de Mébius ~ tal que a C +*, ademas
como e es idempotente e C 1¢+. De esta manera, ¢ C v* y e C 1¢+, entonces
v* = 1c- y con ello a C 1¢« es decir a es idempotente. Con lo que se concluye
que .#' es E-unitario. ]

Como se ha visto anteriormente, las relaciones de equivalencia resultan ser una
herramienta eficaz para el desarrollo de este trabajo, por lo que se procedera
a definir tres relaciones de equivalencia mas que facilitaran la obtencién de los
resultados deseados.

Definicion 3.15. Se definen las relaciones £y R en un semigrupo inverso S por:

sCte s ts =ttty sRt & ss ' =1t

Veamos que L es una relacién de equivalencia. Sea un semigrupo inverso S,
claramente para s,t € S se tiene que sLsy si sLt, entonces tLs. Sea s, t,z € S Si
sCtytLz entonces s™'s =t 'ty t~1t = 27!z por lo tanto s~ 's = 27!z con lo que
se concluye que sLz. De manera analoga, vemos que R también es relacion de
equivalencia.
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Es necesario recordar que si p y 7 son relaciones en un conjunto X, entonces la
relacion p o T estd dada por:

por={(r,y) € X x X : Iz € X talque (z,2) € py (z,y) €T} .

Con esto se define la siguiente relacion.

Definicion 3.16. Dado un semigrupo inverso S. Entonces, se define la relacion
2 como:
P=RoL=LoR.

Lema 3.17. Sea w # oo en C*. Entonces, existe una transformacion extendida
de Mébius o* tal que la imagen de a* o 1 es C* \ {w} y el dominio de a* o 1¢ es
C. En patrticular, la identidad definida en C* \ {w} esta ¥-relacionada con 1.

Demostracion. Sea o* una transformacion extendida de Mébius dada por a*(z) =
wz/(z+1)paraw # 0y a*(z) = 1/(z + 1) si w = 0. Note que en ambos casos,
por la manera como se define una transformacion extendida de Mdébius se tiene
que a*(—1) = 0o y a*(o0) = w. Por lo tanto:

Dom (a* o 1¢) = I¢(Doma* NIm1c) =C*'NC=C
Im(a*ol¢) = a"(Doma®*NImle) = a*(C) = C*\ {w}
Sea lc-\ () la identidad en C* \ {w}. Entonces:
(a*ole) Ha*olg)=1co(a®) " oa*ole =1coleole = L.
De esta manera, 1¢ esta L-relacionado con o* o 1. Ademas:
(afolg)(a*ole) ' =a*olcoa® = lenjuw

Por lo tanto, 1¢+\ (..} €sta R-relacionado con a*olc. Entonces 1¢ esta Z-relacionado
con ]-(C*\{w}- L]

Mediante el analisis apropiado de la teoria construida hasta este punto podemos
dar una mejor caracterizacion de .#’, que, como se mostrard a continuacion
puede ser entendido mediante el producto semidirecto entre un semirreticulo y
un grupo.
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Teorema 3.18.

1. /' es isomorfo a algun producto semidirecto entre un semirreticulo por un
grupo.

2. Los idempotentes de .#’ son los elementos idempotentes cofinitos de 1(C*),
es decir los idempotentes tales que el complemento de su dominio es finito.

3. .#' es isomorfo a un producto semidirecto de un semirreticulo de idempo-
tentes cofinitos de 1(C*) por el grupo M*.

Demostracion.

1. Por el Lema 3.14 .#’ es E-unitario y factorizable, ya que M* es el grupo de
unidades de .#’. De esta manera, por el Corolario 2.9, .#’ es isomorfo al
producto semidirecto entre un semirreticulo y un grupo.

2. Por el Lema 3.17 C*\ {w} es la imagen de algun elemento a* o 1¢, por lo
tanto se define e,, = (a* o 1¢)!(a* o 1¢), donde e, resulta ser la identidad
restringida al conjunto C* \ {w}. Sea i € E(C*) cofinito, donde Imi = C* \
{wy,wy, ..., w, }. Entonces, i = e, 0e,,0...0e,, . De estamanerai € E(.4").

3. Por el Corolario 2.9y por la parte (1) .#’ es isomorfo a algun producto semi-
directo, y por la Observacién 2.7 (O1) el semigrupo inverso .#’ es isomorfo
al producto semidirecto P(.#’ /o, E(.#")). Por la parte (2) sabemos que el
conjunto de los idempotentes cofinitos de C* es E(.#'). Se mostrara que
A /o esisomorfo a M*. Sean «, 5 € .#', por el Lema 3.14 se tiene que:

aofsIue M uCayuC eIV eM :alyysCy

Es decir, dos elementos de .#’ estan relacionados si y solo si estan bajo
el mismo maximal. Por lo tanto, M* es isomorfo a .#’/o. Finalmente, esto
significa que .#" es isomorfo al producto semidirecto P(M*, E(.#")).

]

Proposicion 3.19. Sea . = .#’' \ M*. Entonces, .7 es el producto semidirecto
de M* y el semirreticulo de todos los elementos idempotentes cofninitos de 1(C*)
excepto el elemento idempotente definido en C*.
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Demostracion. Note que .% es el conjunto .#’ sin las biyecciones en C*, de esta
manera si a, § € %, entonces « y 5 no son biyecciones en C*, por lo tanto « o 5
no sera una biyeccion en C*, es decir, a o 8 € .%. Por otro lado, .# es E-unitario
ya que .#' es E-unitario.

Como se vio en la demostracion del Corolario 2.9, si S es factorizable, entonces
paratodo s € Sye e E(S) existe b € Stalque bb~' =ey s 'b e E(S) (x). Como
' es factorizable cumple la hipétesis (). Note que si e # 1¢- entonces b ¢ M*,
ya que si b € M* entonces bb~—! = 1¢-, de esta manera . cumple la hipétesis (x).
Entonces, .# es isomorfo al producto semidirecto P(.% /o, E(.%)).

Note que cada clase de .# /o esta contenida en una Unica clase de .Z'/o y
estas solo difieren por el unico elemento maximal de cada clase de .#'/o, es
decir,dado s € .Z y s* € M tal que s C s*, entonces o,(s) C o ,.(s)y s* € o,(s),
pero s* ¢ o.(s). Donde o, denota la relacion o en .# y o, denota la relacion o
en .#'. De esta manera, se define:

g: Flo— Mo

o:(s) = a,(s)

Que es un isomorfismo.

Como .#' /o es isomorfo a M* entonces .% /o es isomorfo a M*. Ademas E(.%) =
E(#")\ { 1c-} = E y con esto concluye que .# es isomorfo al producto semidi-
recto P(M*, F). O

Definicion 3.20. Sea S un subsemigrupo inverso de un semigrupo inverso F.
Entonces F' es una ampliacion de S si cumple las siguientes tres condiciones:

(E1) S esunideal de orden de F, esto es, dado (P, <) un conjunto parcialmente
ordenado. Un subconjunto ) de P es un ideal de ordensiz € Qyy < x
implica que y € Q.

(E2) Sia € Fya'a,aa™' € S, entonces a € S.

(E3) Cada elemento idempotente de F' esta Z-relacionado con un elemento
idempotente de S.
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Lema 3.21. Sea S un subsemigrupo inverso de un semigrupo inverso F. Si el
conjunto de idempotentes de S es un ideal de orden de E(F'), entonces S es un
ideal de orden de F'.

Demostracion. Seax € Sy y € F tal que y < . Entonces, y 'y < z7'xz. Como S
es un semigrupo inverso, entonces z—! € Sy conello 27!z € S. Dado que S es
un ideal de orden de E(F), entonces y~ 'y € S. Ademas y = zy~'y por lo tanto
yeSs. ]

Lema 3.22. Sea S un ideal de orden y un subsemigrupo inverso de un semigrupo
inverso F. Suponga que e es un idempotente de F' y a es un elemento de I tal
quee =aa ' yala € S. Si f < e, entonces existe un elemento b € F tal que
f=bbtyblbesS.

Demostracion. Es claro que f es idempotente, ya que f = eu para algun idem-
potente v € F. Definiendo b = fa, entonces:

bb' = fa(fa) " = faa \f = fef = fe

Como f < e entonces f = fe gracias a (4) del Lema 1.19, por lo tanto bb—! = f.
Por otro lado, note que a~'b = o' fa es idempotente, pues:

(a 'fa)(a ' fa) = a taa" ffa = a ' fa.

Por lo tanto, a™'b = b~'a. Ademas bb~! < aa~! ya que bb~! = fe = faa?,
entonces por (4) del Lema 1.19 se obtiene que bb—! = bb—'aa~! y de esta manera
b=aa by bt =b"taa"'. Por lo que se tiene que:

b ' =b"taa 'aa b = a ta(a'bb a) = a ta(ba).

Entonces, b= 'b < a~'a. Como S es un ideal de orden de F entonces b 'b e S. [

Proposicién 3.23. .# es una ampliacion de ./ .

Demostracion. La condicion (E1) se cumple. En efecto, sea o € E(%) tal que
a C v para algun v € E(), por lo tanto « es una restriccién de la funcién
identidad en un conjunto cofinito de C y con ello a € .#. De esta manera, E(.#)
es un ideal de orden de E(.%), entonces por el Lema 3.21 el semigrupo inverso
~# es un ideal de orden de .%.
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Veamos que (E2) se cumple. Seaa ¢ Ftalque atoa € #Zyaoa c¢ /.
Tomemos o* la transformacion extendida de Mdbius tal que o C o*, de esta
manera:

1

a=(axoatoa*o(atoa)

Ademas, como 1¢ es la identidad de .7, se tiene que

1

a=(aoaltolg)oa*o(lcoatoa)=(aoat)olcoa*olco(atoa)

Por el Lema 3.10 1coa*ol¢ es una transformacién de Mébius, por lo tanto o € ..

Por ultimo se mostrara que (E3) se cumple. Los elementos maximales idempo-
tentes de .# son restricciones de la funcién identidad en C* \ {w} donde w € C,
gue notaremos como e,,. Por el Lema 3.17 cada e, esta Z-relacionado con 1¢,
por lo tanto existe «,, tal que e, = a'ay a,a,' = 1c. Sea f € Z tal que f < ey,
entonces por el Lema 3.22 existe 3 € .Z talque f = 3871y 3713 € .#, es decir
fRBY BLA 1B, por lo tanto f257! 5. Entonces, cada elemento idempotente de
Z esta Z-relacionado con un elemento idempotente de .# . O
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Capitulo
4

EL MONOIDE INVERSO DE MOBIUS VIA
TRIPLAS DE MCALISTER

Finalmente, se introducira el concepto de tripla de McAlister, el cual permitira
describir el monoide inverso de Mobius y obtener los teoremas descritos en esta
seccion.

Definicion 4.1. Una tripla de McAlister (G, X,Y’) consiste de un grupo G, un
conjunto parcialmente ordenado X, y un ideal de orden Y de X, que también es
un semirreticulo inferior, que satisfacen los siguientes axiomas:

(MT1) G actua sobre X por automorfismos que preservan el orden.
(MT2) GY = X,donde GY :={g-y|ge G, yyeY}
(MT3) gY NY +# ¢ paratodo g € G.

Teorema 4.2. Sea (G, X,Y) una tripla de McAlister. Definiendo,
P=P(G X,)Y)={(e,9) €Y xG:glecY}

con multiplicacion:
(e,9)(f,h) =(eAg- [, gh)

Entonces, P es un semigrupo inverso y E-unitario.

Demostracion. Veamos que P es un semigrupo inverso. Sean (e, g), (f,h) € P,
entoncese, f€Y,ghcGygtl-e,ht-feY.
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Por definicion (e, g)(f,h) = (e A g - f,gh), dado que G es un grupo, entonces
gh € G,ademads, (eAg- f) <eyY esunideal de orden, entonceseAg-f €Y.
Por otro lado:

(gh)y Heng-fl=n"tg - (eng-f)=h"Tg -e)A (bt f).
Como (hlg ' e) A (h!- f) < h~'- f, entonces (gh) " ‘(eAg-f) €Y

Veamos que la multiplicacion en P es asociativa, para esto sean (e, g), (f, h), (i,m) €
P, entonces:

((e;9)(f, h))(i,m) = (e Ag- f,gh)(i,m)
=(eNg-fAgh-i,ghm)
=(eNng-(fAh-i),g(hm))
=(e,9)(f Nh-i,hm)

= (

e, 9)((f, h)(i,m))

Sea (e,g) € P, entonces (g7 -e,g7') € P, ademas, (¢~'-e,g7') es un inverso de
(e, g). En efecto, observe que:

eng-(g7"-e),1a)(e, g)
e,1c)(e, 9)

(e,9)(g " - e,g)e,g) =

(
(
(
(

(g7 e, ) eng-(g7"-e),10)
(97" - e.g (e 1)

=(g - engteg M 0)

(g7 -egh).

Como todo elemento idempotente es su propio inverso, se tiene que si (e, g) es
idempotente, entonces (e, g) = (g7 - e, g7 '), por lo tanto ¢ = 1. Con esto todo
elemento idempotente es de la forma (e, 1), donde e € Y. Como dados e, f € Y
se tiene que e A f = f A e, entonces todos los elementos idempotentes de P
conmutan. Por lo tanto, P es un semigrupo inverso.
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Por definicion:

(e,9) < (f.h) & (e,9) = (e, 9)(e,9) " (f,h) = (e,1)(f, h) = (e A f, h)

Por lo tanto, (e,g) < (f,h) & e < fyg = h, de estd manera si (w,1) < (i,m),
entonces m = 1y con ello (i,m) es idempotente, es decir P es E-unitario. O

Los semigrupos de la forma P(G, X,Y) son llamados P-semigrupos, y son una
generalizacion del producto semidirecto entre un semirreticulo por un grupo, ade-
mas, si X =Y es un semirreticulo, entonces P(G, X, X) = P(G, X).

Ejemplo 4.3. Sea G un grupo y P(G) el conjunto potencia de G, como se vio en
el Ejemplo 2.10 el producto semidirecto P(G,P(G)) es un semigrupo inverso. En
particular (G, P(G),P(G)) es una tripla de McAlister y con ello P(G, P(G),P(G))
€S un semigrupo inverso.

Ejemplo 4.4. Para el grupo (Z,+)y X := {A C Z | A esfinito novacio} yY :=
{ACZ| Aesfinitoy 0 € A}, con el orden definido por A < Bsiysolosi B C A
(con ese orden X y Y son semirreticulos inferiores). Se mostrara que (Z, X,Y)
es una tripla de McAlister, por lo tanto el Teorema 4.2 garantizara que P(Z, X,Y)
es un P-semigrupo inverso. Observe que Y es un ideal de orden de X, ya que
paratodo H € X y K € Y talesque H < K entonces K C H,como0e K C H
entonces H €Y.

Primero veamos que la accién de Z sobre X definidaporz-H =2+ H = {z+h |
h € H},donde z € Zy H € X, actda por automorfirmos que preservan el orden.

Se verificara que la funcion w, : X — X dada por w.(H) = z+ H es una biyeccion
para todo z € Z. Sea z € Z, dados H y H’ diferentes en X se puede suponer que
existe a € Htalquea ¢ H',porlotanto z+a €2+ Hy 2+ a ¢ H', yaque caso
contrario existiria w € H’ tal que z + w = z + a, COMO Z es un grupo entonces
w=ayconelloa e H'loque es absurdo. Con esto la funcion w, es inyectiva. Por
otro lado, paratodo H € X el conjunto —z+ H € X, por lo tanto w,(—z+ H) = H,
lo que verifica la sobreyectividad de w.. Es claro que la accidon preserva el orden,
ya que si H,H' € X tales que H C H' entonces z + H C z + H'. Con esto la
accion actua por automorfismos que preservan el orden, verificando (MT71) de la
Definicién 4.1.

Sea H € X, como H es no vacio existe w € H por lo tanto —w + H € Y, de
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esta manera w + (—w + H) = H, por lo que GY = X, lo que verifica (MT2) de la
Definicién 4.1.

Finalmente note que {0, —z} € Y porlotanto z + {0, —z} = {2,0} € 2+ Y =2V,
con esto 2+ {0, —z} € zY NY paratodo z € Z, verificando (MT3) de la Definicion
4.1.

Entonces, (Z, X,Y’) es una tripla de McAlister y por el Teorema 4.2 P(Z, X,Y’) es
un semigrupo inverso.

Ejemplo 4.5. Nuevamente se toma el semigrupo inverso GE definido en (1) del
Ejemplo 1.5 con el orden definido en el Ejemplo 1.24. Note que #,(G) es un
semirreticulo inferior y que &7,(G) es un ideal de orden de #,(G) el cual también
es un semirreticulo inferior. En efecto, sean A € Z,(G)y A, € Z,(G) tales que
A < Ay, estoimplica que A; C A porlotanto 15 € Ay como A es finito, entonces
A € Z,(G). Mostraremos que (G, Zy(G), Z21(G)) es una tripla de McAlister.

Se define la accion de G sobre Z,(G) por g-A = gA :={ga | a € A},donde g € G
y A € Z(G); veamos que G actlda por automorfismos que preservan el orden
sobre Zy(G). Sea g € G, veamos que la siguiente funcion es una biyeccion:

Wy egzo(G) — gzo(G)
A g-A=gA

Sean A, B € Zy(G) tales que gA = gB como G es un grupo, entonces es eviden-
te que A = By esto muestra la intectividad. La sobreyectividad es inmediata ya
que para todo A € 2,(G) se tiene que g~! € P, (G), por lo tanto w, (gt A) = A.
Con esto w, es biyectiva. Por otro lado, dados A, B € #,(G) tales que A < B se
tiene que B C A, entonces gB C gA por lo que se concluye que g- A < g- B. De
esta manera, G actua por automorfismos que preservan el orden sobre Z)(G).
Esto muestra (MT1) de 4.1.

Veamos que G2 (G) = Zy(G), sea A € Zy(G) y se puede tomar g € A ya
que A es no vacio, como g 'g = 14, entonces g 'A € P(G), de esta manera
Z(G) C GP(G), ademas, g es finito paratodo g € Gy W € &(G), por lo
que se concluye que G, (G) = Z,(G). Lo que confirma (MT2) de 4.1.

Finalmente, se toma g € G. Veamos que ¢ 2, (G)N2,(G) # D note que {1,97'} €
2,(G) y {l,g9} € 2,(G), de esta manera g{1,97'} = {1,9} € ¢g2:(G), por lo

43



tanto ¢ 22, (G) N Z1(G) # 0. Lo que verifica (MT3) de 4.1.

Lo anterior muestra que (G, 2y(G), #,(G)) es una tripla de McAlister y que
P(G, 2y(G), 2,(G)) es un semigrupo inverso E-unitario. Por ultimo, observe que
g€ AsiysolosigtA e 2,(G), porlo que se obtiene:

{(A,g9) € 21(G) x G lge A} = {(A,g) e 21(G)xG|g'Ae 91(G)}

Lo que significa que G® = P(G, 2y(G), 2.(G)).

Teorema 4.6. Sea F' el producto semidirecto de un semirreticulo inferior X por
un grupo H. Sea S un semigrupo de F tal que F' es una ampliacion de S. Sea

={ye X:(y,1) € E(S)}. Entonces, (H,X,Y) es una tripla de McAlister y
S=P(H X,Y).

Demostracion. Se tiene que F = P(H, X). Veamos que Y es un ideal de orden
de X,seay €Y yz e X tal que x <y, por la Observacién 2.7 (O4):

(z,a) < (y,b) &z <yya=b.

Por lo tanto, (z,1) < (y,1), como (y,1) € M, entonces (z,1) € M por (E1), de
esta manera z € Y. Entonces, Y es un ideal de orden de X.

Verifiquemos que las condiciones de la Definicién 4.1 se cumplen. La condicion
(MT1) se cumple ya que por la Proposicién 2.6 H actia en X por automorfismos
que preservan el orden.

Veamos que (MT2) se cumple. Sea x € X. Entonces, (z,1) € E(F). Por (E3) de
la Definicion 3.20 se tiene que (z,1)Z2(y, 1) para algun (y,1) € E(S). Entonces,
existe (z,g) € F tal que (z,9)(z,9)™' = (z,1) y (2,9)"'(2,9) = (y,1). Por lo tanto,
r=zyy=g 'zyconelloz=gy.

Verifiguemos que (MT3) se cumple. Seang € H,x € X yy € Y. Sea:

=y, (@, 9)(y, 1) = (yAz,9)(y, 1) = Az A(g-y),9)
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Entonces:

ComoyAnzA(g-y) <y,entoncesyAzA(g-y) €Y, porque Y es un ideal de
orden de X. De esta manera, ww=' €¢ M yw~'w € S, por lo tanto por (E2) w € S.
Conellog™-(yAxzA(g-y) €eY,seay =yAxzA(g-y), entoncesy’,g ' -y €Y,
porlotanto gY NY £ yaquey € gy NY.

Por ultimo, para P = P(H, X,Y) por (E2) de la Definicién 3.20 se tiene que:
(evg) SN eag_l €Y < (6,1),(9_1 ’ 671) S E(S) g (evg) € E<S)
Por lo tanto, S = P(H, X,Y) O

Finalmente, se tienen las herramientas necesarias para mostrar que .# resulta
ser un P-semigrupo , que es el objetivo final de este trabajo. Procederemos a
enunciar el teorema principal de este trabajo.

Teorema 4.7. Sea M* el grupo extendido de las transformaciones de Mdbius
definidas en C*, y X como el conjunto parcialmente ordenado de todos los ele-
mentos cofinitos idempotentes de 1(C*) excluyendo el idempotente definido de
C* sobre si mismo. Se define como Y el subconjunto de X que consiste de los
elementos idempotentes cofinitos de I(C). Entonces (M*, X,Y") es una tripla de
McAlister y .# es isomorfo al semigrupo inverso P(M*, X,Y).

Demostracion. Veamos que .# es isomorfo a P(M*, X,Y'). Basta comprobar las
hipétesis del Teorema 4.6.

= Note que X = E(.#") \ {lc-}. Por la Proposicion 3.6 .# es isomorfo a
F =P(M* X).

= .7 es una ampliacion de .# por la Proposicion 3.23. De esta manera, .# es
isomorfo a algun subsemigrupo inverso S de F donde F' es una ampliacién
de S.

= Note que Y = E(Z).
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Finalmente, se concluye que (M*, X|Y) = (M*, E(.#') \ {1c},E(#)) es una
tripla de McAlister y por el Teorema 4.6 se concluye que S = P(M*, X,Y’). En-
tonces, .# es isomorfo a P(M*, X,Y’), como se queria mostrar. N
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