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Dedicatoria

“Let |\y;t) be a state satisfying
Alyer) = i [y
lll’ - dl W’ I

the equation that governs the dynamics of a quantum
system, yet there are rare moments in which the whole
architecture of motion and probability seems only to
anticipate the quiet irruption of a presence that

transforms observation into immersion.”

- N.D.
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Resumen

Titulo: Analisis tedrico de la dependencia con la temperatura de los espectros de heteroestructuras de puntos cudnti-

cos autoensamblados de InAs/GaAs. *
Autor: Sergio Felipe Mejia Campos i
Palabras Clave: Heteroestructuras de puntos cudnticos, fisica de semiconductores, dispositivos cuanticos.

Descripcion: Este trabajo analiza la dependencia con la temperatura del espectro electrénico de heteroestructuras au-
toensambladas de InAs/GaAs con geometria anular, consideradas tanto de forma aislada como acopladas lateralmente.
La descripcién se construye a partir del modelo multibanda de Kane, que permite incorporar la no parabolicidad de la
banda de conduccion, la mezcla interbanda y la variacién térmica de la masa efectiva y de la brecha de energia. Me-
diante una aproximacion adiabatica se reduce el problema tridimensional a un Hamiltoniano efectivo bidimensional,
cuyo potencial de confinamiento depende de la geometria, la temperatura, la separacién entre centros y la presencia
de campos externos. Los niveles ligados se obtienen con el método de elementos finitos y un procedimiento auto-
consistente para tratar la dependencia de la masa efectiva con la energfa. Se estudia la evolucién del espectro con la
temperatura y con la separacién interanular, asi como la reorganizacién de los estados bajo campos eléctricos y mag-
néticos. Los resultados muestran que la reduccién térmica de la masa efectiva domina sobre el debilitamiento de la
barrera de confinamiento en el régimen analizado y produce desplazamientos y reordenamientos de los niveles que no
aparecen en la aproximacion parabdlica. También se identifica una separacion intermedia energéticamente favorable,
asociada a la deslocalizacién de la funcién de onda y a una reduccién de la contribucién cinética. Finalmente, a partir
del espectro discreto se calculan la energfa interna, la entropia, la capacidad calorifica y la energia libre de Helmholtz,

lo que permite relacionar la respuesta termodindmica con la geometria y los campos externos.

Trabajo de investigacidn para optar al titulo de Magister en Fisica.
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Abstract

Title: Theoretical analysis of the temperature dependence of the spectra of self-assembled InAs/GaAs quantum dot

heterostructures. *
Author: Sergio Felipe Mejia Campos i
Keywords: Quantum dot heterostructures, physics of semiconductors, quantum devices.

Description: This work analyzes the temperature dependence of the electronic spectrum of self-assembled
InAs/GaAs heterostructures with ring-like geometry, considered both as isolated structures and as laterally coupled
systems. The description is based on the multiband Kane model, which incorporates conduction-band nonparabolicity,
interband mixing, and the thermal variation of the effective mass and band gap. An adiabatic approximation reduces
the three-dimensional problem to an effective two-dimensional Hamiltonian whose confinement potential depends
on geometry, temperature, center-to-center separation, and external fields. Bound-state energies are obtained with
the finite element method and a self-consistent procedure that accounts for the energy dependence of the effective
mass. The evolution of the spectrum is studied as a function of temperature and inter-ring separation, together with
the reorganization of the states produced by electric and magnetic fields. The results show that, in the analyzed
regime, the thermal reduction of the effective mass dominates over the weakening of the confinement barrier and
produces level shifts and reorderings that are absent in the parabolic approximation. An energetically favorable
intermediate separation is also identified and related to wave-function delocalization and a reduction of the kinetic
contribution. Finally, the internal energy, entropy, heat capacity, and Helmholtz free energy are calculated from the
discrete spectrum. These quantities connect the thermodynamic response with the geometry and the external fields

and provide a complementary characterization of the confined electronic states.

Master’s thesis.

f Faculty of Sciences. School of Physics. Advisor: Carlos José Pdez Gonzilez, Doctor of Physics. Co-advisor:

Willian Gutiérrez Nifio, Doctor of Physics.
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Introduccion

Las nanoestructuras semiconductoras de baja dimensionalidad ofrecen un escenario espe-
cialmente adecuado para modificar las propiedades electrénicas de los portadores de carga median-
te confinamiento cuantico (143)). Dentro de esta familia, las heteroestructuras autoensambladas de
InAs/GaAs ocupan un lugar destacado porque combinan fuerte confinamiento, compatibilidad con
tecnologias epitaxiales y posibilidad de ajuste geométrico del sistema. En estos materiales, la for-
ma, el tamafo y la distribucién espacial de las nanoestructuras influyen de manera decisiva sobre
el espectro electronico. Por ello, la morfologia no actiia como un simple detalle estructural, sino
como un pardmetro fisico de control.

El desarrollo experimental de estas heteroestructuras ha avanzado junto con el perfeccio-
namiento de técnicas de crecimiento epitaxial, como la epitaxia por haces moleculares (MBE), la
epitaxia por haces quimicos (CBE) y los mecanismos de autoensamble tipo Stranski—Krastanow,
que permiten controlar con mayor precision la geometria y la composicion del confinamiento (4 15).
En este contexto, las nanoestructuras con morfologia anular o tipo criter/volcan tienen un interés
particular, pues su geometria no simplemente conexa favorece la aparicion de fenémenos de cohe-
rencia de fase y modifica de forma sustancial la localizacion espacial de los estados electrénicos
(6-11).

El problema se vuelve mds rico cuando dos nanoestructuras se acoplan lateralmente. En
ese régimen, la distancia entre centros, la simetria espacial y el tunelamiento entre las regiones
confinantes gobiernan la formacién de estados hibridados y de configuraciones electrénicas con
cardcter de molécula artificial (12, [13). En heteroestructuras de InAs/GaAs, este comportamiento

es particularmente sensible a la morfologia individual de cada elemento y a la presencia de la capa
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de humectacién o de mojado, pues ambos factores modifican la deslocalizacién de los portadores
y la estructura de los niveles ligados (14, [15)). Por ello, el estudio de sistemas aislados y acoplados
lateralmente permite analizar de manera natural la competencia entre confinamiento, hibridacién y
control geométrico.

Desde la perspectiva de la estructura de bandas, una descripcion realista de heteroestructu-
ras InAs/GaAs exige ir mds alld de la aproximacion parabdlica de masa efectiva. Debido al cardcter
de brecha angosta del InAs, la no parabolicidad de la banda de conduccién y la mezcla interbanda
pueden modificar de forma apreciable los espaciamientos entre niveles y la dependencia térmica
del espectro (14, [16-18)). Por esta razén, el modelo de Kane proporciona un marco adecuado pa-
ra derivar un Hamiltoniano efectivo de conduccién con pardmetros dependientes de la energia, la
posicién y la temperatura, lo que permite incorporar de forma consistente el efecto térmico de la
brecha de banda y de la masa efectiva.

Con el espectro discreto ya determinado, la descripcion del sistema puede llevarse al domi-
nio termodindmico. En nanoestructuras fuertemente confinadas, la funcién de particiéon canénica
se construye a partir de los niveles electrénicos disponibles; por ello, magnitudes como la energia
interna, la energia libre de Helmholtz, la entropia y la capacidad calorifica actian como sondas di-
rectas de la estructura del espectro. Esta conexion adquiere especial relevancia cuando los niveles
dependen explicitamente de la temperatura, pues en tal caso la respuesta termodindmica no estd go-
bernada tinicamente por la redistribucién térmica de ocupaciones, sino también por el corrimiento
intrinseco del propio espectro.

A pesar de los avances recientes en el estudio de propiedades termodindmicas de nanoes-
tructuras confinadas, una parte importante de la literatura se ha apoyado en potenciales simplifica-
dos y en descripciones parabdlicas de masa efectiva. En consecuencia, permanece menos desarro-
llada la caracterizacion termodindmica de heteroestructuras autoensambladas de InAs/GaAs cuan-
do se consideran de manera conjunta una geometria anular realista, acoplamiento lateral, campos
eléctricos y magnéticos externos, y una descripcion no parabdlica dependiente de la temperatura.

Este punto es relevante porque la respuesta térmica del sistema depende de pequefias reorganiza-
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ciones del sector de los niveles de energia mds bajos, precisamente la regién mds sensible a la no
parabolicidad, a la hibridacién interanular y a la accién de campos externos.

Sobre esta base, el presente trabajo estudia la respuesta electronica frente a perturbacio-
nes externas asociadas con campos eléctricos, campos magnéticos y temperatura de un electrén
confinado en heteroestructuras autoensambladas de InAs/GaAs con morfologia anular tipo volcén,
tanto aisladas como acopladas lateralmente. La estructura electronica se describe mediante un Ha-
miltoniano efectivo monobanda derivado del modelo de Kane, con pardmetros dependientes de la
energia, la posicion y la temperatura, y se resuelve numéricamente mediante el método de elemen-
tos finitos. El andlisis compara la descripcidn no parabdlica con un modelo parabdlico de referencia
y se examina el efecto de la separacion entre centros de los anillos y de campos eléctricos y mag-
néticos externos sobre el espectro. A partir de los niveles obtenidos, se construye la formulacién
termodindmica en el ensamble canénico, con énfasis en la entropia y la capacidad calorifica, para
establecer como la geometria, el acoplamiento lateral, la no parabolicidad y la dependencia térmica

del Hamiltoniano determinan la respuesta del sistema.
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1. Objetivos

1.1. Objetivo general

= Realizar un estudio teérico y numérico del espectro electrénico y de la respuesta termodi-
namica de un electrén confinado en heteroestructuras autoensambladas de InAs/GaAs con
morfologia anular tipo crater o volcdn, tanto aisladas como acopladas lateralmente, mediante
un Hamiltoniano efectivo derivado del modelo de Kane y resuelto por el método de elemen-
tos finitos, con el proposito de determinar como la temperatura y los campos eléctricos y
magnéticos externos modifican los niveles ligados y las magnitudes termodindmicas del sis-

tema.

1.2. Objetivos especificos

= Desarrollar un modelo tedrico para heteroestructuras autoensambladas de InAs/GaAs con
geometria anular, primero en el régimen de anillos cudnticos aislados y luego en sistemas
de dos anillos acoplados lateralmente, donde la intensidad del acoplamiento se module me-
diante la variacion de la distancia entre centros, con el fin de estudiar de forma sistematica el
efecto de este pardmetro geométrico sobre el confinamiento electrénico, la hibridacién entre

estados y la formacion de estados moleculares.

= Comparar el modelo de Kane con la aproximacion parabdlica en términos del espectro elec-

tronico y de su dependencia con la temperatura, asi como analizar el efecto de la no parabo-
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licidad de la banda de conduccién sobre la respuesta termodindmica del sistema.

= Calcular el espectro de baja energia de un electrén confinado en heteroestructuras de
InAs/GaAs mediante un Hamiltoniano efectivo derivado del modelo de Kane, incorporando
la no parabolicidad de la banda de conduccion y la dependencia de los pardmetros efectivos

con la energia, la posicion y la temperatura.

= Analizar el efecto de campos eléctricos y magnéticos externos sobre el espectro electronico
del sistema, con énfasis en los corrimientos Stark y Zeeman, la polarizacién espacial, la

hibridacién interanillo y la reorganizacion espectral asociada al control externo.

= Formular y calcular, a partir del espectro discreto obtenido, la energia interna, la energia libre
de Helmholtz, la entropia y la capacidad calorifica en el marco del ensamble canénico, para
determinar como la temperatura, la separacion entre centros y los campos externos modifican

la respuesta termodindmica del sistema.
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2. Estado del arte y delimitaciones del problema

2.1. Puntos cuanticos del grupo III-V y relevancia fisica

Las nanoestructuras semiconductoras III-V constituyen una plataforma fundamental para
estudiar el confinamiento cuéntico de portadores de carga (1-3). En particular, los puntos cuanticos
(quantum dots, QDs) presentan confinamiento en las tres direcciones espaciales, lo que conduce
a espectros discretos y a su interpretacion como atomos artificiales. Esta propiedad, junto con su
alta eficiencia luminiscente y su integracion en arquitecturas fotonicas, ha hecho de las heteroes-
tructuras InAs/GaAs sistemas de gran interés para aplicaciones optoelectronicas y de informacion
cuantica (19, [20).

El avance en técnicas de crecimiento epitaxial, como MBE, CBE y el autoensamble tipo
Stranski—Krastanow, ha permitido controlar con mayor precision el tamaiio, la forma y la distri-
bucién espacial de estas nanoestructuras (4, 5). Como resultado, la relacién entre morfologia y
estructura electrénica se ha convertido en un tema central dentro del estudio de materiales de baja

dimensionalidad.

2.2. Influencia de la morfologia y del acoplamiento lateral

Dentro de las distintas morfologias accesibles, los anillos cudnticos (quantum rings, QRs)
destacan por su geometria no simplemente conexa. Esta caracteristica los convierte en sistemas es-
pecialmente adecuados para estudiar fendmenos de coherencia de fase, oscilaciones de Aharonov—

Bohm, corrientes persistentes e interferencia cudntica (6-11). Por ello, los QRs constituyen una
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plataforma natural para analizar como la conectividad del confinamiento modifica la estructura de
niveles y la localizacién electrénica.

Cuando dos nanoestructuras se acoplan lateralmente, el tunelamiento, la simetria espa-
cial y la separacion entre centros generan estados hibridados cuya fisica no puede describirse co-
mo una simple suma de constituyentes aislados (12, [13). En puntos cudnticos dobles laterales de
InAs/GaAs, se ha mostrado que la morfologia individual de cada elemento y la presencia de capas
de humectacién o mojado afectan de manera importante la deslocalizacion de los portadores y la
respuesta optica del sistema (14} [15). En anillos laterales acoplados, estas consideraciones son to-
davia mas fuertes, ya que la distancia entre centros puede inducir reorganizaciones espectrales y

cambios de simetria en los autoestados del operador de Hamilton (21} 22).

2.3. Campos externos, espectro y control electrénico

La aplicacion de campos eléctricos y magnéticos externos constituye una herramienta efi-
ciente para modificar la estructura electrénica de nanoestructuras confinadas. En sistemas anulares,
los campos externos pueden desplazar niveles de energia, favorecer la polarizacion espacial y al-
terar la jerarquia de los estados ligados (23-25). En particular, el campo magnético desempefia
un papel destacado en geometrias anulares, donde la geometria del confinamiento amplifica su
influencia sobre el espectro (6, 7).

Desde el punto de vista de la estructura de bandas, una descripcion realista de heteroestruc-
turas InAs/GaAs requiere ir mas alld de la aproximacion parabdlica. Debido a la brecha angosta
del InAs, la no parabolicidad de la banda de conducciéon modifica la masa efectiva y, por tanto, los
espaciamientos entre niveles ligados (14, 16-18)). A ello se suma la dependencia térmica de la bre-
cha de banda, que altera la escala de confinamiento y hace que el espectro no pueda considerarse

rigido en un intervalo amplio de temperaturas.
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2.4. Avances recientes hacia propiedades termodindmicas en nanoestructuras

En los dltimos afios, el andlisis de nanoestructuras confinadas ha incorporado cada vez
con mayor frecuencia magnitudes termodindmicas derivadas del espectro discreto. La entropia, la
energia libre de Helmholtz y la capacidad calorifica son sensibles a la estructura fina de niveles,
a las pequefias separaciones energéticas y a la redistribucion térmica de ocupaciones. Por ello,
estas cantidades se han convertido en herramientas utiles para identificar acoplamiento cuéntico,
pequeiias separaciones entre niveles y reorganizaciones espectrales.

En anillos y sistemas anulares dobles, diversos trabajos han mostrado que la entropia y la
capacidad calorifica dependen de manera no trivial de la geometria, de la separacioén entre cen-
tros de los anillos y de la presencia de campos externos, pudiendo incluso exhibir anomalias tipo
Schottky (26-28)). Estos avances muestran que la termodindmica constituye una via complementa-

ria para caracterizar la estructura electrénica de nanoestructuras fuertemente confinadas (20).

2.5. Vacio especifico que aborda esta tesis

A pesar de estos avances, gran parte de la literatura se ha desarrollado a partir de poten-
ciales de confinamiento simplificados y modelos parabdlicos de masa efectiva. En consecuencia,
permanece poco explorada la caracterizacion termodindmica de nanoestructuras anulares autoen-
sambladas cuando se consideran simultdneamente una geometria realista, acoplamiento lateral,
campos externos y una descripcion no parabdlica dependiente de la temperatura.

En este contexto, esta tesis aborda el estudio de un electron confinado en heteroestructuras
anulares autoensambladas de InAs/GaAs, aisladas y acopladas lateralmente, sometidas a campos
eléctricos y magnéticos externos. La estructura electronica se describe mediante un Hamiltoniano
efectivo derivado del modelo de Kane, con pardmetros dependientes de la energia, la posicién y
la temperatura. A partir del espectro electronico obtenido, se construye una descripcién termodi-

namica en el ensamble candnico, con énfasis en la entropia y la capacidad calorifica, con el fin
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de establecer como la no parabolicidad, la geometria, el acoplamiento lateral y la reorganizacién
espectral inducida por la temperatura y los campos externos determinan la respuesta térmica del

sistema.
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3. Fundamentos fisicos y tedricos

3.1. Nanoestructuras semiconductoras y heteroestructuras InAs/GaAs

Cuando dos sélidos semiconductores con diferentes brechas de energia (E,) se combinan,
se forman heterojunturas que permiten la apariciéon de potenciales de confinamiento para los por-
tadores de carga y la modificacion de la estructura de bandas. Histéricamente, las primeras na-
noestructuras semiconductoras fueron obtenidas mediante técnicas de crecimiento epitaxial, como
la deposicién quimica y los mecanismos de autoensamble tipo Stranski—Krastanow, que hicieron
posible la formacion controlada de capas y regiones confinantes en heteroestructuras (4} 5). Estas
primeras configuraciones dieron lugar a pozos cudnticos (quantum wells, QWs), donde los porta-
dores se mueven cuasi libremente en dos dimensiones, y mas adelante a hilos cuanticos (quantum
wires, QWRs), en los que el confinamiento se produce en dos direcciones espaciales.

El desarrollo posterior de métodos litogréficos, técnicas top-down, autoensamble y sintesis
coloidal permiti6 la obtencién de puntos cudnticos, en los cuales los portadores quedan confinados
en las tres direcciones espaciales (29-32). Esta propiedad conduce a espectros discretos y con-
vierte a estas nanoestructuras en sistemas andlogos a atomos artificiales. Dentro de este marco, las
heteroestructuras InAs/GaAs han adquirido especial relevancia debido a su viabilidad experimen-
tal y al amplio control que ofrecen sobre la morfologia, el tamaiio y el acoplamiento lateral entre
nanoestructuras.

En el contexto de heteroestructuras, es posible distinguir entre alineaciones de bandas tipo
I 'y tipo II. En una heteroestructura tipo I, las bandas de conduccién y valencia del material de

menor brecha quedan confinadas dentro del material de mayor brecha, favoreciendo la localizacion
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conjunta de electrones y huecos. En cambio, en una heteroestructura tipo II, las bandas quedan
desalineadas de manera que los electrones y huecos se localizan preferentemente en materiales
distintos, reduciendo su recombinacion. Por su parte, la aleacion también puede clasificarse segin
el tipo de dopaje en semiconductores tipo n y tipo p, dependiendo de si se introduce un exceso de

electrones o de huecos en la estructura (33).
3.2. Periodicidad cristalina, estados de Bloch y aproximacion de funcién envolvente

En un semiconductor cristalino ideal, el potencial peridédico satisface la relacion de inva-
riancia traslacional (18 34)

V(r+R)=V(r), (D

donde R es un vector de la red cristalina. Esta propiedad implica que el Hamiltoniano conmuta con
el operador de traslacion,

[H,Tr] =0, )

y, en consecuencia, es posible elegir autoestados comunes de ambos operadores. Los estados de
Bloch |n, k) satisfacen entonces

ik-R |

TRlnak) =e I’l,k), I:I|I’l,k> =En(k)|n7k)a (3)

lo que conduce al teorema de Bloch para la funcién de onda electrénica,

ik-

(rln,K) = y(r) = ™" (), (4)

donde u,(r) posee la periodicidad de la red.
En heteroestructuras y nanoestructuras, el potencial de confinamiento varia en escalas mu-
cho mayores que el pardmetro de red. Esto permite separar la funcién de onda en una parte rdpida,

asociada a la periodicidad cristalina, y una parte lenta que captura la modulacién espacial debi-
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da al confinamiento (34). Para un electrén en la banda de conduccioén, la funcién de onda puede

aproximarse como

(r) = U(r)uco(r), (5)

donde u.((r) es la parte periddica evaluada tipicamente cerca del punto I' (k = 0) y U(r) es la
funcién envolvente suave que contiene la informacion sobre el potencial de confinamiento y los
campos externos (35)). Esta aproximacion constituye la base de los modelos de masa efectiva y de

la teoria k-p.

3.3. Hamiltoniano de Pauli, teoria k - p, modelo de Kane y reduccion de Lowdin

El punto de partida microscopico para describir un electrén no relativista en un cristal, en

presencia de campos electromagnéticos externos, es el Hamiltoniano de Pauli (34),

SoMpB
2

I A2
HPauli=2_m0H —ed(r)+V(r)+ G -B+Hso, (6)

donde IT = —iAV + eA, my es la masa del electrén libre, A y ¢ son los potenciales vector y escalar,
respectivamente, 6 = (0, 0y, 0;) representa las matrices de Pauli y g = eh/(2mqc) es el magnetén

de Bohr. El término de acoplamiento espin—6rbita puede escribirse, en el orden 1/ ¢ (18, 134),

Hgo = (6 xVU)-11, U(r) = V(r)—ed(r). (7

2.2
OC

dm

Aunque la Ec. (6) proporciona una descripciéon microscépica general, en heteroestructuras

su aplicacién directa resulta poco préctica. Por ello se recurre a la teoria k-p, la cual permite
expandir el Hamiltoniano cristalino cerca del punto I'" y describir el acoplamiento entre bandas a
partir de una base reducida de estados de Bloch (18)). En semiconductores III-V, dicha base incluye
el estado tipo s de conduccién y los estados tipo p de valencia. Al incorporar el acoplamiento

espin—Orbita, la banda de valencia se reorganiza en los subespacios Iy, y I'7, (36).

El modelo multibanda de Kane describe este acoplamiento interbanda a través de elementos
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de matriz del operador momento. El pardmetro efectivo que cuantifica dicho acoplamiento es el
pardmetro de Kane P, asociado al elemento (S|p,|X) y sus equivalentes por simetria. El efecto
principal de esta interaccion se manifiesta en la curvatura de la banda de conduccion y, por tanto,
en la aparicién de no parabolicidad.

Para reducir el problema multibanda a una descripcion efectiva de la banda de conduccidn,

el Hamiltoniano puede escribirse en forma de bloques,

A~ Hcc I:Icv
H=
H, ve H, %%

; ®)

donde H,. actiia sobre el subespacio de conduccién, H,,, sobre el de valencia y H,., acopla ambos
subespacios. La particion de Lowdin permite eliminar perturbativamente el subespacio de valencia

y obtener un Hamiltoniano efectivo dependiente de la energia,
Het(E) = Hee + Hey (E1= A,,) ™ . ©)

Esta reduccion introduce de manera natural una masa efectiva dependiente del autovalor y, por

tanto, un cardcter no parabdlico en la descripcion de la banda de conduccién (vedse el Apéndice

).
3.4. Masa efectiva no parabdélica dependiente de energia, posicion y temperatura

Reteniendo las contribuciones dominantes asociadas a los subespacios I'g, y I'7,, la masa

efectiva de conduccion en el modelo de Kane reducido puede escribirse como

my 1+ 2MQP 2 2 1

- = +
m*(r,E;T) 302 \Eg(r;T)+E  Ef(r;T)+Ao(r)+E |

8

(10)



ESPECTROS TERMICOS DE PUNTOS CUANTICOS 24

donde E es la energfa del electr6n medida desde el borde de la banda de conduccion, E,(r;T) es la
brecha de banda local y Agy(r) representa el desdoblamiento espin—6rbita de la banda de valencia,
parametros dados en la Tabla [I| Esta forma muestra que la masa efectiva depende no solo del
material y de la posicidn, sino también del propio autovalor y de la temperatura.

La dependencia térmica de la brecha de banda se incorpora mediante las relaciones de

Varshni (34, 137, 138)),

(M)( ) OCMT2

(. T) = B (1) = £10) - =

M € {GaAs,InAs}, (11)

M . ) L. )
Eé )(0), oy y By vienen dados por la Tabla [2| (véase el Apéndice . En consecuencia, la tem-
peratura modifica simultdneamente la escala de confinamiento, a través de la brecha de banda,
y el término cinético, a través de la masa efectiva. Esto conduce a un corrimiento intrinseco del

espectro y convierte el problema de autovalores en un problema no lineal autoconsistente.
3.5. Influencia de campos magnético y eléctrico sobre la energia

En el presente problema, el campo magnético penetra la regién accesible al electrén vy,
por tanto, su influencia sobre la energia no puede interpretarse inicamente en términos de una
fase tipo Aharonov—Bohm, sino también como una contribucién orbital directa al Hamiltoniano
efectivo. Para un Hamiltoniano con masa efectiva constante m”™ y potencial de confinamiento V (r),

el campo magnético se introduce mediante el acoplamiento (39)
p-opteA, (12)

de modo que

(p+eA) +V(r). (13)
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Adoptando el gauge simétrico para un campo uniforme perpendicular al plano,

A=%B><r, B = B3, (14)

el Hamiltoniano puede reescribirse como

eB B 2
H(B)=Hy+—L.+—— 15
( ) 0 2m* Z 8m* p Y ( )
donde
P
Hy = e (r). (16)
Tomando el valor esperado sobre un estado normalizado |y), se obtiene
B 2B
(HB)III <H0)q/ (L )11/ S (P )q/ (17)

Esta expresion muestra que la energia recibe una contribucion lineal en B, asociada al contenido
angular del estado, y una contribucion cuadratica, correspondiente al término diamagnético.
Por otra parte, la accién de un campo eléctrico uniforme F puede introducirse mediante el

término electrostatico

A2
A(F) 21;*+V(r)—eF-r. (18)

En consecuencia, el valor esperado de la energia sobre un estado normalizado queda dado por

(Hr)y = (Ho)y —eF-(r)y. (19)
Si el campo eléctrico se aplica en el plano, con magnitud F' y direccién O,

F = F(cos O X +sin 6 §), (20)
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se obtiene
F-r=Fpcos(¢ —06f), (21
de manera que
A(F) = Hy—eFp cos(¢ - 6p), (22)
y por tanto
(HF)y = (Ho)y —eF {p cos(¢ = OF))y. (23)

La influencia del campo eléctrico sobre la energia estd entonces gobernada por la polarizacién
espacial del estado en la direccion del campo. Si la distribucion electrénica es simétrica respecto
del centro del sistema, el corrimiento lineal puede desaparecer; en cambio, cuando el estado estd

descentrado o la simetria del confinamiento se reduce, aparece un corrimiento lineal apreciable.
3.6. Ensamble candnico y termodinamica de espectros discretos

Una vez determinado el espectro discreto de un Hamiltoniano efectivo H(2), donde A re-
presenta de forma general el conjunto de pardmetros geométricos y externos que caracterizan al
sistema, es posible construir su descripcion termodindmica dentro de la mecénica estadistica en
equilibrio. En esta aproximacidn, el sistema se supone en contacto con un reservorio térmico a
temperatura fija 7, de manera que puede intercambiar energia con el entorno mientras permanecen
constantes el nimero de particulas y los parametros A. El conjunto conceptual de copias idénticas
del sistema bajo estas condiciones define el ensamble candnico.

La cantidad central de esta descripcion es la funcién de particion,
- 1
Z2r.a)=y PEH g — (24)
n

donde kg es la constante de Boltzmann. A partir de ella, la probabilidad de ocupacién del estado n
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viene dada por
e_ﬁEn(l)

Z(T, 1)

(T, A) = (25)

Estas probabilidades permiten calcular el valor esperado de cualquier observable diagonal en la

base espectral,

=Y PuOn. (26)

El potencial termodindmico natural del ensamble candnico es la energia libre de Helmholtz,
F(T,A)=—-kgTInZ(T,A), 27)

a partir de la cual pueden obtenerse las demds magnitudes termodindmicas. En particular, la energia

interna se expresa como
U(T,A) = ——an T,A) = an (28)

y la entropia adopta la forma

JoF

S(T,/l)=—(ﬁ))L =—kBanlnpn=kBan+%. (29)

Otra magnitud de interés es la capacidad calorifica a pardmetros externos fijos,

C,(T) = (a—U) |

9T ), (30)

Estas expresiones muestran que la termodindmica de un sistema nanoestructurado queda
enteramente determinada por la estructura del espectro y por la forma en que este cambia con
los parametros de control. En particular, cuando A representa magnitudes geométricas, campos
externos o parametros efectivos del material, cualquier modificacioén del confinamiento o de la
estructura electrénica se refleja directamente en la funcién de particion y, por tanto, en la energia

libre, la entropfia, la energia interna y la capacidad calorifica.
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4. Modelo fisico del sistema

4.1. Hamiltoniano efectivo de conduccion en presencia de campos externos
En el nivel de una banda efectiva de conduccion, la dinamica del electréon confinado en una
heteroestructura semiconductora bajo campos externos puede modelarse mediante (14, 17, 18)

SoMp
2

A

By, €1y

1-| ————T1|{+V(r;T)-eF-rt
Bl

donde m™(r,E;T) es la masa efectiva no parabélica dependiente de la posicidn, la energia y la

temperatura, V(r;T) representa el potencial de confinamiento efectivo, F es el campo eléctrico

externo y el dltimo término corresponde a la proyeccién del término Zeeman sobre autoestados de

espin, con go = 2 (34) y goppBo/2 = 1 meV para By = 10 T(33). El acoplamiento estd dado por
I1=—ihV +eA. (32)

Para un campo magnético uniforme aplicado a lo largo de la direccién de crecimiento,
B = Bz, se adopta el gauge de Coulomb ya que proporciona una descripcién continua y simétrica

del potencial vector en todo el dominio,,

1 1 A
A=§B><r=§pBOO. (33)

La simetria del problema permite entonces el uso de coordenadas cilindricas. Ademads, un campo
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eléctrico homogéneo en el plano,

F = Fop(0r). (34)

de magnitud Fy y orientado con dngulo O, induce el término lineal

—eFyp cos(¢ — OF), (35)

que corresponde a la contribucién Stark en el Hamiltoniano efectivo.

4.2. Aproximacion adiabatica: separacion axial y en el plano

Las nanoestructuras autoensambladas presentan una fuerte anisotropia geométrica: el con-
finamiento a lo largo de la direccién de crecimiento z es, tipicamente, mas intenso que el confi-
namiento en el plano (x,y). Esta separacion de escalas energéticas permite introducir una apro-
ximacion adiabdtica de tipo Born—Oppenheimer, en la que la envolvente total puede factorizarse

como

Y(p,9,2)=0(p,0)P(z;0,0). (36)

Al sustituir la Ec. (36) en la ecuacién de Schrodinger asociada al Hamiltoniano de la Ec.

(31), se obtiene una descomposicién aproximada del problema en dos contribuciones,

Hefr = Hp ¢ + H., (37)

donde H, gobierna el movimiento rdpido en la direccion axial y H,, 4 describe la dindmica lenta
en el plano. Esta aproximacion permite tratar primero el problema unidimensional en z y utilizar

posteriormente su autovalor fundamental como un potencial efectivo para el movimiento lateral.
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4.3. Problema axial y condiciones de Ben Daniel-Duke

Dentro de la aproximacién adiabdtica, el Hamiltoniano axial queda dado por

A a[ 1 0d(z)

o T e [ Ve TIe) = Elpi )0l 39

2 dz

donde m™(z,E;T) y V(z;T) reflejan la composicién por capas de la heteroestructura a lo largo de z,
y el autovalor E,(p;T) actia como un potencial de confinamiento adiabético para el movimiento
en el plano.

El confinamiento axial se modela como un pozo cudntico finito de altura Vj,

Vo, z<0, Regién 1,

V(zT)=170, 0<z=<d(p), Region2, (39)

Vo, z>d(p), Region 3,

donde d(p) representa la altura local de la nanoestructura, dada por la Ec. 46| Para heteroestructuras

InAs/GaAs, el desajuste en la banda de conduccion puede aproximarse como (14,117,118, 134)

(T) _ EII’IAS

Vo=0.7[E™™ .

; (T)][eV1, (40)

con EgG BTy E;HAS(T) dados por la relacién de Varshni, Ec. (TT)).

En las interfaces donde la masa efectiva cambia abruptamente, las condiciones de contorno

apropiadas son las de Ben Daniel-Duke (33)), que garantizan la continuidad de la envolvente y del

flujo de probabilidad:
1 0P 1 0®
®,(0) = B,(0), —*—al =—*—82 , (41)
m, Zlo my < lo
1 0P, 1 0®;
D, (d) = P5(d), — = =— = . (42)
my 9z lyp) my 9z (p)
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Al imponer estas condiciones sobre las soluciones analiticas de cada region, se obtiene una
ecuacion trascendente para los estados ligados. En forma compacta,

2k kym'ym;y

tan(kpd) = (43)

2 %2 _ 1,2 %2’
kymy” —kym,

2miE; 2m5 (Vo — E)
ky = YR ki = — 2 (44)

El autovalor fundamental define entonces el potencial adiabético,

donde

Vaa(p:T) = Ez(p; T). (45)
4.4. Geometria tipo volcan y potencial adiabatico

Para describir nanoestructuras anulares con depresion central y maximos distribuidos sobre

un anillo, se emplea un perfil geométrico efectivo de altura de la forma

16h,
d(p) = —(Re=p) (R~ p)” + hw, (46)

(Re —R; )
donde R; y R, son los radios interno y externo, A, controla la altura maxima del anillo y Awy,
representa el espesor de la capa de mojado o wetting layer. La Figura [[| muestra la geometria tipo
volcdn empleada en este trabajo.

Al resolver la Ec. (#3) para 1 < d(p) < 3.5 nm , el efecto del confinamiento axial puede

aproximarse mediante una ley empirica del tipo

VaalpsT) = 47)

donde &(T') depende del modelo de banda empleado y recoge la influencia térmica sobre el poten-
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Figura 1

Geometria tipo volcdn empleada para modelar el confinamiento efectivo en un sistema doble acoplado. La
distribucion de color representa el perfil de altura d(p) definido en la Ec. [6), evidenciando el mdximo
anular y la depresion central caracteristicos de cada nanoestructura. El pardmetro D denota la distancia
centro—centro entre ambos volcanes y controla la intensidad del acoplamiento por tunelamiento y la forma-
cion de un potencial efectivo tipo doble pozo. Todas las dimensiones espaciales estdn expresadas en nm 'y
la escala de color corresponde a d(p) en nm.

d(p) [nm]
1 15 2 2.5 3 3.5

ST y
20 1050 g o 50

x [nm] ) y[nm] x[nm] y [nm]

cial adiabatico. En particular,

07 [0.5861-2.091x107T[K], Kane,
E(T)[eV-nm '] = (48)

0.6558 —9.533 x lO_ST[K]7 Parabdlico.

4.5. Hamiltoniano efectivo bidimensional para sistemas aislados y acoplados

Una vez eliminado el grado de libertad axial e introducido el potencial adiabético, el Ha-

miltoniano efectivo bidimensional para un sistema aislado puede escribirse como

1
2m*(r,E;T)

fI]+Vad(p;T)iMBo—eFop cos(¢ — 6r). (49)

H2D=H’|: >
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Este Hamiltoniano constituye el punto de partida para el célculo de niveles ligados, densidades de
probabilidad y propiedades electrénicas del anillo aislado.

En sistemas acoplados lateralmente, la separacion entre centros D introduce una nueva
dependencia geométrica en el potencial efectivo (Figura [2). En este caso, cada anillo aporta una
contribucién desplazada respecto del eje de simetria, centrada en x = +D/2. El potencial lateral

resultante puede construirse como la envolvente inferior de ambos perfiles desplazados,
Vad(xvy; TaD) = min {Vad(p—§ TvD)v Vad(p+; TaD)} ) (50)

donde

ps=\(x£D/2)2 +)%. (51)

La operacion min indica que, en cada punto del plano, el electron experimenta la menor energia
entre las dos contribuciones locales, definiendo asi la geometria efectiva del doble confinamiento
y la regién de acoplamiento entre ambos anillos. De este modo, el Hamiltoniano bidimensional en

sistemas acoplados se obtiene al reemplazar el potencial aislado por Vyq(x,y; T, D) en la Ec. (49).
4.6. Espectro dependiente de temperatura: mecanismo doble de renormalizacion

En tratamientos estdndar, el espectro {E;} se considera fijo, es decir, independiente de la
temperatura, y 7 entra tinicamente a través de los pesos candnicos p;. En el enfoque adoptado
en esta tesis, por el contrario, los niveles son explicitamente dependientes de la temperatura T y

dependientes paramétricamente de la distancia entre centros D, es decir,
El' = E,(T,D) (52)

Esta dependencia surge porque la temperatura entra de manera directa a través de la brecha de
banda E,(T'), de la masa efectiva m™(r,E;T)y, mediante el problema axial, del potencial adiabatico

V.
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En el caso de sistemas acoplados, la dependencia respecto a D se incorpora a través de
la construccién dada en la Ec. (50). Asi, el espectro estd controlado simultdneamente por dos

mecanismos:

1. Redistribucion térmica de ocupaciones: al variar 7 cambian los pesos candnicos p;, inclu-

so si el espectro fuese independiente de la temperatura.

2. Renormalizacion del espectro: los niveles se desplazan con T debido a la variacién de los
parametros materiales y a la no parabolicidad, modificando las separaciones energéticas y la

accesibilidad térmica de los estados excitados.

Esta distincion es fundamental para interpretar las diferencias entre la aproximacién para-
bolica, en la cual la masa efectiva se considera constante, y el modelo de Kane, donde m* depende
de E' y de T. En particular, a temperaturas intermedias, cuando varios estados excitados comienzan
a contribuir de forma apreciable, ambas contribuciones se combinan y generan reorganizaciones
espectrales que no pueden entenderse como simples corrimientos rigidos del espectro.

Figura 2

Representacion espacial del potencial adiabdtico Vg(x,y;T,D) a T = 300 K. Se evidencia la dependencia
paramétrica con la distancia entre centros D.
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4.7. Formulacién termodindmica con espectro E,(T;D,B,F)

Una vez obtenido el conjunto discreto de niveles {E,(T;D,B,F)}, la respuesta termodi-
namica efectiva del electron confinado se evalia dentro del ensamble candnico. Con el fin de

simplificar la notacién en lo que sigue, se introduce
A = (B,F), (33)
de modo que, a partir de este punto, el espectro podrd escribirse de forma compacta como
E,(T;D, ). (54)

Aqui, D representa el pardmetro geométrico asociado a la separacién entre centros, mientras que
A agrupa la dependencia respecto de los campos externos. Para mejorar la estabilidad numérica, se

introduce primero el espectro desplazado respecto del estado fundamental,
gn(TaD7l)=En(T’D7A')_EO(T,D7)')7 (55)

donde Ey(T;D,A) es la energia del estado base. En términos de este espectro relativo, la funcion

de particion se escribe como
- . 1
Z(T;D, ) = Ze 58n(T,D,/l), B=— (56)

con kg la constante de Boltzmann. Las probabilidades de ocupacion asociadas adoptan entonces la

forma
—ﬁSn(T;D,l)

T:D A)=$
pu(T;D, ) ~

(T;D,A) ©7
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Dentro de esta construccidn efectiva, la energia libre de Helmholtz se define como
F(T;D,A)=Ey(T;D,A)—kgT InZ(T;D, 1), (58)
mientras que la entropia se obtiene a partir de la definicién

S(T;D’M:_(g_i),)l' (59)

Dado que el espectro depende explicitamente de la temperatura, esta derivada no coincide con la

forma candnica usual de espectro fijo, sino que conduce a

1 JE,
S(T,D,?L)=kBan+Tgpn€n—gpn - (60)
En consecuencia, la energia interna se obtiene de
JE,

U(T:D,A)=F+TS=) p,E,~T ) p, ©61)

oT
En el limite de un espectro independiente de 7', las Ecs. (60) y se reducen a las expresiones

candnicas convencionales.

La capacidad calorifica a geometria y campos externos fijos se define como

U
Cv(T;D,),)=(8—T)DA. (62)

En la implementacién numérica, tanto la derivada que define la entropia como la que define
la capacidad calorifica se evaluaron mediante diferencias finitas sobre la malla discreta de tempe-
raturas empleada para construir el espectro E,(T;D, ). De este modo, las cantidades S(7;D, ),
U(T;D,A)y Cy(T;D, 1) se obtuvieron combinando las Ecs. (36)—(62)) con aproximaciones nu-
méricas para las derivadas respecto a la temperatura, incorporando explicitamente el corrimiento

intrinseco de los niveles con 7.
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Esta formulacién pone de manifiesto que la respuesta termodindmica de la molécula de
anillos cudnticos acoplados estd gobernada por la accién combinada del confinamiento lateral,
la hibridacion entre anillos, la reorganizacion espectral inducida por los campos externos y la
dependencia térmica del Hamiltoniano efectivo. En particular, el pardmetro geométrico D modifica
directamente el confinamiento lateral efectivo y los espaciamientos entre niveles de baja energia,
mientras que la masa efectiva no parabdlica derivada del modelo de Kane y la renormalizacion
térmica de las brechas de banda reconfiguran el espectro con la temperatura. En consecuencia, el
comportamiento de la energia libre de Helmholtz, entropia, energia interna y capacidad calorifica
esta controlado no solo por la redistribucién térmica entre niveles, sino también por el corrimiento
intrinseco de los niveles con T, asi como de la hibridacién debida al pardmetro D y la influencia

de los campos externos.
4.8. Parametros utilizados en este trabajo
El desarrollo de este trabajo involucra los pardmetros geométricos: R; = 10 nm, R, = 40 nm,

h, = 2.5 nm, hy; = 1.0 nm asi como los pardmetros de banda de los materiales InAs/GaAs que se

presentan en el Apéndice
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5. Metodologia numérica

5.1. Método de elementos finitos y formulacion débil

La resolucion del problema de autovalores asociado al Hamiltoniano efectivo descrito en
la ecuacién 9] se realiz6 mediante el método de elementos finitos (FEM), implementado en el
software comercial COMSOL MULTIPHYSICS 6.2. Esta eleccion se fundamenta en la flexibilidad
del FEM para tratar geometrias complejas, coeficientes dependientes de la posicion y condiciones
de frontera no triviales, caracteristicas propias de las nanoestructuras semiconductoras autoensam-
bladas.

En COMSOL, el problema se formula dentro del médulo de ecuaciones en derivadas par-

ciales, resolviendo la ecuacién de Schrodinger estacionaria
H¥(r) = EW¥(r), (63)

donde H es el Hamiltoniano efectivo de Kane dependiente de la energia, la posicién y la tem-
peratura. En particular, la presencia de una masa efectiva no constante conduce a una ecuacion

diferencial del tipo
2

h
V| ————VY¥ |+ V(r; T)¥Y = EV, 64
la cual se introduce en COMSOL mediante su formulacion variacional o débil, evitando asi la

discretizacion explicita de derivadas sobre coeficientes espaciales no uniformes.

Dentro del método de elementos finitos, la funcién de onda se aproxima mediante una
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expansion en funciones de forma locales (40),

N
¥(r) = Zci ¢;(r), (65)

i=1
donde {¢;} son funciones base definidas sobre la malla y ¢; son coeficientes desconocidos. Al
sustituir esta expansion en la ecuacion de Schrodinger y proyectar sobre el espacio de prueba, se

obtiene un problema matricial generalizado de autovalores de la forma
Kc = EMec, (66)

donde K es la matriz de rigidez asociada a los términos cinéticos y potenciales, y M es la matriz

de masa asociada al producto interno de las funciones de forma.
5.2. Discretizacion espacial y tratamiento de la dependencia energética

La discretizacion espacial se llevd a cabo mediante elementos triangulares en el plano bi-
dimensional del problema efectivo. En todas las simulaciones se utiliz6 la malla extra fine se-
miconductor mesh de COMSOL, con refinamiento en las regiones donde el potencial y la masa
efectiva presentan mayores gradientes, en particular en las interfaces InAs/GaAs y en la region de
acoplamiento entre nanoestructuras. Este refinamiento es fundamental para asegurar la estabilidad
numérica y la convergencia de los niveles de energia calculados.

Una particularidad del modelo de Kane es la dependencia explicita de la masa efectiva con
la energia propia del estado buscado, lo que convierte el problema en un problema de autovalores
no lineal. Para tratar esta dependencia, se adopté un esquema iterativo: a partir de una estima-
cidn inicial de la energia, se calcula la masa efectiva correspondiente y se resuelve el problema
linealizado; el procedimiento se repite hasta alcanzar la convergencia dentro de una tolerancia

preestablecida por COMSOL.
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Figura 3

Mallado triangular empleado en la discretizacion del sistema de anillos cudnticos acoplados. Se observa
un refinamiento espacial en la region activa del confinamiento y alrededor de las interfaces, lo cual permite
describir con mayor precision la variacion del potencial efectivo y de las funciones envolventes.
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5.3. Calculo numérico de propiedades termodinamicas

Una vez obtenido el espectro discreto de energias electronicas para cada configuracion
geométrica, temperatura y campo externo, se procedi6 al cdlculo de propiedades termodindmicas
dentro del ensamble canénico. Dado que el espectro depende explicitamente de la temperatura, las
derivadas respecto a 7' se evaluaron numéricamente sobre la misma malla discreta de temperaturas
empleada en los célculos espectrales. Para compactar la notacidn, se introdujo un operador general
de diferencias finitas D7[ X ](7;), definido para una malla uniforme de paso AT. En un punto interior

T;, se utiliz6 la aproximacion centrada de segundo orden

_ X(Ti1) = X(Ti-1)

Dy [X)(7) = = (67)



ESPECTROS TERMICOS DE PUNTOS CUANTICOS 41

donde X(T') representa, segin el caso, una rama espectral E,(T) o la energia interna U(T). Para

los extremos de la malla se emplearon las correspondientes expresiones unilaterales de segundo

orden:
=3X(T1)+4X(T5) - X(T
Dy {x](ny) ~ XA ZXT) (68)
3X(Ty)—4X(Ty-— X(Ty—
D[X](Ty) ~ (Tv) éANTl)-'- (T 2). (69)

De este modo, la derivada explicita de cada nivel se aproximé como

aTEn(Tz) = DT[En](Ti)a

y su contribucién térmica se incorporé mediante la suma canénica correspondiente. Andlogamente,

la capacidad calorifica se obtuvo aplicando el mismo operador a la energia interna,

Cy(T;) = Dr[U(T;).

Asi, tanto la entropia como la energia interna y la capacidad calorifica se calcularon combinando
las definiciones termodindmicas con aproximaciones por diferencias finitas numéricamente con-

sistentes sobre una misma malla de temperaturas.

5.4. Criterios de convergencia y resumen del procedimiento computacional

La metodologia computacional seguida en este trabajo puede resumirse en los siguientes
pasos: (i) definiciéon geométrica del sistema y de los pardmetros materiales dependientes de la tem-
peratura; (ii) construccion del Hamiltoniano efectivo basado en el modelo de Kane; (iii) resolucion
numérica del problema de autovalores bidimensional mediante el método de elementos finitos en
COMSOL MULTIPHYSICS; y (iv) postprocesamiento del espectro electronico en MATLAB para
el célculo de las propiedades termodindmicas y la generacion de figuras.

Los espectros se calcularon mediante el solucionador iterativo ARPACK, reteniendo los
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primeros 50 autovalores para cada conjunto de pardmetros externos. Este nimero de estados resultd
suficiente para garantizar la convergencia de la funcién de particién y, por tanto, de las cantidades
termodindmicas evaluadas. Los calculos dependientes de la temperatura se realizaron en el inter-
valo de 0 a 300 K. Salvo indicacién contraria, el andlisis termodindmico en presencia de campos
externos se llevé a cabo a 300 K. El campo magnético se vari6 entre 0 y 20 T, mientras que el

campo eléctrico se considerd en el rango de 0 a 3 kV/cm.
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6. Resultados y discusion

6.1. Espectro dependiente de la temperatura: modelo de Kane vs modelo parabdlico

Los resultados obtenidos mediante el modelo de banda parabdlica (panel derecho de la
Figura[d) muestran que el efecto principal de la temperatura sobre las propiedades electronicas de
un anillo cudntico de InAs embebido en una matriz de GaAs se manifiesta a través de la variacién
del ancho de banda prohibida de los materiales. Un incremento de la temperatura conduce a una
reduccién de la brecha entre ambos materiales de acuerdo con la expresién de Varshni (Ec. [TT).
Para el sistema considerado, esta reduccion es aproximadamente el doble en GaAs que en InAs,
lo que lleva a una reduccidn significativa de la barrera efectiva de confinamiento electrénico, En
ambos paneles de la Fig.[4] la linea negra discontinua representa la altura de la barrera del potencial
de confinamiento en funcion de la temperatura. Se observa una reduccion de aproximadamente
80 meV en el rango de temperaturas considerado, lo cual corresponde aproximadamente a un
10% de su altura a T = 0 K. Este debilitamiento del confinamiento estructural favorece una mayor
penetracion de las funciones de onda electrénicas en la region de barrera, y como resultado se tiene
un descenso en las energias de los estados ligados cuando se miden con respecto al fondo del pozo.
Ademads, se observa que la disminucidén de la energia con la temperatura es monétona, consistente
con el debilitamiento continuo del confinamiento.

Por otro lado, dado que el InAs presenta una pequena separacion entre las bandas de con-
duccién y valencia, el acoplamiento interbanda se vuelve significativo, lo que hace que el modelo
de Kane sea una descripcion mds apropiada para el sistema considerado. Esta fuerte mezcla inter-

banda da lugar a la no parabolicidad de la banda de conduccidn y a una mayor curvatura cerca del
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Figura 4

Evolucion con la temperatura de los estados ligados de baja energia para un anillo cudntico autoensambla-
do de InAs/GaAs en el intervalo 0-600 K. El panel izquierdo corresponde al modelo de Kane, que incorpora
la masa efectiva no parabélica m*(r,E,T), mientras que el panel derecho muestra la aproximacion para-
bélica. En ambos paneles, la curva negra discontinua representa el potencial de confinamiento, obtenido a
partir de las relaciones de Varshni para las brechas de banda de GaAs e InAs (Ec.[0). El recuadro rojo en
el panel del modelo de Kane sefiala la region espectral ampliada en la Figura 5] donde se identifican las
ramas etiquetadas 1-6 y se analiza el reordenamiento inducido por la temperatura.

Modelo de Kane Modelo parabdlico

Energia [meV]

0 200 400 6000 200 400 600
Temperatura [K] Temperatura [K]

minimo de la banda, lo cual se traduce en una reduccion de la masa efectiva del electrén. Ademas,
en modelos no parabdlicos la masa efectiva depende tanto de la energia como del gap o brecha
energética; por lo tanto, cualquier reduccién del gap inducida térmicamente produce variaciones
mds pronunciadas en la masa efectiva en materiales de gap estrecho. De la Ec. [I0]se deduce que la
disminucién del gap con la temperatura conduce a una reduccién de la masa efectiva, incrementan-
do asf la contribucién de energia cinética del electron. Este comportamiento se ilustra en la Figura
M}, donde los niveles de baja energfa en funcién de la temperatura se calculan utilizando el modelo
de Kane (lineas azules continuas).

Se observa que, entre los dos efectos principales inducidos por la temperatura sobre los
niveles electronicos —la reduccién de la masa efectiva y la disminucion de la altura de la barrera de
confinamiento— el primero es dominante. Si bien es cierto que al aumentar la temperatura se tiene
un incremento de la energia cinética en todos los niveles debido a la reduccion de la masa efectiva,

también se observa que este incremento es mas pronunciado para algunos estados que para otros,
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Figura 5

Ampliacion de la region espectral seiialada por el recuadro rojo en la Figura 4| para el modelo de Kane,
Jjunto con la parte real de las funciones de onda representativas asociadas a las ramas etiquetadas 1-6. Los
mapas de la izquierda muestran las funciones envolventes en el plano paraT =240 Ky T =410 K, mientras
que el panel de la derecha presenta la ampliacion del espectro en el intervalo de temperaturas donde ocurre
el reordenamiento de niveles. En particular, las ramas 1-3 a 240 K se conectan con las ramas 4-6 a 410
K, mostrando como la dependencia térmica y la no parabolicidad modifican la estructura nodal y el orden
energético de los estados de baja energia.
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lo cual es una diferencia notable con el modelo parabdlico, donde la masa efectiva es constante y,
por lo tanto, las separaciones entre niveles dependen tinicamente de la geometria de confinamiento.
Para entender claramente este comportamiento hay que hacer una caracterizacion detallada de los
estados. En primer lugar si consideramos solo los primeros 7 niveles se aprecia como la separacion
entre estos es mayor a mayor energia. Lo anterior esta relacionado con el hecho de que estos estados
no presentan nodos radiales, por lo que segtn la convencion usada en espectroscopia atomica
para etiquetar estados segun sus nimeros cudnticos radial y angular corresponderian a estados
Is, 1p, 1d, 1f, .... En este caso el cambio energético mds importante de un estado a otro se
dard por un incremento en el momentum angular asi: AE & ml2 - miz_l, donde m; es el nimero
cuantico magnético del estado i, el cual indica el nimero de nodos que tendra la funcién de onda en

direccion azimutal. De aqui es evidente ver como a medida que m; es mayor, también serd mayor la
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separacion entre niveles energéticos contiguos. A medida que la temperatura aumenta, los estados
caracterizados por un mayor nimero cuantico magnético presentan un incremento energético mas
pronunciado. Este comportamiento se explica por la reduccion de la masa efectiva, que amplifica
la contribucidn cinética asociada al movimiento azimutal, proporcional a m,2 /m™, favoreciendo asi
un mayor desplazamiento energético en estados con valores elevados de m. Por otro lado tenemos
que los niveles 8, 9 y 10 forman un nuevo grupo de niveles que se encuentran muy cercanos entre
si, lo cual es debido a que conforman un nuevo grupo de estados, ahora con un nodo radial, los
cuales podemos etiquetar como 2s, 2p y 2d, respectivamente. A pesar de que los niveles 7, 8 y
9 tiene energias comparables, es importante resaltar que no crecen con el mismo ritmo ante un
incremento de la temperatura. Tal diferencia se debe basicamente a que estos estados pertenecen
a modos radiales y angulares distintos, seglin sea su nimero de nodos en ambas direcciones, y
esto cambia su sensibilidad ante a la masa, lo cual se traduce en distintas contribuciones relativas
de energia cinética y distinta estructura y extension espacial de la funciéon de onda. Ademads, la
presencia de un nodo radial desplaza el mdxima de la densidad de probabilidad hacia la regioén
externa del anillo cuantico, incrementando asi el efecto de tinel del electrén hacia la barrera. Este
efecto se ve reforzado por el aumento de la temperatura, que reduce simultdneamente tanto la
masa efectiva como la altura de la barrera de confinamiento, lo que conduce a una mayor longitud
de penetracion y a una mayor extension espacial de los estados. Como consecuencia, el electrén
experimenta un confinamiento efectivo mas débil, y la contribucién de energia cinética crece a un
ritmo menor que en estados sin nodos radiales.

Un resultado particularmente interesante corresponde al comportamiento de los niveles 7,
8 y 9, para los cuales se hace una ampliacion en la Figura[5] donde ademds se incluyen los graficos
de la parte real de las funciones de onda correspondientes. Debido a lo expuesto antes, el séptimo
nivel termina cruzando y superando a los tres niveles superiores para temperaturas mayores a
aproximadamente 300 K. Ademds como tenemos un sistema con simetria circular sus estados
pueden cruzarse porque el nimero cudntico magnético es bueno y por lo tanto estados con distinto

m no se acoplan.
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En conjunto, estos resultados muestran que la descripcion térmica del espectro no puede
reducirse a una simple redistribucién de pesos de Boltzmann sobre un conjunto fijo de niveles
independientes de la temperatura. Por ello, el modelo de Kane proporciona un marco que per-
mite capturar mds efectos térmicos que la aproximacién parabdlica para analizar las propiedades

electrénicas y termodindmicas en este tipo de sistemas nanoestructurados.

6.2. Desdoblamiento espectral, simetria y acoplamiento interanillo

Motivados por el interés actual en sistemas nanoestructurados atin poco explorados, la Fi-
gura [6] muestra los primeros niveles electrénicos del sistema de anillos acoplados lateralmente
como funcién de la distancia centro—centro D, a temperatura fija y en ausencia de campos exter-
nos. El papel de D es doble: por una parte, fija la separaciéon geométrica entre los anillos y, por
otra, modifica el potencial efectivo en el plano (EC@D. En consecuencia, cada valor de D define
un Hamiltoniano distinto y, por tanto, un espectro distinto. En el limite D = 0, el sistema se reduce
a un uUnico anillo con simetria cilindrica Co,,. En ese caso, los estados pueden clasificarse por el
numero cudntico de momento angular m: el estado con m = 0 es no degenerado, mientras que los
estados £m forman dobletes.

Cuando los centros se separan, la simetria continua del anillo aislado se pierde y el sistema
pasa a estar descrito por la simetria discreta C,,. Fisicamente, esto ocurre porque la separacion
entre centros introduce una direccion privilegiada en el plano. Como resultado, los dobletes del
anillo aislado dejan de ser degenerados y se desdoblan en ramas distintas, que ahora se clasifican
segun las representaciones Ay, Ay, By y B,. En particular, el doblete |m| = 1 da lugar a los estados
B, y By, cuyas funciones de onda presentan la distribucién bilobular (véase la Figura|6).

La rama fundamental A; presenta un minimo alrededor de D = 56 nm, indicando entonces
que el estado fundamental presenta un cardcter enlazante y fuertemente localizado. A distancias
pequeiias, el estado base se extiende sobre ambos anillos y mantiene una densidad apreciable en

la region que los conecta. A distancias grandes, esa conexion se debilita y los niveles tienden a
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Figura 6

Espectro electronico para los primeros estados de la molécula de anillos acoplados lateralmente como
funcion de la distancia centro—centro D, en ausencia de campos externos y a temperatura fija T = 300
K. Las ramas se clasifican segiin las representaciones irreducibles del grupo puntual C,,, mostrando el
desdoblamiento de los niveles del anillo aislado y la reorganizacion gradual del espectro al aumentar la
separacion entre centros.

1

Energia [meV]

270
0 20 40 60 80
D [nm]
5 B1®B2 7 BL, 8 A2

4

AN
HALONBO

AL ON B

— I e
0O O

organizarse en pares casi degenerados, asociados a estados localizados en uno u otro anillo.

La estructura de cruces y anticruces también puede entenderse de manera sencilla a partir
de la simetria. Dos ramas de distinta simetria pueden cruzarse sin mezclarse, mientras que dos
ramas con la misma simetria si pueden interactuar al acercarse en energia. En ese caso, una rama
desciende y la otra asciende, dando lugar a la repulsion caracteristica de un anticruce. Este compor-
tamiento se observa con claridad cerca de D = 40 nm, donde dos ramas de simetria A se acercan
e intercambian parte de su cardcter espacial: la rama inferior concentra mas densidad en la region
intermedia, mientras que la superior desarrolla un nodo en esa misma zona.

En conjunto, la evolucién del espectro con D muestra cémo un pardmetro geométrico ex-
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terno controla simultdneamente la forma del potencial efectivo, la simetria del sistema y la or-
ganizacién de los niveles electrénicos. Adicionalmente, el cdlculo de la energia para el estado

fundamental se validé mediante un tratamiento variacional (véase el Apéndice [2)).

6.3. Anadlisis del minimo energético

Un rasgo llamativo de la Figura [f] se encuentra analizando la rama fundamental, en donde
se presenta un minimo alrededor de D = 56 nm. Este minimo no debe interpretarse como una
distancia de equilibrio estructural, sino como una propiedad electrénica del Hamiltoniano efectivo
para un valor impuesto del pardmetro geométrico D. En otras palabras, al variar la separacion entre
centros cambia la forma del confinamiento en el plano y, con ello, cambia también la forma en que
el estado base puede distribuirse sobre el sistema.

El principio de incertidumbre de Heisenberg recoge mayoritariamente la explicacion fe-
nomenoldgica del minimo. A distancias pequefias, la funcién de onda del estado fundamental se
extiende en la region interanular, manteniendo una dispersion espacial aproximadamente constan-
te en el intervalo 0 < D < 40. Para separaciones intermedias, 40 < D < 60, la regién de conexiéon
aumenta y favorece un incremento en la deslocalizacion, lo que reduce la dispersion en momento
y, por tanto, la contribucién cinética. A separaciones mayores, D 2 60, la conectividad se debilita,

la funcién de onda pierde extension conjunta y la energia vuelve a crecer.

6.4. Control externo de la hibridacion y repulsion de niveles

La esencia de la modificacion espectral debida a los campos externos radica en que dichos
campos cambian la forma en la que se distribuye sobre los dos anillos el electron. Como resultado
se obtiene un corrimiento de los niveles y un cambio en qué ramas pueden acercarse, mezclarse o
repelerse.

En la Figura[/| se muestran los niveles energéticos méas bajos del sistema en funcion de la
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separacion entre centros de los QRs, cuando se tiene un campo magnético de 10 T aplicado en
la direccién de crecimiento de la estructura. En esta figura pueden observarse 3 regimenes en el
espectro electronico. Para D < 20 nm se tiene que el espectro tiene la firma de un comportamiento
tipico de una estructura anular, donde aparecen las oscilaciones en la energia del estado base y
los cruces caracteristicos en presencia de un campo magnético aplicado en la direccion del cre-
cimiento de la estructura. Cuando la estructura adquiere una configuracién con dos agujeros, es
decir pasa de ser doblemente a triplemente conexa, esto para D > 20 nm, la organizacion del espec-
tro comienza a mostrar algunos cambios importantes. Dado que la ruptura de simetria rotacional
fortalece la hibridacién entre estados orbitales, en presencia de campo magnético esta hibridacion
convierte cruces en anticruces sucesivos, generando pares de niveles que se entrelazan y se sepa-
ran energéticamente con los pares de niveles vecinos, dando lugar a un patrén caracteristico de
niveles “trenzados”, tipico de estructuras con simetria puntual C,,. El anterior comportamiento se
mantiene aproximadamente hasta D = 40 nm, a partir de donde una nueva transformacién de la
estructura energética tiene lugar, pero esta vez con cambios mas marcados. A medida que se sigue
incrementando la separacion entre centros de los QRs, los niveles de energia mds bajos dejan de
trenzarse en parejas, y para el caso de los estados més bajos, la separacidn energética se incrementa
notablemente. Lo anterior es sefial de que se ha pasado de un régimen extendido de las funciones
de onda a un régimen fuertemente localizado, tal como se analiz6 en la seccion[6.2] en ausencia de
campo magnético.

Con el fin de profundizar en el anélisis del efecto de un campo magnético aplicado perpen-
dicularmente al plano de la estructura, se ha calculado la dependencia de los niveles energéticos
mads bajos en funcién de la intensidad del campo para cuatro configuraciones estructurales, carac-
terizadas por la distancia entre centros (D = 0 nm, 40 nm, 55.2 nm y D = 70.4 nm). Los resultados
se presentan en la Figura[8] correspondientes a los paneles (a)—(d), respectivamente.

Para D = 0 nm (Fig. [§ en el panel a), el sistema exhibe las oscilaciones energéticas carac-
teristicas asociadas al efecto Aharonov-Bohm. Al incrementar la separacion hasta D = 40 nm, Fig.

panel (b), se observa una reorganizacion del espectro, en la cual pares de niveles comienzan a
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Figura 7

Espectro electronico de los nanoanillos en presencia de un campo magnético perpendicular By =10T|| za

T =300 K. El campo reorganiza la estructura de niveles, convierte varios cruces en anticruces y modifica
el cardcter espacial de las funciones de onda.
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acoplarse y a entrelazarse conforme aumenta la intensidad del campo magnético. Estos pares se
separan progresivamente de los niveles vecinos, dando lugar a un patrén de niveles “trenzados”,
como ocurre en anillos elipticos. En este régimen, aunque ya existe una region de conexién entre
los anillos, el comportamiento espectral sugiere que el electrdn tiende a circular preferentemente
por la periferia de la estructura en lugar de localizarse en la region central. Para campos elevados
(del orden de 15 T), la amplitud de las oscilaciones se atenua significativamente, lo que indica una
redistribucion espacial de los estados electronicos mds bajos hacia la region de conexion.

En el caso D = 55.2 nm, Fig. [§] panel (c), se destacan dos rasgos principales. En primer

lugar, los dos niveles més bajos dejan de presentar oscilaciones al aumentar el campo, lo que
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indica una transicién hacia estados localizados en la regién de conexién, donde el costo energético
resulta menor que el asociado a la circulacion periférica. En contraste, los niveles superiores ain
muestran evidencia de corrientes persistentes, lo que sugiere que poseen suficiente energia cinética
para mantener estados extendidos alrededor de la estructura. En segundo lugar, se observa que
un campo magnético menor al del caso anterior (del orden de 10 T) es suficiente para suprimir
las oscilaciones en todos los niveles considerados, evidenciando la localizacién del electréon en la
region central.

Finalmente, para D = 70.4 nm, Fig. [§] panel (d), los anillos se conectan a través de una
region estrecha de aproximadamente 10 nm Para campos bajos (B < 5 T) el espectro presenta
similitudes con el de un tnico anillo circular (D = 0 nm) aunque con la aparicion de pares de niveles
cercanos como consecuencia del acoplamiento cudntico entre los dos anillos. A medida que el
campo supera los 10 T, las oscilaciones tipo Aharonov—Bohm se suprimen nuevamente, indicando
que la presencia de la region de conexion favorece la localizacion de los estados electrénicos en la
region central de la estructura.

El campo eléctrico en el plano estructural actia de otra manera. Como se observa en la
Figura [9] este campo hace que uno de los anillos resulte energéticamente mds favorable que el
otro. En consecuencia, el electron tiende a desplazarse hacia uno de los lados de la estructura y
varios estados que antes estaban repartidos entre ambos anillos pasan a concentrarse mas en uno
de ellos. Esta redistribucion espacial también transforma cruces en anticruces, pero ahora porque
el campo eléctrico rompe la equivalencia entre los dos anillos y asi su representacion como grupo
puntual.

Estos resultados ponen de manifiesto que el grado de acoplamiento entre dos anillos cuén-
ticos idénticos controla de manera determinante sus propiedades magnéticas y la estructura del

espectro electrénico bajo la accion de campos externos.
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Figura 8

Espectro electronico de baja energia en funcion del campo magnético perpendicular para cuatro separacio-
nes: (a) D=0nm, (b) D =40 nm, (c) D=552nmy (d) D =70.4 nm. A medida que aumenta la separacion
entre anillos, el espectro se vuelve mds sensible al campo y aparecen con mayor claridad acercamientos y
repulsiones entre ramas cercanas.
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6.5. Respuesta termodinamica bajo campos externos

Las Figuras [0} [T] y [[2] muestran la respuesta termodindmica del sistema sin campo ex-
terno, bajo campo eléctrico Fp = 3 kV/cm y bajo campo magnético By = 20 T, respectivamente.

Todas las cantidades se calculan a partir del espectro discreto de estados ligados, de modo
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Figura 9

Espectro electronico del conjunto de nanoanillos en presencia de un campo eléctrico aplicado en el plano

estructural a lo largo del eje interanular, a T = 300 K. El campo favorece la localizacion de los estados en
uno de los dos anillos y reorganiza la secuencia de niveles.
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que su comportamiento refleja directamente cdmo cambia ese espectro con la geometria y con los
campos externos.

Sin campo (Figura|10), el panel (c) muestra que la energia interna a 7 — 0 es minima para
D = 56 nm, alcanzando U = 270 meV frente a los = 283 meV del resto de separaciones. Esta es
la proyeccién termodindmica directa del minimo del estado base Ey(D) discutido en las secciones
anteriores: a temperatura nula, U = Ej) y el minimo geométrico queda impreso en la energia interna.

Al aumentar la temperatura, U crece en todos los casos porque el electron comienza a
poblar estados excitados, pero la curva de D = 56 nm crece mds rdpido que las demads, reflejo de

que sus primeros estados excitados estdn mds accesibles térmicamente —es decir, que la brecha

sobre el estado base es menor que en otras geometrias.
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Figura 10

Funciones termodindmicas del sistema sin campo externo: (a) entropia S(T;D), (b) capacidad calorifica
Cy(T;D), (c) energia interna U(T;D) y (d) energia libre de Helmholtz F(T; D).
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La capacidad calorifica (panel b) exhibe para D = 56 nm un pico de tipo Schottky pronun-
ciado y estrecho en torno a 7' = 20 K, ausente en las demas curvas. Este pico indica que en esa
geometria existe una brecha energética bien definida entre el estado base y el primer nivel exci-
tado, de modo que la activacién térmica de ese excitado concentra todo el calor especifico en un
intervalo de temperatura estrecho.

Las otras separaciones, con espectros menos comprimidos o0 menos estructurados, muestran
una Cy mads plana sin un méximo definido. Es importante sefialar que esta Cy no tiende al valor
clasico kg en el limite de alta temperatura: al tratarse de un espectro discreto con un nimero
finito de estados ligados, la capacidad calorifica cae una vez que todos los estados relevantes estdn
poblados, sin equiparticion.

La energia libre F(T; D) (panel d) integra ambos efectos mediante F =U —TS. A T =0,
F coincide con U y reproduce el minimo. A temperaturas crecientes, la contribucion entrépica 7'S

crece mas rapido para D = 56 nm —porque su entropia crece abruptamente tras el pico de Cy—
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Figura 11

Funciones termodindmicas bajo campo eléctrico Fy = 3kV/em: (a) S(T;D), (b) Cy(T;D), (c) U(T;D) y
(d) F(T:D).
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haciendo que F descienda mds despacio para esa curva.

El resultado es que D = 56 nm permanece como la geometria de menor energia libre en
todo el rango de temperatura considerado, lo que confirma que la estabilidad electrénica de esa
configuracion es robusta frente a excitaciones térmicas.

Bajo campo eléctrico (Figura [T]), la desintonizacién por Stark separa los niveles de los
dos anillos, ensanchando las brechas del sector de baja energia. La energia interna a 7 — 0 sigue
siendo minima en D = 56 nm (U = 270 meV), lo que muestra que el campo eléctrico no desplaza la
geometria preferida del sistema. Sin embargo, el pico de Cy se aplana y se desplaza hacia tempe-
raturas mayores (~ 70-90 K), lo cual es consistente con brechas mas amplias que requieren mayor
energia térmica para ser activadas. La energia libre, por su parte, mantiene a D =~ 56 nm como la
curva mas baja durante todo el rango, aunque la separacién entre curvas se reduce respecto al caso
sin campo: el campo eléctrico debilita el acoplamiento entre anillos y con ello suaviza la ventaja

energética de la geometria ptima.
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Figura 12

Funciones termodindmicas bajo campo magnético By = 20T: (a) S(T;D), (b) Cy(T;D), (c¢) U(T;D) y
(d) F(T:D).
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Bajo campo magnético (Figura[I2)), el efecto sobre U es diferente: el campo sube la energia
del estado base en todas las geometrias, de modo que la curva de D = 56 nm arranca ahora en
U =~ 285meV en lugar de los 270 meV del caso sin campo. La geometria preferida se mantiene,
pero el campo magnético eleva el costo energético absoluto del estado base al mezclar componentes
angulares y reordenar el sector de baja energia.

El pico de Cy en D = 56 nm se hace atin mds agudo e intenso que sin campo, muestra de
que el campo comprime selectivamente el espectro bajo el primer excitado, reduciendo la brecha
de activacion. La energia libre sigue identificando D = 56 nm como la geometria electronicamente
preferida, aunque la contribucién entropica es ahora mds relevante a bajas temperaturas por la
mayor densidad de niveles bajos inducida por el campo.

Las Figuras[T0] [[T]y [[2) muestran que el minimo de U en D = 56 nm —y con €l el minimo
de FF— es una caracteristica robusta del sistema que ninguno de los dos campos externos elimi-

na. El campo eléctrico suaviza la respuesta térmica al separar los niveles; el campo magnético
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la intensifica al comprimirlos. En ambos casos, la energia libre F(7T'; D) actia como el indicador
termodindmico de la estabilidad frente al pardmetro geométrico D del sistema, reflejando en su mi-
nimo la misma fisica microscopica de hibridacién y curvatura de la funcién de onda que determina
Ey(D).

Una vez establecida la interpretacién microscépica de la seccién [6.3] y presentado el pa-
norama termodindmico, la descripcion del minimo energético global frente al pardmetro D puede

extenderse a temperatura finita mediante la energia libre de Helmholtz,

F(T;D)=U(T;D)-TS(T;D), (70)

que es la magnitud que determina qué configuracion resulta mas favorable a temperatura fija. A
partir de ella se define la respuesta geométrica generalizada, la cual es una cantidad que permite

estudiar la sensibilidad del sistema de anillos ante variaciones del pardmetro D,

__(ar) _[Lau) , (o8
F“‘(T’D)z'(ﬁ)f( aD)T+T(aD)T’ 70
T, T

Esta cantidad no debe entenderse como una fuerza mecanica real, sino como una medida
de la preferencia del sistema por una cierta separacion.

La contribucién I';; describe la parte energética del problema: recoge la tendencia del siste-
ma a favorecer aquellas geometrias que reducen la energia interna. La contribucion I'g representa el
efecto estadistico introducido por la temperatura: al cambiar D, cambian también las separaciones
entre niveles y, con ello, las ocupaciones térmicas del ensamble. A bajas temperaturas, la respuesta
estd dominada por I'y;, de modo que el punto estacionario de F(7T'; D) coincide esencialmente con
el minimo de Ey(D). A temperaturas mayores, la contribucién entrépica suaviza la respuesta, pero
la region geométricamente preferida sigue siendo la misma.

La Figura [[3] muestra precisamente este comportamiento. El cambio de signo de I'y, en la

., . . . . * P . . .
region intermedia identifica el punto D~ donde la energia libre es estacionaria. En ese punto se
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cumple

oU as
D* = 0 = (5)71 = T(@)T . (72)

Esto significa que la tendencia del sistema a reducir su energia al variar D queda compensada por

'y

la contribucién entrépica asociada a la redistribucion de ocupaciones. En el presente caso, esta
condicion se satisface alrededor de D = 56 nm, de modo que esa region identifica la separacion

geométricamente mds favorable tanto desde el punto de vista electrénico como termodindmico.

Figura 13

Respuesta geométrica generalizada —dF [dD como funcién de la distancia interanular D para distintas tem-
peraturas. El cambio de signo en la region intermedia identifica el punto estacionario de la energia libre y
confirma la existencia de una separacion geométricamente preferida. A mayor temperatura, la contribucion
entrépica suaviza la respuesta sin modificar de manera apreciable la posicion de D",
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7. Conclusiones

En esta tesis se realizé un estudio tedrico y numérico de nanoestructuras autoensambladas
de InAs/GaAs con geometria tipo anillo o crater, aisladas y acopladas lateralmente, con el propdsito
de analizar su respuesta electrénica y termodindmica dentro de un marco efectivo derivado del
modelo de Kane. Los resultados obtenidos permiten responder de manera directa a los objetivos
planteados y muestran que la combinacion entre geometria realista, no parabolicidad, dependencia
térmica y campos externos es esencial para describir de forma consistente estos sistemas.

En relacion con el primer objetivo especifico, se desarrollé un modelo tedrico para hete-
roestructuras autoensambladas de InAs/GaAs con geometria anular, tanto en el caso de un anillo
aislado como en sistemas de dos anillos acoplados lateralmente. Este modelo permitié establecer
de forma sistematica el papel de la distancia entre centros D sobre el confinamiento electrénico y
la formacidn de estados moleculares. Los resultados mostraron que, al variar D, el sistema transita
desde un régimen de fuerte acoplamiento, con estados extendidos sobre ambos anillos, hacia un
régimen de acoplamiento débil, caracterizado por pares cuasi degenerados y una localizacién mas
marcada en cada anillo.

Respecto al segundo objetivo, la comparacién entre el modelo de Kane y el modelo para-
bélico mostré que la no parabolicidad de la banda de conduccién desempeiia un papel decisivo
en la descripcidn del sistema. Mientras el modelo parabdlico predice una evolucién térmica més
simple y rigida del espectro, el modelo de Kane incorpora de manera explicita la dependencia de la
masa efectiva con la energia y la temperatura, reproduciendo una reorganizacién mas compleja de
los niveles y una mayor sensibilidad en los estados excitados. En consecuencia, se encontré que la

aproximacion parabdlica subestima el efecto combinado del confinamiento, la evolucién térmica y
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el acoplamiento interbanda, tanto en la estructura espectral como en la respuesta termodindmica.

En cuanto al tercer objetivo, se calculd el espectro de baja energia de un electréon confinado
en estas heteroestructuras mediante un Hamiltoniano efectivo derivado del modelo de Kane. La
inclusién de la no parabolicidad y de la dependencia de los pardmetros efectivos con la energia,
la posicién y la temperatura permitié obtener una descripcién més elaborada del sistema, particu-
larmente en el caso de InAs/GaAs, donde la pequena brecha de banda vuelve relevante la mezcla
interbanda. A partir de este tratamiento fue posible describir no solo el corrimiento térmico de los
niveles, sino también los desdoblamientos, cruces y reorganizaciones espectrales inducidos por la
geometria y por la reduccién de simetria al pasar del anillo aislado a la molécula de anillos.

Con relacién al cuarto objetivo, se determind que los campos eléctricos y magnéticos exter-
nos constituyen mecanismos eficaces de control de la estructura electrénica. El campo magnético
perpendicular modifica la dindmica orbital, intensifica la mezcla entre estados y la repulsiéon de
niveles, y reorganiza de forma significativa el sector de baja energia. Por su parte, el campo eléc-
trico aplicado en el plano favorece la polarizacion espacial de los estados y rompe la equivalencia
entre ambos anillos, promoviendo una transicion desde estados hibridos hacia configuraciones mas
localizadas.

Finalmente, en relacion con el quinto objetivo, se formularon y calcularon la energia inter-
na, la energia libre de Helmholtz, la entropia y la capacidad calorifica dentro del ensamble canéni-
co a partir del espectro discreto dependiente de la temperatura obtenido. Los resultados mostraron
que estas magnitudes reflejan de manera directa la estructura del espectro y sus reorganizaciones
inducidas por la temperatura, la separacion entre centros y los campos externos. En particular,
la capacidad calorifica exhibi6 anomalias tipo Schottky asociadas a pequefias separaciones entre
niveles, mientras que la energia libre permitié identificar una regién geométrica preferida en el
régimen de baja temperatura. En conjunto, estos resultados muestran que la respuesta térmica de
las moléculas de nanoanillos de InAs/GaAs estd gobernada por la competencia entre confinamien-
to, simetria, acoplamiento lateral, no parabolicidad y control externo, confirmando que el modelo

de Kane junto con una formulacién termodindmica consistente constituye una herramienta ade-



ESPECTROS TERMICOS DE PUNTOS CUANTICOS 62

cuada para el estudio de nanoestructuras semiconductoras con propiedades espectrales y térmicas

ajustables.
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Apéndices

Apéndice A. Determinacion de la masa efectiva en el modelo de Kane

A.1. Introducciéon y motivacion fisica

En semiconductores de brecha directa, la relacion de dispersion cerca del borde de la banda
de conduccién no siempre puede describirse mediante una ley estrictamente parabdlica. Este hecho
es particularmente importante en materiales III-V como InAs y GaAs, donde el acoplamiento
entre la banda de conduccién y las bandas de valencia modifica la curvatura de las bandas y, en
consecuencia, la masa efectiva del electrén. El objetivo de este apéndice es deducir, de manera
sistematica, la expresion de la masa efectiva dependiente de la energia dentro del modelo de Kane.

La estrategia seguida consta de varios pasos. Primero, se parte del Hamiltoniano de Pauli
y de la forma de Bloch de las funciones de onda en un cristal periédico. Luego se transforma el
problema a una representacion dependiente del vector de onda k, se escoge una base finita en el
punto I' y se construye el Hamiltoniano multibanda 8 X 8. Finalmente, mediante la particion de
Lowdin, se eliminan los grados de libertad de valencia y se obtiene un Hamiltoniano efectivo de

conduccioén del cual se identifica la masa efectiva no parabdlica.
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A.2. Punto de partida: Hamiltoniano de Pauli y funciones de Bloch

En ausencia de campos externos, el Hamiltoniano microscépico de un electrén en un cristal

puede escribirse como
2

>

| =

A = + V(r) +I:IS07 (73)

[\®]

mo
donde myg es la masa libre del electrén, V(r) es el potencial periédico de la red y Hgg representa el

término de acoplamiento espin—Orbita. La periodicidad cristalina implica
V(r+R)=V(r), (74)

con R un vector de la red. De esta invariancia se sigue que el Hamiltoniano conmuta con los
operadores de traslacion,

[H,Tr] =0, (75)

por lo que es posible elegir una base de autoestados comunes de ambos operadores.

Los autoestados del problema cristalino son las funciones de Bloch,

ik-

Wk (r) = €™ " (r), (76)

donde u,(r) tiene la periodicidad de la red y n identifica la banda. Esta descomposicion permite

separar la dependencia periddica de la red de la dependencia asociada al vector de onda cristalino.

A.3. Transformacién unitaria: de A a H(k)

Al sustituir 1a forma de Bloch, Ec. (76)), en la ecuacién de Schrodinger estacionaria,

Ay = E,(K) W, (77)



ESPECTROS TERMICOS DE PUNTOS CUANTICOS

y multiplicar por ¢"™" a la izquierda, se obtiene

H(k) Upk = En(k) Upk, H(k) =

El paso fundamental consiste en evaluar la conjugacién del operador momento:

—-ikr . ikr
pe

e = p +hk.

Como consecuencia,
. 2
(p + 7K)

2m0

A

H(k) = +V(l’)+Hso.

Al expandir el término cinético se obtiene

A2 2,2
P A h . hk
H(k)=(2—’nO+V+Hso>+m—0k'p+2—lno.
[—
HE()) Hk.p

El término lineal k - p es precisamente el nicleo fisico del método k-p.

A 4. Base en I': modelo de Kane 8 x 8

69

(78)

(79)

(80)

(81)

Cerca del punto T', el Hamiltoniano H(k) puede proyectarse sobre una base reducida de

estados relevantes. En semiconductores I1I-V, la base minima util para describir la banda de con-

duccidn y las bandas de valencia cercanas incluye ocho estados: dos estados tipo s de conduccidn,

degenerados por espin, y seis estados tipo p de valencia, reorganizados por el acoplamiento espin—

orbita en los multipletes I'g, y I'7,.
En esta base, el Hamiltoniano adquiere la forma por bloques
A FICC ﬁcv
H= ,
H,. H,,

(82)
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donde A, actiia en el subespacio de conduccién, H,, en el de valencia y H,, describe el acopla-
) ) L i 2
miento interbanda. El bloque de conduccion puede escribirse, a orden k-, como
2,2
n hk

H..=E.I+ 2_1’1’10 I, (83)

mientras que H,, contiene las energias E, y E, — A asociadas a los multipletes I's, y I';,, respec-
tivamente. El acoplamiento H.., es lineal en k y estd controlado por los elementos de matriz del

operador momento.
A.5. Transformacion de Lowdin

El objetivo de la transformacién de Lowdin es eliminar perturbativamente los grados de

libertad de valencia y obtener un Hamiltoniano efectivo que actiie inicamente sobre el subespacio
)T

de conduccién. Si el autovector se escribe como ¥ = (y,,y,)", la ecuacién de autovalores se

descompone en

(I:Icc - Etot) Y+ I:Icv Y, = 0, (84)
ﬂvc Y+ (I:Ivv _Etot)l;”v =0. (85)

Despejando formalmente y, e insertando el resultado en la primera ecuacion, se obtiene el Hamil-

toniano efectivo de conduccion

A A

I:Ieff(E) = I:Icc + Hcv (El - va)_l ch- (86)

Esta expresion muestra que el efecto de las bandas de valencia se incorpora como una correccion
efectiva en el subespacio de conduccién. Dado que H,, es lineal en k, la correccion resultante es

2 . .
de orden k~, precisamente el orden relevante para la masa efectiva.
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A.6. Calculo explicito de la matriz de acoplamiento

El acoplamiento entre la banda de conduccién y las bandas de valencia proviene del opera-
dor
h

Hyp = m—ok-f). (87)

Por simetria cubica, los elementos de matriz relevantes satisfacen

(S| px|X) = (S| py |Y) = (S1 5-12) = pev, (88)

mientras que los elementos cruzados se anulan. Se define entonces el parametro de Kane

h

P m_opcv- (89)

Al proyectar el operador de acoplamiento sobre la base de estados acoplados por espin y
momento angular, se obtiene que las contribuciones de los subespacios I'g, y I'7, al término de
Lowdin estdn ponderadas por factores distintos. El resultado final de esta suma puede escribirse
como

A 2 2.2 A N I 22

HePspHye =3Pk Ty, HoPipHe = 3PK T, (90)

donde P53/, y Py son los proyectores sobre los subespacios I'g, y I'7,, respectivamente.
A.7. Isotropia cubica y operadores efectivos

Un aspecto importante del resultado anterior es que la suma sobre cada multiplete produce
operadores proporcionales a kz, sin dependencia angular explicita. Esta isotropia es consecuencia
directa de la simetria ctbica de la red cristalina en el punto I'. En otras palabras, aunque el acopla-
miento k - p conecta estados con distinta estructura orbital, la suma completa sobre los estados del

multiplete restituye un comportamiento efectivo isotropico en el subespacio de conduccion.
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Por ello, el Hamiltoniano efectivo de conduccion conserva la forma escalar

2,2

He(E) =E

C+2_I’I’ZO+AH(E), (91)

donde AH(E) es proporcional a K y puede interpretarse como una correccion renormalizante de la

masa efectiva.
A.8. Correccion de Lowdin y masa efectiva

Al sustituir la Ec. en la correccién de Lowdin, se obtiene

PP 2 1

AH(E)= =3 Eo+E ' E,+Ag+E L,

92)

donde E, = E. - E, es la brecha fundamental y E es la energia del electron medida desde el borde
de la banda de conduccién.

La dispersion efectiva de la banda de conduccién queda entonces

2.2 2.2
k™ Pk 2 1
ok =Bt * 3 \E+E "B+ B ©3)
Al identificar esta expresion con la forma
2.2
hk
E (Kk)=E, + , 94
se obtiene finalmente )
1 1 2P 2 |
= — 4 +
m*(E) ™o 3h2(Eg+E Eg+AO+E)’ ©3)
0, de manera equivalente,
2
my 2moP 2 1
o E) T T (Eg+E+Eg+AO+E)' 96)
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Esta es la expresion buscada de la masa efectiva no parabdlica en el modelo de Kane.

A.9. Casos limite y no parabolicidad

En el limite E = 0, correspondiente al borde de la banda de conduccién, la masa efectiva

toma la forma

my M0 3p?

2
11 2P (2 1 )7 O7)

) B, E +A
que corresponde a la expresion base o estdndar del modelo de Kane de ocho bandas.
En cambio, cuando E # 0, la masa efectiva depende explicitamente de la energia. Esta de-
pendencia constituye la manifestacion de la no parabolicidad de la banda de conduccién: a medida
que la energia del electrén aumenta, los denominadores de la Ec. (95)) se hacen mayores, de modo
que la correccion interbanda disminuye y la masa efectiva se modifica. Este efecto es especial-
mente relevante en semiconductores de brecha angosta, a altas temperaturas o en regimenes de

confinamiento fuerte.
A.10. Extensiones del modelo

La deduccion presentada puede extenderse de varias maneras. En primer lugar, las bandas
remotas pueden incorporarse mediante parametros adicionales, como el pardmetro F de Luttinger—
Kohn, que corrige el término libre 1/my. En segundo lugar, la presencia de campos magnéticos
permite relacionar la masa efectiva con magnitudes observables como la frecuencia ciclotrén y
la separacion entre niveles de Landau. Finalmente, en cristales con menor simetria, como los de
tipo wurtzita, la deduccién andloga conduce a masas efectivas anisotrdpicas y requiere una base
multibanda més general.

En el caso de heteroestructuras semiconductoras, ademas, la brecha E, y el parametro A,
pueden depender de la posicién y de la temperatura, lo que permite generalizar la expresion de la

masa efectiva a la forma m” (r, E; T), utilizada en el cuerpo principal de esta tesis.
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A.11. Resumen de la deduccion

La deduccion de la masa efectiva en el modelo de Kane puede resumirse en los siguientes
pasos. Primero, se parte del Hamiltoniano de Pauli para un electrén en un potencial periddico y
se introduce la forma de Bloch de las funciones de onda. Segundo, mediante la transformacion

—ikr 5 ikr

unitaria ¢ He  , se obtiene el Hamiltoniano H(k), en el cual aparece de manera natural el
término k- p. Tercero, se proyecta este Hamiltoniano sobre una base finita en el punto I', dando
lugar al modelo de Kane 8 x 8. Cuarto, se aplica la transformacion de Lowdin para eliminar los
grados de libertad de valencia y obtener un Hamiltoniano efectivo de conduccion. Finalmente,
al identificar el coeficiente de k* en la dispersion resultante, se obtiene la expresion de la masa
efectiva dependiente de la energia.

El resultado final muestra que la masa efectiva de conduccion no es, en general, una cons-
tante, sino una magnitud renormalizada por el acoplamiento interbanda y dependiente de la energia,

la composicion del material y la temperatura. Esta dependencia constituye la base fisica de la no

parabolicidad empleada en el modelo efectivo desarrollado en esta tesis.
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Apéndice B. Calculo de la energia para el estado fundamental de un anillo utilizando el mé-

todo variacional

B.1. Planteamiento variacional del problema

En el caso D = 0, la molécula de nanoanillos recupera la simetria cilindrica de un siste-
ma aislado, de modo que el potencial adiabatico depende unicamente de la coordenada radial,
Vad(p:;T). En ausencia de campos externos, el Hamiltoniano efectivo bidimensional puede escri-

birse como
FI(O) A

- fp— 4 T
=P 2m*(p,E;T)p+Vad(p’ )7 (93)

para p = —ifiV. Por tanto, el problema espectral queda dado por

{—%V-(WV)WM(;);T)}w(p7¢) ~Ev(p.9). 99)

Para un estado estacionario de prueba dependiente de un conjunto de pardmetros variacionales o,

denotado por |y;; ;), la energia variacional se define como
A (0
o WAl o,

Elv, vy ]= W7 e, =0. (100)

B.2. Funcion de prueba

Debido a la simetria circular del anillo, puede elegirse una funcién de prueba del tipo

wi(p,0)=NR(p)e™,  m=0,+1,42,... (101)
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donde R(p) es una funcién radial real o compleja suficientemente regular, m es el nimero cudntico

angular y N es la constante de normalizacion. La condicion

(wily) =1 (102)

implica

2 2
27|N| /0 IR(p)"pdp = 1. (103)
B.3. Promedios variacionales

Usando la Ec. (99), el valor esperado del Hamiltoniano puede descomponerse como

A (0 A
E, = (Hyp) = (T)+(Vaa), (104)
donde )
. h 1
I'=-——V:|——=V|. 105
2 (m*(P,E;T) ) (19
El promedio del potencial adiabdtico se obtiene directamente como
27 .
i = [ [ w0 0)Vadlps ) wlp, 0)p dp do. (106)
Sustituyendo la funcién de prueba (101)), resulta
2 2
(Vi) = 22N [ Vaalo: T)IR(D) p ap. (107)

Por su parte, el promedio de la contribucidn cinética puede escribirse, tras una integracion

por partes y suponiendo condiciones de contorno apropiadas para la funcién envolvente, como

2 on
0= [ e 2
2Jo Jo m*(p,E;T)|| dp

? Y,

¢

1
02

2
}pdpd(l). (108)
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Al sustituir (I0T)), se obtiene

2
. 2h 1 dR
Ty=22N"% | ——=||—

En consecuencia, la energia variacional asociada a la funcién de prueba (101)) queda

2
E,=27r|N|2/ _h ||dR
o (2m*(p,E;T)||dp

Si se utiliza explicitamente la condicién de normalizacién (103)), la expresion anterior pue-

2 2
m

+—2|R(p)|2]pdp. (109)
)

2 2
m

+;m(p)f}vad(p;T)|R(p)|2}pdp. (110)

de escribirse de manera equivalente como el funcional
2 2
m

S I HRE o)+ Val: TR L
. o |2m*(p,E;T)||dp| p? ad\P3
E[R.R"]= | .

[ keI pap
0

Para el estado fundamental se espera m = 0, de modo que el funcional se reduce a

n dr|* ,
s |an | tVadlpsT)IR d
(m=0) ¥ —/j[Zm*(p,E;T)Idp +Vaa(p; T)IR(p))] }P p
El‘m_ [R,R ]: . (112)

[ IR pap

B.4. Eleccion de la parte radial

Con el fin de capturar la localizacion de la densidad de probabilidad alrededor del radio ca-
racteristico del anillo y, al mismo tiempo, mantener una forma analiticamente tratable, se propone

una funcidn radial de prueba gaussiana tipo hidrogenoide de la forma

o
R(p;gvavpc)=p£exp|:_§(p_pc)2:|7 a>0, p.>0, (113)
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donde « controla el ancho de la distribucion radial, p,. fija el radio efectivo de localizacién, y £ >0
permite incorporar un comportamiento regular tipo hidrogenoide cerca del origen. Para el caso mas

simple, se puede considerar ¢ = 0, la funcién radial de prueba queda

R(p)=exp| -5 (p-p.) ], (114)

y la energia variacional se simplifica a

/ na 2 alp-p.)
= = P~ Pc -T - —Pe
0 |:2m*(p,E,T)(p pc) +Va_d(p9 ):|€ pdp

2
/ooe_a(p_pc) Pdp
0

La estimacion variacional del estado base se obtiene imponiendo las condiciones de esta-

E/(a,p.) = (115)

cionariedad respecto de los pardmetros libres,

JE, JE,
T _ = 11
R (116)

Desde el punto de vista fisico, el pardmetro p. debe converger hacia la regién donde el
potencial adiabético presenta su minimo, mientras que & ajusta la localizacién radial. Una eleccién
inicial razonable es

Ri+Re
p = =, (117)

ya que esta cantidad corresponde al radio medio del anillo. De este modo, el problema variacional
radial queda reducido a la minimizacion numérica de la Ec. (T15]) para una masa efectiva fijada.
La solucién de la Ec. [TT5] se plantea numéricamente utilizando el método de trapecios para la
integral y como un problema autoconsistente en la energia fundamental, debido a la dependencia
de la masa efectiva de la misma. El problema se resuelve para los pardmetros de este trabajo:
R; =10 nm, R, =40 nm, A, = 2.5 nm, hy; = 1.0 nm y T = 300 K, usando los valores de InAs
E,(300 K) = 0.3774 eV, Ag = 0.34 eV y Ep = 20.5 eV, para E,, = 2moP> [, el potencial adiabitico
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dado en la Ec.[d7]y la masa efectiva del modelo de Kane dada en la Ec.[I0]
Implementacion numérica y resultados

El c6digo que se utilizé para la resolucion del problema variacional implementa una mini-
mizacion autoconsistente para el estado fundamental de un anillo aislado (D = 0) con los pardme-

tros presentados anteriormente. El cdlculo variacional converge hacia

EN™ % 02826150 eV = 282.6150 meV. (118)

Los pardmetros variacionales 6ptimos obtenidos son

o ~0.03081 nm ™%,  pF=x24.3116 nm, (119)

mientras que la masa efectiva autoconsistente en la energia fundamental resulta

*
m Eo) o 00714 (120)
_ . .
Estos resultados muestran que el minimo variacional se localiza, como era de esperarse, en
una region radial cercana al radio medio del anillo, y que la no parabolicidad del modelo de Kane
incrementa la masa efectiva respecto al valor de borde de banda. En consecuencia, el procedimiento

implementado proporciona una estimacion autoconsistente del estado fundamental.
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Figura 14

Potencial adiabdtico Vyy(p;T) del anillo aislado a T = 300 K (eje izquierdo) y densidad radial variacio-
nal asociada al estado fundamental, |R(p)|2 (eje derecho), obtenida mediante la funcion radial gaussiana
desplazada de prueba. La funcion radial se localiza alrededor de p. = 24.4 nm, en la region del minimo
del potencial efectivo, lo que confirma que la estimacion variacional captura la localizacion esperada del
estado base en la geometria anular.
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Apéndice C. Parametros materiales

C.1. Parametros de banda y Varshni

El Hamiltoniano efectivo introducido en el texto principal depende de un conjunto de para-
metros de banda caracteristicos de los materiales InAs y GaAs. Con el fin de facilitar la referencia,

estos valores se resumen en las siguientes tablas.

Tabla 1
Propiedades de heteroestructuras InAs/GaAs.

Material m*/my E, [eV] 2moP[h [eV] Ag[eV]

InAs 0.024 042 20.5 0.34
GaAs 0.067  1.52 24.6 0.49

Nota. Tomado de (34, 137).
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Tabla 2
Pardmetros de Varshni para InAs e GaAs.

Material E,(0) [eV] o [eV/K] B [K]

InAs 0.415 276x107% 283
GaAs 1.519 5.405x 107" 204

Nota. Tomado de (34, 137).
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