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RESUMEN

TITULO: SOMBREADOS EN SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS E HIPERESPACIOS DE CON-
TINUOS

AUTOR: IOHAN DANIEL ESTUPINAN VALBUENA

PALABRAS CLAVE: SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS, SOMBREADO, HIPERESPACIOS, OR-
BITAS.

DESCRIPCION:

Podemos afirmar que el objetivo del estudio de un sistema dindmico discreto es comprender o descri-
bir, de alguna manera, el comportamiento de todas las 6rbitas del sistema. De particular relevancia en
este campo es la nocién de sombreado. En este documento, ademas de revisar sistemas dinamicos
especificos como (S*, f), donde f(z) = 22,y ([0,1],T), donde T es la funcién tienda, se estudiaron
algunos teoremas utiles para determinar cuando un sistema dinamico discreto presenta sombreado y
como se preserva esta propiedad entre un sistema dinamico discreto y su sistema dinamico inducido.

Para ello, nos basamos en un trabajo de Leobardo Fernandez y Chris Good.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Javier Enrique Camargo Garcia, Ph.D.
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TITLE: EN MAYUSCULA ~
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DESCRIPTION:

We can state that the goal of studying a discrete dynamical system is to understand or describe, in
some way, the behavior of all the orbits within the system. Of particular relevance in this field is the
notion of shadowing. In this document, in addition to reviewing specific dynamical systems such as
((SY, f)), where (f(z) = 22), and (([0,1],7T)), where (T) is the tent map, we examined some useful
theorems for determining when a discrete dynamical system exhibits shadowing and how this property
is preserved between a discrete dynamical system and its induced dynamical system. To this end, we

relied on the work of Leobardo Fernandez and Chris Good.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Javier Enrique Camargo Garcia, Ph.D.
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1. INTRODUCCION

En los ultimos afnos ha habido un interés creciente en el estudio de propiedades di-
namicas en las funciones inducidas definidas entre hiperespacios de espacios mé-
tricos compactos, dotados con la topologia de Vietoris (0 métrica de Hausdorff).
Esta investigacion esta enfocada a recopilar, estudiar, plantear y resolver preguntas
relacionadas con las funciones inducidas y algunas clases de sombreado.

Un sistema dinamico discreto es un par (X, f) donde X es un espacio métricoy f
una funcién continua de X en X. La orbita de un elemento z € X, que denotaremos
por O;(z), surge del proceso iterativo de tomar primero a z luego aplicarle f a z,

después aplicarle f a f(z) y asi sucesivamente; es decir

Os(2) = {2, 1(2), F(f(2)), - -}

Podemos decir que el objetivo del estudio un sistema dinamico es entender o des-
cribir, de alguna manera, el comportamiento de todas las érbitas del sistema. De
particular relevancia en el estudio de un sistema dindmico es la nocién de sombrea-
do, nocién en la que enfocamos esta investigacion y definimos a continuacién: Dado
un é > 0, una é-pseudo 6rbita es una sucesion de puntos {zy,zs, ...} tal que la dis-
tancia entre f(z;) y x;»1 €S menor que ¢ para cada i € N. Se dice que una §-pseudo
Orbita esta e-sombreada, si existe una érbita cuyos puntos siguen la §-pseudo 6rbita
dentro de una distancia de ¢; esto es, existe z € X tal que d(f"(z), z,) < ¢, para cada
n € N, donde f" representa fo---o f n-veces. Asi, diremos que el sistema dinamico
discreto (X, f) tiene la propiedad de sombreado si, para cada ¢ > 0, existe un § > 0
tal que toda J-pseudo Orbita esta s-sombreada. El sombreado se relaciona con la
estabilidad de las 6rbitas en un sistema dinamico bajo pequefas perturbaciones, y

ha sido estudiado por muchos autores en una variedad de contextos.



Por otra parte, dada una funcién continua en un espacio métrico compacto f: X —
X, 2% representa la coleccién de todos los cerrados no vacios de X que, dotado
con la métrica de Hausdorff, lo llamamos hiperespacio de X y es a su vez, un es-
pacio métrico compacto, y 2/: 2¥ — 2% se define como 2/(A) = f(A). Es bien
conocido que 2/ es una funcién continua. Luego, dado un sistema dinamico discreto
(X, f), donde X es un espacio métrico compacto, podemos inducir un nuevo sis-
tema (2%, 2/), y estudiar propiedades dindmicas que puedan depender entre ellos.
Ademas, podemos definir diferentes hiperespacios, que mostraremos mas adelan-
te en este escrito y considerar, con esta misma idea, nuevos sistemas dinamicos
discretos, usando funciones inducidas.

En esta investigacion, nos enfocamos en el sombreado y sus diferentes funciones
inducidas.

En “Preservation of shadowing in discrete dynamical systems” ', se hace un estu-
dio de la preservacién de distintas nociones de sombreado en el contexto de los
hiperespacios 2* y F,(X), donde X es compacto de Hausdorff (no necesariamente
metrizable); ademas, los autores relacionan el sombreado con los limites inversos y
productos, haciendo énfasis, ante la ausencia de la métrica, en uniformidades aso-
ciadas a cada espacio.

En esta investigacion planteamos estudiar sombreado y h-sombreado en sistemas
dinamicos discretos inducidos, siguiendo principalmente los articulos “Shadowing
for induced maps of hyperspaces” de 2016, escrito por Leobardo Fernandez y Chris
Good 2, y “Preservation of shadowing in discrete dynamical systems” de 2020, de

autoria de Chris Good, Joel Mitchell y Joe Thomas. Adicionalmente, revisaremos

' MITCHELL J. GOOD C. y THOMAS J. “Preservation of shadowing in discrete dynamical sys-
tems”. En: J. Math. Anal. Appl. 485 (2020).

2 L. FERNANDEZ y GOOD C. “Shadowing for induced maps of hyperspaces.” En: Fund. Math. 235
(2016), pags. 277-286.



otros articulos que citamos en las referencias. Particularmente en “Dynamic pro-
perties for the induced maps in the symmetric products”, de 2012, los autores José
L. Gomez-Rueda, Alejandro lllanes y Héctor Méndez 2 muestran el hecho que el
sistema dinamico discreto (X, f) tenga sombreado, implica que el sistema dinami-
co discreto (Fy(X), f2) también tenga sombreado (F,,(X) representa el subespacio
de 2% definido como la colecciéon de cerrados no vacios con a lo mas n puntos y
fn = 2|k, (x))- Sin embargo, esto no es cierto para cualquier n pues para el caso
donde f es dada por f(z) = 2? y X = S!, el sistema dinamico discreto (X, f) tiene
sombreado, pero al considerar n > 3 el sistema dinamico discreto (£,(X), f,) no
tiene sombreado.

Este trabajo lo dividimos en 3 capitulos. Después de los conceptos basicos, ejem-
plos y algunos resultados de los sistemas dinamicos discretos dados en el Capi-
tulo 2, en el Capitulo 3 estudiamos resultados acerca de las propiedades de som-
breado y h-sombreado en sistemas dinamicos discretos inducidos. Finalmente, en
el Capitulo 4 estudiamos estas mismas propiedades, de manera particular, sobre
(Ch(X),C,(f)) paratodo n > 1.

3 ILLANES A. GOMEZ J. L. y MENDEZ H. “Dynamic propetties for the induced maps in the sym-
metric products”. En: Chaos Solitons Fractals 45 (2012), pags. 1180-1187.
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2. PRELIMINARES

Este capitulo lo dividimos en dos secciones: La Seccion 2.1, donde introducimos
los hiperespacios y las funciones inducidas y la Seccién 2.2, donde introducimos
los conceptos dinamicos necesarios para abordar diferentes clases de sombreado,
objeto central de nuestra investigacion. También mostramos ejemplos y resultados
generales de los sistemas dindmicos discretos relacionados con las propiedades de

sombreado.

2.1. HIPERESPACIOS DE CONTINUOS

Un continuo es un espacio métrico compacto y conexo diferente del vacio. Un sub-
continuo es un continuo contenido en un espacio meétrico. En esta investigacion
todos los espacios seran espacios métricos compactos.

En esta seccidn definimos algunos hiperespacios y sus funciones inducidas que

estudiaremos en el trabajo.

Definicién 2.1.1 Sea X un espacio métrico compacto, definimos las siguientes fa-

milia de subconjuntos de X:
1. 2X = {A: A es un subconjunto cerrado y no vacio de X };
2. C(X)={Ae2X: A es conexo};
3. C,(X)={A € 2% : Atiene a lo mas n componentes}, n € N;
4. F,(X) ={A e 2" : Atiene alo mas n elementos}, n € N; y

5. F(X) = | F.(X).

neN
Con el propdsito de presentar una métrica apropiada para 2%, donde X es un espa-

cio métrico compacto, damos pie a la siguiente notacion.
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Notacion 2.1.2 Sea X un espacio métrico compacto con métrica d. Para cuales-

quiera A € 2% y ¢ > 0, escribiremos:
Ny(e,A) ={zx € X : d(z,a) < e para alguna € A}.

Definicion 2.1.3 Sea X un espacio métrico compacto con métrica d. Para cuales-

quiera A, B € 2%, definimos la métrica de Hausdorff por:
Hy(A,B) =inf{e >0: AC Ny(e,B) y B C Ny(e,A)}.

La demostracion de que la métrica de Hausdorff es en efecto una métrica, la pode-
mos encontrar en . De esta manera, 2 dotado con la métrica de Hausdorff es un
espacio métrico compacto (ver #). Ademas, como C(X),C,(X), F,(X) y F(X) son
subconjuntos de 2%, los dotaremos naturalmente con la topologia de subespacio. A
estos conjuntos es lo que llamaremos hiperespacios de X.

Por otra parte, podemos considerar la topologia sobre los hiperespacios que se

conoce como Topologia de Vietoris, la cual definimos a continuacion.

Definicion 2.1.4 Sea X un espacio topol6gico. Para cualesquiera abiertos Uy, ..., U,

de X, se define

(Ur,..., Uy ={Ae2X: AcC| JUiy ANU; # 0, paracadai € {1,2,...,n}}.

i=1

Se tiene que
By = {{(Uy,...,U,) : Uy,--- ,U, abiertos de X'}

es base para una topologia en 2%, llamada topologia de Vietoris y denotada por Ty, .

4 S. NADLER. “Continuum Theory: An Introduction”. En: Monographs and Textbooks in Pure and
Applied Math 158 (1992).
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Observemos que (U, ...,U,) = (U1 U---UU,)N(X,U;)N---N{(X,U,), para cuales-

quiera abiertos Uy, ..., U, de X. Asi, la coleccién
S ={(V):V esabiertode X} U{(X,U) : U es abierto de X},

es una subbase de la Topologia de Vietoris.
La siguiente proposicion es muy conocida en la teoria de los hiperespacios y es de
gran utilidad; pues, podemos usar convenientemente la métrica de Hausdorff o la

topologia de Vietoris, cuando lo requiramos (ver °).

Proposicion 2.1.5 Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, la topologia de

Vietoris es equivalente a la topologia generada por la métrica de Hausdorff.
Finalizamos esta seccién introduciendo las funciones inducidas.

Definicion 2.1.6 Sean X y Y espacios métricos compactosy f: X — Y una funcion

continua. Se tiene que f induce las siguientes funciones:
1. 2/ : 2% — 2Y dada por 2/(A) = f(A);
2. C(f): C(X) = C(Y) dada por C(f) =2/ |c(x);
3. Co(f) : Co(X) = C,(Y) dada por C,,(f) = 27 |c,(x), n €N;
4. fn: F(X)— F,(Y)dadapor f, =2 |z, x), n €N;
5 f<“:F(X)— F(Y)dadapor f<* =2/ |px) .

A continuacion mostramos que la funciones definidas anteriormente son, en efecto,

funciones continuas.

5 A. ILLANES y NADLER S.JR. “Hyperspaces: Fundamentals and recent advances”. En: Mono-
graphs and Textbooks in Pure and Applied Math 216 (1999).
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Proposicidon 2.1.7 Sean X y Y espacios métricos compactos. Si f: X — Y es una

funcién continua, entonces 2/, C(f), C,.(f), f. ¥ f=¥ son funciones continuas.

Demostracion 2.1.8 Como las funciones C(f),C,.(f), fn ¥ [<“ son restricciones de
la funcién inducida 2/, solo debemos mostrar la continuidad de 2/. Ya que una sub-
base de X es S = {(V) : V esabiertodeY} U{(Y,U) : U es abierto de Y}, pa-
ra probar que 2/ es continua basta probar que dado un abierto V, los conjuntos
2771 ((V)) y 2f 7Y ((V,Y)) son abiertos. Por la continuidad de f, sabemos que f~(V)

es abierto de X. Probaremos que

(V) = (V). (1)

Tomemos A € (f~1(V)), es decir, A C f~*(V). Por definicién de preimagen, f(A) C
V. Asi 2/(A) € (V), lo que es equivalente a A € 2/~ ((V')). Por lo que concluimos
(1).
Ahora veamos que

2V = (V) X0,

Consideremos A € 2f ' ((V,Y)). Luego, 2/(A) NV +# 0, esto es, f(A) NV # 0. De

esta manera AN f~1(V) # 0, es decir, A € (f~(V), X) como queriamos.

2.2. SISTEMA DINAMICO DISCRETO EN ESPACIOS COMPACTOS

Sean X un espacio métrico compactoy f : X — X una funcion continua. El par
(X, f) es llamado sistema dinamico discreto. Empezaremos enunciando algunas
definiciones que nos serdn utiles més adelante. Para cada n € N, denotaremos por

ft"=fo---0of, n-veces.

Definicion 2.2.1 Sean X un espacio métrico compacto, x € Xy f: X — X una

funcion continua. Entonces, la orbita de = bajo f, que denotamos por Oy (z), es la

14



sucesion:

Of(x) = {z, f(x), f*(2),...}.

La nocidn de 6rbita es tal vez la mas importante en la teoria de los sistemas dinami-
cos discretos. Podria decirse que un sistema dindmico discreto (X, f) esta “resuelto”
si podemos describir el comportamiento de todas sus orbitas. El siguiente ejemplo

lo usaremos constantemente en el desarrollo del presente trabajo.

Ejemplo 2.2.2 Considere la funcion T : |0, 1] — [0, 1] definida de la siguiente mane-
ra:

2z, six €0, %],
I(x) =
2(1—x), size(3,1].

Esta funcion se conoce como la funcion tienda y sera denotada en este escrito como

la funcion T'. Algunos ejemplos de drbitas las describimos en la Figura 1, son:

n Op(L)y={L 12424

107575757575

~ T S N

———o oo —o—o ——— &6 — o ———————""@ @

0 LL\/‘ 1 2 1 4 1
16 10 4 5 2 5

Figura 1. Or(110) y O(116)
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Notacion 2.2.3 Seana y b elementos de [0, 1]. Denotamos ab = ba = [min{a, b}, max{a, b}].
Esta notacion la extenderemos cuando el espacio X es tunicamente arcoconexo; es-

to es, ab sera el Unico arco que une los puntosa yb en X.

El siguiente lema es una propiedad del sistema dinamico discreto anterior que lo

encontramos en .

Lema 2.2.4 Dado s € [v/2,2], definimosc =1y f:[0,1] — [0,1] asi:

sz, six € |0, %],
s(1—x), size (31

Entonces:

(1) Siz €y yc¢zy, entonces fy(z) € fo(x)fs(y) ¥ [fs(x) — fs(y)| = s|z — yl.
(2) Six + vy, entonces ¢ € f¥(x)fF(y) para algink € N.

Consideramos importante incluir un par de definiciones sobre la expansividad, ya
que de estas se puede concluir algunas propiedades de sombreado, como es el

caso de los teoremas 2.2.28 y 2.2.26.

Definicién 2.2.5 Sean (X, d) un espacio métrico compactoy f: X — X una funcién
continua. Decimos que f es positivamente expansiva, si existe b > 0 (constante

expansiva), tal que para cada =,y € X tenemos que:
sid(f"(x), f"(y)) < b, paracadan > 0, entonces = = y.

Definicion 2.2.6 Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Decimos que una funcién

continua f: X — X es bola expansiva si existen ;1 > 1y v > 0 tales que, para todo

6 KAN I. COVEN E.M. y YORKE J.A. “Pseudo-Orbit Shadowing in the Family of Tent Maps”. En:
Trans. Amer. Math. Soc. 308.1 (1988), 227—241.
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x € X y cada e < v, tenemos que:
B(f(x); pe) € f(B(x;¢)).

Ejemplo 2.2.7 La funcion tienda T' no es positivamente expansiva, pero si es bola
expansiva.

Para verificar que no es positivamente expansiva notemos que dado cualquierb > 0,
existenx y z en|0,1] tales que |v — z| < by T(x) =T(z).

Ahora veamos que es bola expansiva. Tomemos 1 = 2 y v = 1. Probemos que
B(T(x);2¢) CT(B(x;e)) paratodor e X y0 <e <w.

Sea z € B(T'(x);2¢); esto es; d(z,T(z)) < 2¢. Supongamos sin pérdida de genera-
lidad que = € [0, 1]. Entonces T(z) = 2x. Note que T (%) = z yaque z < 1 y por
tanto, 2 < 1. Ndtese que sid(%,z) > ¢, entonces d(z,2x) > 2¢; lo que contradice que
d(z,T(x)) < 2¢. De modo que, d(5,z) < <. Portanto, ; € B(x;¢). Asi, z € T(B(z;¢)).

De la misma manera tenemos nuestra conclusion si z € [3,1].

La siguiente definicion esta directamente relacionada con las definiciones principa-

les de este propuesta: el sombreado y el h-sombreado.

Definicion 2.2.8 Sean (X, d) un espacio métricoy § > 0. Decimos que una sucesion

(zn)neny €N X €s una d-pseudo-Orbita, si para cada i € N, tenemos que

d(f(2i), viq1) < 6.

De manera similar, dado 6 > 0, una §-pseudo-drbita finita es una sucesion finita
{xg, 21, - ,z,} tal que d(f(z;),z;41) < 0, paracadai € {0,1,--- ,n}.
Ademas, decimos que una orbita Of(y) = {f"(y)}nen c-SOombrea a la sucesion

{Zn}nen, SI d(f'(y), ;) < e paratodo i € N.

17



La siguiente proposicion es consecuencia de la continuidad de la funcién del sistema
dinamico. Esta proposicidén sera util para probar el sombrado en algunos sistemas

dinamicos. La encontramos en 7. Aqui ofrecemos una demostracion.

Proposicion 2.2.9 Sean (X, f) un sistema dinamico discreto donde X es com-
pacto, ¢ > 0 y n € N. Entonces existe 6 > 0 tal que para toda ¢-pseudo Oorbita

I' = {0, z1,...} se cumple que d(f*(z;),x;+;) <e paratodoi € {0,...,n} yj e N.

Demostracion 2.2.10 Sea ¢ > 0. Por continuidad uniforme existe m; € N tal que,
sid(z,y) < ;=, entonces d(f(x), f(y)) <

que, si d(z,y) < =, entonces d(f(z), f(y)) < 35-- Asl, inductivamente obtenemos

¢. De la misma forma existe m, > m, tal
2°

mp < mg < -+ < my, tal que sid(x,y) < ;o entonces d(f(x), fly) < 5, Para
cualquier j € {1,... ,n}.
Sea ) = m:fl x1,...} Uuna
d-pseudo orbita, j e Nei € {0,...,n}.
m =1
A(f () 2301) <6 = = <
mp=2
d(f(x5), zjp2) < d(f2(x;), f(2j41)) + d(f(2j51), Tjs2)- (2)
Como d(f(ﬂ?j),l’]url) < d(f2(xj),f(ﬂfj+1)) < 2m - ASI
9 € € €
d(f*(z;), f(xj11)) +d(f(zj31), Tjq2) < + < <e. (3

7 GOOD C. BARWELL A.D. y OPROCHA P. “Shadowing and expansivity in subspaces”. En: Fund.
Math. 219 (2012), pags. 223-243.
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Luego, por (2) y (3), tenemos que

d(f*(x;), z42) < e.

Realicemos un paso mas.
1=3.
d(f2(2;), wjp3) < d(f(x)), f(xj-2)) + d(f(2j42), Tjys)- (4)

Por (2) y (3), tenemos que d(f*(z;),xj+2) < ——. Asf, d(f*(x;), f(z;12)) <

mnp—2

=—. Ademas, d(f(z+2),vj+3) < ;.. Reemplazando en (4):

2mp—3 "

€ € €
d(f3(x;), Tips) < + < <eEe.
(f ( ]) ]+3) 2m,,_s My 1 M3

Supongamos inductivamente que parai = n + 1 tenemos que

d(f" (@), Tjm) < — (5)

ma

Tomemos i = n.

d(f"(75), Tjn) < d(f" (), f[(Tj4n-1)) + d(f(Tjn-1), Tjtn)- (6)

Aplicando (5), d(f"(x;), f(Tj4n-1)) < 5 ¥ €OMO d(f(Tj4n-1),Tj4n) < 9, reem-

plazando en (6), concluimos que

n € €
A" (), 50m) < 5 + ——

<E.

De lo anterior concluimos que d(f*(z;),z;4;) < € para todo i € {0,...,n} y cada

jeN.

Definicion 2.2.11 Diremos que un sistema dinamico discreto (X, f) tiene sombrea-
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do si para cualquier ¢ > 0, existe § > 0 tal que para toda 6-pseudo-orbita {x,, },en
existe = € X tal que O¢(z) e-sombrea a {x,}.en. Por otra parte, decimos que
(X, f) tiene sombreado finito si para cada ¢ > 0 existe un 6 > 0 tal que para ca-
da §-pseudo-orbita finita {xo, z1,- -+ ,x,} existe y € X tal que d(f(y),z;) < ¢ para
i€{0,1,2,...,m}.

El siguiente resultado es de facil verificacion. (Ver 8.)

Proposicion 2.2.12 Sea X un espacio métrico compacto. Entonces, (X, f) tiene

sombreado si, y solo si, (X, f) tiene sombreado finito.

Demostracion 2.2.13 Primero, supongamos que (X, f) tiene sombreado. Probe-
mos que (X, f) tiene sombreado finito. Sean ¢ > 0 y § > 0 dado por el som-
breado de (X, f). SeaT = {xy,...,x.} una j-pseudo drbita finita. Definimos I'" =
{zo,..., 2, f(x,), f2(z,)...}. ES claro que T" es una §-pseudo Orbita, por tanto, exis-
te z € X tal que O4(z) e-sombrea al’, asi d(f'(z),z;) < € paracadai € {0,...,r}.
Concluimos asi que (X, f) tiene sombreado finito.

Ahora, supongamos que (X, f) tiene sombreado finito. Probemos que (X, f) tiene
sombreado.

Seance > 0y > 0 dado por el sombreado finito de (X, f). Seal' = {x¢,x1,...} una
d-pseudo drbita. Como (X, f) tiene sombreado finito, para cada i € N, tenemos que
N,<; /77 (Blzj;e]) # 0. Por tanto F = {f~/([B(xj;¢)])}jen €S una familia de cerra-
dos con la propiedad de intercepciones finitas. Asi, como X es compacto, tenemos
que ;en J 7 (Blajsel) # 0. Sea » € ;o [/ (Blzj;€]), entonces, para todo j € N,

d(fi(z),z;) < e. Concluimos que (X, f) tiene sombreado.

8 OPROCHA P. BARWELL A. D. GOOD C. y RAINES B. E. “Characterizations of w—limit
sets in topologically hyperbolic systems”. En: Discrete Contin. Dynam. Systems 33 (2013),
pags. 1819-1833.
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Figura 2. -pseudo 6rbita donde Or(;) la :-sombrea.

Si X es un continuo no degenerado, entonces (X, Ix), donde Iy es la funcién iden-
tidad, no tiene sombreado, como se puede verificar facilmente. Por otra parte, si
zo € X donde X es cualquier espacioy f: X — X es la funcidén constante f(x) = x
para cada x* € X, entonces (X, f) tiene sombreado. Para ver esto, dado ¢ > 0,
basta tomar 6 = ¢ y observar que la 6rbita {z, z¢, xo, ...} e-sombrea a cualquier J-
pseudo Orbita {z,x,z,,...}. En general, verificar directamente de la definicion si
un sistema dinamico discreto tiene o no sombreado, no es sencillo. Sin embargo,
usando resultados adicionales, como veremos al final de esta seccion, el sistema
dinamico definido en el Ejemplo 2.2.2, tiene sombreado. A continuacion mostramos

un ejemplo de una §-pseudo-érbita y su respectivo e-sombreado.

Ejemplo 2.2.14 Para la funcidn tienda T', consideremos ¢ = 1 y § = . Si tenemos

v = {1 1.1, 2,3}, es facil verificar que ~ es una é-pseudo-6rbita. Ademas,

(e TG T ) T ). T G) = (b 249
e-sombrea a ~. Pues, particularmente como vemos en la Figura 2, tenemos que
T2 e(B-6240)yT3(4)e(2-062+0).

Definicion 2.2.15 Sean X un espacio métrico compactoy f: X — X una funcién

continua. Decimos que (X, f) tiene h-sombreado, si para cada ¢ > 0, existe un
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d > 0, tal que para cada ¢-pseudo orbita finita {z¢, 1, - ,z,,} existe y € X tal que

d(fi(y),z;) <eparatodoi <my f™(y) = zp.

Por la Proposicion 2.2.12 es claro que si un sistema dindmico discreto tiene h-
sombreado, entonces tiene sombreado. Ademas, el sistema dinamico donde la fun-
cién es constante que, como mostramos anteriormente, tiene sombreado, éste, no
tendra h-sombreado, como se deduce del Teorema 2.2.16.

El siguiente teorema es de facil verificacién y muestra dos condiciones para que un

sistema dinamico discreto no tenga h-sombreado.

Teorema 2.2.16 Sean f: X — X una funcion continua donde X es un continuo y

x € X talque f(x) = x. Suponga que se tiene alguna de las siguientes condiciones:

1. Existe un abierto U talque x € U y f(U) C {x};

2. Existe un abierto U tal que x € U, y lim,,_,, f*(z) = x para todo = € U \ {z}
donde ademds f~'(z) N U = {x}.

Entonces, (X, f) no tiene h-sombreado.

Demostracion 2.2.17 Supongamos que se cumple la primera condiciéon. Luego, po-
demos tomar ¢ > 0 tal que B(z;¢) C U. Dado ¢ > 0, definimos I" = {z,x, z} donde
z € B(z;0) N B(x;¢e) y z # x. Es claro que T" es una j-pseudo orbita. Seay € B(x;¢),
entonces f*(y) = x, por tanto (X, f) no tiene h-sombreado.

Ahora supongamos que se cumple la segunda condicion. Como X es continuo, exis-

te » € U tal que » # x. Tomamos ¢ = min{?%2 ¢, ¢,}, donde B(ze) C U y

B(z;e9) CU. Seaé > 0. De la segunda condicion existe n € N tal que d(f"(z),x) <
5. Asin ={z, f(2),..., f"(2),x} es una j-pseudo drbita. Seay € X. Siy € B(z;¢),

entonces f"(y) # x para todo r € N.

Pregunta 2.2.18 ;Existen un continuo X, una funcion continua f: X — X y un
punto x € X tal que f(x) = =z, donde: existe un abierto U tal que =+ € U, y

lim,, .o f"(2) =z paratodo z € U\ {z} y (X, f) tenga h-sombreado?
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Otro caso en el que un sistema dinamico discreto no tiene h-sombreado es dado en

la siguiente sencilla proposicion.

Proposicion 2.2.19 Sea (X, f) un sistema dinamico discreto donde X es un conti-

nuo. Si f no es sobreyectiva, entonces (X, f) no tiene h-sombreado.

Demostracion 2.2.20 Fijjamos ¢ > 0. Como f(X) # X y X es conexo, dado cual-
quier § > 0 existen x € f(X) yz € X\ f(X) tales que d(z,z) < 4. Considere-
mos I = {y, z}, donde f(y) = z. Entonces, I" es una j-pseudo drbita. Pero como

z € X\ f(X), concluimos que (X, f) no tiene h-sombreado.

La siguiente proposicion esta probada en 7. Presentamos una prueba para comodi-

dad del lector.

Proposicion 2.2.21 Sea (X, f) un sistema dinamico discreto donde X es compacto
y f es sobreyectiva. Entonces, (X, f) tiene h-sombreado, si y solo si (X, ") tiene

h-sombreado para todo n € N.

Demostracion 2.2.22 Primero vamos a suponer que (X, ™) tiene h-sombreado pa-
ra alginn € N\ {1} y probaremos que (X, f) tiene h-sombreado.
Sea ¢ > 0. Por continuidad uniforme de cada f’, donde j € {0,...,n}, existe a > 0

tal que dados z,y € X

sid(z,y) < a, entonces d(f(z), f'(y)) < =. (7)

DO ™

Como [" tiene h-sombreado, para el o dado anteriormente, existe un 0 < \ < £ tal
que toda \-pseudo orbita en (X, f™) puede ser a-sombreada.

Por la Proposicion 2.2.9, existe § > 0 con ¢ < «, tal que si E = {yo, - ,yr} €S
una §-pseudo orbita en (X, f) de longitud menor o igual a n + 1 entonces ésta es

A-sombreada por O¢(yo).
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Sea ¥ = {xy, - x5} una d-pseudo orbita en (X, f), entonces,
d(f(x)),54:) < X parai < n. (8)

Tomemosr € {0,...,n— 1} talque s = cn+r donde ¢ € N. Como f es sobreyectiva

podemos definir

¢ = {x—n+rax—n+r+17 <oy L1, X0y L1y - - - 7:)35}

donde r_,...; € f~"T"(xy) para cualquierai € {0,...,n —r — 1} y ademas
f(x_pnirsi) = x_pnirris1- ES claro que ® es una j-pseudo orbita en (X, f). Asi, porim-
plicacion (7), d(f™(x—nir), 2r) < X, d(f™"(2r), Trin) < A, oo YA (T (c=1)n), Ts) < A
Por tanto, ' = {x_p 4, Tr, Tpyn, Traon -+, Ts} €S UNA A-pSeudo Orbita. Luego, existe
z € X tal que la drbita O (z), a-sombrea aT y (")t (z) = xs.

Probaremos que O¢(f""(z)) e-sombrea a ¥. Como d(z,x_,+,) < «, tenemos nue-

vamente por (7) que,
A(F(2), Fl@onir)) < g para todoi € {0,...,n}. (9)

Observemos que " "(x_,,) = xo. Luego, """ (z_,.,) = fi(x0), para cualquiera

i € {0,...,r}. De esta manera aseguramos que,
d(f""(2),2;) < e, paracadaic {0,...,r}.

Ya que por relacion que presentamos en (9) y usando la desigualdad triangular, te-
nemos que para cadai € {0,...,r}, d(f""TN(2), x;) < d(f"T(R), ST (T o)) +
d(f" @), @) = d(f"7T(2), fH(20))+d(f' (20), i) < 5+A <e. ComoOpn(z)  a-

sombrea arl,
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d(f*I™(2), 2y 4 ) < a paratodo k € {0,. .., c}.

Luego, d(f*ImH(2), fi(z,41,)) < 5, para todo j € {0,...,n}, por (7). Ademds, por
la desigualdad (8), d(f*(x11n), Trirnsi) < A paratodoi € {0,...n}. Por tanto, tene-
mos que d(f(kJrl)nJrj (Z)7 wr-i—kn-i—j) S d(f(kJrl)nJrj(Z)? fj(xr-‘rkn)) +d(f] (xr+kn)a xr—i—kn-i-j) <

S+ A<e paratodojc{0,...,n} ykc{0,...,c}. Asi,
A(fEI(2) 2y enry) < e, paraj € {0,...,n} yk€{0,...,c}.

Concluimos que O;(f"~"(z)), e-sombrea a ¥, donde ademdas notemos que f*(f""(z)) =

frr(frr(2)) = et (z) = (f7)et(2) = x,. De lo anterior, f tiene h-sombrado.

Reciprocamente, supongamos que (X, f) tiene h-sombreado y probemos que (X, f")
tiene h-sombreado para todo n € N. Fijamosn € N. Seas > 0y > 0 dado por el h-
sombreado de (X, f). Seal' = {xy,...,x,} unad-pseudo orbita de (X, f). Note que
sii <k, Ty = {x f(x:),..., " Yx;), 11} €S una d-pseudo drbita de (X, f), puesto
que I" es -pseudo orbita en (X, f™) se tiene que d(f"(x;),z;11) < 0. Considerando

lo anterior afirmamos que

F/ = {1'07 f(x0)7 ey fn_l<x0)ax17f(xl)a sy fn_l(xk—l)axk}a

es una §-pseudo Orbita en (X, f). Asi existe z € X tal que f*(2) = z y Os(2) e-
sombrea al”’, es decir f*(z) € B(f"(z,);¢) donde s = qgn+r,q,r € Ny0 <r < n. De

esta manera se puede afirmar que f*"(2) = z;, y f"(2) € B(w;;¢) paratodoi < k.

La prueba de las siguientes dos proposiciones son similares (ver 2). Haremos Uni-

camente la demostracién de la primera.

Proposicion 2.2.23 Sean (X, f) un sistema dinamico discreto donde X es un es-

pacio métrico compacto yY C X es denso invariante. Si (Y, f|y) tiene h-sombreado,
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entonces (X, f) tiene h-sombreado.

Demostracion 2.2.24 Sea = > 0, tomamos 6 > 0 dado por el h-sombreado de
(Y, fly) para 5. SeaT = {xo,...,z,} una $-pseudo drbita en X. Como f es con-

tinua y X es compacto, f es uniformemente continua, por tanto, para cada n €

1

5= ¥ sid(z,z) < n,, entonces

N existe n, > 0, tal que n, < &, m, < 5, n, <
d(f(z), f(z)) < L. Paracadai € {0,...r} tomamos y,; € B(z;n,) NY, de esta

manera d(f(z;), f(yn:)) < 3. Note que

)

d(f(Yni), Ynyiv1) < A(f (Ynyi)s [(2:)) +d(f(23), i1) + d(Tig1, Ynit1) < 3 + 3 + 3 =0.

Asi, para todo n € N, I'} = {yno0,-..,Ynr} €S Una é-pseudo orbita en Y, ademas
d(i, yng) < 5 ¥ d(@r,yny) < 57. Como (Y, fly) tiene h-sombreado, existe y, € Y
tal que Oy, (yn) 5-sombrea a T3, y fI5(yn) = yn.. Luego, siy es el limite en X de
una subsucesion convergente de {y, }.en, €ntonces, por la continuidad de f, O;(y)

e-sombrea al' y f"(y) = z,.

Proposicidn 2.2.25 Sean X un compacto métrico, f: X — X una funcién continua
yY C X undenso invariante. Entonces, (X, f) tiene sombreado si, y solo si, (Y, f|y)

tiene sombreado finito.

El sombreado y la expansibilidad son estudiados conjuntamente por Andrew D. Bar-
well, Chris Good, y Piotr Oprocha en ” y &. Los teoremas que presentamos a conti-
nuacion muestran una relacion entre estos dos conceptos, cuyas pruebas las toma-

mos de 8y 7, respectivamente.

Teorema 2.2.26 Sean (X, d) un espacio métrico compactoy f: X — X una funcion
continua expansiva positivamente. Entonces, (X, f) tiene sombreado si, y solo si,

(X, f) tiene h-sombreado.
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Demostracion 2.2.27 Sea b > 0 la constante expansiva de f. Supongamos que
(X, f) tiene sombreado. Sean ¢ > 0 cone < b y § > 0 dado por el sombreado
de (X, f). Seal' = {xq,...,x,} uUna j-pseudo orbita y consideremos la siguiente
d-pseudo orbita infinita {xo, ..., Tm, f(Tmi1), f(Xms2),...}. Como (X, f) tiene som-
breado, existe z € X tal que d(f'(z),x;) < e paracadai < m, y d(f7"(z), f!(zm)) <
e para todo j > 0. Por ser f expansiva positivamente, f™(z) = z,,. Concluimos que

(X, f) tiene h-sombreado. El reciproco es inmediato de la definicion.

Teorema 2.2.28 Sean (X, d) un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion

continua. Si f es bola expansiva, entonces (X, f) tiene h-sombreado.

Demostracion 2.2.29 Sea p,v de la definicion de bola expansiva. Dado > 0 to-

mamos ¢’ = min{v,e} y§ = (u — 1)’. Entonces, para cada x € X

B(f(z);¢') € B(f(x); pe) C f(B(z;¢)). (10)

Dado T = {zy,...,x,} una é-pseudo-orbita, por (10) y dado que d(f(z;),z;+1) < 0 se
tiene que
B(wiy;€") C f(B(wi€)). (11)

Sea Jy = B(xg;€') y J; = f(B(ws;€')) N Ji_1. Afirmamos que

f'(Ji) = Ba €. (12)

Por (12), f™(J,) = B(zn;€'). Luego, existe y € J, tal que f"(y) = x,. Ademas,
notemos que y € J;, para todo i € {0,...,n} y por tanto, fi(y) € B(z;;¢'). De lo
anterior, y sombrea al .

Finalmente, para completar la prueba, veamos (12). Note que fi(J;) C B(xs;€).
Mostremos que B(x;;e') C f(J;). Por (11), B(x;;€') C f(B(xi_1;¢')). Luego existe
A; C B(xi_1;€') talque f(A;) = B(xy;€'). Ahora, como A; C B(x;_1;€') C f(B(wi_9;€")),
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existe A,y C Bw;_;¢') tal que f(A;,_1) = A;. De manera inductiva obtenemos
Ay C Bl(xzy€) tal que f(A) = Ay C B(wzi;¢'). Luego f*(A)) C B(xy;e') con
k € {0,...,i}, ademas f{(A,) = B(x;;e') = A;, por tanto A, C f~%(B(xy;€")) pa-
ratodok € {0,...,i}. Asi B(xg;e') = fi(A)) C fi(J;).

Corolario 2.2.30 Sean X métrico compacto, f: X — X una funcion continua y

U C X que satisface las siguientes condiciones:
1. Existea € (X \U)° talque f(X \U) = {a};

2. f|u es bola expansiva; esto es, para cadacz > 0, existey > 0, talque B(f(x);e+

v) C f(B(x;¢)), paratodo z € U.

Entonces, (X, f) tiene sombreado.

Demostracion 2.2.31 Sear > 0 tal que B(a;r) C X\ U. Seae < r. Como f es uni-
formemente continua, existe 6, > 0 tal que si d(x,y) < 6, entonces d(f(x), f(y)) < 5.
Tomemos § = min{dy,7, 5}, donde y es dado por la condicion 2. Seal’ = {xg, ..., 7,}
una §-pseudo orbita. Notemos que siT' C U, entonces el sombreado se tiene por
el Teorema 2.2.28, o siI' C X \ U, entonces z, sombrea al', pues f es constan-
te en X \ U. Asi, supongamos que T NU # O yT'Nn (X \ U) # 0. Observe que si
r, € X\ U para algunl € {0,...,n}, entonces x; = a, por tanto z; € X \ U para
fodoi > 1. Asi, xp € U. Sea j = min{i : x; € X \ U}. Como {xy,...,x;_1} €s una é-
pseudo 6rbita en U, por el Teorema 2.2.28, existe » € U tal que {z, f(z),..., f771(2)}
sombrea a {xo,...,x;-1} ¥ ;-1 = f77(z). De lo anterior, d(f’(z),z;) < 4, luego
d(fit(z),a) < §, y por tanto d(f*'(z),x;41) < e. Asi, fi7"(z) = a siempre que

r>1,yzsombreaal.

A continuaciéon mostraremos un ejemplo donde podemos aplicar las condiciones del

Corolario 2.2.30.
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Ejemplo 2.2.32 Sea X =[0,1] y f: X — X dada por

0, siz e [0,1];

20 -1, size(3,1].

N[

Entonces (X, f) satisface las hipdtesis del Corolario 2.2.30.

Sea U = (1,1]. Es claro que f(X \ U) = {0} y 0 pertenece al interior de X \ U.
Fijamos = € U y tomamos z € B(f(z);2¢). Es claro que =* € [3,1], por tanto

f (22) = =. Supongamos que d (2}, z) > . Consideramos dos casos.

» Caso 1. 2 < Z*. Entonces =+ —z > ¢, luego z + 1 — 2z > 2¢, por tanto

d(z, f(x)) > 2¢ lo cual es una contradiccion.

» Caso 2. #2* < z. Entonces z— 2t > ¢, portanto 2z —1—z > 2¢, asi d(z, f(z)) >

2¢, contradiciendo la elecciéon de =.

Concluimos que d (34}, z) < e.

Note que del Teorema 2.2.28 y el Ejemplo 2.2.7 podemos afirmar que ([0, 1],7)
tiene h-sombreado y por tanto, tiene sombreado finito, asi, por la Proposicién 2.2.12,
([0,1],T) tiene sombreado.

En & se encuentra un estudio sobre el sombreado en la funcion tienda variando la
pendiente de ésta. El siguiente ejemplo hace parte de la demostracién del Lema 4.1

en 6.

Ejemplo 2.2.33 Sea X =[0,2] y f: X — X dada por

V2, siz € [0,1];
flz) =
V2(2—2), size(1,2].

Entonces (X, f) no tiene sombreado.
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Demostracion 2.2.34 Note que O;(1) = {1,v/2,2v2 — 2,4 — 2/2,4 — 2v/2,.. . }.

Tomamos ¢ = 55 luego
1
/(1) — 1] > 10 Para fodo n > 1. (13)

Dado ¢ > 0, fjamos k € N tal que 1+ < 6 y 1+ < . Definimos zg = 1,2, = V2 + +
Y m = f™ Y (21) para todo m > 1. Como 1 < ¢, tenemos que d(f(xo),x1) < 0, asf
' = {xg,x1,22,... } €S Uuna é-pseudo-orbita. Seay € B(1;¢). Como f(y) # x, ya que

z1 > /2, entonces, por (2) del Lema 2.2.4, existe n, € N tal que

O

1€ fro(y)zn, - (14)

Consideramos n, el menor entero donde se cumple lo anterior, por tanto

1 ¢ (fi(y)x;)°, para todoi < ny. (15)

Como f(1) € f(y)r1 y1 ¢ f(y)xlo, entonces, por (15) y (1) del Lema 2.2.4, (1)

fi(y)x; para todoi < ngy. Portanto f™ (1) € fro(y)x,,. Peropor(13)y (14), afirmamos

que |f"(y) — z,,| > €. Concluimos de esta manera que Oy (y) no s-sombrea al’
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3. SOMBREADO EN SISTEMAS DINAMICOS INDUCIDOS

En este capitulo incorporamos los conceptos dinamicos y las funciones inducidas.
Para esto, presentamos los avances existentes relacionados con los sistemas dinéa-
micos inducidos y las propiedades de sombreado y h-sombreado, los cuales han
sido estudiados en &, 2 y 3. Comenzamos con los siguientes resultados tomados de
2. En este trabajo se hace la demostracion para sombreado y se afirma que pa-
ra h-sombreado, la prueba es similar; por esta razoén, realizamos las pruebas para

h-sombreado.

Teorema 3.0.1 Sea (X, f) un sistema dinamico discreto. Si cualquiera de los siste-
mas dindamicos (F,(X), f,.), (C(X),C(f)), (2%,2/) o (F(X), f<*) tiene h-sombreado,

entonces (X, f) tiene h-sombreado.

Demostracion 3.0.2 Supongamos que (2*,27) tiene h-sombreado. Sean ¢ > 0 y
§ > 0 dados por el h-sombrado de (2%,2/). Sea I' = {xy,...,z,} una j-pseudo
Orbita en (X, f). Entonces I'* = {{x¢},...{x,}} es una §-pseudo drbita en (2% ,27).
Como (2%, 2/) tiene h-sombreado, existe un punto A € 2% tal que O,s(A) e-sombrea
aT* y ademas 2/ (A) = {x,}. Pero note que cada punto x de A, e-sombrea a T’
y f"(z) = z,. La demostracion es equivalente para cualquier otra de las funciones

inducidas presentadas en el enunciado.

Teorema 3.0.3 Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcion
continua. Si alguno de los sistemas dinamicos (F,(X), f,), (C(X),C(f)),(2%,2/) o

(F(X), f<v) tiene sombreado, para algunn > 1, entonces (X, f) tiene sombreado.
La prueba del siguiente resultado es similar a la prueba del Teorema 11 en 3.

Teorema 3.0.4 Sea (X, f) un sistema dinamico discreto donde X es un espacio me-

trico compacto. Si (X, f) tiene h-sombreado, entonces (F»(X), f») tiene h-sombreado.
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Demostracion 3.0.5 Seac > 0, tomamos ¢ > 0 dado por el h-sombreado de (X, f).
Seal = {Ay,...,A,} una d-pseudo drbita en F»(X). Para cadai € {0,1,...,m},
A; = {z;,y;} donde es posible que x; = y;. Como H(fy(An_1),An) < 9, tenemos
que H({f(xm-1), fWm-1)},{Tm,ym}) < d. Luego, si es necesario renombramos los
puntos y,, 1 ¥ x.,—1 de tal manera que d(f(x,-1),2m) < 0 Y d(f(Ym-1),Ym) < 0.
Repitiendo este proceso tenemos que d(f(xy—2), Tm—1) < 6 ¥ A(f(Ym—2), Ym—2) < 0.
Procediendo de esta manera tenemos que d(f(x;—1),x;) < 0 yd(f(yi—1),y:;) < 0 para
cadai € {1,...,m}. Asi{xo,...,Tm} ¥ {v0,--.,ym} SON 6-pseudo orbitas en X, por
tanto, existenp y g en X tal que O¢(p) e-sombrea a {zo, ..., xn}, f™(p) = Tm, Of(q)
e-sombrea a {yo,...,ym} ¥ f™(q) = ym- De esto podemos afirmar que Oy,({p,q})
e-sombraal' y fo({p,q}) = Am.

En ' encontramos un resultado méas general ya que trabajan con un espacio compac-
to y Hausdorff mientras que el espacio del teorema anterior es compacto y métrico.
El siguiente resultado de esta seccion esta dado en 3. Y muestra el reciproco del

Teorema 3.0.3 para la funcién inducida fs.

Teorema 3.0.6 Sea (X, f) un sistema dinamico donde X es un espacio métrico

compacto. Si (X, f) tiene sombreado, entonces (F»(X), f>) tiene sombreado.

En el siguiente ejemplo, explicado en ', se muestra un sistema dinamico discreto
(X, f) que tiene sombreado, tal que su sistema dindmico discreto inducido (F,(X), f.)
no lo tiene, para ningun n > 3. Este hecho ya habia sido probado por Gomez-Rueda,

lllanes y Mendez en 2012 3.

Ejemplo 3.0.7 Sea (]0,1],T). Entonces, (F,([0,1]),T,) no tiene sombreado para to-
don > 3.

Fijamosn >3,c=2 ye=4.Seaé € (0,15). Tomamos y € [0,0) para el cual existe
k € N tal que f*(y) = c y f(y) < 3 para todo i < k. Construiremos una é-pseudo

rbita de la siguiente manera: Para cualquier i ¢ N definimos A; = {0, f#m%¥*)(y), c}.
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Es facil verificar que { A; };en €S una 6-pseudo orbita. Supongamos que A € F,(X) e-
sombrea a {A;}ien. Observemos que dado i € N, A; C [0, 2]. Por tanto f(A) C [0, 3]
para todoi € N. Observemos también que por construccion, existe ky € {1,..., k—1}

tal que A1, N (,2¢] # 0 para todo m € N. Como A e-sombrea a { A;}ien,
existe a € A tal que f™ " (a) € (0, 3¢). (16)

Notemos que

£71((0,39)) = (0, %) 0 (1 - 32—51) c (oi) Y (21) |

Sea > el menor elemento de A\ {0} y sea | el menor natural tal que f'(z) > 3e.
Tomamos m € N ta que mk+kqy > 1. Por (16), existe a € A tal que f™ % (a) € (0, 3¢).
Es claro que a # 0, ya que la preimagen de (0, 3¢) es un subconjunto de (0, 1)U(3,1).
Como [ es creciente en [0,1) y fi(A) N (2,1) = 0 para todo i € N, afirmamos que
a < z, contradiciendo la minimalidad de =. Concluimos que (F,(X), f.) no tiene

sombreado.

Del anterior ejemplo observamos que la propiedad bola expansiva de funciones no
se preserva en funciones inducidas.

Aunque (F,(X), f,) con n > 3 no preserva el sombreado cuando (X, f) lo tiene,
podemos decir que el sistema dinamico discreto (F(X), f<“) tiene sombreado finito,

cuando (X, f) tiene sombreado. Los detalles se encuentran en 2.

Teorema 3.0.8 Sea (X, f) un sistema dinamico discreto donde X es un espacio me-

trico compacto. Si (X, f) tiene h-sombreado, entonces (F (X)), f<“) tiene h-sombreado.

Demostracion 3.0.9 Fijjamose > 0y d > 0 dado por el h-sombreado de (X, f). Sea
I'={A,...,A.} unad-pseudo orbita finita en (F(X), f<*). Asumamos que |A;| = n;

para cada i € {0,...,r}. Vamos a construir una familia {I';: j < n} de §-pseudo
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érbitas en (X, f), para alginn € N, donde T; = {da},...,al} y A; = {al: j < n}
para cada i < r. Para este fin, supongamos que A, = {al,...,a"}. Paracada j €
{1,...,n,} construimos una ¢-pseudo Orbita en (X, f) tal que su i-ésimo elemento
esta en A; y su ultimo elemento es a/. Como T' es una §-pseudo drbita, podemos
escogera’_, € A,_, talqued(f(a,_,),al) < 8. Por lo mismo, existe algina’_, € A,_,
tal que d(f(al_,),a’_,) < 4. Continuando de esta manera, obtenemos una 5-pseudo
Orbitas

— [ J
I'={a},....da

para cada j < n,, tal que A, = {al: j < n,} y{al:j <n,} C A paracadai < r.
Seak = max{i < r: A; # {al: 3j < n,}} (si no existe tal k, entonces ya tenemos
nuestra familia deseada) y consideramos A, \ {al: j < n.} = {al: n, < j < n}}.
Como se hizo para A,, para cada n, < j < n}, podemos construir una j-pseudo
orbital’; = {a},...,a}} tal que a! € A; parai < k. Claramente Ay = {a}: j < n};}.
Ahora, como f(a]) € f<“(Ax) y H(f<“(Ax), Ax11) < 0, existe al,,, € Ay tal que
d(f(a}),al,,) < 6. Similarmente, para cadan, < j < nj yk <1i < r existen al € A,
tal que d(f(a}), al,,) < 6, por tanto podemos extender I, a una é-pseudo orbitaT’; la
cual empieza en A, y termina en A,.. Repitiendo este proceso, podemos construir la
coleccion{T';: j < n} de d-pseudo drbitas en (X, f). Como (X, f) tiene h-sombrado,
para cadal'; existe un puntob; € X tal que O;(b;) e-sombreaal; y f"(b;) = al. Sea

B = {by,...,b,}. Porla construccion, B e-sombraal y f<“"(B) = A,.

Teorema 3.0.10 Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion

continua. Si (X, f) tiene sombreado, entonces, (F(X), f<*) tiene sombreado finito.

De los teoremas 3.0.10 y 3.0.3, tenemos que si (F,,(X), f.) tiene sombreado para
algun n > 1, entonces (F(X), f<*) tiene sombreado finito. Pero no necesariamente

tiene sombreado como lo muestra el siguiente ejemplo. Este ejemplo lo tomamos de
2
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Ejemplo 3.0.11 Sean X = {5 : n € U{0}} U{0} y f: X — X dada por f(0) = 0,
f(1) =1y f(55) = 3. Entonces (X, f) tiene sombreado y (F(X), f<“) no tiene
sombreado.

Veamos que (X, f) tienen sombreado. Sea« > 0, tomemos k tal que ;o= < ¢ < 555

2ko
1

y escojamos § < QTO—Q,CO%. Seal' = {xg,x1,...} unadj-pseudo drbita. Por la eleccion
de o, si x,, = 2%0 para algun m > 0, entonces {z,,, tmy1,...} €S la Orbita de z,,.
Notemos que T C [0,e) oI'N e, 1] # 0. En el primer caso O;(0) e-sombrea al'. Para

el segundo caso, fijiamos m el menor natural tal que x,,, > ¢. Luego x,, = 55, por
tanto O (5r+=) e-sombrea aT.

Observemos que la funcion del ejemplo anterior es expansiva positivamente con
constante expansivab = ;. Yaque dados x y = en X exister > 0 talque d(f"(x), f"(z)) >
b. Por tanto, como (X, f) tiene sombreado, concluimos que (X, f) tiene h-sombreado.
Para ver que (F(X), f<*) no tiene sombreado tomemos ¢ =  y § > 0. Existe N > 3
tal que 55 < 6. Definimos Ay = {0,1}, A4y = {0, 5,1}, A2 = f<“(A1) = {0, 55—, 1},
Ay = (FP(A) = {0, 52, 1}, Ay = (f<)N 1A = {0, 5ty 1} = {0,3, 1),
Anir = (f<)N(A;) = {0,1} = Ay. Por construccion

T ={Ao, Ay, ..., Ax, Ao, A1, ...}

es una d-pseudo orbita. Observemos que los conjuntos cuya orbita pueden s-sombrear

al son de la forma

1 1 1 1
B =10, kN’ 9(k—1)N ' 9(k—2)N ' """ ? 9N’ Lo
El numero de iteraciones para que la orbita de B s-sombree a " depende de k, por
tanto la érbita de un conjunto finito no puede s-sombrear aT .
De los teoremas 3.0.10 y 2.2.25, es posible obtener el siguiente resultado (ver 2).

Teorema 3.0.12 Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion
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continua. Entonces, (X, f) tiene sombreado si, y solo si, (2% ,2/) tiene sombreado.
El siguiente resultado esta detallado en 2.

Teorema 3.0.13 Sea (X, f) un sistema dinamico discreto donde X es un espacio
métrico compacto. Entonces, (2%,27) tiene h-sombreado si, y solo si, (F(X), f<*)

tiene h-sombreado.

Demostracion 3.0.14 Supongamos que (2% ,2/) tiene h-sombreado. Sea ¢ > 0, to-
mamos 6 > 0 dado por el h-sombreado de (2*,2/) para . Seal = {Ao,..., A}
una ¢-pseudo orbita en F(X), luego T es una §-pseudo drbita en 2| por tanto, exis-
te C € 2¥ tal que H(f(C),A;) < § paratodoi € {0,....,r — 1} y ["(C) = A,.
Sea B, = A, y digamos que B, = {b._,,...,b"}. Como B, = f7(C), para cada
bl € B,, existeb)_, € f*1(C) tal que f(b\_,) = bl. Sea B: | = {b-_,,...,b",}. Si

H(B;_,, f~4(0)) < £, entonces tomamos B,_, = B;_,. En caso contrario, existen
finitos puntos b}~ 1", ... bl 1" en fr=Y)\ N(B,; %) tal que si
By ={bl_q, ... b b bR, entonces H(B,—q, f7Y(C)) < £, asi

H(B,_1,A,_1) < e. Renombramos los puntos de B,_, de la siguiente manera: B,_, =
{bt_,,...,b"7'}. Continuando este proceso obtenemos By, = {b},...,b}°} un sub-
conjunto de C, cuya orbita bajo f<“ e-sombrea al' y por construccion f"(By) = A,.
Concluimos que (F(X), f<“) tiene h-sombreado. El reciproco se tiene por la Propo-

sicién 2.2.23 ya que F(X) es denso invariante en 2% bajo 2/ y 27| p(x) = f=*.
De los teoremas 3.0.8 y 3.0.13 tenemos el siguiente resultado (ver 2)

Teorema 3.0.15 Sea (X, f) un sistema dindmico discreto donde X es un espacio
métrico compacto. Entonces, (X, f) tiene h-sombreado si, y solo si, (2X,2/) tiene

h-sombreado.
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4. SOMBREADO Y 7-SOMBREADO EN (C,,(X), C,.(f)).

En este capitulo estudiamos el sombreado y h-sombreado en (C(X), C(f))y (Cn(X), Cr(f))
para cualquier entero positivo n, cuando (X, f) tiene o no sombreado o h-sombreado.

El siguientes resultado es consecuencia de ° y 1°.

Teorema 4.0.1 Existe un homeomorfismo f: S — S tal que (S*, f) tiene sombrea-
doy (C(S*),C(f)) no tiene sombreado.

Como sabemos, el h-sombreado, implica sombreado finito, y si el sistema dinamico
esta definido en un compacto, éste, a su vez, tiene sombreado. Con el siguiente

ejemplo mostramos que el reciproco no es cierto en general.

Ejemplo 4.0.2 Sea (S', f) el sistema dinamico discreto donde

A 1, Sig <2 Gp> i,
fe") = ’ ’ (17)

el gj 2 < ) < AT

Entonces (S*, f) tiene sombreado y no tiene h-sombreado.

Note que f(B(1;%)) € {1}, esto lo podemos visualizar en la Figura 3, donde obser-
vamos que la imagen de cualquier punto de la franja roja es el 1, por tanto se cumple
la condicién 7 del Teorema 2.2.16. Concluimos que (S*, f) no tiene h-sombreado.
Para probar que (S?, f) tiene sombreado mostraremos antes las siguientes afirma-

ciones.

9 K. YANO. “Generic homeomorphisms of S1 have the pseudo-orbit tracing property”. En: J. Fac.
Sci. Univ. Tokyo Sect. IA Math. 3 (1987), 51-55.

10 A. ARBIETO y BOHORQUEZ J. “Shadowing, topological entropy and recurrence of induced Mor-
se—Smale diffeomorphism”. En: Mathematische Zeitschrift 303 (2023).
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Y.
e 3"’

Figura 3. Diagrama de la funcién del Ejemplo 4.0.2

Afirmacion 4.0.3 SiU = B(e™; %), e € (0,5) yx € U, entonces existe § > 0 tal que
B(f(x);e +0) C f(B(se)).

Seand = cyw € B(f(x);2¢). Escribimos z = ¢ donde por la simetria de f podemos
suponer que ¢ < 7. Como f (e%’”> =%, f(e™) = ey e < I, tenemos que w = ¢
donde 3 < 4Ty w # 1. Como [ es sobreyectiva y w # 1, existe z = ¢* € S*
tal que f(z) = wy z € B(e™;%). Supongamos que d(z,z) > e. Por la regla de
correspondencia de f se tiene que d(f(x), f(z)) = |[(—27 + 30) — (=27 + 3a)| =
3|0 — a| = 3d(z,z) > 3¢, lo cual contradice que w € B(f(z);2¢). Concluimos que
w € f(B(x;¢€)).

Afirmacion 4.0.4 Sin = {y,,...,yx} €s una a-pseudo drbita donde y, ¢ B(e™; %) y

a < §, entonces d(y;,1) < aparai € {3,...,k}.

Supongamos sin pérdida de generalidad que y, = ¢ donde ¢ < 5F. Luego f(yo) =
e’ donde 0, < %, por tanto y; = ¢ donde 6, < 7. Asi f(y1) = %' donde 6; < Z,
luego y» = ¢+ donde 6, < <, por tanto f(y,) = 1. Concluimos que d(y;, 1) < a para
todoie {3,... k}.

Ahora probaremos que (S*, f) tiene sombreado. Dado ¢ € (0, §), sea d < min{dy, ¢},

donde §; es dado por la Proposicion 2.2.9 paran = 3. Sea I' = {zg,...,z,} una
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d-pseudo orbita. Podria pasar que I' C B(e™; %) o que exista j € N tal que z; ¢
B(e™; §). Para abordar ambos casos al tiempo supongamos que z, € B(e™; %)y j €
N es el menor indice donde z; ¢ B(e™; %). Por la Afirmacion 4.0.3 y Teorema 2.2.28,
tenemos que, existe z € S* talque d(f'(z),z;) < e,parai € {0,...,j—1}y fi(z) = ;.
Por la Proposicién 2.2.9, afirmamos que d(f*"(z),z;,) < ¢ para r € {0,1,2,3}.

Finalmente, por la Afirmacion 4.0.4, concluimos que d(f'(z),z;) < ¢ parai > j.

A continuacién veremos que la funcién definida en la expresién (17) satisface tam-

bién que (C(S'), C(f) no tiene sombreado.

Ejemplo 4.0.5 Sea (S, f) un sistema dindmico discreto donde

o 1, sif <2 60>,
f(e™) =

6(727r+39)i’ SI— <fh<in
Entonces (C,,(S'), C,.(f)) no tiene sombreado.

Sean > 2 un natural, tomamos ¢ < min{ -, {<}. Dado ¢ € (0, 7), existe r € N tal que

fr(e™9%) = 1y construimos I = { Ay, 4, ... } de la siguiente manera:

Ao =B 5)u{{em } € C(SHIk € {0,...n—2}}; A1 = C(f)(Ao) = B(e™; 5)U{{1}};
Ay = C(f)(A1) = S Ay = S*\ B(e™;2); y en general, para cada j > 4, A;
C(fY~3(4s).
Notemos que

r+3 {1} (18)

Probaremos que para todo Z € By (Ao;e), Oc,5(Z) no e-sombrea a I'. Sea Z <
By (Ap; ). Como Ay tiene n componentes conexas y la distancia entre cualesquiera
dos de ellas es mayor que 2¢, tenemos que e™ € Z, por tanto e™ € C(f)"™(Z). Asi
por (18), afirmamos que H(C(f)"3(Z), A,43) > «.

39



Observemos que la funcién f: St — S definida en (17) es tal que (S?, f) tiene

sombreado y su sistema inducido (C'(S'), C'(f) no tiene.

Con el siguiente teorema mostramos una condicién necesaria y suficiente para te-

ner la equivalencia del sombreado entre los sistemas dinamicos discretos (X, f) y

(C(X),C(f))-

Teorema 4.0.6 Sea f: [0,1] — [0,1] una funcién continua tal que f~'(y) es conexo
para todoy € [0,1]. Entonces ([0, 1], f) tiene sombreado si, y solo si, (C([0,1]),C(f))

tiene sombreado.

Demostracion 4.0.7 Supongamos primero que (X, f) tiene sombreado. Sean ¢ >
0. Tomemos 6 > 0 dado por el sombreadode (X, f) yI' = { Ay, ..., A,} unaj-pseudo
Orbita en (C(X),C(f)). Denotemos por a; = min(A;) y ' = max(A;), para cada
i € {0,...,n}. Supongamos que [ es creciente. Probemos que T i, = {ag,...,a,}
es una §-pseudo orbita en (X, f). Como I' es una §-pseudo orbita tenemos que para
fodo i < n, H(C(f)(A;), Aix1) < 0, por tanto, d(f(a;),a) < § para algun a € A4
yd(f(y),a;41) < 0 para algun y € A;. Por definicion de a; y como f es creciente,

obtenemos las siguientes desigualdades:

a; <y fla) < f(y); ¥ aiy1 < a.

Afirmamos que d(f(a;),a;+1) < d. Puesto que sia;11 < f(a;), entonces

air1 < fla;) < f(y),

ycomod(f(y),a.+1) < 6, concluimos que d(f(a;),a;+1) < . Ahora si suponemos que
a;+1 > f(a;), entonces

a> a1 > fla;),
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y como d(f(a;),a) < §, concluimos que d(f(a;),a;+1) < . Por tanto T i, €s una -
pseudo drbita en (X, f). De manera similar se prueba queT g = {a°,...,a"} esuna
d-pseudo orbita en (X, f). Sean z, y =, elementos de X tales que O;(z,) e-sombrea

alminy Of(z) c-sombrea al ns. Asi para todoi < n:

d(f'(z1),a;) < e yd(f(z),ad) <e. (19)

Probaremos que Ocy)(z1%;) e-sombrea a I'. Es decir H(C(f)"(z1z2), A;) < ¢ para

todoi < n. Sea i < n. Supongamos que existe = € C(f)"(z1z2) = fi(z1)[f*(z2) tal

que para todo a € A;, d(a,z) > ¢, entonces por (19), z ¢ a;fi(z1) y z ¢ a'fi(z2). Por
tanto a; < z < a', luego A; N [0,2) #0 y A; N (2,1] # 0 y como = ¢ A; se tiene que
A; C [0,2) U (z,1], pero esto no puede suceder porque A; es conexo. Concluimos
que

Fi(z20)fi(z) © N(Aize).

De manera similar si suponemos que existe a € A; tal que para todo z € fi(z1)f*(z2),
d(a,z) > €, entonces por (19), a ¢ a;f(z1), a & a'fi(z) ¥y a & fi(z1)f*(22). Luego
fi(z1)f(z2) se puede separar por los abiertos [0,a) y (a,1] pero esto es absurdo

porque fi(z1)f*(z2) es conexo. Concluimos que
H(f!(21), fi(z2), Ai) = H(C(f)'(7z2), Ai) < e.

Supongamos que f es decreciente. Probaremos que I'y = {ag,a',as,a®,...} es
una §-pseudo orbita. Como I' es una §-pseudo Orbita, entonces para todo i < n,
H(C(f)(A) A1) < 8, portanto, d(f(a;),a) < é paraalgina € Ay yd(f(y),a™) <6

para algun y € A,.

Seai < n par. Afirmamos que d(f(a;),a"™) < 4. Ya que si f(a;) < a"*!, entonces por

ser f decreciente f(y) < f(a;) < a'™, asid(f(a;),a™") < §. Por otro lado, si f(a;) >
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a'™', por definicién de a'*', obtenemos f(a;) > a'*' > a, luego queda probada
la afirmacion y por tanto, concluimos que T'; es una é-pseudo Oorbita. Igualmente
podemos probar que Ty = {a°, ay,d?, ...} es una §-pseudo drbita.

Sean b, y b, elementos de X tales que O;(b,) e-sombrea al'y y Os(by) e-sombrea a

I's. Asiparatodoi < n:

d(f'(br),a1;) < e yd(f'(bs), an) < e (20)

donde ay,; es el i + 1-ésimo elemento de T';..

Probemos que Oy (bib,) e-sombrea aT. Es decir H(C(f)'(bib2), A;) < € para todo
i < n.Seai < n impar. supongamos que existe b € fi(b)fi(by) tal que para todo
a € A;, d(b,a) > e, entonces por (20), b ¢ a'fi(b1); b ¢ a;fi(by) yb ¢ A;. Entonces A;

puede ser separado por los abiertos [0,b) y (b, 1] lo cual contradice el hecho que A,

es conexo. por tanto
fi(b1) fi(b2) C N(As€).

Ahora, supongamos que existe a € A; tal que para todo b € fi(by)fi(bs), d(b,a) > ¢,
entonces por (20), a ¢ a'fi(b1); a & a;fi(bs) ¥y a & fi(b)[f(ba), luego fi(by)fi(b2)
se puede separar por los abiertos [0,a) y (a,1] contradiciendo la conexidad de

fi(by) fi(b2). Concluimos que Oc ) (biby) c-sombrea aT.

Note que si (X, f) es un sistema dindmico donde f es un homeomorfismo, entonces
se cumple que |f~!(y)| = 1. Luego, por el Teoremas 4.0.1, un resultado como el del
Teorema 4.0.6 no se tiene si cambiamos el espacio [0, 1] por S*.

La siguiente proposicion muestra una familia de sistemas dindmicos discretos que
satisfacen las hipétesis del Teorema 4.0.6, donde su sistema dindmico discreto in-

ducido al hiperespacio de los subcontinuos no tiene h-sombreado,
Proposicion 4.0.8 Sean X = [0,1] y f: X — X dada por f(x) = cx donde 0 < ¢ <
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1. Entonces:
a. (X, f) tiene sombreado;
b. (X, f) no tiene h-sombreado;
c. (C(X),C(f)) tiene sombreado;

d. (C(X),C(f)) no tiene h-sombreado.

Demostracion 4.0.9 Veamos que | satisface cada afirmacion. Veamos primero que
. _ 1 _
f tiene sombreado. Seane > 0y = —ze cona € N talque c < 5. Seal =

{9, x1,...} una é-pseudo-orbita. Note que
d(f(x), f(y)) = |ex — cy| = clz — y| = cd(z,y). (21)

Sea y € B(xo;¢). Por (21), d(f(y), f(z0)) < ce. Luego, d(f(y),z1) < ce + 7e <
e 4+ —e = e Sid(f'(y), =) < e, entonces d(f"'(y), f(x;)) < ce. Por tanto,

d(f*(y), zis1) < ce + 7€ < . Asl, para todo I € N se tiene que d(f*(y), z1) < e.
De lo anterior, f tiene sombreado.

Notemos que sic = 1—c yd > 0. Definimos la §-pseudo drbital’ = {1,¢,c?,...,c", 0}
donde ¢* < 5. Note que f"'(z) # 0 para cada » € (1 — ¢,1]. Asi, f no tiene h-
sombreado.

Finalmente, (C(X),C(f) tiene sombreado por el Teorema 4.0.6; y (C(X),C(f) no

tiene h-sombreado, por la parte b, y el Teorema 3.0.1.

En el Teorema 4.0.6 mostramos condiciones para que se preserve el sombreado
en el sistema dinamico discreto inducido de un sistema dinamico discreto, donde el
espacio es [0, 1]. En el siguiente teorema presentamos condiciones para que suceda

lo contrario.
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Teorema 4.0.10 Sea ([0, 1], f) un sistema dinamico discreto donde se cumple lo

siguiente:

1. Solo existen dos puntos fijosp y q,

2. q es punto de corte y p es punto de no corte,

3. siz €[0,1]\ {p,q}, entonces lim,,_,, f"(z) = p.
Entonces, (C([0,1]),C(f)) no tiene sombreado.

Demostracion 4.0.11 Supongamos sin pérdida de generalidad que p = 0. Asi,
p < q. Seae > 0 tal que By({p};¢),Bu({q};¢) y Bu([p,ql;¢) son disjuntos dos a
dosy1l¢ B(qe).

Dado § > 0, con 6 < e, definiremos una 6-pseudo drbita ' = {Ay, A1...} en
(C(X),C(f)) de la siguiente manera:

Sea Ay = B(q;¢). Tomando = = q + ¢ en B(q;¢), por la condicién 3, existe r €
N tal que f"(z) € B(p;d). Definamos A; para cada i > 1 asi: A1 = C(f)(Ao) \
B(g;%); y A; = C(f)'"'(A1), siempre que i > 1. La Figura 4 ilustra, en el sistema
dinamico discreto de la Proposicion 4.0.15 (este sistema cumple las condiciones
del Teorema 4.0.10), la sucesion { Ao, A4, ... }. Para mostrar que I" es una 6-pseudo

Orbita, solo debemos demostrar que A, es conexo. Para esto, observe lo siguiente:
Afirmacion 4.0.12 [0,q] = f([0,q]) ¥ f(lq,1]) €0, q].

Como f es continua, f(0) = 0, f(¢) = q y [0,q] es conexo, se tiene que [0,q] C
f(10, q]). Ahora mostraremos que f([0, q]) C [0, q]. Supongamos que existe y € [0, ¢|
tal que f(y) > q. Entonces por el teorema del valor intermedio, existe c € (0,y) tal
que f(c) = q, pero esto contradice la condicion 3. Concluimos que [0, q] = f([0, q]).

Para probar que f([q,1]) C [0, q|, mostraremos primero que existe z € [q, 1] tal que

f(2) < q. Supongamos que para todo z € (q,1], f(z) > q. Luego, para todo x € (¢, 1]
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Figura 4. Representacion de I’

se tiene que f"(x) > ¢, por tanto O(x) no tiende a p. Lo que contradice la condicion
2. Asi concluimos que existe = € [q,1] tal que f(z) < q. Por tanto si para algun
x € [q,1] se tiene que f(z) > q, entonces por el teorema del valor intermedio existe
c € 7z tal que f(c) = q, contradiciendo la condicién 3. Lo que implica que para todo
z € (¢, 1], f(z) < g, es decir f([g,1]) € [0,q].

De lo anterior concluimos la prueba de la Afirmacion 4.0.12. De esto, I" es una §-
pseudo orbita.

Mostraremos algunas propiedades para argumentar que ningtn punto de C(]0, 1])

puede sombrear al.
Afirmacion 4.0.13 Para todo x € (0,q), f(z) < x.

Note que si existen w y z en (0,q) tales que f(w) > w y f(z) < z, entonces por el
teorema del valor intermedio, existe c € wz tal que f(c) = c. Por lo anterior si existe
y € (0,q) tal que f(y) > y, entonces, para todo = € (0,q), f(x) > x. Asi, por la
afirmacion 4.0.12, para todo = € (0,q), O¢(z) no tiende a p. Lo que contradice la

condicion 3. Esto concluye la prueba de la afirmacion.
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Afirmacion 4.0.14 Existe k € N tal que
C(f)* (A1) N Blg;e) = 0. (22)

Probaremos la afirmacion por contradiccion. Supongamos para todo k € N, existe

x, € A, tal que d(f*(z1), q) < €. Sin pérdida de generalidad asumimos que
lim x, = y. (23)
k—o0

Por ser f continua y la condicion 3, existenj € N ya > 0 tal que H(f7(B(y; a)), {p}) <
0. Por (23), existe un natural no > j tal que si k > ny, entonces . € B(y;«). Por
tanto d(f’(zx),q) > € y d(f*(xx),q) < &, asi existe | € Ntalquej <1l < ky
fYxr) < f(xp), lo cual, por la Afirmacion 4.0.13, no puede suceder. Asi conclui-
mos la prueba de la afirmacion.

Ahora probaremos que I no se puede c-sombrear por ningun punto de C([0,1]).
Sea Z € C([0,1]) tal que H(Z, Ay) < . Como diam(Ag) = 2¢, q € Z. Por tanto, q €
C(f)"(Z) paratodon € N. De lo anterior y (22) tenemos que H(C(f)*(Z), Ap11) > €.

Asi podemos concluir que Z no s-sombrea aT'.

En la siguiente proposicion mostramos un sistema dinamico discreto (X, f) que tiene
sombreado y satisface las condiciones del teorema anterior, por tanto el sistema

dinamico discreto inducido (C(X), C(f)) no tiene sombreado.

Proposicion 4.0.15 Existe un sistema dinamico discreto ([0, 1], f) que tiene som-

breado, pero su sistema inducido (C([0,1]), C(f)) no tiene sombreado.
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Demostracion 4.0.16 Sea f: [0,1] — [0, 1] dada por

;

0, six € |0, 14];

f@)=1q22 -1 sizell4,12];

29

1—ux, siz e [12,1].

\

Ndtese que por el Teorema 4.0.10, (C([0, 1], C(f)) no tiene sombreado. Luego, mos-
tremos que ([0, 1], f) tiene sombreado. Como § = méx{f(z) : = € [0,1]}, la siguiente

afirmacion se sigue de la definicién de f.

Afirmacion 4.0.17 SiT = {x¢,x1,...} es una j-pseudo 6rbita en ([0, 1], f) para al-

guné > 0, entonces x; < 5 + 6 paratodoi € {1,2...}.
Ademas, por el Ejemplo 2.2.32, tenemos lo siguiente:
Afirmacion 4.0.18 ([0. 3]. f|,1)) tiene sombreado

Sea ¢ > 0. Por la Afirmacion 4.0.18, existe n < (0,5) tal que para toda n-pseudo

drbita en ([0, 1], f|[07%1), existe z € [0, 3] tal que (Df‘[o 1](2) la 5-sombrea. Sean = 1y
)

I' = {zg,21,...} una d-pseudo orbita en ([0, 1], f). Definimos:

a. I'y = {yo, 1, ...}, donde

- . 7 1.
Xi, SIZ:OOl'Z'Si,

Yi
%, Sil’i > %

b. FQZ{yl,y27...}.

Probaremos primero que Iy es una n-pseudo drbita en ([0, 3], f |[0,%])- Observemos
que siy, = 3, entonces =, € [£, 1 + ), y como T es una é-pseudo drbita, =, €
0y, = xo. De cualquier manera |y, — f(y1)| < 6 <.

(53—, 2+4). Por definicion, y, = 5
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Por otra parte, supongamos que y, = =, < 5. Note que si z, > 3, entonces y, = 3.

Por ello, es claro que

N3

Ui
+2

i, 5) = (3,000 ) < a4 (00 5) < T+ D=y

Por el contrario, siz, < 3, entonces x, = y», luego

d(y2, f(y1)) = d(x2, f(21)) < 7.

De lo anterior, concluimos que d(f(y1),y2) < n. De manera general, tomando cual-
quieri > 2, repitiendo el argumento, obtenemos que d(f(y;),vi+1) < n; €s decir, T's es
una n-pseudo orbita en ([0, 31, fl,1)). Asi, por la Afirmacion 4.0.18, existe z € [0, 5]
tal que Of|[0é](z) s-sombrea arl’;.

Note que d(f(xo),z1) < L. Luego siz; < 3, entonces y, = z; y d(f(yo),y1) < 2. Por
otra parte, si x, > % entonces iy, = % y por la Afirmacion 4.0.17, d(y,,z1) < %. Luego
d(f(yo),y1) < n. Concluimos que I'y es una n-pseudo orbita en ([0, 1], f).

Como y; < % d(f(yo),y1) < n y de la regla de correspondencia de f, tenemos que
existe y € [i, 1] tal que f(y) = v1 y d(y,y0) < n. También existe w tal que f(w) = z y
d(w,y) < 5. Asid(w,yo) < e. Por tanto, Oy(w) e-sombrea aT';.

Finalmente probaremos que Os(w) c-sombrea a I'. Tenemos que d(w, z,) < . Sea

1 € N. Consideramos dos casos:

1. x; < 5. Porlaconstruccién deT'; yT'; se tiene quey; = x;. Comod(f*(z),y;) <

Sy 7 (z) = fi(w), entonces d(f'(w),z;) < e.

2. z; > 5. Por la Afirmacién 4.0.17. d(z;, 3) < 1. Por la construccién de I'y y T,
tenemos que y; = 1. Asi d(z;,y;) < L. Como d(f"(2),y;) < Sy fl(z) =

fi(w), entonces d(f'(w),z;) < d(f'(w),y;) + d(yi, ;) < 5+ 2 <e.
Buscando condiciones para que la propiedad de sombreado se preserve recorda-
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mos que cuando tenemos un sistema dinamico discreto y la funcién de este es bola
expansiva, entonces el sistema tiene h-sombreado. En el siguiente resultado vemos

que la propiedad bola expansiva no se preserva de la funcién f a la inducida C'(f).

Proposicion 4.0.19 Existe una funcion bola expansiva f tal que su funcion inducida

C(f) no es bola expansiva.

Demostracion 4.0.20 Sea f la funcion tienda. Veamos que C(f) no es bola expan-
siva. Para esto, basta observar que si D = [3 —¢, 1 +¢] entonces C(f)(B(D;¢)) tiene
interior vacio. Pues, si A € B(D;e), entonces 5 € A y por tanto, 1 € C(f)(A). Todo
subcontinuo de [0, 1] que contenga a 1, se puede aproximar por continuos que no
tienen a 1. De lo anterior, es imposible que B(C(f)(D);pue) € C(f)(B(D;¢)) para

ningun 1 > 1. Asi, C(f) no es bola expansiva.

Dos sistemas dindmicos que hemos presentado son (S, g) donde g(z) = 2? para
cada z € S',y ([0,1],7) donde T es la funcién tienda. Estos dos sistemas tienen
la caracteristica de que sus funciones tienen la propiedad de ser bola expansiva.
Aunque ya vimos en el anterior ejemplo que este propiedad no necesariamente se
preserva a las funciones inducidas, en los siguientes resultados mostramos que sus

sistemas dinamicos discretos inducidos si tienen sombreado.

Ejemplo 4.0.21 Sea g: S — S! dada por g(z) = 2* para cada > € S!, entonces
(C(S1),C(g)) tiene sombreado.

Para probar la veracidad del ejemplo se mostraran las siguientes dos afirmaciones.

Afirmacion 4.0.22 Sean U = {A € C(S') | didm(A) < 5}, e € (0,5) y A e U.
Entonces B (C(g)(A);e +6) C C(g)(Bu(A;¢€)) para algun 6 > 0.

Sead =c.Dados A€ Uy FE € By(C(g)(A);2¢), tenemos que E C N(C(g)(A);2¢)
y C(g9)(A) C N(E;2¢). Como g es bola expansiva E C g(N(A4;¢)). Note que N(A;e)
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es conexo Yy su diametro es menor que . Esto implica que g|na;.) €s inyectiva, por
tanto, existe D C N(A;e) conexo, cerrado y tal que g(D) = E. Sea = € A. Luego,
existe d € D tal que d(g(z),g(d)) < 2¢; es decir, g(x) € B(g(d);2¢) y por tanto,
g(z) € g(B(d;e)). Como ¢ < g, gl €s inyectiva. Asi, z € B(d;¢). De lo anterior,
AC N(D;e)y D € By(A;e).

Afirmacion 4.0.23 Sin = {E,,...,E,} es una a-pseudo 6rbita en C(S') donde

diam(Ey) > = y a < &, entonces d(E;, S') < a para todoi € {3,... k}.

Como didm(E,) > %, didm(f(Ey)) > m, y por tanto didm(E;) > . Asi diam(f(E;)) >
™. Luego didm(E,) > =, De esta manera se tiene que g(E,) = S*. Concluimos con

esto la prueba de la afirmacion, pues d(Es, S?) < a.

Sea ¢ € (0, 7). Tomamos § < min{é;,<}, donde 6, es dado por la Proposicion 2.2.9
paran = 3. Sea I' = {Y,...,Y:} es una §-pseudo érbita en C(S'). Observemos
que tenemos tres casos: diam(Y;) < 5 para todo i < k; diam(Y;) > 7 para todo
i < ky la negacion de los dos casos anteriores. Para exponer los argumentos que
prueban los tres casos supongamos que diam(Y;) < 7 y que existe j > 0 el menor
natural tal que diam(Y;) > 7. Por la Afirmacion 4.0.22 y el Teorema 2.2.28, tenemos
que, existe Z € C(S') tal que H(C(g9)'(Z),Y;) < e, paracadai € {0,...,5 — 1}y
C(g)/(Z) =Y;. Por la Proposicion 2.2.9, podemos afirmar que H(C(g)’*"(Z),Y;1r) <
e para todo r € {0,1,2,3}. Finalmente, por la Afirmacion 4.0.23 , concluimos que
H(C(9)(Z),(Y;)) < € para los restantes i's en {1, ..., k}.

A continuacién, en el Teorema 4.0.30, mostraremos que ([0, 1], C(T")) tiene sombrea-

do, pero antes, mostraremos tres lemas necesarios para la demostracion.

Lema 4.0.24 Sea ([0, 1],T') un sistema dinamico discreto donde T es la funcion tien-
da. Dadose >0y A € C(X). Si; € Aydidam(A) < £, entonces By (C(T)(A),%) C
C(T)(Bu(4,¢)).
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Demostracion 4.0.25 Seanc > 0 y A € C(X) que satisfacen las hipotesis. Sea
D € By (C(T)(A); %£). Tenemos que D C N (C(T)(A),%) y C(T)(A) C N (D,%).

Como T es bola expansiva se cumple que
3e
v (cmw.F) eTavas.

Por tanto D C T(N(A,¢)). Queremos probar que D € C(T)(Bu(A,¢c)). Sean d =

max(D), ap = min(C(T)(A)) y dy = min(D). Consideremos dos casos:

m d = 1. Fijlemos a € A tal que T'(a) = ay. Note que

d(a, 3) = max({d(y, 3)ly € A}). (24)

2

Sean s, y s, tales que T(s) = T(s2) = do. Como D € By (C(T)(A); %),

tenemos que

d(do,ao) < % (25)

Supongamos que s, estd mas cerca a a que s,, entonces, ; ¢ as;°. Asi, por

(25) y el Lema 2.2.4, d(s1,a) < . Por tanto, 1s; C N(A,¢). Por otro lado

2
sear € A, luego d(z,3) < £ ya que diam(A) < 5. Sid(z,1) = £, entonces,
por la ecuacion (24), x = a. Por tanto, x € N (g; e). Sid(z, %) < g, entonces

z € N(Lsi;¢). Concluimos que 1s, € By(A,¢), ademés C(T)(1s)) = D.

m d # 1. Sabemos que existen z, y z, tales que T'(z,) = T'(z2) = d. Supongamos

sin pérdida de generalidad que
diam([3,1] N A) > diam([0, 3] N A). (26)

Supongamos que z; € [3,1]. SeaZ = [z, d;] donde T (d,) = dy. Como d(T(dy), ap) <

% yd(d,1) < %, por el Lema 2.2.4, afirmamos que d(z», ) < % yd(dy,y) < £
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para alginy € A. Como § € A, concluimos que Z C N(A,e).

Seaac A. Sia €0, %], entonces, por (26), d(a, %) < %, luego

da,2) < d(a,}) +d(}, ) <d(a', }) + 5 <5+

FNITO)
e

Por tanto a € N(Z, ). Ahora supongamos que a € [3,1], entonces d(a, 3) < £.
Como {z,a} C [3,1] yd(z, ) < %, tenemos que d(z,,a) < . Concluimos que
ACN(Z,e).

Asi D = C(T)(Z) € C(T)(By(A,¢).

Lema 4.0.26 Sea ([0,1],7') un sistema dinamico discreto donde T es la funcion
tienda. Para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que si A € C([0,1]) y 1 ¢ A° entonces
Bu(C(T)(A),e +6) C C(T)(Bu(A,¢)).

Demostracion 4.0.27 Seac > 0 tomamos § = . Sea A € C([0,1]) tal que § ¢ A°.
Sea D € By (C(T)(A);2¢). Notemos que H(D,C(f)(A)) < 2¢. Luego,

D C N(C(f)(A);2¢) y C(f)(A) € N(D;2e). (27)

Como T es bola expansiva, D C T(N(A;¢)). Ahora, como 5 ¢ A°, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que A C [0, 3]. Como C(T') es sobreyectiva, existen Z, y
Z, enC([0,1]) tales que Z, C [0, 3], Z> C [, 1] y C(T)(Z1) = C(T)(Z>) = D.

Veamos que Z, C N(A;¢). Supongamos lo contrario, esto es Z; ¢ N(A;e). Luego,
existe z € Z tal que d(z,a) > € paratodoa € Ay como i ¢ za°, d(T(z),T(a)) > 2,
para todo a € A. Esto contradice (27), por tanto Z; C N(A;e).

Supongamos que A ¢ N(Zy;¢); es decir, existe a € A tal que d(a, z) > ¢ para todo
z € Z;. Como % ¢ za°, entonces d(T(z),T(a)) > 2 para todo z € Z,. Como T (Z,) =
D, C(T)(A) € N(D,2e). Contradecimos (27). Se concluye que A ¢ N(Zi;¢), y
Z1 € By(A,e).
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Lema 4.0.28 Sea ([0, 1], T') un sistema dinamico discreto donde T es la funcion tien-

da. Seanc € (0,1) yr talesque2'~'e < 1 < 27¢, y

€ e — 1
0 < mi 2 ) 28
mln{2r+2+2r+2r—1+_,,+1’2T+1+2r+_,,+1} ( )

SiT = {Ag, Ay,..., A,} esunad-pseudo drbita en (C[0,1],C(T)) tal que diam(Ay) >

£ yi e Ay entonces Oc(y)(Ay) e-sombreaarl.

L — 9re. Definimos

Demostracion 4.0.29 Dados = € (0,1) y r tales que 2" ' < 1

5 > 0 como en (28). Consideremos I' = {Ao, Ay, ..., A,} una §-pseudo orbita en
C0,1] tal que didm(Ay) > 5 y 1 € Aj. Sean a' = méx A;, a; = min4;, yo € Ay el
punto que estd mas lejos de %, y1 = T(yo) y yi = max T*(A,) para cadai > 2.

Como T es una §-pseudo orbita, H(C(T)(Ap), A1) < 6. De esto,

d(y1,a1) <6 y d(1,a") < 6. (29)

Como didm(Ag) > %, d (yo, ) > £. Luegoy; <1 —%. Asi de (29) se tiene que

£
CL1<1—§+(5

Ademas, como d(0, f(a')) <26 y d(y2,T(a1)) < 26,

d(0,a9) <25 +0 ¥ d(ys,a*) <20 + 6.

Asi, paratodoi € {1,...,n}, se tiene que

d(0,a;) <27+ + 5 y d(yi,a’)) <275+ + 0. (30)
Consideremos dos casos:

w d(a,3) < 6, d(y1,3) < 6 6ay < 5. Este caso esta dividido en tres casos
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pero sus pruebas son similares. Supongamos que d (a;,1) < 4. Entonces
d(T(ay),1) < 26. Luego, d(a* 1) < 36. Sabemos que d(ay,0) < 30. As/,

€ 3
Note que 6 < ¢, ya que § < semrsrsr—trooy

De (30) y (31), tenemos que d(a3,0) < 76 y d(a®,1) < 4. Por consiguiente,
A; € By([0,1],30) para todo i > 4.

Ahora, como d (a1, %) < & entonces d (y:, 1) < 20. Por tanto, d(y»,1) < 44. De
ahi, concluimos que

C(T)*(Ap) € By([0,1]; 46). (32)

Luego, [0,1] = C(T)'(A,) para todo i > 3. Note que de (31) y (32) se tiene que
H(Ay, C(T)?*(Ap)) < 76 < €. Asl,

C(T)"(Ay) € By(A;, ¢) para todo i < n.

d(a1,3) 20, d(y1,5) 2 d y a1 = 5. Como a; > 5 yar < 1 — 5+ 6 entonces

flar) > f(1 =5 +0) =e—26, asia*> > e —20 — ¢, por tanto,

@t >27% — 27§ —...—§ paratodo0 <i<r+?2.

re_1
252

Por lo anterior y como 6 < sroiy

tenemos que

A>T 5> (33)

| —

Supongamos que para todot € {2,...,n} se tiene que a' < 3.
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Entonces, por (33),
n<r+1 (34)

Luego, por (34) y (30), H(C(T)!(Ap), A;) < e.

Ahora supongamos que existe t € {2,...,n} tal que a* > % Consideremos
que t es el menor con tal propiedad, entoncest < r + 2. Yaque sit > r + 2,

entonces a"? < % pero esto contradice (33). Seai < n.

Por (30), tenemos que
H(C(T)(Ap), 4;) < e, paratodoi <r+2, (35)

Sii > r + 2, entonces i > t. Note que por (30), d(0,a;) < 28715 + -+ 4§ <

271§ 4. 46 < e y comoa' > 3, entonces
d(a11,0) < 26+ -+ y d(1,a") < 6. (36)

Y como d(y,,a') < 27" + -+ y o' > 3, entonces y, > 5 0 d(y,,3) <
2715 + - + 0. Luego, d(yiy1,1) < 285 + -+ + 20. Asi, por (36), d(yiy1,a'™) <
2 + - -+ 25+ & < . Por tanto,

H(C(T)""(Ag), Apa) < e (37)

Por (36), A; € By([0,1];38) para cadai >t + 1 y como d(yi41,1) < £ < 1,
C(f)(Ag) =10,1] parai >t + 1. Asi

H(C(T)(Ap), A;) < ¢ paratodoi >t + 1. (38)

Recordemos que t < r + 2, luego sit = r + 2, entonces, por (35), (37) y (38)
concluimos que H(C(T)'(Ay), A;) < € paratodoi € {0,...,n}.
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De los dos casos tenemos que Oc s (Ay) c-sombreaal.

Teorema 4.0.30 Sea ([0, 1],T") un sistema dinamico discreto donde T es la funcion
tienda. Entonces (C([0,1]),C(T)) tiene sombreado.

Demostracion 4.0.31 Seac € (0,3) \ Q. Tomamosr € N y § > 0 como en el Le-
ma 4.0.28. Sabemos que 6 < 5. Seal' = {Ay, A1,..., A} una 0—pseudo orbita.
Supongamos que existe j < n el menor natural donde diam(A;) > 5y % € A3

Luego, para todo i < j, didm(A;) < £ 61 ¢ A?. Asi, por los lemas 4.0.24 y

4.0.26, tenemos que By (C(T)(A;), %) € C(T)(Bu(A; ¢€)) para todo i < j. Como
H(C(T)(Ai-1), A;) < é paratodoi < j, tenemos que By (A;;) € By(C(T)(Ai-1); ).
Por tanto

Bp(A;;e) CC(T)(Bu(Ai—1;¢)), paratodoi < j. (39)

Teniendo en cuenta (39), de manera similar a la prueba del Teorema 2.2.28, se
demuestra que existe Z € C([0,1]) tal que H(C(T)(Z),A;) < e para cada i €
{0,...,5 — 1}, y C(T)i(Z) = A,. Finalmente, por el Lema 4.0.28, concluimos que

Oc(r)(Z) e—sombrea al.

En la Proposicion 4.0.19 mostramos que ser bola expansiva no se preserva, sin em-
bargo en el Ejemplo 4.0.21 y el Teorema 4.0.30 se prob6 que en estos dos sistemas

si se preserva el sombreado. Entonces, nos plantemos la siguiente pregunta:

Pregunta 4.0.32 ;/Si f: X — X es bola expansiva, entonces (C(X),C(f)) tiene

sombreado?
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