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RESUMEN

TiTULO: TOPOLOGIAS PRIMALES *
AUTOR: ANGIE NATALIA VALERO PAEZ ~

PALABRAS CLAVE: TOPOLOGIA ALEXANDROFF, CUASI-ORDEN DE ESPECIALIZACION,
TOPOLOGIA PRIMAL, PRODUCTO DE TOPOLOGIAS PRIMALES.

DESCRIPCION:

El objetivo principal de esta tesis es estudiar las topologias primales. Un espacio topolégico (X, 7)
es primal, si existe una funcién f : X — X tal que los conjuntos 7-cerrados son aquellos A C X tales que
f(A) C A. Cabe resaltar que dicha funcién no es necesariamente Unica. Un aspecto fundamental de estos
espacios es que toda topologia primal es de Alexandroff, lo que motivo el estudio preliminar de estas
topologias.

Un espacio topoldgico es de Alexandroff, si la interseccion arbitraria de conjuntos abiertos es
abierta. Una caracterizacion fundamental de estos espacios establece que, (X, 7) es de Alexandroff si y
solo si cada punto de X tiene una vecindad minimal. Ademas, a cada espacio de Alexandroff (X, 7) se
le asocia un cuasi-orden <., conocido como el cuasi-orden de especializacion, definido por la relacién:
sean z,y € X,z <, y siy solo si z € cl{y}.

En esta tesis, estudiamos dos caracterizaciones de las topologias primales. La primera esta ba-
sada en el cuasi-orden de especializacion, mientras que la segunda utiliza las vecindades minimales.
Aunque fueron planteadas de manera independiente por distintos autores, ambas caracterizaciones resul-
tan ser equivalentes.

Por ultimo, estudiamos el producto de espacios primales, ya que, en general, no conserva la pro-
piedad de ser primal. Presentamos un teorema que establece las condiciones bajo las cuales el producto

arbitrario de topologias primales es primal y otro que aborda especificamente el caso finito.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Carlos Enrique Uzcategui Aylwin, Doctor en
Matematicas.



ABSTRACT

TITLE: PRIMAL TOPOLOGIES
AUTHOR: ANGIE NATALIA VALERO PAEZ ~

KEYWORDS: ALEXANDROFF TOPOLOGY, THE SPECIALIZATION QUASIORDER, PRIMAL TO-
POLOGY, PRODUCT OF PRIMAL TOPOLOGIES.

DESCRIPTION:

The main goal of this thesis is to study primal topologies. A topological space (X, r) is primal, if
there exists a function f : X — X such that the 7-closed sets are precisely those subsets A C X for which
f(A) C A. It should be noted that such a function is not necessarily unique. A fundamental characterization
of these spaces is that every primal topology is Alexandroff, which motivated the preliminary study of these
topologies.

A topological space is Alexandroff, if the arbitrary intersection of open sets is open. A key cha-
racterization of these spaces states that, (X, 7) is Alexandroff if and only if every point of X has a minimal
neighborhood. Furthermore, each Alexandroff space (X, 7) is associated with a quasi-order <., known as
the specialization quasiorder, defined as follows: let z,y € X, « <, y if and only if z € cl{y}.

In this thesis, we study two characterizations of primal topologies. The first is based on the specia-
lization quasiorder, and the second uses minimal neighborhoods. Although they were proposed indepen-
dently by different authors, both characterizations are equivalent.

Finally, we study the product of primal spaces, since, in general, it does not preserve the primal
property. We present a theorem that establishes the conditions under which the arbitrary product of primal
topologies remains primal, as well as another theorem that specifically addresses the finite case.

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Carlos Enrique Uzcategui Aylwin, Doctor en
Matematicas.



Introduccion

Un espacio topoldgico (X, 7) es de Alexandroff, si la interseccion de una colec-
cion arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. Este concepto fue introducido
inicialmente por P. S. Alexandroff en 1937 con el nombre de “espacios discretos”, tam-
bién se conocen como espacios principales o A-espacios. Estos espacios han recibido
recientemente bastante atencion por su relevancia para topologia digital y las ciencias
computacionales.

En el 2011, Zhirazi y Golestani ' definieron un tipo especial de espacios de Ale-
xandroff de la siguiente manera. Dada f : X — X una funcion, considere f*: X — P(X)
dada por f*(x) = J{f"(x) : n > 0}. La topologia funcional Alexandroff (asociada a
f) es la topologia generada por la base {f*(x) : z € X}. En el 2012, Echi ? de manera
independiente definid el mismo concepto desde otra perspectiva. Un espacio topologico
(X, 7) sera primal, si existe una funcion f : X — X tal que sus conjuntos cerrados son
los f-invariantes, es decir, aquellos A C X tales que f(A) C A. Cabe destacar que la
funcion asociada f no es necesariamente Unica; sin embargo, si (X, 7;) es Ty, entonces
f es unica. En general, no existe una caracterizacion completa sobre cuando la funcién
asociada a una topologia primal es Unica.

En este trabajo nos centraremos en estudiar las caracterizaciones de los espacios
primales dadas por Shirazi y Golestani ' y por Echi 2. Mostraremos que ambas caracteri-
zaciones, aunque formuladas de manera diferente, son en efecto equivalentes. También
exploraremos propiedades fundamentales de los espacios primales y analizaremos al-
gunos ejemplos. La topologia discreta es primal y tiene una Unica funcion generadora,
mientras que la topologia indiscreta, siendo también primal, admite multiples funciones
generadoras. Estos ejemplos ilustran la diversidad de los espacios primales.

A partir de los trabajos de Shirazi, Golestani y Echi, se han explorado diversas
propiedades de los espacios primales en articulos posteriores. Nuestro segundo objetivo

' Fatemah Ayatollah Zadeh Shirazi y Nasser Golestani. “Functional Alexandroff Spaces”. En: Hacettepe
Journal of Mathematics and Statistics 40 (2011), pags. 515-522. URL: https://dergipark.org.tr/
en/download/article-file/86547.

Othman Echi. “The categories of flows of Set and Top”. En: Topology and its Applications 159.9
(2012), pags. 2357-2366. URL: https : / / www . sciencedirect . com / science / article / pii /
S016686411200034X.


https://dergipark.org.tr/en/download/article-file/86547
https://dergipark.org.tr/en/download/article-file/86547
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S016686411200034X
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S016686411200034X

es analizar el producto de espacios primales, ya que, en general no es primal. Echi 2
caracteriza cuando el producto arbitrario de espacios primales, resulta ser primal. Por
otro lado, Shirazi y Golestani también abordaron el producto de espacios primales, pero
se limitaron al caso de productos finitos. En este trabajo, exploraremos la relacién entre
estas dos caracterizaciones.

Como las topologias primales son de Alexandroff, exploraremos algunas propie-
dades de los espacios de Alexandroff que son fundamentales para el estudio de las
primales. Mostraremos que un espacio es de Alexandroff si y solo si cada punto del
espacio tiene una vecindad minimal. Otro aspecto fundamental de los espacios de Ale-
xandroff es que estan determinados por el cuasi-orden de especializacion que es una
relacion reflexiva y transitiva (pero no necesariamente antisimétrica). Si (X, ) es un es-
pacio topoldgico, defina para =,y € X, la relacion = <, y si = € {y}. Este cuasi-orden
proporciona una herramienta valiosa para estudiar los espacios de Alexandroff. Cada
cuasi-orden corresponde a una topologia de Alexandroff, y viceversa. En efecto, si (X, 7)
es de Alexandroffy A C X, entonces A € Tsiysolosi{y e X: = <, y} C A para todo
xr € A.

3 Othman Echi. “On the product of primal spaces”. En: Quaestiones Mathematicae 45 (oct. de 2020),
pags. 1-10.
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1. Topologias Alexandroff

1.1. Topologias Alexandroff

Sea (X, 1) un espacio topologico y W C X un abierto con = € W. Diremos que W
es la vecindad minimal de z, si W C V para cualquier abierto V' que contenga a .
Usaremos la siguiente notacion, para cada r € X,

N, =(W{Ui: z€U; y Uier}.
el
El conjunto N, puede no ser abierto; por ejemplo, si X es T}, entonces N, = {z} para
todo = € X. Por otra parte, si N, fuera abierto, claramente seria la vencindad minimal de

x.

Proposicién 1.1.1. ' Sea (X, ) un espacio topoldgico. Entonces, (X, 1) es Alexandroff
si y solo si N, es T-abierto para todo x € X.

Demostracion. (—) Sea (X, 1) un espacio topolégico de Alexandroff. Es evidente que
N, = (,¢; Ui es T-abierto.

(<) Sea V= ,,; Vi # 0 una interseccion arbitraria de abiertos de 7, veamos que V
es abierto. Tome x € V, entonces = € V; para todo i € I. Como N, es abierto, es
claramente la vecindad minimal de x, entonces N, C V; paratodo i € I, por lo tanto,
N, C V. Esto muestra que V es abierto.

O

La Proposicion 1.1.1 proporciona una primera caracterizacion de los espacios Ale-
xandroff en términos de vecindades minimales. A continuacién, presentamos otra carac-
terizacion de estos espacios, enfocada en describir una funcion a partir de la cual se
puede generar la topologia de un espacio Alexandroff.

Proposicion 1.1.2. ' Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces (X, ) es Alexandroff si
y solo si existe una funcion f : X — P(X) que cumple 1,2 y T = 73, donde 5 = {f(a) :
ae X}.

a. Paratodoa € X, a € f(a).

b. Paratodoa € X yb e f(a), tenemos que f(b) C f(a).

11



Demostracion. (=) Sea (X, 1) Alexandroff. Definamos la funcién f : X — P(X) dada
por f(a) = N, para todo a € X, donde N, es la vecindad minimal de a. Claramente
a € N, = f(a), por tanto, se cumple 1. Sea b € X tal que b € f(a). Como (X, 7) es
Alexandroff, entonces f(b) = N, esta contenido en cualquier abierto que contenga
a b. Por lo tanto, f(b) C f(a) y se cumple 2.

(<) Tomemos la topologia 75 generada por la base g = {f(a) : a« € X}. Veamos que

75 s Alexandroff mostrando que f(a) es la vecindad minimal de « para todo a € X.

Por la definicion de 5 y 1, claramente f(a) es vecindad de a. Sea b € X tal que

a € f(b). Por 2, tenemos que f(a) C f(b) para todo f(b) tal que a € f(b). Por lo
tanto, f(a) es la vecindad minimal de «, lo cual implica que (X, 73) es Alexandroff.

[

En general, para probar que dos topologias 71, 7, sobre X son iguales, es necesa-
rio probar que todo abierto de 7, es abierto de 7, y viceversa. En el caso de las topologias
Alexandroff, podemos probar que = = 7» a partir de las clausuras de los elementos de
X.

Proposicion 1.1.3. 2 Sean 7, y 7, dos topologias Alexandroff sobre X . Entonces 1, = 7,
siy solo sicl.,{z} = cl,,{x} para todo x € X.

Demostracion. Si my = 72, entonces es inmediato que cl,{z} = cl,,{z} paratodo z € X.
Supongamos entonces que cl,, {z} = cl,,{z} para todo x € X y veamos que 1, = 7.
Sea V' un conjunto 7;-abierto, entonces su complemento V¢ es r;-cerrado. Sea = € V¢,
como V¢ es r-cerrado y cl, {x} es el cerrado mas pequefo que contiene a z, entonces
tenemos que cl,, {z} C V¢, es decir, V° = J,.. cl-, {x}. Por lo tanto,

V= () = X\ dade = ()X \elnfo} = () X\ elnfo,

xeVe z¢V x¢V

es decir, V' es una interseccion de abiertos de 7, de la forma X \ ¢/, {z}. Por lo tanto, V" es
To-abierto, ya que (X, 72) es un espacio topoldgico de Alexandroff. Se concluye entonces
que 7 C 7. Usando el mismo razonamiento para los 7,-abiertos obtenemos » C . [

1.2. Cuasi-ordenes

Un cuasi-orden sobre un conjunto X es una relacion < reflexiva y transitiva en X.
Es decir, (X, <) es cuasi-orden si:

m Paratodoz € X, = S .

12



m Paratodo z,z,w € X,siz < zyz < wentonces z < w.

Veremos que los cuasi-ordenes estan estrechamente relacionados con las topo-
logias de Alexandroff, pues a partir de un conjunto cuasi-ordenado se puede obtener una
topologia de Alexandroff y viceversa.

Definicion 1.2.1. Dado (X, <) cuasi-ordenado. Considere los siguientes conjuntos:
tB={reX:b<xparaalginbec B} y |B={rxecX: z<bparaalginbc B}

Decimos que B C X es creciente siT B = B, analogamente, B C X es decreciente si
| B=B.

Teorema 1.2.2. # Sea (X, <) un conjunto cuasi-ordenado, entonces:

1. O y X son conjuntos crecientes.

2. La interseccion arbitraria de conjuntos crecientes es un conjunto creciente.
3. La union arbitraria de conjuntos crecientes es un conjunto creciente.

Demostracion. Primero notemos que para todo subconjunto U de X tenemos que U C1
(U), pues = < z paratodo z € U, por tanto = €1 (U) paratodo z € U.

1.1 @) ={xe X: b<Szparaalgunb € (} = 0, pues no hay elementos que podamos
compararen . 1 (X)={z e X :z <bparaalginz € X} = X, pues X Ct (X). Todo
conjunto creciente esta contenido en X, es decir, 1T (X) C X; por lo tanto, 1 (X) = X.

2. Sea V' =;.; Uj, una interseccion arbitraria de conjuntos crecientes de X. Si V' = ),
entonces V' es creciente; si V' # (), supongamos por contradiccion que V #1 (V).
Entonces 1 (V) € V, es decir, existe algun ¢ €1 (V) tal que ¢ ¢ V. Si ¢ €t (V),
entonces u < ¢ para algun v € V. Como v € V, entonces v € U; paratodo j € Jya
suvez c €1 (U;) para todo j € J. Dado que los U; son conjuntos crecientes, entonces
c € U; paratodo j € J. Por lo tanto, ¢ € V, lo cual es una contradiccion.

3. Sea V = |, Uj;, una uniodn arbitraria de conjuntos crecientes de X. Veamos que V/
es creciente probando la contenencia 1 (V) C V. Sea ¢ €1 (V); entonces u < ¢ para
algun u € V, es decir, u < c para algun v € U; y j € J. Dado que U; es creciente,
entonces ¢ € U;; por lo tanto, ¢ € V' y tenemos que 1 (V) C V.

4 Tom Richmond. General Topology: An Introduction. Walter de Gruyter GmbH & Co KG, 2020.
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O]

Es decir, los conjuntos crecientes en (X, <) forman una topologia de Alexandroff
sobre X, llamada la topologia de especializacion de <, que denotaremos 7[<]. A con-
tinuacion mostraremos que ademas tenemos que 1 (z) = N, y | (z) = cl{z}.

Proposicién 1.2.3. 4 Sea (X, <) un conjunto cuasi-ordenado, entonces 1t (z) = N, y
1 () = cl{x} en la correspondiente topologia de especializacion 7[<).

Demostracion.  w 1 (x) = N,

Sea z € X. Por definicidén de la topologia de especializacion 1 (z) es abierto. Vea-
mos que ademas, es el conjunto creciente mas pequeno que tiene a z. Supon-
gamos por contradiccion, que existe algin conjunto creciente U tal que x € U y
U 7 (x). Entonces existe algun y €1 (x) tal que y ¢ U, lo cual es una contradic-
cion, pues U es un conjunto creciente y, por lo tanto, todas las cotas superiores de
sus elementos deberian pertenecer a U.

n | (2) = cl{z}.
Sea z € X. Como | (z) es 7[<]-cerrado, entonces es claro que cl{z} C| (z).
Sea D =({V C X : 2 € V, V esdecreciente}, la interseccion de todos los
conjuntos decrecientes que contienen a x. Entonces = € Dy cl{z} = D. Veamos
que | (z) € D, siy €| (z), entonces x < y. Por el Teorema 1.2.2, tenemos que D
es decreciente; por lo tanto, y € D.
0

Sea 7 un topologia sobre X. Definimos una relacién <, sobre X de la siguiente
manera:
Paraz,y € X, = <, y siy solo si z € cl{y}.

Esta relacion es un cuasi-orden que se llama el cuasi-orden de especializacion del
espacio (X, 7).

Es importante destacar que el cuasi-orden de especializacion esta bien definido
en cualquier espacio topoldgico. Sin embargo, en el caso de que la topologia sea de Ale-
xandroff, la topologia de especializacidon del cuasi-orden de especializacion del espacio
(X, 7) coincide con (X, 7). Como lo mostraremos a continuacion.

Teorema 1.2.4. * Sea T un topologia sobre X. Entonces <, es un cuasi-orden sobre
X. Si 1 es de Alexandroff, entonces N, =1 (z)<, ycl-{z} =] (x)<, paratodoz € X,
ademas,

T="7[<0

~T

14



Demostracion. Veamos que (X, <,) es un conjunto cuasi-ordenado.

Y ~T

Reflexividad: z € cl.{z}, por lo tanto, = <, «.

Transitividad: Supongamos que =z <, y e y <, z. Entonces z € cl.{y} ey € cl.{z}.
Como ¢l {y} es el cerrado mas pequerno que contiene a y, entonces tenemos que
c{y} C cl.{z}; porlo tanto, = € cl,{z}, es decir, z <, .

Sea z € X. Veamos que T = 7[<,]. Por la definicion de <. es claro que ¢, {z} =]
(z)<,. Como <, es un cuasi-orden, entonces por la Proposicion 1.2.3 tenemos que |
(z)<, = cly<{z}. Como 7y 7[<,] son topologias de Alexandroff y cl {z} = cl;< {z}
para todo € X, entonces por la Proposicién 1.1.3, concluimos que 7 = 7[<,].

Como <. es un cuasi-orden, entonces por la Proposicion 1.2.3 tenemos que 1
()<, = Ny = N, O

T[S

Es un hecho bien conocido que a cualquier conjunto cuasi-ordenado le podemos
asociar una relacién de equivalencia, como lo mostramos a continuacion.

Lema 1.2.5. 2 Sean (X, <) un conjunto cuasi-ordenado y x, z € X. Considere la relacion
~ sobre X dada por: x ~ z siy solo siz < z y 2z < x. Entonces ~ es una relacion de
equivalencia.

Demostracion. Es claro que la relacion ~ es reflexiva, veamos que ademas es simétrica
y transitiva.

Simetria: Si © ~ z, entonces = < zy z < xz. Por la transitividad del cuasi-orden <,
tenemos que z < = < z; por lo tanto, z ~ .

Transitividad: Siz ~ 2y z ~w,entoncesz < z, 2 Sz, 2 Swyw < z respectivamente.
Por la transitividad del cuasi-orden <, tenemos que =z < z S w S z S z. Es decir,
x Sw < x;porlotanto z ~ w.

Entonces, ~ es una relacion de equivalencia. O

En el estudio de espacios topoldgicos, la topologia producto desempena un papel
fundamental cuando se considera la interaccion entre multiples espacios. A continuacion
tenemos algunos resultados preliminares al respecto. Sea {(X;,r;) : i € I} una familia
de espacios topoldgicos y X = [[..; X; el producto cartesiano arbitrario de los X;. Para
dotar a X de una topologia, se define la siguiente base:

Bp:{ﬂﬂlzl(Ul)i ZEI, U €, Jg[flnltO}

jed

15



Donde m = X — X, denota la proyeccion sobre X; para cada [ € I. La topologia
generada por la base Bp se conoce como topologia producto, que denotaremos como
p.

Observemos que la proyeccion inversa de cualquier abierto U, en (X, ;) esta dada
por 7, 1(U)) = {T = (2:)ic; € X : 21 € U}, 0 lo que es equivalente,

m(U) =[] Vi, dondeV; = 7
el U, Sii=1.

Un abierto basico W de 7p viene dado como una interseccion finita de estas proyecciones
inversas. Por lo tanto, W € Bp si existe J C [ finito y conjuntos W; € 7; parai € I, tales

que W, = X;parai €I\ Jy
w=]]w:

1€l
Sea {(X;,7;),i € I} una familia de espacios topoldgicos y 7p la topologia producto
sobre X = []..; X;. Entonces es bien conocido que ,

clr,({7}) = [ [ ¢l ({2:}) paratodo T = (2;)ie; € X*.

icl

Lema 1.2.6. Sea {(X;,7;),i € I} una familia de espacios topologicos, X = []..;
la topologia producto sobre X. Sean® = (x;)ic1, 7 = (yi)icr € X. Tenemos que:

XiyTp

1. 25, ysiysolosiz; <. y; paratodoi € I.

2.1 (@) =[] 1 (@

3. [Z,79] = [ Lics [ vil-

Demostracion. Para probar la primera afirmacion tenemos que:

TS0 T < Ted,{7)

< 7€ []e-{v} paratodo i€ I
el
< z; €cl,{y;} paratodoiec ]

— u; S, y; paratodoi e .

16



Para la segunda afirmacion observemos que:

T (E)TP = {y = (yl)zel €eX: T <Tp y}
={7=W)ier € X : 2; <, y; paratodoi € I}
= {7 = (yi)ier € X : y; €1 (z;) paratodoi € I}

= {?: (Yi)ier €X: Y E HT (xz)ﬂ}
=1[* @

1€l
[

Lema 1.2.7. Sea X = [],., X; el producto de una familia de espacios topologicos con
iel, yn : X — X, laproyeccion sobre X; y {V,}.ca una coleccion de conjuntos abiertos

en X;. Entonces
' (Va) =m ! (ﬂ Va> :

acA acA

Demostracion. Mostrando la doble contenencia.

" maeAﬂ' 1<V) 7;1 (ﬂaeA vﬂ)'
Sea® € (,.,7 '(Va). Entonces = € m; '(V,) para todo a € A. Por lo tanto, m;(Z) €
V, para todo a € A, es decir, 7;(z) € (,c4 Va- Porlotanto, z € 77" (M,ca Va)-

(ﬂaEAV) < maeA % ( a)-

Seaz € II; ' (N,ca Va)- Entonces 7;(z) € N,c4 Vas €5 decir, m;(z) € V, paratodo a €
A. Por lo tanto, = € I1; ' (V,), para todo a € A, lo cual implica que z € ., ;' (Va)-

]

Teorema 1.2.8. ® Sea X = [],_, X; con la topologia producto Tp. Entonces, (X, p) es
Alexandroff si y solo si (X;,7;) es Alexandroff para todo i € I y existe un subconjunto
finito J de I tal que (X;, ;) es indiscreto para todo i € I\ J.

Demostracion. (=) Supongamos que (X, 7p) es Alexandroff y veamos que (X, 7) €s
Alexandroff para todo k € I. Sea m;, : X — X} la proyeccién de X sobre X; y
{Va}aca una coleccion de abiertos de X;. Veamos que (,., V. es 7,-abierto. Co-
mo V, € 7, entonces 7, '(V,) es abierto de 7p para todo a € A, y como X es
Alexandroff, entonces (., 7, (V.) es abierto de 7p.
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Por el Lema 1.2.7, tenemos que

()= e () -

Como 7, es una funcion abierta, entonces (., V. € 7. Por lo tanto, X, es Alexan-
droff.

Para la ultima afirmacion consideramos dos casos:

(1) Supongamos que I es finito. Entonces tomemos J = {i € I : X, no es indis-
creto }.

() Supongamos que I es infinito. Por reduccion al absurdo, supongamos que no
existe J C [ finito tal que (X;, ;) es indiscreto sii € I\ J y no indiscreto si
i€ J.Entonces K = {i € [ : X; no es indiscreto} es infinito. Como (X;, 7;) no
es indiscreto para todo i € K, entonces existe algun w; € X;, tal que N,,, # X;
paracada i € K. Sea T = (x;)ie; € X, tal que z; = w; para todo i € K.
Observemos que N,, = X; sii ¢ K, pues X; es indiscreto. Como (X, 7p) y
(X;, ;) son Alexandroff para todo i € I, entonces por el Teorema 1.2.4 y el
Lema 1.2.6 tenemos que,

Ny =[] N., donde N,, = ¢
iel N,, siieK.

Es decir, NV,, # X, para una cantidad infinita de indices de I. Por lo tanto, N;
no es abierto de 7p, lo cual es una contradiccion pues (X, 7p) es Alexandroff.

(<) Sea J como en el enunciado y T = (x;);c; € X. Veamos que N; € 7p para todo
T € X. Como (X;, ;) es Alexandroff para todo i € I, entonces la vecindad minimal
N, de z; es 7;-abierto para todo i € I. En particular, sii € I\ J entonces N,, = X;,.
Por lo tanto, Nz = [[,.; N., es Tp-abiertoy (X, 7p) es Alexandroff.
O
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2. Topologias primales

Ahora introduciremos una subcoleccion de topologias de Alexandroff conocidas
como topologias primales o topologias funcional Alexandroff. Sea X # 0y f: X — X
una funcién, definimos:
Tf:{UQX: f*l(U)gU}.

Teorema 2.0.1. * (X, ;) es un espacio topoldgico de Alexandroff.
Demostracion. = f~1()=0C0y f~}(X)C X, porlotanto,) € 7,y X € ;.

» Sea J,.; U; una unién arbitraria de abiertos de 7;. Veamos que es abierta,

i€l i€l i€l

f (U Ui> =Jrtwycyu.

Pues tenemos que f~!(U;) C U; paratodo i € I. Asi, U,e; Ui es abierto.

= Sea ()., U; una interseccion arbitraria de abiertos de 7;. Entonces:

f <ﬂ Ui) = (/)
el el
Y Nier [ (Us) € Nye; Ui, pues f1(U;) € U, paratodo i € I. Concluimos que (., U;
es abierto.
Por lo tanto, 7; es una topologia de Alexandroff. O

Definicion 2.0.2. Una topologia v sobre X es primal o funcional Alexandroff si existe
f:X — X talquet = ;.

Cabe destacar que, aunque la definicion de una topologia primal asegura la exis-
tencia de una funcién f : X — X tal que 7 = 74, dicha funcién no necesariamente es
Unica. Mas adelante mostraremos ejemplos en los que la f es Unica y otros en los que
no lo es.

Ejemplo 2.0.3. 2 Sea (X, 1), donde 7 = P(X) corresponde con la topologia discreta
sobre X, entonces (X, 1) es primal.

Considere la funcion identidad Id : X — X, entonces Id~'(U) = U para todo
U C X. Por lo tanto, 11, esta conformada por todos los subconjuntos de X, es decir,
T1a = P(X).
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De ahora en adelante, denotaremos f?(z) = f(f(z)) y en general f"'(z) =

f(f"(z)) para todo n > 2. Sea (X, 7y) el espacio primal asociado a fy p € N\ {0}.
Decimos que = € X tiene periodo p si z, f(z), f*(z), ..., fF"*(z) son diferentes entre si
y fP(z) = z; en este caso, también diremos que el cuasi-orden asociado tiene ciclo de
longitud p. Un punto con periodo 1 es un punto fijo de f.

El siguiente teorema da algunas propiedades generales de las topologias prima-

les.

Teorema 2.0.4. ' Sea f : X — X y 7/ la topologia primal sobre X generada por f.
Entonces

1.

5.

C es tp-cerrado si y solo si f(C) C C. Es decir, los conjuntos 7;-cerrados son los
subconjuntos f-invariantes de X .

Para todo x € X, cl{z} = {f"(x)},—,- Es decir, cl{z} es la orbita O(x) de x bajo f.

Para todo x € X la vecindad minimal de x es Ny(x) = {y € X : f*(y) =z, para algun
n € N}.

X es compacto si y solo si existen a,as, ..., a, € X tales que X = U Ny(a;).
1<i<n

Cada componente conexa de X es abierta (es decir, abierto-cerrada).

Demostracion. 1. (=) Supongamos por contradiccién que f(C) € C. Entonces existe

algun z € C, tal que f(z) ¢ C. Como C es 74-cerrado, entonces C' = U* para
algun U € 74; por tanto, f(z) € U. Notemos que z € f~(f(x)) y como f(x) € U,
entonces z € U, lo cual es una contradiccion pues x € C' = U°.

(«=) Veamos que U = C* es 7;-abierto. Seaz € f~!(U), entonces f(z) € U, es decir,
f(z) ¢ C. Dado que f(C) C C, entonces x ¢ C, por lo tanto, x € U y se concluye
que f~1(U) C U.

Sea =z € X. Veamos que cl{z} = {f"(z)}>>, = O(z). Para esto es suficiente probar
que O(z) es el cerrado mas pequeno que contiene a x.

r € O(x), pues r = f°(z). Ademas, si f™(z) € O(z), entonces f(f™(z)) = fm(z) €
O(z); por tanto, O(x) es f-invariante y 7y-cerrado por 1. Ahora veamos que es el
cerrado mas pequefo que contiene a z. Sea V' 7y-cerrado tal que =z € V. Entonces
f(xz) € V, porque V es f-invariante. Analogamente f%(z) € V y en general f"(z) € V
para todo n € N, es decir, O(x) C V. Por tanto, O(x) esta contenido en cualquier
cerrado que contenga a {z}, es decir, cl{z} = O(x).
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3. Sea N¢(z) la vecindad minimal de X en (X, 7¢). Por la Proposicién 1.2.3 tenemos que
Ns(z) =1 (z) en el correspondiente cuasi-orden de especializacion, es decir, Ny(z) =
{lyeX:z2<yt={yeX: zec{y}}={ye X: f"(y) ==x, paraalgin n € N}.

4. (=) Como 7; es Alexandroff, entonces ( J, . x Nf(a;) es un cobertura abierta de X. Si
X es compacto, entonces existen ay, ay, . .., a, € X tales que X = {J,_,,, Ny(a:).

(<) SeaU = {U; € 74,7 € J} una cobertura abierta de X, entonces X = J,.,U; =
U <i<,, N¢(a;). Como Ny (a;) es vecindad minimal de a;, entonces para cada i < n,
existe algun j € J tal que Ny(a;) C Uj, es decir, U, <;, Ny(a:) € U, <<, Uj. Por
lo tanto, el conjunto de los U, con j < n es una subcobertura finita de X.

5. Es suficiente mostrar que N¢(x) es conexo para todo = € X. Pues si C' es una compo-
nente conexa de X y Ny (z) es conexo, entonces N;(xz) C C paratodo z € C. Por tanto,
C = UzecNy(x). Como 74 es Alexandroff, entonces C' es una union de 7;-abiertos y
por lo tanto, es abierto.

Sea z € X. Veamos que Ny (z) es conexa. Supongamos por contradiccion que Ny(x)
es disconexa, entonces existen U, V' € 7 disjuntos no vacios tales que Ny(z) = UUV.
Como z € U 6 x € V, sin pérdida de generalidad supongamos que = € U. Como
N¢(z) es la vecindad minimal de z, entonces N;(z) C U, por lo tanto, V' = {, lo cual
contradice la eleccion de V.

[

Ejemplo 2.0.5. * Sea X = {1,2,...,7}, considere la funciéon f : X — X dada por
f)=712)=3, f3)=r(5)=4, f4) =5y f(6)=[f(T)=T.
3% 7

<5.> (@ [ j

Figura 2.1: Ejemplo de topologia primal.

le 2¢ 6

e

® «—0©0

La topologia primal 7; dada por los conjuntos U C X tales que f~*(U) C U esta
ilustrada en la Figura 2.1(b). Notemos que en (X, <., ), con el cuasi-orden de especiali-
zacion <., asociado a 7y (ver Figura 2.1(a)) dado por v <., y siz € O(y), los conjuntos

crecientes corresponden a los conjuntos abiertos en 7y, por tanto, 7y = 7[<;|. En este
caso, f no es la unica funcion tal que 7; = 7[<.,|. En efecto, considere g : X — X dada

~Tf ]
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por:g(1) = g(2) =3, g(3) =g(4) =5, g(5) =4 y g(6) = g(7) = 7, entonces tenemos que
Tf = Tg.

Proposicion 2.0.6. Sea X un conjunto, f : X — X una funcion y A = {A C X :
Ac es f — invariante} entonces A = .

Ejemplo 2.0.7. Sea X = {1,2,3}. Considere la funcion f : X — X dada por: f(1) =
f3)=2y[f(2)=3.

Figura 2.2: Ejemplo de topologia primal A = 7.

Observemos que los conjuntos f-invariantes son: (),{2,3}, y X. Por tanto, 75 =
{{1},0, X'} es primal y una base para ; se ilustra en Figura 2.2.

Ejemplo 2.0.8. ° Sea {0,1}<“ el conjunto de las sucesiones finitas de ceros y unos.
Definimos el siguiente cuasi-orden < sobre {0,1}<“. Sean x = (x1,22,...,2p) Yy =
(Y1,Y2, -+, yn) € {0,1}<%, con m,n € N, diremos que,

x Sysiysolosim<nyx; =y; paratodoi <m.

En la Figura 2.3 se ilustra la relacion entre los elementos de {0, 1}<~.

Por ahora, para verificar que {0, 1}<“ es primal, la unica herramienta disponible es
encontrar una funcion f tal que 7, = 7[<]. Considere entonces f : {0,1}<¥ — {0,1}<*
dada por:

(Ilvx?w"?xn—l) Si($1>x2a---axn—lyxn) 7&(2)7
f((xlaw%"wxn—lamn)) - .
0 Sl(l’l,l'g,...,l'n_l,l’n):@.

Mostraremos que t; = 7[<| verificando que sus respectivos conjuntos cerrados
coinciden.

m Sea C' un conjunto T[<]-cerrado. Entonces C' es decreciente en ({0,1}<* <), es
decir, C =] (C). Sea x € C, entonces por la construccion de f tenemos que f(x) <
x. Por lo tanto, f(z) € C y C es f-invariante, es decir, C es t-cerrado.

5 Andrea Martinez. “Complementacion en el reticulo de topologias de Alexandroff”. Tesis de pregrado.

Universidad Industrial de Santander, 2024. URL: https://noesis.uis.edu. co/handle/20.500.
14071/42321.
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Figura 2.3: ({0,1}<%, ).

= Supongamos ahora que C' es 1s-cerrado. Sean z = (z1,...,%p), & = (1,...,2,) €
{0,1}<v, tales que =z < x. Entonces m < n y z; = z; para todoi < m. Por la definicion
de f tenemos que z € O(x); ademas, como C' es f-invariante entonces = € f(C) y
z € C. Por lo tanto, C' es decreciente en ({0,1}<, <) y cerrado en 7[<].

En el caso de los conjuntos finitos, el siguiente resultado proporciona una manera
sencilla de saber si una topologia = sobre X es primal.

Teorema 2.0.9. * Sea (X, 1) un espacio topoldgico finito. Entonces (X, ) es primal si y
solo si no contiene ninguno de los subespacios mostrados en la Figura 2.4.

(exsbGImD

(a)

Figura 2.4: Subespacios no permitidos en una topologia primal.

ae

Demostracion. En ambos casos vamos a suponer por contradiccion que (X, 7) es un
espacio primal que contiene alguno de los subespacios indicados en la Figura 2.4. Si
(X, 7) es primal, entonces existe una funcién f : X — X tal que 7 = 7 y para todo
x € X, la vecindad minimal de x es N;(z) como indica el Teorema 2.0.4.

Caso 1: Existen a,b,c € X tales que: Ny(a) = Ny(b), Ny¢(a), Ne(b) C Ny(c) (ver Figura
2.4(a)).
Dado que Ny(a) = Ns(b), entonces a € Ny(b) y b € Ny(a), es decir, f"(a) =
by f™(b) = a para algunos n,m € N respectivamente. Entonces tenemos que
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f™(f™(a)) = f™"(a) = ay f*™(b) = b, es decir, by a tienen periodo n+m y perte-
necen al mismo ciclo. Como N;(b) C Ny(c), entonces b € Ny(c), es decir, f*(b) = ¢
para algun k£ € N. Tome £’ = k£ mdéd (n + m), como b tiene periodo n + m enton-
ces f¥(b) = f*(b). Puesto que k' < n + m, entonces existe algin r € N tal que
k' 41 =n+m, es decir, b = f7(f¥ (b)) = f"(c); por lo tanto, ¢ € N(b). Como N¢(c)
es la vecindad minimal de ¢, entonces N;(c) C Ny(b), lo cual es una contradiccion.

Caso 2: Existen a,b,c € X tales que: N¢(b) C Ny(a), Nf(c); Ne(a) € Ne(c) y Ny(e) €
Ny(a) (ver Figura 2.4(b)).

Dado que N;(b) C Ny(a), Ns(c), entonces a = f"(b) y ¢ = f™(b) respectivamente
para algunos n,m € N. Sin pérdida de generalidad considere n < m, entonces
existe algun k € N tal que m = n+ k. Por lo tanto, ¢ = f*(f™(b)) = f*(a) y a € N(c).
Dado que Ny(a) es la vecindad minimal de a, entonces Ny(a) C Ny(c), lo cual es
una contradiccion.

]

Ejemplo 2.0.10. Considere X = {1,2,3} bajo la topologia v = {0, {1,2}, X}. Observe-
mos que (X, 1) es subespacio de (X, 7) y es de la forma que aparece en la Figura 2.4(a).
Por lo tanto, T es una topologia de Alexandroff pero no es una topologia primal.

2.1. Caracterizacion de los espacios primales

En el 2012 Othman Echi defini6 los espacios primales y los caracteriz6 utilizando
los siguientes conceptos de cuasi-érdenes.

Definicion 2.1.1. Sea (X, <) un conjunto cuasi-ordenado:

» (X, <) es un cuasi-bosque si cualesquiera dos elementos con una cota superior
comun son comparables (lo que es equivalente a decir que (| z) es totalmente
cuasi-ordenado para todo x € X).

» (X, <) es causal si para todo x,y € X el intervalo [z,y] :={z € X : 2 Sz Sy} es
finito.

» © € X es un punto minimal de (X, <) si para todo y € X tal que y < x entonces

Un espacio topoldgico (X, 7) es cuasi-bosque (o causal), si (X, <,) es un cuasi-
bosque (o causal).
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Un ejemplo de cuasi-bosque es el cuasi-orden ({0, 1}<¢, <) del Ejemplo 2.0.8. Es
llamativo que este cuasi-orden sea primal y cuasi-bosque, pues su estructura grafica (ver
Figura 2.3) se asemeja a un arbol.

Proposicion 2.1.2. ?
1. Sea X un espacio de Alexandroffy x € X. Entonces {x}\ [z, z] es un conjunto cerrado.

2. Sea (X,<) un cuasi-bosque y x un elemento no minimal de X, con [z,z] = {z}.
Entonces existe y,, € X, tal que | (z)\{z} =] (yz).

Demostracion. 1. Si (X, 1) es un espacio de Alexandroff, entonces en el cuasi-orden de
especializacion (X, <,) tenemos que | (z) = cl{z}. Ademas notemos que [z, z| =]

) ~IT

()11 (2), por lo tanto, cl{x}\[z,] =} ()\(} (2)1 T (x)).

PN\ @)N 1 (2) =) (@) N (@2)N 1 (2))°
=L @) n{ (@)Ut (z))
XS F@))u(t (@)nl(z))

En (X, <,) tenemos que 1 (z) = N,, es decir, T () es un conjunto abierto. Por lo

tanto, su complemento es cerrado y ya sabemos que | (x) es cerrado. Por ende,
(T ()N { (x)) = cl{z}\[z, x] es cerrado.

2. Sea © € X es no minimal. Entonces existe algiun y # x tal que vy < x pero x ¥
y, por ende, y €| (z)\{z} e y € [y,z]\{z}. Dado que (X, <) es un cuasi-bosque
causal, entonces [y, z]\{z} es finito y est4 totalmente cuasi-ordenado. Lo cual implica
que, tiene un elemento maximo que llamaremos y,. Ademas, | (z)\{z} también es
totalmente cuasi-ordenado, por lo tanto, si z €] (x)\{z} entonces 2 < yoy < z; si
z < y entonces z < y,. Por transitividad, si y < z entonces =z € [y, z]\{z}, por lo tanto,
z < y,.. Es decir, y, es elemento maximo de | (z)\{z}, entonces tenemos que, z < y,

para todo z # z tal que z €| (z)\{z}. De ahi que, | (z)\{z} ={ (va).
0

El siguiente teorema es la caracterizacion para espacios primales dada por Echi
2

Teorema 2.1.3. 2 Sea (X, 7) un espacio topoldgico de Alexandroff y <. el cuasi-orden de
especializacion asociado a r. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. (X, 7) es primal.

2. (X,<,) es un cuasi-bosque causal tal que [x,z| = {z} para todo elemento x que no

Y ~T

sea minimal de (X, <;).

) ~IT

Demostracion. (=) Supongamos que (X, 7) es primaly f : X — X la funcién asociada
a (X, 7). Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

» ~T

» (X, <,)esun cuasi-bosque.

Sean z,z,w € X talesque z <, wy z <, w, es decir, w es una cota superior
comun de z y z. Entonces z,z € cl{w} = O(w) pues (X,7) es primal. Por
lo tanto, existen n,m € N tales que f"(w) = =y f™(w) = z. Sin pérdida de
generalidad supondremos que n < m, entonces existe k € Ntal que m = n+k,
lo cual implica que z = f™(w) = f*(f*(w)) = f*(x), es decir, = € O(x), por lo
tanto, z <, z, por lo tanto, z, z son comparables. Luego (X, <,) es un cuasi-

~T )y T

bosque.

® (X, <,)escausal

r~T

Recordemos que [z,y] = {z € X : = <, 2z <, y} # (. Debemos mostrar que
[z,y] es finito. Como (X, 7) es primal, entonces = € O(y), es decir, existe algun
m € Ntal que z = f"(y). Entonces [z,y] = {z € X : z = f"(y), n < m} =
{fm™), ), yhs

= Siz no es minimal en (X, <;), entonces [z, z] = {z}.

Y ~T

Sea z un punto no minimal de (X, <,). Supongamos por contradiccién que
[z, x] # {z}. Entonces existe algun w # x tal que w € [z, z], es decir, z <, w <,
z. Como (X, 7) es primal, entonces z € O(w) y w € O(x). Por lo tanto, existen
n,m € Ntales que z = f"(w) y w = f"(z), lo cual implica que = = f"(f™(z)).
Es decir, x es un punto periddico. Sea p el periodo de x, mostraremos que x es
minimal. Sea z <, x, entonces existe algun s € N tal que z = f*(x). Ademas,
existe algun k € N tal que (k — 1)p < s < kp y también existe » € N tal que

s +r = kp. Como p es el periddico de x, tenemos que
fr(z)=f(f*() = f*(a) = z.

Esto implica que = € O(z) y, por lo tanto, <, z. Hemos mostrado que z es
minimal, lo que es una contradiccion.

(«<=) Veamos que si (X, <,) es un cuasi-bosque causal en el que, para cada elemento

» ~T

x no minimal de (X, <) el intervalo [z, z] = {z}, entonces (X, 7) es primal.
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Queremos mostrar que existe una funcion f : X — X tal que 7y = 7. Para esto, de-
finiremos la funcion f considerando dos casos: cuando = € X es minimal y cuando
no lo es:

m Sear € (X,<,;) nominimal y [z,z] = {z}. Entonces por la Proposicion 2.1.2,

Y ~T

existe y, € X tal que | (z)\{z} =] (y.). Como (X, <,) es el cuasi-orden de

especializacion asociado a 7, entonces tenemos que cl{z}\{z} = cl{y.}. Para
este caso, [ esta dada por f(z) = y,.. Observemos que cl{z}\{z} = cl{f(z)}.

= Ahora definamos f sobre el conjunto de puntos minimales de (X, <.), que
llamaremos Min(X).

Por el Lema 1.2.5, tenemos que la relacion ~ sobre (X, <.) dada por: z ~ y

’~T

siysolosiz <,y <,z es una relacidon de equivalencia. Sea x € Min(X),

~T

consideremos el intervalo [z,z] = {y € X : = <, y <, «}. Observemos que
todo elemento que pertenezca a [z, x] es minimal, y que ademas este intervalo
corresponde con la clase de equivalencia de x bajo la relacion ~. Por lo tanto,
el conjunto de las clases de equivalencia de Min(X), con respecto a la relacién
~, es una particion de Min(X).

Vamos a definir la funcién f : Min(X) — Min(X) sobre cada clase de equiva-
lencia [z, z]. Como las clases de equivalencia son disjuntas entre si, entonces
la funcion f queda bien definida sobre Min(X). Por hip6tesis, (X, <,) es un

cuasi-bosque y todo intervalo en (X, <.) es finito, por lo tanto, | (z) = [z, z]

r~T

esta totalmente cuasi-ordenado y es finito. Sea [z, z] = {ap, a1, ...,a,_1}, don-
de ap = x y r = |[z, z]|. Entonces podemos ordenar los elementos del intervalo
de manera descendente, es decir, a, 1 S a2 S ... < ag < ap. Definimos f en
[z, x] por:

f(x) = flao) = ar,..., flar—2) =ar—1, flar—1) = ap = .

Ahora veremos que 7y = 7.

Dado que 7 y 7, son topologias Alexandroff, entonces, por la Proposicién 1.1.3, es
suficiente mostrar que cl{z} = O(z) paratodo = € X.

= Si z es minimal, entonces para todo y <, x se cumple que = <, y; por lo tanto,
| () = [z, z|. Recordemos que en 7, cl{z} =| (z), es decir,

cd{z} = [z,2] = {ao,a1,...,a,1} = {z, f(z),..., [ (2)} = O(x).
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= Si z no es minimal, mostraremos que cl{z} = O(z).

* O(z) C cl{x}.
Como z no es minimal, por la definicidn de f, tenemos que cl{z}\{z} =
cl{f(x)}. Porlo tanto, f(z) € cl{x}, es decir, O(x) C cl{zx}.

s cl{zr} C O(x).
Como = € X no es minimal, por hipotesis, tenemos que [y, z] = {z € X :
y <, z <, z} es finito. Por lo tanto, podemos usar induccién sobre su
cardinalidad para ver que, si y € cl{z} entonces y € O(z).

Base de induccion: Supongamos que |[y, z]| = 1. Entonces = = y, por lo
tanto, z = f°(z) = y, es decir, y € O(x).

Paso inductivo:
Hipodtesis de induccion: Sea m € N. Supongamos que para cada
r,y € Xtalesquey e cl{z}y1 <|[y,z]| <m, secumple quey € O(x).

Supongamos que z,y € X son tales que y € cl{z} y |[y,z]| = m +
1. Mostraremos que y € O(x). Si y = x, por la base de induccién
tenemos que y € O(z). Ahora consideremos y # x tal que y € cl{z},
por la definicion de f tenemos que cl{z}\{z} = cl{f(x)}, entonces
y € cl{f(x)}. Observemos que [y, f(z)] € [y, z|\{z}, pues f(z) # =y
f(z) <, x yaque f(z) € c{x}. Es decir, [y, f(x)] C [y,z], entonces
1 < [y, f(x)]| < m. Usando la hipétesis de induccién, concluimos que
y € O(x).

]

En el 2011, antes de que Echi definiera los espacios primales, Shirazi y Golestani
también definieron el mismo concepto. Ellos llamaron a los espacios que definieron como
espacios de funcional Alexandroff. El siguiente teorema, que caracteriza los espacios
primales, es el principal resultado de su trabajo.

Teorema 2.1.4. (Shirazi-Golestani 2011)" Sea (X, ) un espacio de Alexandroff. Enton-
ces, (X, 1) es primal si y solo si se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Paratodox,we X N, N, 0N, CN,oN, NN, = 0.

2. Para todo = € X, si existe w € X tal que N, C N,, entonces para todo > € X — {z}
tenemos que N, # N.,.

3. Paratodoxz,w € X, {z€ X: N, C N, C N,} es finito.
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Es importante notar que las hipétesis del Teorema 2.1.3 son equivalentes a las
del Teorema 2.1.4, lo cual implica que el Teorema 2.1.4 se sigue de lo demostrado en
el Teorema 2.1.3. Veamos con mas detalle qué premisas del Teorema 2.1.3 implican las
hipétesis correspondientes en el Teorema 2.1.4.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico de Alexandroff y (X, <,) el cuasi-orden de es-

pecializacion asociado a 7. Entonces las siguientes parejas de hipétesis de los teoremas
2.1.3y 2.1.4 son equivalentes.

1. a) Paratodoz,we X N, N,0N,CN,0N, NN, =0.

b) (X, <,) es un cuasi-bosque.

2. a) Paratodoz € X, siexiste w € X tal que N, C N,, entonces paratodo z € X'\ {z}
tenemos que N, # N..

b) Para cada elemento no minimal =, tenemos que [z, z] = {z}.

3. a) Paratodoz,we X, {zre X: N, CN, C N,} esfinito.

b) (X, <,) es causal.

Demostracion. 1. (=) Veamos que (X, <,) es cuasi-bosque mostrando que si z,w €
X tienen una cota superior en comun, entonces son comparables. En (X, <)
se cumple que N, =7 (z); por lo tanto, si N, € N,, entonces todas las cotas
superiores comunes de z, w pertenecen a N, y ademas, y <, x. Analogamente
si N, C N,, entonces todas las cotas superiores de z,w pertenecen a N, y
ademas, = <, y. Es decir, si x, w tienen una cota superior comun, entonces son

comparables. Si N,NN,, = () entonces x, w no tienen cotas superiores en comun.

(<) Sea (X, <,) un cuasi-bosque y z,w € X con una cota superior z en comun.
Entonces z,w €| (z), que es totalmente cuasi-ordenado; por lo tanto, z,w son
comparables. Si x <, w entonces w €1 () = N,. Como 1 (y) = N,, es vecindad
minimal de w en (X, 1), entonces N,, C N,. Analogamente, si w <, = entonces

N, C N,. Si z,w no tienen cotas superiores en comun, entonces 1 (z)N 1 (w) =
0, es decir, N, N,, = 0.

2. (=) Sea z € X. Si existe w € X tal que 1 (z) Ct (w), entonces = €1 (w), pero
w ¢1 (z), yaque T (w) es la vecindad minimal de w. Entonces w £, x pero
r &, w, por lo tanto,  no es minimal. Ahora consideremos el intervalo

[z, 2] ={z € X 1 (z) €T () €T (2)} = {z € X 1 (2) =1 (2)}.
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Por hipdtesis, 1 (z) =1 (z) solo si z = z, entonces [z, z] = {z}.

(<) Sea z € X no minimal. Entonces existe algun w € X, tal que w <, x pero
r &, w. Es decir, 1 (x) C1 (w) y 1 (w) €71 (x), por lo tanto, 1 (x) C1 (w). Como
[z,2] = {z € X 1 () CT (2) CT (z)} = {z}, entonces para todo z € X — {z}

tenemos que 1 (z) #1 (2).

3. (=) Por hipotesis, el intervalo [z,w] = {z € X : 2 < z<w} ={z€ X : 1 (w)
(2) St ()} ={z € X: N, C N, C N,} esfinito. Por lo tanto, (X, <;) es causal.

'Y ~T

(<) De manera similar, si (X, <,) es causal entonces [w,z] = {z € X : 1 () CT

(2) St (w)} ={z€ X: N, C N, CN,} esfinito.
]

Con las equivalencias establecidas entre las hipétesis de los teoremas 2.1.3 y
2.1.4, hemos demostrado que ambos teoremas son, de hecho, equivalentes. Es fasci-
nante observar que ambos autores, trabajando de manera independiente, definieron el
mismo concepto de topologias primales y, ain mas, llegaron a teoremas que caracteri-
zan estos espacios y que resultan ser esencialmente la misma afirmacion bajo diferentes
perspectivas.

Ejemplo 2.1.5. ° Sean (R, 7[<]) el espacio de Alexandroff asociado al orden usual de R.
Sean z,y € R tales que N, C N,, donde N, =1 (z), es decir,

N,={z€R: z <z}

Observemos que [y, x| ={z € R: N, C N, C N,} es infinito, por tanto, por la parte 3 del
Teorema 2.1.4 concluimos que (R, 7[<]) no es primal.

Ejemplo 2.1.6. 26 Sea (X, 1), donde = {X, 0} corresponde con la topologia indiscreta.
Entonces (X, 1) es primal si y solo si X es finito.

Observemos que por ser T la topologia indiscreta, 1T (z) =] (x) = X para todo
r e X.

(=) Sea (X,7) primal y z,z € X. Entonces, [z,z] =T (z)N ] (2) = X N X = X. Como
(X, 7) es primal, entonces [z, z| es finito, por lo tanto, X es finito.

(<) Supongamos que X es finito. Como en 7 los unicos abiertos son () y X, por el
Teorema 2.0.9, (X, 1) es primal.

6 Tom Richmond Sami Lazaar y Tarek Turki. “Maps generating the same primal space”. En: Quaestiones

Mathematicae 40.1 (2017), pags. 17-28. URL: https://doi.org/10.2989/16073606.2016.1260067.
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Podemos ademas presentar una funcién f : X — X tal que 7y = 7. Sea X =
{z1,...,x,}, definamos f de la siguiente manera: f(z1) = za, f(x2) = x3,..., f(z,) = 1.
Entonces f cumple que 7; = 7. Si cambiamos el orden de los elementos de X, es posible
obtener una nueva funcion f’ tal que 7 = 7. Note que si consideramos las siguientes per-
mutaciones de los elementos de X, la funcién f no cambia, aunque hallamos cambiado
el orden de los elementos.

Ty g ... Tp—1 Ty
o T3 ... Tp Tq
r3 ... Tp T1 T2
Ty 1 T2 ... Tp-1

Sabemos que existen n! permutaciones diferentes, y que para cada una existen
otras n — 1 permutaciones que generan la misma funcién. Por lo tanto, existen n!/n =
(n — 1)! funciones que generan la topologia indiscreta sobre X = {zy,xs,...,2,}.

Ejemplo 2.1.7. Gracias al Teorema 2.1.3, ya no es necesario encontrar explicitamente
una funcion que genere la topologia primal. En lugar de eso, basta con verificar que se
cumplen las condiciones establecidas en dicho teorema. Podemos proporcionar entonces
una prueba alternativa a la presentada en el Ejemplo 2.0.8, para mostrar que {0,1}<“ es
primal.

= | (x) es completamente cuasi-ordenado para todo x € {0,1}<%.

Sean x,w,z € {0,1}<¥ tales que ©* = (x1,22,..., %), W = (Y1,Y2,---,Yn), 2 =
(21,22, ...,2,). Tomemos w,z €| (x), entonces w < x y z < x; por lo tanto, n < m
yk < m,ademas x; = z; y w; = z paratodoi < n ei < k respectivamente.
Sin pérdida de generalidad supongamos n < k, entonces por la transitividad de <,
x; = z; = w; para todo i < n. Por lo tanto, w < z, es decir, w,z son comparables,
1 (z) es totalmente cuasi-ordenado y {0,1}<“ es un cuasi-bosque.

» (X, <,) escausal.

Seax = (x1,x9,...,2,) € {0,1}<%. Tenemos que | (z) = {y = (y1,y2,-.-,Yn) €
{0,1}=¥ : n < m, x; = y; paratodo i < n}, es decir, | (x) es finito para todo
x € {0,1}=¥. Aun mas, | | (z)| = m, por lo tanto, [x,y] =1 ()N | (y) es finito para
cualesquiera z,y € {0,1}<~.
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» Para cada elemento no minimal x, tenemos que [z, z] = {x}.

Observemos que la relacion < es antisimétrica, por lo tanto, [x,z] = {z € {0,1}<“ :
xSz Sa}t={x} paratodo x € {0,1}<.

2.2. Otras propiedades de los espacios primales

Las propiedades de separacion juegan un rol fundamental en la clasificacién y es-
tudio de distintos tipos de espacios. En el caso de los espacios Alexandroff, tenemos los
siguientes resultados de separabilidad: Sea (X, 7) un espacio topologico de Alexandroff,
entonces,

m (X,7)es T siysolosiT=7P(X).

Demostracion. Si T = P(X) entonces es claro que (X, 7) es Ty. Si (X, 7) es Ty, en-
tonces cl{z} = {z}. Como (X, 7) y P(X) son Alexandroff y sus clausuras coinciden,
entonces por el Teorema 1.1.3, P(X) = 7. O

= <. es antisimétrico siy solo si (X, 7) es Tp.

Demostracion. (=) Sean xz,z € X diferentes. Si <, es antisimétrico, entonces

tenemos que = ¢ cl{z} 0 z ¢ cl{zx}. Supongamos que = ¢ cl{z}, entonces
z € (cd{z})°y z ¢ (cl{z})", por lo tanto, (X, 7) es T.
(<) Sean z,z € X talesque = <, zy z <, . Como (X, 7) es Alexandroff, en-

tonces 1 (w) = N, para todo w € X. Por lo tanto, z € N, y z € N,, es decir,
N, = N,. Lo cual implica que = = z, ya que (X, 1) es Tp.

]

Para las topologias primales tenemos el siguiente resultado de separabilidad.

Teorema 2.2.1. 2 Sea f : X — X una funcion. Entonces (X, ;) es Ty si y solo si los
unicos puntos periodicos posibles son los fijos.

Demostracion. (=) Recordemos que el cuasi-orden de especializacion de 7 viene da-
do por: x <, y siy solo siz = f"(y) para algin n € N. Sea » € X periodico
con periodo n. Es claro que f(z) <, x. Notemos que f"™'(x) = f(x), por lo tanto,
z <, f(z). Como (X, 74) es Ty, entonces <., es antisimétrico, por lo tanto, x = f(z).

~Tf
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(<) Sean z,z € X. Dado que (X, 77) es primal, entonces se satisface el numeral 1 del
Teorema 2.1.4. Analicemos cada una de las opciones, y veamos que en cada una
existe un 7y-abierto U talque x e Uy z ¢ U.

m Ny(z) = Ny(2). Entonces existen n,m € N tales que f"(z) = zy f™(z) = =.
Por lo tanto, f"(f™(z)) = z, es decir, z es periodico. Por hipétesis, f(z) = z, lo
cual implica que z = f(z) = .

m N¢(x) N Ny(2z) = 0. Entonces es claro que = € N¢(x) pero z ¢ Ny(z).

m N¢(x) C Ng(z). Entonces = € Ny(x) pero z ¢ N¢(z). Andlogamente si Ny(z) C
Nf([L’)

]

Teorema 2.2.2. 3 Sean (X,7) primal y Y C X. Entonces (Y,ry) con la topologia de
subespacio es primal.

Demostracion. Sea <., el correspondiente cuasi-orden de especializaciéon de (Y, 7y ). Es
facil ver que <y=<x NY x Y. Mostraremos que (Y, <,,) cumple las condiciones del

Y ~NTY

Teorema 2.1.3, por lo tanto, es primal. En efecto, sea (X, 7) primal, entonces:

» | (z), es completamente cuasi-ordenado paratodo z € Y.

Sea xz € Y, entonces | (z),, =/ (), NY. Sean w, z €| (x),, entonces w, z €| (x),.
Por lo tanto, son comparables ya que | (z). es totalmente cuasi-ordenado. Lo cual
implica que, | (z),, es totalmente cuasi-ordenado y (Y, <., ) es un cuasi-bosque.

» (Y, <, )escausal

Sean z,y € X. Entonces [z, y]x es finito, por lo tanto, [z, y]y = [z,y]x NY es finito.

» Para cada elemento no minimal x de (Y, <, ), tenemos que [z, z] = {z}.

) ~NTY

Dado que (Y.<) € (X,<,), siy € Y no es minimal en (Y, <

’ ~T ) ~NTY

tampoco es minimal en (X, <,). Por lo tanto, [y, y] = {y}.

Y ~T

), entonces y

]

Sea (X, 7s) primaly Y C X. Como (Y, 7y) es también primal, existe g : Y — Y tal que
7, = Ty. Podemos describir g de la siguiente manera. Sea g : Y — Y/, definida a partir de
f-Seaze X,S,={neN: f*(z) e Y}yp=min(S,). Defina

T, si Sy = (Z);
fP(z), siS,#0.

g(z) =
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Veamos que 7, = v mostrando que sus respectivos conjuntos cerrados coinciden.

m Si C es 1y-cerrado entonces C' es 1,-cerrado.

Veamos que ¢(C) C C. Si C es ry-cerrado, entonces existe algin D 7,-cerrado tal
que C = DnNY.Seauxz € C, entonces tenemos dos casos para g(z).

+ Si S, =0, entonces g(z) = x, por lo tanto, g(x) € C.

« Si S, # 0, entonces g(z) = fP(x) y fP(x) € Y. Dado que C C D, entonces
r € Dy como D es 7y-cerrado entonces tenemos que f?(x) € D. Es decir,
fP(z) = g(x) € DNY; por lo tanto, g(z) € C.

= Sea C' un conjunto 7,-cerrado. Veamos que existe un D 7,-cerrado tal que C' =
DnNY.

Sea C C Y 7,-cerrado. Entonces C' = J, .. cl-,{x}. Ademas como (Y, 7,) es primal,
entonces cl. {z} = O,(x) para todo = € Y. Es decir, C = |, Oy(z). Veamos que
Usec Og(z) = (U,ec Of(x)) NY por doble contenencia.

+ Seay € C = J,c.c Oy(x). Entonces y = g"(z) para algin z € C'y n € N. Es
decir, y = z 0y = f™(z) para algun m € N, donde f™(z) € Y. En cualquier
caso, y € Of(z) (Y por lo tanto, y € (U,cc O(z)) NY.

* Seay € (U, Of(x)) Y. Entonces y = f"(z) paraalgin = € Cyn € N.
Ademas f"(z) € Y, porlo tanto, y € Oy(2) e y € J,cc Oy().

Es decir, C = (U,cc O(z)) NY. Claramente, |, Oy (x) es 7-cerrado, por lo
tanto, C' es ny-cerrado.

Un homeomorfismo es una funcion continua, biyectiva y con inversa continua
entre dos espacios topologicos. Los homeomorfismos garantizan que los espacios com-
partan las mismas propiedades topoldgicas, la primalidad es una de ellas.

Teorema 2.2.3. 3 Sea (X, 7;) primal, (Y, v) un espacio topologico y g : (X,7;) = (Y, 7yv)
un homeomorfismo. Entonces (Y, 1) es primal.

Demostracion. Veamos que existe una funcién h tal que 7, = m. Considere la funcién
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h:Y —Y,dadaporh = go fog ' Entonces:

C es 7y — cerrado <= ¢ '(C) es 7 — cerrado.
= [(971(0) Cg'(O).
= g(f(971(0)) Cg(s71(O))
<~ h(C) CC.

<= (' es 75, — cerrado.

C.

]

En el siguiente teorema se muestra que f : X — X tiene buenas propiedades
topoldgicas respecto a la topologia primal ;.

Teorema 2.2.4. ' Sea f : X — X una funcién. En (X, 1;) tenemos:

1. f: X — X es cerrada.

2. f: X — X es abierta si y solo si para todo x € X tenemos que f (N¢(x)) = N¢(f(x)).
3. Si f: X — X es abierta, entonces es sobreyectiva.

4. f: X — X es un homeomorfismo si y solo si es inyectiva y abierta.

Demostracion. 1. Como C' es cerrado, entonces f(C') C C. Por lo tanto, f(f(C)) C f(C),
es decir, f(C) es 1;-cerrado.

2. (=) Probemos que f(N;(x)) = N¢(f(x)) por doble contenencia.

= f(Ny(2)) © Ny(f(x)):
Sea z € f(N¢(z)). Entonces = = f(y) para algun y € N¢(x). Es decir, y
cumple que f"(y) = = para algun n € N, por ende f"(z) = f"(f(y)) = f(x).
Lo cual implica que, f(z) € Oy(z), por lo tanto, z € N¢(f(x)).

= Ny(f(2)) C f(Ny(2)):
Es claro que f(z) € f(Ny(x)). Como f es abierta, entonces f(Ny(x)) es 7y
abierto. Entonces tenemos que, Ns(f(z)) C f(Ny(z)).

(<) Sea U rs-abierto. Entonces U = | J,.,, N¢(x). Luego,

fU)=f (U Nf<x>> = F(Np(@) = | Ne(f(2).

zeU zeU zelU

Por lo tanto, f(U) es 7¢-abierto.
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3. Veamos que X C f(X). Seaz € X. Como z € N,(f(z)), tenemos usando (2.) que
x € f(Ny(z)), porende, z € f(X).

4. (=) Si f es un homeomorfismo, entonces f es biyectiva y f~! es continua. Esto
implica que f es abierta.

(<) Como f es abierta, entonces (por (3.)) f es sobreyectiva y por lo tanto es biyec-
tiva y claramente f~! es continua.

Veamos que f es continua. Sea U 7,-abierto, veamos que f~(U) es 7-abierto.
Como U € 7y, entonces U = U, Ny(f(2)), es decir,

o=t U @) | = U ) = U W ).
f(@)eU f(z)eU zeU
Es decir, [~'(U) = U,y Ns(z), por lo tanto, f~1(U) es 7,-abierto.
[

Para completar la presentacion de algunas propiedades de los espacios primales,
enunciaremos sin demostracion el siguiente resultado.

Teorema 2.2.5. ® Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. (X, 1) es un espacio primal Ty.
2. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

» EXxiste una unica funcion f : X — X tal que t = .

» Siz,y sondiferentes y {x,y} es abierto, entonces {z} o {y} es abierto.

Ejemplo 2.2.6. Considere el conjunto Z de los numeros enteros. Definimos una topologia

T Sobre 7 a partir de una base B, en la que para cada n € N, el abierto basico asociado
an es:
n}, sin es impar,
B(n) = {n} P
{n—1,n}, sin espar.
En la Figura 2.5 se ilustran los abiertos basicos de (Z, 7).
Veamos que (7, ) es primal. Considere la funcion f : 7Z. — 7 dada por:

n+1, Sin esimpar,
f(n) =

n, Sin es par.

36



RCIDIGB ]-

Figura 2.5: Abiertos basicos de (Z, 7)
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Figura 2.6: Comportamiento de f.
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Observemos que si n € Z es impar, entonces su vecindad minimal N¢(n) =
{meZ: f¥(m)=n,k e N} = {n}. Por otra parte, sin € Z es par, entonces N;(n) =
{n — 1,n}. Por lo tanto, 7; = T ya que los abiertos basicos de T coinciden con las vecin-
dades minimales de 1;. Es decir, (Z,T) es primal.

Veamos que ademas (7., ) es'Ty. Sean n, m € Z, entonces tenemos los siguientes
€asos:

= 1, m Son ambos pares o impares. Entonces N¢(n) # Ny(m) y por ende, n ¢ N¢(m)
y viceversa.

= n esparym esimpar. Entonces Ny(m) = {m}, por lo tanto, n ¢ Ns(m).

Como (Z, 1) es primal Ty, entonces segun el Teorema 2.2.5, f es la tnica funcion
tal que 7y = 1. Para ilustrar mejor el Teorema 2.2.5, verificaremos la unicidad de f. Su-
pongamos por contradiccion que existe otra funcion g : Z — Z tal que 7, = 7 = 7. Como
(Z,T) es primal, entonces cl{n} = Of(n) = O,(n) para todo n € Z. Por consiguiente, sin
es par, entonces O,(n) = {n} y asi tenemos que g(n) = n = f(n). Por otra parte, sin es
impar, entonces O,(n) = {n,n + 1}, por lo tanto, g(n) =n+ 1 = f(n). Es decir, f = g.

Sea (X, 7) un espacio primal. Es interesante notar que el Teorema 2.2.5 garantiza
la unicidad de la funcion f tal que 7y = 7, bajo la hipétesis de que el espacio primal (X, 7)
es Ty. Sin embargo, existen espacios primales que no son 7; y que admiten solo una
funcién generadora, como mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.7.  Sea 1 la topologia sobre 7. dada por la siguiente base

B={{n,n+1}: nimpar} .
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Figura 2.7: Abiertos basicos de (Z, 7)

Los abiertos basicos de (Z, 1) lucen como se indica en la Figura 2.7.
Veamos que (X, 1) es primal. Considere la funcion f : Z — 7Z dada por:

n+1, Sin esimpar;
fn) =

n—1, Sin espar.

(OGO

Figura 2.8: Comportamiento de f.

Mostraremos que T = 7;. En efecto, sin es impar, entonces N¢(n) = {n,n+1}. Por
otra parte, sin es par, entonces N¢(n) = {n—1,n}. Porlo tanto, r = 7¢ y (Z, 1) es primal.
Es claro que (Z,7) no es Ty, pues sean € 7 impar, no existe un abierto que contenga a
{n} pero no a {n + 1} y viceversa.

Veamos que f es la unica funcion tal que 7 = . Supongamos por contradiccion
que existe otra funcion g : Z — 7 tal que 1, = 7. Como (Z,T) es primal, entonces
cl{n} = O¢(n) = Oy4(n) para todo n € Z. Sin es par, entonces O,(n) = {n,n — 1}, por
lo tanto g(n) = n —1 = f(n). Sin es impar, entonces O,(n) = {n,n + 1}, por lo tanto
g(n) =n+1= f(n). Esdecir, f = g.

Los ejemplos 2.0.5, 2.1.6 y el siguiente, muestran topologias primales que no son
Ty y que son generadas por mas de una funcion.

Ejemplo 2.2.8. Considere el conjunto Z de los numeros enteros. Definimos una topologia
Alexandroff T sobre Z a partir de una base B, en la que para cada n € N, el abierto
minimal de n viene dado de la siguiente manera:

{n}, sin =3k + 1 para algun k € Z;
B(n)=q{n—1,n,n+1}, sin=3k+2 paraalgink c Z;
{n—2,n—1,n}, sin=23kparaalgunk c Z.
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En la Figura 2.9 se ilustran los abiertos basicos de (Z, 7).

SO R G

Figura 2.9: Abiertos basicos de (Z, 7).

(Z,T) es primal. En efecto, considere la funcion f : 7. — 7 dada por:

) n+1, sin=3k+10n=3k+2paraalgunk c Z;
n) =

n—1, sin =3k paraalgunk € Z.

-2 1 4

]
TCOCOCOT

Figura 2.10: Comportamiento de f.

» Sin € Z es de la forma 3k + 1, entonces Ny(n) = {m € Z: f¥(m)=n, k e N} =

{n}
m Sin € Z es de la forma 3k + 2, entonces N¢(n) = {n —1,n,n + 1}.

m Sin € Z es de la forma 3k, entonces N¢(n) = {n —2,n — 1,n}

Por lo tanto, T = T ya que los abiertos basicos de T coinciden con las vecindades mini-
males de t¢. (Z,7) no es T, pues seann = 3k + 2 ym = 3k + 3 para algun k € Z, no

existe un abierto que contenga a n pero no am y viceversa.

Veamos que (Z, ) tiene mas de una funcion asociada. Como (Z,t) es primal,
entonces cl{n} = Os(n) para todo n € Z y para cualquier funcion g : X — X tal que
T = T,, S€ cumple que O(n) = O,(n). Por ende, sin es de la forma 3k + 2 para algin
k € Z, entonces O,(n) = {3k + 2,3k + 3} y ademas O,(3k + 3) = {3k + 2,3k + 3}. Por lo

tanto,
m Sin esdelaforman = 3k + 2, entonces g(n) =n+1 = f(n).
» Sin es de la forma 3k, entonces g(n) =n —1= f(n).
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= Sin es de la forma 3k + 1, entonces O,(n) = {3k + 1,3k + 2,3k + 3}. Por lo tanto,
gn)=3k+2=n+1= f(n) 0g(n) =3k+3=n+2 paraalgink € Z.

Es asi que, la unica funcion g diferente de f tal que 7, = 7, es aquella en la que g(n) =
n+ 2 sin es de la forma 3k + 1.

n+2, sin=3k+1paraalgunk € Z;
g(n)Sn+1, sin=3k+?2paraalgink c Z;

n—1, sin =3k paraalgunk € 7.

2.3. Producto de espacios primales

Ademas de las caracterizaciones de espacios primales dadas en los teoremas
2.1.3 y 2.1.4, es natural preguntarse si el producto de espacios primales es también
primal; en general eso no es cierto, como veremos a continuacion. Echi 3 caracterizd
bajo qué condiciones el producto de una familia de espacios topologicos primales es
primal.

El siguiente ejemplo ilustra que incluso el producto de dos espacios primales no
es necesariamente primal.

Ejemplo 2.3.1. 3 Sea S = {0,1} con la topologia v = {(), {0}, {0, 1}}. Entonces:

1. (S,7) es primal.

Sea f : S — S la funcion definida por f(0) = f(1) = 1, entonces T = ;.

2. El espacio producto S x S no es primal.

Para esto veremos que S x S no es un cuasi-bosque y por el Teorema 2.1.3, conclui-
remos que no es primal. Las clausuras de los puntos en el espacio producto S x S
son:

= {(0,0)} ={0} x {0} =5xS5. = {(0,1)} = {0} x {1} = {(0,1), (1,1)}.
" {<170)} = {1} X {O} = {(1,0),(1,1)}. " {(171)} = {(171)}'

Observemos que (1,0),(0,1) € {(0,0)} =| (0,0). Sin embargo, (1,0) y (0,1) no son
comparables pues no estan en la clausura del otro, es decir, | (0,0) no es totalmente
cuasi-ordenado. Por lo tanto, (S x S, <,,.) no es un cuasi-bosque y (S x S,7p) no es
primal.
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Sea (X, 1) un espacio topologico, decimos que es simétrico si para todo z,y € X
tal que = € {y} entonces y € {z}. En términos del cuasi-orden de especializacion <., es
equivalente a decir que | (z) =1 (z) = {z}.

Teorema 2.3.2. 3 Sean (X, 7x) y (Y, 7y) dos espacios topoldgicos no simétricos. Enton-
ces (X x Y, 7p) no es un cuasi-bosque, en particular, no es primal.

Demostracion. Sea (X, <., ) el cuasi-orden de especializacion de (X, 7x). Como (X, 7x)
no es simétrico, entonces existen z1, 2, € X tales que 21 <., x2 pero z; .. 2. Andlo-
gamente en (Y, <., ), existen yy, y» tales que y; <., vo pero y; &L~ 2. Sea (X x Y, <,,)
el cuasi-orden de especializacién de (X x Y,7p), notemos que (z1,v2) S, (22,y2) Y
(22, 11) Srp (T2, 1y2). Porlotanto, (z1,v2), (z2,11) €} (x2,y2); Sin embargo, (z1,vy2) Y (z2,41)
no son comparables, es decir, (X x Y, <,,) no es un cuasi-bosque.

) TP
O O

Teorema 2.3.3. 3 Sea (X, ) un espacio topoldgico no simétrico y (Y, ry) un espacio
topoldgico Alexandroff simétrico. Si [(x,y), (z,y)] = {(z,y)} (ver Definicion 2.1.1) para
todo (x,y) no minimal en (X x Y, 1p), entonces (Y, ry) es discreto.

Demostracion. Como (X, 7x) no es simétrico, entonces existen z,z, € X tales que
r1 S o PErO 72 &.y x1. Sea y, € Y, como (Y, 7y) es simétrico, entonces y; < v
si y solo si y2 < y;. Por lo tanto, (z2,v2) y (z2,y1) pertenecen al intervalo [(za, y2), (22, y2)]-
Puesto que (z1,y1) <., (22,y2) pero (x2,y2) Lrp (21,71), ENtONCES (22, Y2) NO €S Minimal
y por hipbtesis tenemos que [(x2, y2), (72, y2)] = {(x2, y2)}. Por lo tanto, (x2,y1) = (22, y2),
es decit, y1 € {y2} Y | (v2) € {y2}. De donde podemos afirmar que cl,, {y} = {y} para
todo y € Y. Recordemos que la topologia discreta P(Y') es Alexandroff y clpvy{y} = {y}.
Como 7y y P(Y) son topologias Alexandroff sobre Y, cuyas clausuras coinciden para
todo y € Y, entonces por la Proposiciéon 1.1.3 concluimos que 7y = P(Y).

] ]

Lema 2.3.4. Sea {(X;,7;),i € I} una familia de espacios primales simétricos y X =
[1,c; Xi. Entonces

1. (X, 7p) es simétrico.
2. (X, <,,) es un cuasi-bosque.

Demostracion. a. Sea T = (z;);c; € X. Veamos que | () =7 (7). Recordemos que
c{T} = [l;c; clr{z:}, entonces, | (7) = [[,c; 4 (wi)r- Como (X;,7;) es simétrico
para todo i € I, entonces | () = [[..; T (z;). Por el Lema 1.2.6, tenemos entonces

que | (z) =1 (7).
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b. Sea T = (x;);c; € X. Veamos que | (7) es totalmente cuasi-ordenado. Sean w =
(w;)ier, Z = (2i)ier €4 (T), entonces w; <, x; ¥ z; <., x; paratodo i € I, es decir,
w;, z; €} (x;) para todo i € I. Como (X;,7;) es primal (y por ende cuasi-bosque)
para todo i € I, entonces w;, z; son comparables. Dado que (X, 7;) es simétrico
para todo i € I, entonces, w; S, 2 Y 2 Sy, w; paratodo i € I. Es decir, w S, Z Y
z <., w. Entonces w,z son comparables y (X, <.,.) es un cuasi-bosque.

O

Teorema 2.3.5. 3 Sean (X, 7x) y (Y, 7v) dos espacios topoldgicos. Entonces las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

1. (X xY,7p) es primal.
2. (X,7x) y (Y, 7v) son primales y se cumple una de las siguientes condiciones:

a) (X, 7x) no es simétrico y (Y, 1y) es discreto.
b) (Y, 7yv) no es simétrico y (X, tx) es discreto.
c) (X,7x) y (Y, 7y) son simétricos.
Demostracion. (=) Consideremos Z = X x {y} para algun y € Y. Entonces (Z, 7z)
es subespacio de (X x Y, 7p), por lo tanto, por el Teorema 2.2.2, (Z, ;) es primal.

Como (X, 7x) Yy (Z,72) son homeomorfos, entonces por el Teorema 2.2.3, tenemos
que (X, 7x) es primal. Andlogamente concluimos que (Y, 7y) es primal.

Dado que (X xY, 7p) es primal, entonces por el Teorema 2.3.2, tenemos que (X, 7x)
y (Y, 7v) no pueden ser no simétricos a la vez, entonces tenemos los siguientes
casos:

a) (X, 7x) no es simétricoy (Y, 7y) es simétrico.

Dado que (X, 7p) es primal, entonces [(z,y), (z,y)] = {(z,y)} paratodo (z,y) €
X x Y no minimal. Como (Y, 7y) es primal, entonces es Alexandroff. Por lo
tanto, por el Teorema 2.3.3 concluimos que (Y, 1) es discreto.

b) (Y, 7v) no es simétrico y (X, 7x) es simétrico. Analogo al caso anterior, tene-
mos que (X, 7x) es discreto.

c) (X,7x)y (Y, 7y) son simétricos.

(<) Veamos que se cumplen todas las condiciones de la parte 2 del Teorema 2.1.3 y
por lo tanto, (X x Y, 7p) es primal.
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= Supongamos que se cumple (2a). Como (Y, 7v) es discreto, entonces 1 (y) =]
(y) = {y} paratodo y € Y. Por lo tanto, la relacién <., esta dada asi: (a,b) <.,
(c,d)siysolosia <, cyb=d.
* (X x Y, <,,.) es un cuasi-bosque.
Sea (a,b) € X x Y. Entonces | ((a,0)) =] (a)x | (b) ={ (a) x {b}. Co-
mo (X, 7x) es primal, entonces | (a) es totalmente cuasi-ordenado. Por
consiguiente, | (a) x {b} =] (a,b) es totalmente cuasi-ordenado.
» Sean (a,b), (¢,d) € X x Y. Entonces [(a, b), (¢, d)] es finito.
Si b # d, entonces [(a,b), (c,b)] = 0. Si b = d, entonces [(a,b), (¢,b)] =
la,c] x {b} (ver Lema 1.2.6). Como (X, 7x) es primal, entonces [a,c| es
finito. Por lo tanto, [(a,b), (¢, b)] es finito.
» Sea (a,b) € (X x Y, <,.) no minimal. Entonces [(a,b), (a,b)] = {(a,b)}.
Si (a,b) no es minimal, entonces a no es minimal en (X, <., ). Por lo tanto,
la,a] = {a} ya que (X, Tx) es primal. Entonces [(a,b), (a,b)] = [a,a] x {b} =
{a} x{b} = {(a,b)}.
Analogamente se razona en el caso (2b).
= Supongamos que se cumple (2c).

* (X xY,<,.) es un cuasi-bosque. Se cumple por el Lema 2.3.4.
» Sean (a,b), (¢,d) € X x Y. Entonces [(a,b), (c,b)] es finito.
Como [a, c] y [b, d] son finitos. Entonces [(a, b), (¢,d)] = [a, ] x [b, d] es finito
para cualesquiera (a,b), (c,d) € X x Y.
» Sean (a,b) € (X x Y, <) no minimal. Entonces [(a, b), (a,b)] = {(a,b)}.

Por el Lema 2.3.4, (X x Y, 7p) es simétrico, por lo tanto, todos sus elemen-
tos son minimales.

]

El siguiente teorema es el resultado principal demostrado por O. Echi con relacion al
producto de espacios primales.

Teorema 2.3.6. 3 Sea {(X;,7;),i € I} una familia de espacios topolégicos no vacios,
entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. X = H X; es un espacio primal con la topologia producto 7p.
el
2. Cada (X;, ;) es primal y existe un subconjunto finito J de I tal que (X;, ;) es indiscreto
paratodoi € I\ J, y ademas, una de las siguientes condiciones se cumple:
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(i) Existe k € J tal que (X, 1) no es simétrico, (X;, ;) es discreto para todo i €
J—A{k} y|Xi| =1, paratodoiec I\ J.

(ii) Existe un subconjunto finito K de I \ J tal que X, es finito para todo k € K,
(X;, ;) es simétrico paratodo j € J y |X;| =1 paratodoi e I — (JUK).

Demostracion. (=) Veamos que si (X, 7p) es primal, entonces se cumplen todas las
condiciones de la parte 2.

= Sitodos los (X;.7;) son primales.

Sea k € I arbitrario. Para cada i € I — {k} tomemos algun w; € X; fijo. Sea
Y =TI, Yital que

Xk, sii=k;

{w;}, sii#k.
(Y, 7v) es subespacio de (X, 7p). Como (X, 7p) es primal, entonces por el Teo-
rema 2.2.2 tenemos que (Y, 7y) es primal. Sea z = (z),c; € Y, entonces
zi = w; paratodoi € I — {k} y z; € X;. Tomemos la proyeccién [ : (Y, 7y) —
(X, 7), definida por: f(Z) = z paratodo z = (z;);cr € Y. Es claro que f es un
homeomorfismo. Por el Teorema 2.2.3, (X}, 7) es primal.

Y, =

= Existe un subconjunto finito J de I tal que X; es indiscreto para todo i € I\J.

Dado que (X, 7p) es primal, entonces es Alexandroff. Por el Teorema 1.2.8,
concluimos que debe existir un subconjunto J finito de I, tal que (X;, 7;) es
indiscreto para todo i € I\ J.

Veamos que si (X, 7p) es primal, entonces no existe mas de un indice i tal que
(X;,7;) no es simétrico. Supongamos por contradiccion que existen j, k € I tales
que (X;, 7;) Y (Xk, 7) no son simétricos. Entonces por el Teorema 2.3.2, (X; x Xj)
con la topologia producto 75 no es un espacio primal. Para cada i # k, j, tomemos

un p; € X; fijo. Consideremos entonces Y = [, Y; tal que
Xk, Sii = k’,
YVi=<X;, sii=yj;

Por el Teorema 2.2.2, (Y,7y) es primal. Considere la proyeccion f : (Y, 7y) —
(X; x Xy, 7p) dada por: f(y) = (y;,yx) para todo 7 = (v;).c;- Es claro que f es
un homeomorfismo. Como (X, x X, 7p/) N0 es primal, entonces (Y, /) tampoco lo
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es, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, a lo sumo puede existir un Unico k €
tal que (X%, 7) no es simétrico.

Tenemos entonces los dos siguientes casos:

» Existe algun k € J, tal que (Xj, 7) no es simétrico y (X;, 7;) es simétrico para
todoi e I — {k}.
Sea Y = [[,c; ) Xi- Entonces (X,7p) es homeomorfo a (Y, 7y) x (X, 7).
Como (X, 7p) es primal, entonces por el Teorema 2.2.3, (Y, 7y) x (X, 7x) €S
primal. Como (X, 7.) no es simétrico, entonces por el Teorema 2.3.5, (Y, 1y)
es discreto. Por lo tanto, (X;, ;) es discreto paratodo i € I — {k}.
Finalmente para ver que | X;| = 1 para todo i € I\J, observemos que (X;, ;)
es discreto e indiscreto para todo i € 7\ J. Por lo tanto, se cumple 2(a).

» (X;, 7;) es simétrico paratodoi € I.
En particular, (X;, ;) es simétrico para todo ¢ € J, y ya vimos que (X;,7;) es
indiscreto para todo i € I\ J.

Probemos las hipétesis restantes de 2(b). Sean = = (z;)icr, ¥ = (¥i)ier € X.
Tenemos que, (ver lema 1.2.6)

@9l = [T lfwowill = TT llzowall < T 1l wall:

icl iel\J ied

Como (X, 7p) es primal, entonces por el Teorema 2.1.3, el intervalo [z, 7] es
finito. Por ende, [,y ; |[z:, y:]| es finito. Por lo tanto, el conjunto K = {i € I\J :
H%i, yZ” > 1} es finito.

(<) Veamos que (X, 7p) es primal.

= Supongamos que se cumple 2(a).

SeaY = Hiel_{k} X;, con la topologia de subespacio m. Dado que (X;, 7;) es
discreto para todo i € I — {k}, en particular, lo es paratodo i € J. Seaz =
(x:)icr € Y, como |X;| = 1 para todo i € I\J, entonces {z} es abierto de 7.
Lo cual implica que (Y, 7v) es discreto y por consiguiente primal (ver ejemplo
2.0.3). Como (Y, 7v) y (X, 1) son primales y (X, 7) no es simétrico, entonces
por el Teorema 2.3.5, (Y, 7v) x (X, 1) s primal. Finalmente, observemos que
(Y, 7v) x (Xk, ) Y (X, 7p) SON homeomorfos, por lo que concluimos que (X, 7p)
es primal.
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= Supongamos que se cumple 2(b). Veamos que entonces se cumplen las con-
diciones de la parte ii(a) del Teorema 2.1.3.

* (X, 7p) es Alexandroff.
Dado que (X;, ;) es primal para todo : € I, entonces también es Alexan-
droff para todo i € I. Como existe J C I finito tal que (X;, ;) es indiscreto
para todo ¢ € I\J, entonces por el Teorema 1.2.8, concluimos que (X, 7p)
es Alexandroff.

* (X, <..) es un cuasi-bosque. Se cumple por el Lema 2.3.4.

» Paratodo 7 = (z;),cr € X no minimal, se cumple que [z, 7] = {Z}.
Por el Lema 2.3.4, (X, 7p) es simétrico. Por lo tanto, todos sus elementos
son minimales.

* Sean 7,y € X, conx = (x;)icr, ¥ = (vi)icr- Entonces [z, 7] es finito.
Como (X;, ;) es primal para todo ¢ € I, entonces por el Teorema 2.1.3,
|[z:, yi]| es finito para todo i € I. Dado que K y J son finitos, entonces
[Lick @i, wsl| I Lics |[zi: vil| es finito. Como | X;| = 1 paratodoi € I\(JUK),
entonces [[;cp ux) |[#i vl = 1,. Por lo tanto, el siguiente producto es
finito (ver Lema 1.2.6).

@9l = [T ol < [T 1eewll < JT  [lawill.

ieK ieJ ieI\(JUK)

] ]

Proposicion 2.3.7. ¢ Sean f,g : X — X tales que 7; = 7, y x € X. Entonces x es un
punto f-periddico con periodo n si y solo si x es g-periodico con periodo n.

Demostracion. Sea x € X con f-periodo n. Entonces |Of(z)| = ny Of(z) = Oy(y) para
todo y € Oy(z). Como 7, = 7, entonces cl, {z} = cl, {z}, es decir, Oy(x) = Oy(x).
Veamos que = es un punto g-periddico. Supongamos por contradiccion que = no es g-
periddico, entonces para todo y € O,(x), tenemos que g(y) # x, por lo tanto, = ¢ O,(y)
para todo y € O,(x). Lo cual es una contradiccion, pues O,(y) = O¢(y) = Of(z). Como
|O¢(x)| = |O4(z)| = n, entonces concluimos que x tiene g-periodo n.

[ [

Sea (X, 7) un espacio primal. Diremos que =z € X es un punto periodico de

(X, 1), si z es punto periddico de f donde T = 7. Por la proposicion anterior, este concep-
to no depende de la funcion f que genera a 7. Una funcion es puntualmente periodica si
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es periédica en cada punto de su dominio. Observe que no estamos suponiendo que to-
dos los puntos tienen el mismo periodo. Diremos que (X, 7) es puntualmente periodico
si f es puntualmente periédica para cualquier funcion f tal que 7; = 7.

El siguiente resultado no aparece en la literatura consultada, pero nos parecio util
para la prueba de un resultado posterior.

Lema 2.3.8. Sea (X, ) un espacio topologico primal, entonces (X, 7¢) es simétrico si y
solo si es puntualmente periodico.

Demostracion. (=) Sea (X, 7¢) simétrico. Entonces | (z) =1 (z) para todo = € X.
Como (X, 7y) es primal, entonces | (z) = O(z) y 1 (x) = Ny(x). Seay € O(x),
entonces existe m € N tal que y = f"(z). Como O(z) = Ny(z), entonces y €
Ny(x). Por lo tanto, existe algun n € N tal que f"(y) = =, de donde tenemos que,
y = f™(x) = f"(f"(y)). Es decir, y tiene periodo n + m; por lo tanto, (X, 7y) es
puntualmente periddico.

(<) Sea (X, 77) puntualmente periddico. Veamos que O(z) = Ny(x) mostrando la doble
contenencia.

» Sea z € X. Como (X, 7y) es puntualmente periédico, entonces existe algun
p € N tal que, fP(x) = z. Sea y € O(x), entonces existe algun n» € N tal
que, y = f"(x). TomeMmos m = n( mdd p), como zx tiene periodo p, entonces
y = f"(z) = f™(z). Comom < p, entonces existe algun £ € Ntal que m+k = p,
por lo tanto, f*(y) = f*(f™(x)) = fP(x) = z. Es decir, y € N¢(z).

m Seany,z € X talesque y € Ny(z). Seap € N el periodo de y. Como y € Ny(z),
entonces existe algun n € N tal que f"(y) = x. Tomemos m = n( mdd p),
entonces f"(y) = f™(y) = x, pues y tiene periodo p. Como m < p, entonces
existe algun k& € Ntal que, m+k = py tenemos que, fP(y) = f*(f™(y)) = f*(x).
Por lo tanto, y = f*(x), es decir, y € O(x).

0
Shirazi y Golestani ’ también abordaron el producto de espacios primales. El Teo-

rema 2.3.6 de Echi caracteriza el producto arbitrario de espacios primales, por otra parte,
el teorema al que llegaron Shirazi y Golestani caracteriza el producto finito de espacios

7 Fatemah Ayatollah Zadeh Shirazi y Nasser Golestani. “More about functional Alexandroff topological
spaces”. En: Scientia Magna 6 (dic. de 2010), pags. 64-69.
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primales. Aunque el siguiente teorema esta limitado a productos finitos, resulta ser sor-
prendentemente similar al Teorema 2.3.6, al igual que ocurrié con sus trabajos previos
sobre topologias primales.

Teorema 2.3.9. 7 Sea {(X;,7;),i € I} una familia de espacios topoldgicos no vacios tales
que | X;| > 2, paratodoi € I,y X = [],.; X;. Entonces (X, 1p) es primal si y solo si se
cumplen las siguientes afirmaciones:

1. (X;, ;) es primal para todoi € I.
2. Se cumple una de las siguientes condiciones:

a) Paratodoi € I, (X;, ;) es un espacio primal puntualmente periodico.

b) Existe k € I tal que (X;, ;) es discreto paratodoi € I — {k}.

3. I es finito.

Demostracion. (=) Sea (X, 7p) es primal. Entonces por el Teorema 2.3.6 tenemos que
(X;, ;) es primal para todo : € I, es decir, se cumple 1. Como (X, 7p) es primal,
entonces se cumple alguna de las condiciones de la parte 2 del Teorema 2.3.6.
Supongamos que se cumple la condicion 2(i). Entonces existe un subconjunto finito
J de I, tal que | X;| = 1 paratodo : € I\ J; sin embargo, por hipbtesis tenemos que
|X;| > 2 para todo i € I. Por lo tanto, | X;| # 1 paratodo i € I, es decir, I = J. Por
ende I es un conjunto finito de indices y se cumple 3. Nuevamente por la condicion
2(ii) del Teorema 2.3.6, tenemos que existe un k € I tal que (Xj, 1) no es simétrico
y (X;, ;) es discreto para todo i € I — {k}. Esto muestra 2(b).

Supongamos ahora que se cumple 2(ii) del Teorema 2.3.6. Tenemos que existe un
J C I finitoyun K C I\ J finito, tales que |X;| = 1 paratodoi € I\ (J U K).
Nuevamente por la hipotesis de que |X;| > 2 para todo i € I, concluimos que
I = JUK vy, por lo tanto, I es finito. De nuevo, por la condicion 2(ii) del Teorema
2.3.6, tenemos que (X;, 7;) es simétrico para todo i € I. Por el Lema 2.3.8, esto es
equivalente a afirmar que (X;, 7;) es puntualmente periddico para todo i € I, lo cual
prueba 2(a).

(«<=) Veamos que (X, 7p) es primal usando el Teorema 2.3.6. Las afirmaciones 1y 3 ga-
rantizan que se cumple el enunciado de la afirmacién 2 del Teorema 2.3.6 tomando
1=J.

Supongamos 2(a), es decir, que (X;, 7;) es un espacio primal puntualmente periddi-
co para todo i € I. Por el Lema 2.3.8, (X;, ;) es simétrico para todo i € I y se
verifica la parte 2(ii) del Teorema 2.3.6.
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Supongamos que no se cumple 2(a) pero se cumple 2(b). Entonces existe algun
k € I tal que (X, 1) no es puntualmente peridédico y por ende no es simétrico.
Por el Teorema 2.3.2, a lo sumo puede existir un unico k tal que (X, ) no es
puntualmente periédico. Por lo tanto, (X;, ;) es simétrico para todo i € I — {k}.
Como (Xk, 1) Nno es simétrico, entonces no es discreto. Por 2(b), esto implica que
(X;, ;) es discreto para todo i € I — {k}. Por lo tanto, se verifican las hipo6tesis de
la parte 2(i) del Teorema 2.3.6.

Puesto que a partir de las hipétesis del Teorema 2.3.9, se cumplen las hipétesis de
la parte 2 del Teorema 2.3.6, entonces afirmamos que (X, 7p) €s un espacio primal.
]
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