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DESCRIPCION

Una categoria C' es una estructura compuesta de una clase Obp cuyos miembros son
llamados objetos de la categoria; para cada par de objetos A, B de C existe el conjunto
home(A, B) cuyos elementos son llamados morfismos 6 flechas de la categoria, las
cuales tienen dominio A y contradominio B; para cada A objeto de la categoria C existe
un morfismo identidad y una ley de composicion asociativa, por ejemplo la categoria
Comp donde los objetos son los espacios compactos de Hausdorff y los morfismos son
funciones continuas entre ellos. Las categorias se relacionan por medio de funtores,
estos son una aplicacién que preserva estructura es decir, envia objetos en objetos y
morfismos en morfismos; cuando la aplicacién se hace entre categorias iguales entonces
se llama endofuntor; los funtores a su vez se relacionan por medio de transformaciones
naturales, estas son una aplicacibn que asigna a cada objeto A de € Unico morfismo
en D. Teniendo ya estas estructuras definicionidas se puede construir una ménada
pues esta consta de un endofuntor y dos transformaciones naturales, la primera de
ellas es la transformacion identidad y la segunda es una aplicacién de F? en F donde
F? es FoF;lamoénada V se llama universal porque contiene todas las monadas de Lawson.
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DESCRIPTION

A category C'is a structure that is composed by a class Obe which members are called cate-
gory objects, for each objects pair A, B of €, does exist the set hom (A, B) which elements
are called morphism or arrows of the category, which does have domain A and contradomain
B; for each object A of € category exist an identity morphism, an associative composition
rule, per example the Comp category where the objects are the compact spaces of Hausdorff
and morphisms are continuous funtions between then categories are in relationship by meas
of functors those are an application that preserve structure that is to say, send objects in
objects and morphism in morphism; when the application is done in the same category, so it
is called endofunctor; the functors are in relation by means natural transformation these are
an application that assigns to each object A d € an only morphism in D. Having definicioned
these estructures it can be to consruct a monad, because this consist of an endofunctor and
two natural transformation, the first of then is the identity transformation and the later is an
application of F2 in I/, where F? is F o F, the monad V is called universal because contains
all the Lawson monads.
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Introduccién

En el universo todo esta relacionado, s6lo que en ocasiones no es tan evidente; un
ejemplo es el efecto mariposa, introducido por el meteorélogo Edward Lorenz en 1960.
Lorenz buscaba un modelo matematico que permitiera a partir de variables sencillas
hacer predicciones climatologicas y consigue ajustar el modelo a tres variables que ex-
presan como cambia a lo largo del tiempo la velocidad y temperatura del aire. Lorenz
observd que pequenas variaciones y diferencias aparentemente insignificantes en los da-
tos, producian grandes diferencias en el proceso del modelo; pues cualquier pequena
perturbacion puede ocasionar grandes cambios. Esto ocurre porque las variables mete-
reologicas estan todas relacionadas. Lorenz explica de una manera hipotética “un aleteo
de una mariposa en Hong Kong puede desatar una tormenta en Nueva York”. El aleteo
de una mariposa en el otro lado del mundo que aparentemente no tiene ninguna relacion
con el clima, puede alterar las predicciones climatolégicas que se hagan de este lado.
Las relaciones siempre han existido s6lo que ahora les asignamos nombres y las usamos
en diferentes campos de la ciencia por ejemplo en las matematicas; estas estudian pro-
piedades en comun entre conjuntos, grupos, entre grupos y conjuntos, entre espacios
topologicos y espacios métricos en fin, entre diferentes estructuras matemaéticas.

La teoria de categorias fué introducida en topologia algebraica por Eilenberg y Mac La-
ne y es (de una manera informal) una rama de las matematicas que estudia entre otras
cosas estas relaciones entre estructuras matemaéticas. En esta teoria dichas estucturas
son llamadas categorias como formalizaremos mas adelante. Asi mismo las categorias
estan relacionadas mediante funtores cuyos aspectos algebraicos fueron investigados ba-
sados en la nociéon de moénada introducido por Eilenberg y Moore en los anos cincuenta
y sesenta [3] [10 |[11 |; los funtores a su vez, se relacionan por medio de transformacio-
nes naturales. Histéricamente, la necesidad de clasificar las transforaciones naturales en
topologia algebraica fué lo que sirvié para definir funtores y categorias.

El objetivo de esta monografia es tomar estos elementos ya mencionados, puntualmente



los funtores y las transformaciones naturales para realizar la construccién de una de las
moénadas universales, la moénada V cuyo estudio es interesante porque contiene todas
las monadas de Lawson, estructuras que expondremos con detalle en el capitulo 3.
Este trabajo esta distribuido de la siguiente manera: En el primer capitulo encontrare-
mos algunas definiciones y elementos matematicos basicos usados en algebra, geometria
y topologia. En el segundo capitulo presentaremos la definicién formal de categoria,
morfismos, funtor, clases de funtores, transformacion natural, algunas propiedades ca-
tegoricas y ejemplos de cada uno de ellos.

En el tercer capitulo mostraremos inicialmente la definicion de moénada, luego expon-
dremos el funtor y las transformaciones naturales que se usaran en la construcciéon de
una moénada, finalmente basados en algunas proposiciones que mencionaremos en deta-
lle presentaremos la estructura que ha sido objeto de estudio de este trabajo, la ménada
universal V.
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CAPITULO 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es presentar las principales definiciones y elementos
necesarios para el desarrollo de este trabajo. Inicialmente mostraremos un breve re-
sumen sobre las principales definiciones topologicas como: espacio producto, los axio-
mas de separacion, conjunto compacto con algunas proposiciones que se derivan de
esta definicion, posteriormente haremos un corto analisis sobre la métrica de Hausdorff
y los espacios compactos de Hausdorff; finalmente expondremos algunas definiciones
algebraicas como: monoide, grupo, espacio vectorial entre otros.

1.1. Definiciones Topoldgicas

Veamos ahora algunas definiciones topologicas que seran el fundamento para definir la
categoria de los espacios topologicos "T'op" v la categoria "Comp" en el ejemplo 2.2,
el funtor "C'L" en el ejemplo 2.28 y posteriormente se usaran en el capitulo 3 donde se
definira la monada universal.

Definicion 1.1. Un espacio X se dice compacto si de cada cubrimiento abierto A de

X podemos extraer una subcoleccion finita que también cubre a X.

El siguiente lema sera usado para probar la compacidad del espacio C'LX en la propo-
sicién 2.30.



Lema 1.2. Si todo cubrimiento con elementos de una subbase tiene un subcubrimiento
finito, entonces X es compacto. Esto se conoce como Lema de Alexander.

Los siguientes teoremas se estudian en un curso basico de topologia, por esta razon
no presentaremos su demostracion; sin embargo el lector puede consultar la prueba de
cada uno de ellos en |7 | paginas 187, 188, 231 respectivamente.

Teorema 1.3. St A C X, A cerrado y X compacto, entonces A es compacto.
Teorema 1.4. X C Y, X compacto yY Hausdorff, entonces X es cerrado.
Teorema 1.5. 57 X es un espacio compacto Hausdorff entonces X es normal.
Teorema 1.6. El producto de espacios compactos es compacto.

Definiciéon 1.7. Un espacio topologico (X, 1) es Ty ¢ accesible, si y solamente si dados
z,y € X conx # y existen U, V abiertos conx € U, ye& V talesquey ¢ Uy
x ¢ V.

Definicién 1.8. Un espacio topoldgico (X, 1) es Hausdorff, Ty ¢ separado si y sola-
mente si dados x,y € X existen U, V abiertos conx € U,y €V tal que UNV = @.

Definicién 1.9. Un espacio topologico (X, T) es reqular 6 Ts, si y solamente si dados
x € X yun cerrado FF C X tal que x ¢ a F, existen abiertos U,V disjuntos con x €
UyF C V.

Definicién 1.10. Un espacio X es llamado espacio de Tijonov o espacio Ts1, si es un
2

espacio Ty y si para cada x € X y F subconjunto cerrado de X tales que F N {x} = ¢;
entonces existe una funcion continua f: X — [0,1] tal que f(x) =0y f(F) C {1}.

Definicion 1.11. Un espacio X es llamado espacio Normal o espacio Ty, si X es un
espacio 11 y si para cada par A, B de subconjuntos cerrados disyuntos de X existen en
X dos abiertos disjuntos U,V tal que

AcU, y BCV.

Teorema 1.12. Todo espacio compacto de Hausdorff es normal

Definicién 1.13. Sea {X,} .o wuna familia de espacios topoldgicos. Definimos el pro-

ducto de espacios topoldgicos denotado por X = [[ Xs como
ses

X={f:8—=UX,| f(s) € Xs,,Vse€S}.

Para cada f € X el punto f(s) € X, es llamada la s-ésima coordenada del punto f.
Cada elemento del producto X para el cual el punto x4, € X, es la s-ésima coordenada,
lo notaremos en adelante por x = {xs} .



Sea { fo}oen, donde fo 1Y — X, es una funcion continua y X, un espacio topologico,
entonces existe una topologia sobre Y, llamada la topologia generada por la familia de

funciones { fo},ea -
La base de la topologia generada por { fo},c4 consiste en conjuntos de la forma

donde sy, ...,s, € A y V; es abierto en Xj,.

Para cada s € S definimos la aplicacion proyeccion:
s X — X, tal que m(x) = w5

De esta forma el espacio producto X junto con la topologia generada por la familia de
aplicaciones {ms} .o se llama el espacio producto cartesiano para la familia {X,}, g
Esta topologia es llamada la topologia de Tionov. Sea Y un espacio topoldogico. Si

Y = X, para cada s € S entonces el producto [],.q X lo notaremos por Y?.

Teorema 1.14. Sea {X,},. ¢ una familia de espacios topoldgicos. Para una famila
{As},cq, donde Ay C X, se tiene la siguiente igualdad

-1
seS ses

Definicion 1.15. Dada la familia de aplicaciones { fs},cq, donde fs : Y — Y, decimos
que la familia de aplicaciones separa puntos, si para cada par x,y € Y, dos puntos
distintos, existe un s € S tal que fs(x) # fs (y).

1.2. Espacios métricos

La siguiente definicién se usara como herramienta para definir la categoria de los espa-
cios métricos Met en el ejemplo 2.2

Definicion 1.16. Una métrica sobre un conjunto X es wuna funcion
d : X xX — R que asocia a cada par ordenado de elementos x,y € X un
nimero real d(x,y), llamado distancia de x a y, de modo que sean satisfechas las
siguientes condiciones para cualesquiera x,y,z € X.

a) d(z,z) =0;

b) Si x # y entonces d(z,y) > 0;



c) d(z,y) = d(y,);
d) d(x,z) <d(x,y)+d(y,2).

Un espacio métrico es una pareja (X, d), donde X es un conjunto y d es una métrica
en X.

Ejemplo 1.17. Consideremos el espacio X = R" y la métrica d,, en R" definida por

dn(z,y) = \/(xl —y)? + et (T = yn)?,

donde x = (x1,...,%,), Yy = (Yy1,...,yn) € R™. La pareja (X,d,) = (R, d,) es un
espacio métrico. La métrica d,, es llamada métrica euclidiana.

Tomando un espacio métrico podemos definir una métrica sobre el conjunto de los
subespacios compactos. Esta métrica se conoce como la métrica de Hausdorff y seré de
utilidad en el siguiente capitulo.

Definicién 1.18. Sea (X,d) un espacio métrica, denotaremos por 2% al conjunto de
todos los subconjuntos compactos no vacios de X, y defnimos:

H(A,B)=inf{e >0| AC N(B,e) y BC N(A,¢)},
en donde

N(Aje)={x e X |d(z,A) <e} y  d(z,A) = inf{d(z,a)}.

a€A

Observacion 1.19. Una definicion equivalente para H es,
H(A, B) = max {sup{d(a, B)}, sup{d(b, A)}} .
acA beB

Ejemplo 1.20. Consideremos el espacio métrico (R? d). Sean:
A=10,1] x[0,2], B=1[3,5] x[0,2]. Calculamos H(A, B).

No es dificil ver que sup{d(a,B)} =3 y sup{d(b, A)} = 4; luego se tiene que,
acA beB

H(A, B) = max{3,4} = 4.



La siguiente proposicion se estudia en cualquier curso bésico de ana-
lisis y topologia por esta razéon no presentaremos su demostracion;
sin embargo el lector puede consultar |5 | pagina 104.

Proposicion 1.21. A es un subconjunto compacto de R™ con la métrica euclidiana si
y solo si A es cerrado y acotado.

1.3. Definiciones algebraicas

Recordemos ahora algunas conceptos algebraicos basicos que nos ayudaran a obtener
una mayor comprension del trabajo. Estas definiciones se usaran principalmente en el
capitulo 3 donde presentaremos la ménada universal V.

En la medida que avanzamos el estudio de las estructuras les agregamos elementos,
las hacemos mas complejas; en este caso si a un semigrupo le agregamos un elemento
neutro, se convertirda entonces en un monoide; ésta estructura es de gran importancia,
pues tiene una extrecha relacion con la monada (objeto de estudio de este trabajo) que
estudiaremos en detalle en el capitulo 3.

Definiciéon 1.22. Dado un semigrupo (S,*) diremos que tiene elemento neutro si
existe un elemento e de S unico que satisface

exa=axe=a para cada a en S.

Este semigrupo con elemento neutro se llama monoide. Si ademds el semigrupo es
conmutativo se le llama monoide conmutativo.

Ejemplo 1.23. Las matrices reales M., forman un monoide conmutativo con la
operacion suma de matrices.

Ejemplo 1.24. Si (S,*) y (T,x) son monoides entonces el producto
cartesiano, (S x T,¢) es también un monoide donde la operacion o estd definida
como (S1,t1) ¢ (S2,t2) = (51 % Sa,t1 xt2) y el elemento neutro es el par formado por los
elementos neutros de cada uno de los monoides S y T

Usualmente en matematicas se busca la forma de relacionar dos estructuras, en este
caso para monoides se hace por medio de morfismos, como lo presenta la siguiente
definicion.

Definicion 1.25. Si (S, %) y (T, *) son monoides, un morfismo es una aplicacion f :
S — T que cumple:

flaxb)= f(a)x f(b), YabeSyfle)=¢.

5



con e elemento neutro de (S,*) y e’ elemento neutro de (T,x).

Los siguientes conceptos de espacio vectorial, transformacion lineal, grupo y homomor-
fismo, los usaremos al definir las categorias Vec y Grp en el capitulo 2.

Definicion 1.26. Un espacio vectorial V' es un conjunto de objetos, llamados vectores,
junto con dos operaciones llamadas suma y multiplicacion por un escalar que satisfacen
los diez axiomas enumerados a continuacion.

i) Six,y € V, entoncesx+y € V;

i) Para todo x,y,z € V, (x+y)+z=x+ (y+2);

iii) Eziste un vector 0 € V tal que para todox € V, t+0=0+z = z;
w) Six € V existe un vector —x €V tal que x + (—x) = 0;

v) Siz,y € V entonces z+y=y+ x;

vi) Sixz € V y « esun escalar, entonces ax € V;

vii) Siz,y € V y a esun escalar, entonces o(r +y) = ax + ay;

vigi) Stz € V y «a, [ son escalares, entonces (o + () = ax + fx;

ir) Six € V y a, B son escalares, entonces «(fzx) = (af)z;

z) para cada vector x € V,lx = x.

Definicion 1.27. Sean V., W espacios vectoriales reales. Una transformacion lineal T
de V en W es una funcion que asigna a cada vector v € 'V un vector unico Tv € W
y que satisface, para cada vector u y v en V y cada escalar o,

Tu+v)=Tu+Tv y T(av) =aTv.

Definicion 1.28. Un conjunto no vacio G sobre el cual se ha definido una operacion
binaria (*) se llama grupo con respecto a esta operacion si para cualesquiera a,b,c € G
se verifican las siguientes propiedades:

Pi: (axb)xc=ax*(bxc).

Py: Emistee € G tal queexa=ax*xe=a.

P3: Para cada a € G eviste a=t € G tal queaxat=a"'*a=a.

Definiciéon 1.29. Sean dos grupos, (G,o) y (G',A), se llama homomorfismo de G en
G’ a la aplicacion

f:G—=G

tal que:
i) Todo g € G tiene una imagen unica f(g) € G’

i) f(g1092) = f(g1)Af(g2) para cada g1, 9, € G.



CAPITULO 2

Conceptos Categodricos

La teoria de categorias es una rama de las matematicas que puede ser usada como
una herramienta que nos sirve, para estudiar relaciones existentes entre estructuras
matemaéticas en este caso particular una categoria es vista como una estructura la cual
esta formada por objetos (estructuras mateméticas como caso particular), flechas 6
morfismos entre objetos (funciones, homomorfismos, isomorfismos, etc.), un morfismo
identidad que relaciona cada objeto consigo mismo y una operaciéon de composicién
asociativa.

A continuacién presentaremos la definicién formal de categoria y algunos ejemplos que
ayudaran al entendimiento de esta importante teoria. Las definiciones enunciadoas en
esta seccion fueron tomados de [2], [3] v [4].

2.1. Categoria

Definicion 2.1. Una categoria € es una cuddruple compuesta de la siguiente manera:

€ = (Obp, home,id, o); donde,

1. Obpe es una clase cuyos miembros son llamados objetos de la categorfa.

2. Para cada par de objetos A y B, existe el conjunto home(A, B) cuyos elementos
son llamados morfismos 6 flechas de la categoria, los cuales, tienen como dominio
a Ay contradominio a B. Si f es un morfismo de la categoria se denota f € MorC.



3. Para cada A objeto de la categoria C, existe un morfismo id4 : A — A, llamado
morfismo identidad de €.

4. Una ley de composicion asociativa (o) tal que si f,g € MorC, f : A — By
g: B — C, se tiene que go f : A — C (composicion de f y g) cumple las
siguientes condiciones:

= La composicion es asociativa es decir

fo(goh)={(fog)oh,para cada f,g,h € MorC

= Los morfismos identidades de € actiian como tal con respecto a la composicion;
es decir, para f : A — B un morfismo de C se tiene:

fOidA:’idBOf:f.

= Los conjuntos homp(A, B) son disjuntos dos a dos.

Ejemplo 2.2. .
Vec : Los objetos de esta categoria son los espacios vectoriales, los morfismos son las

transformaciones lineales , los morfismos identidades son las transformaciones identi-
dades asi:

f:A—=A
fila
x x
(3)-00)
Para cada A espacio vectorial y f transformacion lineal.

La operacion o serd la composicion entre transformaciones lineales.

Set : Los objetos son conjuntos, y los morfismos son funciones entre ellos. La
operacion es la composicion usual entre funciones.

Grp : Los objetos son grupos y las flechas son morfismos entre grupos.

Met : Los objetos de esta categoria son los espacios métricos (X,d) los morfismos
son funciones f: (X,d) — (Y,d'), tal que para todo x1,z5 en X se cumple que:

dl(f(%)a f(x2)) < d(z1,29).



Los morfismos identidades son las funciones identidades f : (X,d) — (X,d), tal que
para todo x,y € X se tiene que: f(x) = (x) donde d(f(z),f(y)) = d(x,y), y la
operacion es la composicion de funciones.

Observacion 2.3. Si tomamos los objetos de esta categoria con las funciones con-
tinuas como morfismos tendremos la categoria Met.. Si los morfismos son funciones
uniformemente continuas serd entonces la categoria Met,.

Comp Los objetos son espacios compactos de Hausdorff, y los morfismos son
funciones continuas.

Mat : Los objetos son los nimeros naturales, Los morfismos son las matrices M, xn,

ast:
A:n—m con mneN y A€ My,

La operacion es el producto usual entre matrices.

Top : Los objetos son los espacios topoldgicos, los morfismos son funciones continuas,
los morfismos identidades serdn las funciones identidades entre espacios topoldgicos y
la operacion serd la composicion usual entre funciones.

La siguiente seccién fué introducida para que el lector se familiarice con el concep-
to de categoria y le facilite la comprension de los contenidos relacionados que serén
desarrollados en las siguientes secciones.

2.2. Propiedades en una categoria

El principio de dualidad nos permite construir una nueva categoria a partir de una
conocida usando los mismos objetos y morfismos, en estos tltimos el dominio pasara a
ser contradomio y viceversa.

Definiciéon 2.4. Dada una categoria C = (Obp, hompe,id, o), la categoria dual
u opuesta de € definida como:

C” = (Obp, homy,id, o)

67
donde
hom@ (A, B) = homp(B,A) con A,B € Obp y

e
foPg=gof.

Veamos un ejemplo particular de esta definicion.



Ejemplo 2.5. Tomemos la categoria C(X,<) = (Obp, home,id, o). Los objetos de
esta categoria son elementos de X que son los mismos para C°.

(x,y) six <y;

hom(z,y) = { & en caso contrario;
id, = (z,x).
(yx) sl y <x;
hom® (z,y) = { & en caso contrario;
id, = (z,x).

Veamos ahora como funciona con la operacion.

Sean z,y,z € Obc = (y,z) o (z,y) = (z,2)
para C% seréa.

(z,y) o (y,7) = (y,2) o (2,9) = (7, 2)
y (z,2) € hom®(z, x).

Las siguientes definiciones muestran algunas caracteristicas de los objetos que finalmen-
te se veran reflejadas en el conjunto de morfimos, pues al dejar fijos los objetos en el
dominio 6 contradominio hacen que dicho conjunto sea unitario.

Definicion 2.6. Un objeto A de C es inicial, si homp(A, X) es un conjunto unitario,
para todo X objeto en C.

Ejemplo 2.7. veamos los objetos iniciales en Set y Grp

= En Set, el conjunto vacio es el tinico objeto inicial.
= En Grp cada grupo con un elemento es un objeto inicial.
Observacion 2.8. Si I, J son objetos iniciales de C y
homp(I,J) = f Yy home(J,I) =g

ademds

homp(I, 1) =1 Y homp(J,J) =1

setienegof =1y fog=1.Ahora si dejamos un objeto B fijo en el contradominio y
ademds el home(X, B) es un conjunto unitario para todo objeto X en C entonces B
serd un objeto termimal.

Veamos la siguiente definicion.
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Definicion 2.9. Un Oobjeto T" es terminal si homp(X,T') es un conjunto unitario para
todo X objeto en C

Ejemplo 2.10. Cada conjunto unitario es un objeto terminal para Set
Definicion 2.11. Un objeto Z es un objeto cero si es inicial y terminal
Ejemplo 2.12. En Grp un grupo con un elemento es un objeto cero.

Tomemos cuatro objetos A, B, Z, Z' con Z, Z' objetos ceros.
Veamos el siguiente diagrama.

Se tiene que

gof=g(ih) = (gi)lh=Fkoh
k o h es el morfismo que nos permite ir de A hacia B a través de objetos ceros. Este
morfismo es llamado morfismo cero de A sobre B y se escribe O 4.

Proposicion 2.13. El morfismo cero se comporta como elemento nulo asi:

Of=0 yg0=0

Demostracion. Sean A, B, C, Z, 7' objetos en € con Z, 7' objetos ceroy f,g,h,q, h
morfismos en C, consideremos el siguiente diagrama.

A—Llvz 2. B
h/

f\ /

CLz’

Ouap=goh Ocg=h og Ocpf = (Ng)f =h(gf) = Ous.
Analogamente go O = g.
Recordemos que el homp(A, B) es un conjunto cuyos elementos son llamados flechas de

la categoria, pensemos ahora en los inversos de estos elementos y en las caracteristicas
que presentan estas flechas en la categoria.
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Definicion 2.14. Un morfismo f con A L. B es un isomorfismo si existe un
morfismo ¢ con B 2% A tal que go f =iday fog =idg cada morfismo ¢ es el inverso
de f.

Ejemplo 2.15. Veamos algunos isomorfismos en las categorias ya estudiadas

1. Todo morfismo identidad es un isomorfismo y id -1 = id 4.
2. En la categoria Set los isomorfismos son las funciones biyectivas.
3. En la categoria Top los isomorfismos son los homeomorfismos

4. En la categoria Mat los isomorfismos son las matrices regulares.

Observacion 2.16. En una categoria los isomorfismos producen una relacion de
equivalencia entre los objetos de ©

Definicion 2.17. f es un monomorfismo en € si f ou = f owv implica u = v con
u, v, f morfismos en C.

Definicion 2.18. f es un epimorfismo en € si uo f = v o f implica que u = v con
u, v, f morfismos en C.

En Set los monomorfismos estan relacionados con las funciones inyectivas y los epimor-
fismos con las funciones sobreyectivas, como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 2.19. Sea f un morfismo en Set,se tiene entonces: i) f es monomorfismo
si y sblo si f es inyectiva;
ii) f es epimorfismo si y solo si f es sobreyectiva.

Demostracion. i)Supongamos que f es monomorfismo y f(x1) = f(x2).

Tomemos {a} conjunto unitario y u,v : {a} — x con u({a}) =z y v({a}) =

se tiene fu = fv entonces u = v por ser f monomorfismo

luego u(a) = v(a) entonces x; = .

Ahora supongamos que f es inyectivay fu= fvcon f: A— Byu,v:C — A
entonces fu(c) = fu(c) para cada ¢ en C' como f es inyectiva se tiene u(c) = v(c) luego
u = v y f es monomorfismo.

ii) f: X — Y es sobreyectiva y uf = vf, entonces

(uf)(x) = (vf)(x), Vo e X

como f es sobreyectiva, para cada y € Y existe € X tal que f(x) =y y u(y) = v(y)
para cada y € Y y u = v; luego f es epimorfismo.

Ahora, f es epimorfismo se tiene que u(f(z)) = v(f(z)) y esto es (uf)(zx) = (vf)(z)
luego cada f(x) tiene una contraimagen z.
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Proposicion 2.20. Sea f,g morfismos en una categoria, se tiene:

i) Sigf esinyectiva entonces f lo es.

it) Si fg es sobreyectiva entonces f lo es.
Demostracion.

i) Sean w1, xy elementos de X y supongamos f(z;) = f(x3), ahora operando con g

tenemos g(f(x1)) = g(f(x2)) esto es (gf)(x1) =_(gf)(ar2) como gf es inyectiva
entonces r; = Io.

ii) Sean A, B,C objetos y f,g morfismos. Como fg es sobre existe = € A tal que
(fg9)(x) =y, con y en C asi que f(g(x)) =y y g(z) estan en B.

Las siguientes proposiciones son una generalizacion de la anterior proposicion.

Proposicion 2.21. Si gf es un monomorfismo entonces f tambien lo es.

Demostracion. Sean f,g,u,v morfismos en C. Sean f,g,u,v morfismos en C. Si
fu = fv y operando con ¢ a la izquierda y haciendo uso de la propiedad asociati-
va de morfismos tenemos

g(fu) = g(fv) y (gf)u=(gf)v
como gf es monomorfismo, entonces u = v, luego f es monomorfismo.

Proposicion 2.22. Si fg es un epimorfismo, entonces f tambien lo es.

Demostracion. Sean f, g, u,v morfismos en €. Si uf = vf y operando con g a la
derecha y haciendo uso de la propiedad asociativa de morfismos tenemos

(uf)g= (vf)gyu(fg) =v(fg)

fg es epimorfismo, entonces u = v, luego f es epimorfismo.

2.3. Funtores

Un funtor de una manera intuitiva, es la herramienta que nos permite relacionar
objetos y morfismos de dos categorias preservando su estructura. Los funtores se
introdujeron en topologia algebraica donde se asociaban los objetos algebraicos con los
espacios topologicos y los homomorfismos con funciones continuas.
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Definicion 2.23. Sea C y D categorias. Un funtor F' de C a D es una aplicacion
que asigna a cada objeto A de la categoria € un objeto F'(A) de la categoria D y a
cada morfismo f : A — B de la categoria € un morfismo F(f) : F(A) — F(B) de la
categoria D. Ademas, preserva operacion y el morfismo identidad asi:

F(fog)=F(f)oF(g), donde fog debe de estar definida y
F(ida) = idp(a), para cada objeto A en C.

A continuacién presentaremos algunos ejemplos de funtores.
Ejemplo 2.24. Dada una categoria C y A un objeto en C, el funtor identidad se define:
ide(A) =1 A yidp(f) =:f con f€ MorCy f: A— B

Claramente, idp(A) € C, idp(f o g) = idp(f) cidp(g) yide(ida) = ids = id
Por lo tanto, idp es un funtor de C en C.

ide .

Asi como en funciones si dejamos un elemento fijo en el recorrido construimos la funciéon
constante, una situacion semejante se presenta con funtores, si dejamos un objeto fijo
en la categoria de llegada tenemos entonces el funtor constante.

Ejemplo 2.25. Sean C y D categorias y sea B un objeto fijo en D. El funtor
Fg: C— D definido de la siguiente manera:

Fp(A)=:B, y Fp(f) =1idg VA € Obp y f € MorC.

El funtor Fg es llamado funtor constante, veamos que de hecho Fg es un funtor:

1. Fg(A) = B, para todo A objeto en C, entonces Fg(A) es un objeto en D.

2. Sean A, A’ objetos en C, y f : A — A" morfismo en C, por definicion Fg(f) = idp
para todo f € MorC yidg € MorD. Entonces, Fg(f) € MorD.

8. Sea A€ Obp, idys € MorC. Entonces, Fp(ids) = idp = idpy(a).
4. Sean f, g morfismo en C. Veamos que Fg(g) o Fg(f) = Fg(go f).
Fg(g) o Fp(f) =idgoidg =idp = Fg(go f).
Algunas construciones mateméticas se hacen tomando un conjunto y estableciendo re-
laciones entre los elementos de dicho conjunto dando origen asi a una estructura ma-
tematica por ejemplo si tomamos los niimeros reales y calculamos la distancia entre
cualquier par de ellos, lo que conocemos como métrica estamos entonces construyendo

un espacio métrico; El proceso inverso de esto lo podemos obtener atravez de un funtor
llamado funtor olvido de estructura que presentaremos a continuacion.
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Ejemplo 2.26. Consideremos las categorias Top, Set y la aplicacion O : Top — Set
definida como:

O(X,7) =X, con (X, 7) objeto en Top y O(f) = f para cada f morfismo en Top.

La aplicacion O es un funtor. Veamos

1. O(X, 1) =X, para todo (X, T) objeto en Top. Entonces, O(X,T) es un objeto en
Set, para todo (X, T) objeto en Top.

2. Sea f:(X,7) — (Y,7'), con f morfismo en Top, se tiene por definicion:
O(f) =: f para todo f € Mor(Top) y f € Mor(Set), entonces O(f) € Mor(Set).
3. Si(X,7) € Obrpgp, tenemos idx ) : (X,7) = (X,7) y Oidix.,y = Wxm) : X — X,
entonces, id(x ;) = idx = idomﬂ-
4. Sean f, g morfismos en Top. Veamos que O(f) o O(g) = O(f og).
En efecto, O(f) 0o O(g) = fog=0(foy),
Ejemplo 2.27. El funtor S? : Set — Set, se define S*(X) = X x X =: X? con X, X?

objetos en Set vy,

sxLyy=x2Lyz=p

donde
S*(f(a1,22)) = (f(21), f(22))

entonces, S*(f) : X? — Y2, para f morfismo en Set.

Verifiquemos que S* es un funtor.
1. S*(X) = X para todo X € Obge. Entonces, S*(X) € Obgey.
2. f: X =Y, X|Y € Obge, por definicion,
S2X L vy = X2 Ly = (1), f(ws)) € Mor(Set).
3. Sea X objeto en Set yidy : X — X morfismo en Set, entonces,
S%(idx) = idx> = idS*(X).
4. Sean f,g morfismos en Set. Sea (v1,12) € X2.

(S*(f) 0 5%(g)) (w1, m2) = S*(f) [S*(g(w1, 22))] = S*(f) [(9(21), g(22))] = - --
= (f(g(z1)), fg(x2))) = (f o g(x1), f o glaa)) = S*(f o g) (a1, x2).

A menudo se estudian ejemplos de funtores donde el dominio y el codominio son la
misma categoria. Estos funtores son llamados endofuntores.
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Ejemplo 2.28. Tomemos el endofuntor C'L que actia sobre la categoria de los espacios
compactos de Hausdorff "Comp" y definamos el hiperespacio de X de la siguiente
manera:

Para cada X € Obcomyp
CL(X)={AC X : A esnowvacio y es subconjunto cerrado en X} .

Este hiperespacio se puede dotar con la topologia de Vietoris, cuyos abiertos bdsicos
estan definidos de la siguiente forma:

(Uy,..Upyy={AeCLX :ACcU,U..UU,, y ANU; # ¢,Vie{l,...,n}},

donde cada U; es abierto en la topologia definida sobre X.

Notese que
(Uy,....Up) = (U1 U...UU,) N(X,U1) N ... (X, U,),
por lo cual los elementos de la forma (U),(X,U;) forman una subbase de dicha topo-
logia.
Ahora veamos como actia C'L sobre los morfismos.
Sean X,Y € Obcomp; st f € homeomy (X,Y), definimos
CL(f)(A) = f(A), para cada A € CL(X).

Como f es continua y A es cerrado en el compacto X, entonces A es compacto y f(A)
es compacto, pero Y es Hausdorff entonces f(A) es cerrado y no vacio, por lo tanto

f(A) € CLY.

Si U es abierto de Y, entonces (CL(f))'({(U)) = (f~1(U)) y (CL(f)"'({Y,U)) =
(X, f7YU)), por lo que CL(f) es continua.

Para verificar que C'L es un endofuntor probaremos primero la siguiente proposicion.

Proposicion 2.29. Para cada compacto de Hausdorff X, el hiperespacio CL(X) es un
espacio de Hausdorff.

Demostracion. Sean A, B € CLX, A +# B. Entonces existe una € A ya & B, como
B es cerrado y X es normal, existen abiertos U,V en X tal que:

acU BCVyUNV =g2.

Basta tomar W= (X, U), V= (V) abiertos de CLX.

Claramente A € W y B € V; ademds UNYV = &, pues si D € UNYV entonces
DNU # @ yD CV, con lo que se contradice U NV = &, con lo que tenemos que
CLX es Hausdorff.
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Proposicion 2.30. Para cada compacto de Hausdorff X, CLX es compacto.

Demostracion. Sea {(U;),(X,V;)}ierjes un cubrimiento de CLX con elementos de
la subbase de la topologia definida sobre CLX.

» i) Supongamos que CLX C |J(X,V;)j € J, entonces cada cerrado de X inter-
secta a algun V; con lo que X C |JVj, pero X es compacto, con lo que existe
Vi ooy Vi tal que X C Vi ...\ Vi; v todo cerrado de X intersecta a un Vi con

E=1,.,nluego CLX C X, V))U...U(X, Vo) y por el lema de Alexander
CLX es compacto.

» i) Supongamos que CLX — | J(X,V;) # &, luego X — |JV; = A C X con
A # &y cerrado en X, A ¢ (X,V;), luego existe un k € I con A € (Uy) y
A C Uy, luego X C Uy J(UVj)conj € J y usando de nuevo la compacidad de
X, X cUUW,U--UVa y (Uy), (X, V1),..(X, V,,) forma un subcubrimiento de
CLX.

Proposicion 2.31. CL es un endofuntor en Comp.

Demostracion. De la proposicion 2.29 y la definicion de CL(f), solo nos resta com-
probar que C'L preserva composicion y el morfismo identidad:

CL(fog)(A) = (f 9)(A) = f(g(A)) =
f(CL(g)(A)) = CL(f)(CL(g)(A)) = CL(f) o CL(g)(A);

para cada X € Obcom, tenemos que
CL(idx)(A) = idx(A) = A =idcrx)(A).

Ejemplo 2.32. Tomemos Comp la categoria de los espacios compactos de Hausdorff
y las funciones continuas y definamos

V:Comp — Comp

H Ly

peC(X

St X € Comp definimos

donde

i) = [=llell; llll]

C(X) es el espacio de funciones continuas de X en R, donde ||¢| = sup|lp(z)|rex vy
—lell < p(z) < |l¢l|| para todo x € X, tal que si

ve VX, VoeCr), [v(e) <l
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VX es compacto (pues es producto de compactos) de Hausdorff.
Ahora tomemos X - Y, f € Mor(Comp) definamos

vx Yyy Vi) evy
Sip e CY), Vf(v)(¢) =:v(v o f),veamos el diagrama
vV
VX — VY
\ y
Tpof
Ty

Observe que || Tyor| < |||, V f € Mor(Comp). Ahora tomemos los morfismos f, g asi:
xLy2yz

aplicando V' tenemos
V(gof)
VX — VZ

PN
Seav e VX yiy € C(Z), entonces

Vigo Nw)(¥) = v(o(gof))
v((Wog)of) =V (¥og)=Vy(V[()))=VgoVf)v))
Y,

Vidy(v)(9) = v(p 0idy) = V(¢) = idyx (v)(¢)

de esta manera tenemos que V' es un endofuntor en Comp.

Vg

VY

Definicion 2.33. Sea F': € — D un funtor F' es un funtor de inmersion si es inyectivo
sobre morfismos.

Definicion 2.34. F es un funtor fiel siempre que todo el conjunto de morfismos
restringido
F : homp(A, A') — homqp (FA, FA")

sea inyectivo

Definicion 2.35. F' es un funtor completo siempre que todo el conjunto de morfismos
restringido sea sobreyectivo.
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Ahora presentaremos algunos ejemplos de funtores fieles, completos y de inmersion
donde haremos uso de las anteriores definiciones.

Ejemplo 2.36. El funtor U : Mete — Top definido

U((X.d) 5 (X', d) = (X, 7a) & (X', 7)
es completo y fiel pero no es de inmersion
Verifiquemos. Sea el funtor U : Mets — Top definido:

UX,d)=: (X,7g) yUf=F.
Tomemos (X, 0), (Y, p) espacios métricos y hom(X,Y) 4 (UX,UY)

1. g € hom(UX,UY) si tomamos (X,0) % (Y,p) y Ug=yg
= g € hom(X,Y) y U es sobreyectivo, entonces U es completo.

2.51Ug=Uf = f=g,puesUg =gy Uf = f por definicion de U luego U es fiel.

3. Ahora veamos que U no es de inmersion.

Tomemos (R,d,) v (R,d) con d = 1_%& . con d, como la métrica usual; d,,d son
topologicamente equivalentes entonces 7d, = 74 sin embargo (R,d,) # (R,d).
tomemos

f:(R,d,) — (R,d,)
flx)=2 V2 €R
g: (R, d) — (R,d)
glx) =2 Vo €R

y Uf = Ug siendo f # g se tiene entonces que U no es de inmersion.

Ejemplo 2.37. Veamos el funtor de partes P : Set — Set de inmersion que no es
completo. Este funtor envia cada conjunto X, en su conjunto de partes P(X), y la

imagen de cada morfismo f sera Pf(A) = f(A), para cada f(A) € P(X), se tiene
hom(X,Y) 5 hom(P(X), P(Y))

claramente P es de inmersion pero no es completo. Por ejemplo tomemos los conjuntos
X ={a,b}, Y ={1,2,3} entonces si,

P(X) L P(Y)
g — I
X —-Y
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{a} = {1}

{0} — {1,2}
{2}
{3}

Para todo f € hom(X,Y), Pf # g; entonces P no es completo.

Ejemplo 2.38. Ahora veamos un funtor fiel y no completo
F:Met — Top

F(Xud) = (X7Td>
Ff=Ff
Recordemos que los morfismos en Met son las funciones inexpandibles y que toda

funcion inexpandible es continua

Si XY € Obper hompe(X,Y) LN homqey(X,Y') es inyectiva pero no sobreyectiva.
Veamos si f,g € hompet(X,Y), f# g existex € X tal que f(z) # g(x)

luego F'f(x) # Fg(x) entonces F'f # Fg. Se tiene entonces que F es fiel.

Ahora, si f € homr,(X,Y) no necesariamente f es inexpandible, por ejemplo:

Sea f: R — Ry tomemos f(z) = 2z entonces

d(f(z), f(y)) = 2d(z,y)

pero
d(z,y) <d(f(z), f(y))

luego F' no es sobreyectiva, entonces F' no es completo.

Ejemplo 2.39. Ahora veamos el funtor U un funtor fiel y no completo.
Sean A, B espacios vectoriales.

U : homye(A, B) — homge (A, B)

f A — B f es funcién, no transformacion lineal entonces f no pertenece al
homyee (v, w) entonces U no es completo.

tomemos T,7T" transformaciones lineales y 1,7 : A — B aplicando U se tiene
UT = UT' entonces T'="T" asi se tiene que U es fiel.

Los funtores se caracterizan por preservar la estructura, asi entonces si tenemos un
isomorfismo en la categoria del dominio la imagen de éste, sera también un isomorfismo
en la categoria del codominio.
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Proposicion 2.40. Si € y D categorias con F' : € — D funtory f : A — A" un
isomorfismo en €, entonces F'(f) es un isomorfismo en D.

Demostracion. Sea F'(f) isomorfismo en D.

Entonces,

F(fyo F(f™)=F(fof')=Fl(ida) = idpca
F(f)oF(f)=F(f "o f)=F(ida) = idpa

Otra caracteristica de los funtores es que se pueden operar entre ellos y se cumple de
una manera intuitiva la ley de cerradura con la composicion .

Proposicion 2.41. La composicion de funtores es un funtor.

Demostracion. Sean F, G funtores con F' : € — Dy G : D — &, la composicion
Go F : € — €& definida:

» i)SiA€Obe, (GoF)(A)=G(F(A)),
= ii) Si f € hom ¢(A, B), (G o F)(f) € homg((G o F)(A),(G o F)(B)) definido
(G o F)(f) = G(Ff).

1. Sea A un objeto en €, se tiene
(Go F)(A) = G(F(A))

F(A) es un objeto en D,y G(F(A)) es un objeto en € ,por ser 'y G funtores.
entonces (G o F')(A) es un objeto en E.

2. Sea f un morfismo en € (G o F)(f) = G(F(f)), F(f) es un morfismo en D por
ser F' funtor y G(F(f)) es un morfismo en € por ser G un funtor

3. Preserva identidad
(G o F)(idA) = G(F(idA)) = Glidp(a)
se tiene por ser G funtor y

G(idF(A)) = idGF(A) € Moré

4. Preserva la operacion o

(GoF)(fog)=G(F(fog))=GF(f)eoF(g) =GF(f)) o G(F(g)).
Asi queda demostrado que la composicion de funtores es un funtor.
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2.4. Transformacién natural

Ahora estudiaremos las relaciones entre funtores llamadas transformaciones naturales.

Definicion 2.42. Sean F, G funtores de C a D asi: F,G : € — D, una transformacion
natural © de F en G es una aplicacion que asigna a cada objeto A de € un tunico
morfismo en D esto es, pA : FFA — G A tal que para cada f € homega,ar se tiene

GfouA=pAokFf

La aplicacion pA se llama componente natural de 1 en A.El siguiente diagrama ilustra
la conmutatividad.

Ff
FA — FA
uA uA’
GA —~ GA

Veamos algunos ejemplos de transformacion natural

Ejemplo 2.43. Para cada funtor F : C — D se tiene la transformacion natural iden-
tidad asi:

definida (idp)(A) = idpa
F
FA e pa

idra id g o1

FA

o FA

Se tiene

Ffoidpy =idpa o Ff
claramente idp es una transformacion natural.
Ejemplo 2.44. Consideremos la transformacion natural A definida por:
A :id — S

con id : Set — Set y S? : Set — Set funtores definidos en ejemplos 2.24 y 2.27
respectivamente. Sea X un objeto en Set, la componente natural

AX X — X?
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AX(z) = (x,x) es funcion por lo tanto un morfismo en Set ademds, notamos que si

X i> Y entonces idf
idX — idY

AX AY

2 - 5 2
S*X —+ S

es conmutativo es decir
S?foAX =AY oidy

de hecho,

Si tomamos x € X entonces,

(S%f 0 AX)(2) = S*f(AX (2)) = §*f(w,2) = (f (), f(2))

(f(x), f(x)) = AY f(x) = (AY (idf)) () = AY o idf

Por lo tanto A es transformacion natural.
Ejemplo 2.45. Transformacion natural T

Sean O,S : Grp — Set funtores, donde O estd definido en el ejemplo 2.26 y
S(G.x) = G*y S(f) = f~

Ahora definimos 7 : S — O wuna transformacion natural de la siguiente manera:
Si (G, *) € Obg,, entonces

7(G, %) : S(G,*) — O(G, %)
G*— G
donde
7(G,*)(g1,92) =t g1% g2 con g1,92 € G
Ahora si (G, *) LN (G',0) h es un isomorfismo de grupos.

Veamos el siguiente diagrama

G2 i, G/Q

(G, 7(G',A)

G

/
Oh G
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es conmutativo, esto es,

Oho1(G,*) =71(G',0) o Sh
De hecho Sea (g1,92) € G?

(Oh o 7(G,*))(91,92) = Oh(7(G, %) (g1, 92)) = Oh(g1,.g2)
v,

Oh(g1 * g2) = h(g1 © g2) = hg1 © hgy = 7(G',0)(h(g1), h(g2))

7(G',0)(h(g1), h(g2)) = 7(G",0)Sh(g1, 92) = (T(G', 0) 0 Sh)(g1, g2)
Luego 7 es transformacion natural.

Ejemplo 2.46. Tomando los funtores O, S del ejemplo 2.4.3 definimos la transforma-
cion natural

p:0— S
p(G, %) : G — G?
donde
(G, *)(g) = (g,€)
con g,e € (G,*) y e elemento identidad de (G,*). Veamos que p es transformacion
natural.

Sea X Y h morfismo,
Oh

G/

P(G.%) P(G,A)

G g 67

El diagrama es conmutativo es decir Sh o p(G,*) = p(G',©) o Oh.
Sea g € (G, *)

(Shop(G,%))(g) = Sh(p(G,+)(9)) = Sh(g, e) = (h(g), h(e))

(h(g), h(e)) = (h(g),€') = p(G',0)(h(g)) = p(G', ) o Oh(g)



(h(9), €) = (h(g), h(e)) = Sh(g, e) = Sh(p(g, *)(9)) = (Sho p(G,*))(g)

Luego p es transformacion natural.
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CAPITULO 3

Modnada

La definicién de ménada es a menudo comparada con la de monoide, pues depende de
dos transformaciones naturales (operaciones) donde una de ellas es asociativa y la otra
hace las veces de identidad. El conjunto M de elementos del monoide es reemplazado
por el endofuntor F' : € — C, mientras el producto cartesiano de dos conjuntos es
reemplazado por la composicion de funtores, la operaciéon binaria u: M @ M — M de
multiplicacién por la transformacién p : F? — F y la unidad (identidad) el elemento
n:I — M porn: I, — F, podemos llamar n la unidad y p la multiplicacién de la
monada 7.

En adelante dado un endofuntor F': € — €, denotaremos por F™ la composicion de F'
n veces. A continuacién presentaremos la definicion formal de moénada.

Definiciéon 3.1. Una monada F = (F,n, ) en una categoria C consiste de un funtor
F:C—C
y dos transformaciones naturales
n:le—F Y p:F? - F

Hacen que los siguientes diagramas conmuten.
F
F3 —M, FQ

uF H

F? —— F
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IF F? FI
= M =
v v
Foooiin Foeeon |

Ejemplo 3.2. Basados en el funtor del ejemplo 2.28, vamos a demostrar algunas pro-
posiciones para definir una monada.

Proposicion 3.3. Si A € CL?X, entonces UA € CL(X).

La demostracion se puede encontrar en [2].

Con la proposicion anterior podemos definir las transformaciones naturales

w:CL* = CL vy 8 1 tdcomp — CL

para cada X € Obcomp, uX(A) = UA, y sX(a) = {a}, donde A € CL*(X) ya € X.
Como X es Hausdorff, se tiene que {a} € CL(X).

Probar que estas son transformaciones naturales y por consiguiente CL = (CL, s, u)
es una monada en Comp, es resultado de las proposiciones anteriores y de cdlculos
elementales.

3.1. Una modnada universal.

Para construir una moénada basta con tomar un endofuntor y dos transformaciones
naturales tal como se mostré en la defnicicion. Tomemos entonces el funtor V' (definido
en la ejemplo 2.31 que actta sobre la categoria de los espacios compactos de hausdorff),
y dos transformaciones naturales m, h definidas de la siguiente manera:

m:V:-V hidoomp — V

donde para cada X € Obcomp, TpomX =mr, 'y 7yohX = ¢ paracada ¢ € C(X).
Probemos que m, h son transformaciones naturales.

Sean f:X —Y, x € X, entonces
(mg 0 hY o f) (x) = (o f) (¥) = (Tgoy 0 hX) (x) = (m 0 V f 0 hX) (),
por lo que se tiene que h es una transformacioén natural. Ahora, tomando v € V2X,

T omY o V2f (U) = Tr, © V2f (U) = MryoV f (U) = U(ﬂ'¢ © Vf)
U(Tpof) = Trgos (V) =Tgor omX (V) =m0V fomX (v).
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Proposicion 3.4. La tripla V = (V,h,m) forma una mdnada en la categoria Comp.

Demostracién. Sea 9 € V3X; entonces

mpomX oVmX (¥) = mr, 0o VmX (V) = Tromx (V) =0 (mgomX) =
=1 (mr,) = Trp, (0) = 7, omV X (J) = g omX omVX ().

Ademés si p e VX

Ty omX o hVX (n) = mr, 0 RV X () =mg (1) = p(¢) = pu (g 0 hX) =
= Tryonx () = Tr, o VAX () =715 0omX o VhX (p).

Lo anterior se tiene para cada ¢ € C'(X), con lo que la proposicién queda demostrada.

Dadas dos monadas T=(T,n,u) y T'=(T7",7',1'), una transformacion natural ) :
T — T’ es llamada un morfismo de la moénada T en la monada T’ si

Yvon=n "y op=p oI oT.

Si toda componente natural ¥ X de 1 es monomorfismo, entonces 1 es llamada una
inmersion de la monada T en la monada T.

Definiciéon 3.5. Si T = (T,n, ) es una monada en C , una T-dlgebra es una pareja
(X, h)y, donde X € |C| (objeto del dlgebra), y h : TX — X es un morfismo de C
(aplicacion estructura del dlgebra) que cumplen:

hoTh=houX, y honX =idy.

Dadas dos dlgebras (X, h) , (X', ') un morfismof : X — X' en € es llamada morfismo
de T-dlgebras si
foh=hnoTf.

Si t1,ts son nimeros reales tales que 0 < t; < t5, entonces mediante ]ff denotamos la
inmersién natural j;2 : I, — I,, donde I, = [—t,1].

Definiciéon 3.6. Una monada F = (F,n,u) es una monada de Lawson, si para cada
t > 0 eziste una aplicacion & : FI, — I, tal que la pareja (I;,&;) es una F-dlgebra,
para cada ty,to € R, con 0 <ty <ty la inmersion jff es un morfismo de F-dlgebras
y para cada X € Obcomp existe una familia de morfismos de F-dlgebras que separa
puntos:

{fa : (FX7MX> - (It(a)vgt(a)) | a € A}
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Ejemplo 3.7. A continuacion demostraremos que CIL es una monada de Lawson.
Como I; € Comp, entonces CL (I;) € Comp; definamos

&:CL(L) — Iy &(A)=inf{a:a€ A}, donde A€ CL(I;).

Sea A € CL?I, entonces

Goply(A) =& (puly(A)) =mnf{a:ac UA} =inf{{inf{a:aec A}: Ac A}} =
—tnf {{€, (4) : A € A}} = il {CLE& (A)} = & (CLE (A)) = & 0 CLE, (A).

Ademds, sity € I entonces & only (to) = & (nl; (o)) = & ({to}) = to = idy, (to), con lo
que se prueba que (I;, &) es una CL-dlgebra.

Ahora bien, siti,ty € RT y t; < ty, tenemos que probar que jff es un morfismo de
CL-dlgebras.

Sea A € CLI,; entonces
it © & (A) = jit (& (A) = i (inf (A)) = inf (4) = inf (i (4)) =
= inf (CLji? (A)) = &, (OLj;; (A)) = &, 0 OLj;; (A),
por lo que obtenemos el resultado deseado.
Sean A,B € CL(X) tales que A # B; entonces existe t € A— B 6z € B— A

en particular analizaremos el primer caso, el sequndo es andlogo; como X € Ty1, en
. . . . . 2
particular existe una aplicacion continua p tal que

p(r) =00 (B) C{1};
entonces definimos f : CL(X) — I de la forma
FW)=€0CLe(W): W € CL(X),

donde £ : CL(I) — I estd definido anteriormente.
Sea A € CL*(X), entonces

fouX (A)=f(ux (A) =¢(CLe (J4a)) =€ (v (U4))
£ (2 (UA)) =€ (€0 ()} aca) = E(E(CLp (A)) = £0 CLF (A)

con lo que concluimos que f es un morfismo de ClL-dlgebras. Por definicion se tiene

f(A)=0y f(B)=

luego f separa puntos y CIL es una monada de Lawson.
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El siguiente teorema se encuentra probado en [8 |, y nos muestra el porqué V es llamada
una moénada universal.

Teorema 3.8. Sea F una monada en Comp. Fxiste una inmersion ¢ :F —V siy
solamente si F es una monada de Lawson.
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