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“Quizds el mundo no estd creado. Quizds nada lo esté. Quizds todo ha sido, es y
serd siempre un reloj sin artifice ”.
Dr. Manhattan.

“Los hechos que necesita un mentat no se depositan sobre €l como se depositan los
granos de polen sobre vuestras ropas cuando atravesdis un campo de flores, dijo Hayt.
Uno debe elegir cuidadosamente su polen, examinarlo bajo una gran amplificacion”.
(de “El mesias de Dune” de Frank Herbert).

“scomo no reconocer la ventaja que nos lleva una rata, precisamente porque es rata y
nada mds?”
Emil Cioran.

“La creencia en lo sobrenatural demuestra un fracaso de la imaginacion”.

Edward Abbey.
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Resumen

TITULO: NO GAUSSIANIDAD EN MODELOS CON RECALENTAMIENTO IN-
HOMOGENEO.

AUTOR: PULIDO SANCHEZ, Victor Alfonso!.

PALABRAS CLAVES: Inflaciéon, Recalentamiento, Inhomogéneo, Universos separa-
dos, Formalismo 6 N, No Gaussianidad.

DESCRIPCION: En este trabajo se considera el escenario del recalentamiento inho-
mogéneo, el cual asume una razén de decaimiento I' inhomogénea para el inflatén, cuyo
origen corresponde a acoplamientos efectivos A dependientes de campos escalares ligeros
los cuales fluctiian en el espacio. De esta manera la perturbacion primordial en la cur-
vatura ( es generada durante el recalentamiento, independientemente de la contribuciéon
debida al mecanismo inflacionario estandar. Por tanto en este escenario, son los campos
escalares ligeros y no el inflatén, los responsables de la generacion de estructura a gran
escala, y el inflatén es relegado a encargarse solamente de producir la expansion acel-
erada. Utilizando el formalismo 6 N se hallan los niveles de no gaussianidad fyx; v 7nr
para modelos basados en este mecanismo, bajo la suposicion de decaimiento repentino,
y de esta manera se evalian el espectro, biespectro y triespectro de (. Se estudian las
condiciones bajo las cuales los niveles de no gaussianidad encontrados son lo suficien-
temente grandes como para ser detectados en los experimentos satelitales que miden la
temperatura de la radiacion césmica de fondo y por las observaciones de estructuras a
gran escala.

'Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Yeinzon Rodriguez Garcia (Director).
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Abstract

TITLE: NO-GAUSSIANITY FOR MODELS BASE ON AN IN-HOMOGENEOUS
REHEATING.

AUTHOR: PULIDO SANCHEZ, Victor Alfonso?®.

KEYWORDS: Inflation, Reheating, Inhomogeneous, Separate Universes, 6 N formula,
No Gaussianity.

DESCRIPTION: In this work, we consider the inhomogeneous reheating scenario,
which asume an inhomogeneous decay rate for the inflaton field, because the effective
couplings of the inflaton fluctuate in space. The primordial curvature perturbation ¢
is generated during reheating. In this scenary, light scalar fields are the responsibles of
the structure generation, because the decay rate of the inflation is a function of this
fields, so the inflaton field only produce an accelerate expansion. Using the d N formula
we find the levels of no-gaussianity fy; y 7nr for models base on this mechanism,
assuming suddenly decay of the inflaton. We study the conditions which the levels of
no-gaussianity are big enough for been detected in the observations of the CMB.

2Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, Yeinzon Rodriguez Garcfa (Director).
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Introduccion

“Nos acercamos a una explicacion de la creacion del universo compatible con las
leyes de la fisica, pero estamos lejos de poder contestar el origen de esas leyes”. Alan
Guth (1979).

En 1981 el fisico estadounidense Alan Guth, propuso la inflaciéon césmica como
solucion a los problemas de la cosmologia estandar. Principalmente el problema de hor-
izonte y el problema de planitud que se presentaban con la teoria clasica del big bang,
encontraron solucion con la suposicién de que el Universo en su etapa mas temprana ex-
periment6 un periodo de rapida expansién acelerada [1, 2, 3]. Para generar este periodo
inflacionario se postulé la existencia de un campo escalar que actiia como energia de
vacio generando una presién negativa, el cual al final de inflacién comienza a oscilar
alrededor del minimo de su potencial efectivo, continuando asi con el decaimiento de
éste en particulas relativistas, fluido que en el contexto de la cosmologia se denomina
radiacién. Estas particulas interactian entre ellas y el sistema llega a un estado de
equilibrio térmico a una cierta temperatura recalentando al Universo, dando comienzo
asf a la época dominada por la radiacién o el llamado “Big Bang Caliente” [1, 2.

Este periodo durante el cual el inflatén oscila, se le conoce como la etapa de reca-
lentamiento, y su estudio permitira entender cémo fue la generacion de estructuras en
el Universo temprano. Este periodo intermedio entre inflacién y big bang caliente se
aborda actualmente desde el punto de vista no perturbativo de la producciéon mecanico-
cuantica de particulas en el fondo cldsico del campo del inflatén [4]. Sin este proceso, la
inflacién habria dejado al universo sin presencia de materia, pero dado que se desconoce
la naturaleza del inflaton, y por tanto su acoplamiento con los campos a los cuales de-
cae (particulas del modelo estdndar), el recalentamiento permanece siendo pobremente
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comprendido.

Por otro lado, teniendo en cuenta las observaciones de la Radiacién Césmica de
Fondo (RCF), realizadas en primera instancia por el satélite COBE [5] y luego (y con
mayor resolucién) por el WMAP [6], se observa un espectro de temperaturas ligera-
mente inhomogéneo, lo que implica que se debe considerar un mecanismo en el cual se
generen perturbaciones primordiales en la curvatura. Por lo tanto, se puede considerar
tres posibles escenarios, el escenario estandar el cual establece que las perturbaciones
son generadas durante inflacién [2], el escenario del curvatén [7, 8, 9, 10, 11], en donde
la perturbaciones se producen después del recalentamiento, y el escenario que se va a
considerar en este trabajo, en el que las perturbaciones se generan durante el recalen-
tamiento (recalentamiento inhomogéneo [12]).

El escenario del recalentamiento inhomogéneo establece que la inflacion no termina
en todos los lugares al mismo tiempo, y para ello se asume que la razéon de decaimiento
del inflaton I' varia con la posicién. Una dependencia funcional de I" con un campo
escalar ligero s, garantiza que el inflaton decaiga localmente dado que s fluctia en el
espacio. Ademds, de acuerdo con muchos trabajos [10, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19], los
campos escalares ligeros, que se definen como aquéllos cuyas masas m, son mucho mas
pequenas que el pardmetro de Hubble H (ms; < H), merecen atencién como posibles
candidatos que expliquen la generacion de fluctuaciones en la densidad primordial.
A diferencia del escenario estdndar (y al igual que en el escenario del curvatén), las
perturbaciones son generadas por el campo escalar ligero s, relegando al inflatén a ser
solamente responsable de producir la expansion acelerada.

La perturbacién primordial en la curvatura ¢, la cual via el efecto Sach-Wolf [20]
se relaciona con el contraste de la temperatura de la RCF §7/T, puede ser descrita
por una funcién de distribucién de probabilidad f({). Por consiguiente, en toda clase
de cosmologia es importante considerar los correladores de n puntos que describen el
comportamiento de dicha funcién de distribucién [2]. Tales correladores son descritos
por funciones espectrales, las cuales a su vez estan parametrizadas por ciertos paramet-
ros, que actian como descriptores estadisticos de f((). Por ejemplo, considerando los
correladores de dos, tres y cuatro puntos, cuyas funciones espectrales son el espectro,
biespectro y triespectro respectivamente, se pueden hallar los pardametros n¢, fnr y
TNL, que parametrizan al espectro, biespectro y triespectro respectivamente. Como se
vera mas adelante, los parametros fyr y 7nz son los llamados niveles de no gaussian-

idad.

Por lo tanto, como objetivo principal del trabajo, se calculan los niveles de no
gaussianidad fn7 v 7y de la perturbaciéon primordial en la curvatura para modelos

13



basados en el escenario del recalentamiento inhomogéneo [18,; 19]. Para ello, teniendo
en cuenta que se trabaja en escalas de superhorizonte, se hace uso del formalismo d N
(2, 16, 21, 22, 23], método alternativo a la teoria de perturbaciones cosmoldgicas (aunque
llegando a los mismos resultados), para calcular el espectro, biespectro y triespectro de
(. Los niveles de no-gaussianidad encontrados son lo suficientemente grandes para ser
detectados en las observaciones de la RCF, y esto servird como factor discriminante
para las diferentes realizaciones de este escenario.
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Modelo cosmoloégico estandar (o de
Big-Bang)

El principio cosmoldgico establece que para grandes escalas (mayores a 100 Mpc
) el Universo luce homogéneo e isétropo, lo cual implica que se pueda describir su
geometria por medio de la métrica de Friedman-Robertson-Walker (FRW) [24, 25, 26],
cuyo elemento de linea en coordenadas esféricas es de la forma

2
1—kr?

siendo k el pardmetro de curvatura el cual es +1 para una curvatura positiva (universo

ds* = —dt* + a*(t) + 7r2df* + r¥sin® 0dy? | | (2.0.1)

cerrado), 0 para un universo plano y -1 para una curvatura negativa (universo abierto).
También se introduce el factor de escala a(t) que aumenta con el tiempo césmico ¢
indicando la expansién del universo.

Por otro lado, la razén de expansion del universo viene caracterizada por el pardmetro

d
de Hubble, el cual es H = a/a, en donde a = d—z. El parametro de Hubble H es positivo

para un universo en expansion y negativo para un universo colapsante.

Dado el principio cosmoldgico, es conveniente modelar al Universo como un fluido
perfecto cuyo tensor momento-energia es

T = (p + Pty + PYGpuv, (2.0.2)
en donde p es la densidad de energfa del fluido, p la presién y u, = (—1,0,0,0) es
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la cuadrivelocidad de éste, en un sistema de referencia co-movil, localmente inercial y
cartesiano [27]. En general u,u* = —1 .

Por otro lado, aplicando la métrica de FRW a las ecuaciones de campo de Einstein

1
R = 59 R = —87GT,,,, (2.0.3)

en donde R, es el tensor de Ricci, R es el escalar de Ricci y G la constante de la
gravitacién universal, se obtiene de la componente 0-0 de éstas

a 3 a?’

LN\ 2
H? = (9) _8nGp K (2.0.4)

la cual se conoce como la ecuaciéon de Friedmann. Esta brinda informacién sobre la
evolucién dinamica del Universo. Ademds, via conservacion local del cuadrimomento
", =0, se llega a la ecuacién de continuidad [28]

p+3H(p+p) =0, (2.0.5)

la cual puede ser facilmente integrada y cuya solucién es

p oc 30+ (2.0.6)

en donde w es el parametro de estado, w = p/p.

Este resultado, combinado con la ecuacién de Friedmann (4), permite conocer la
evolucién temporal del factor de escala la cual estd dada por

a(t) oc 230+ oy oL ] (2.0.7)
0
a(t) e w=—1. (2.0.8)
Si se desprecia la curvatura, con lo que k = 0 (universo plano), se tienen las siguientes
soluciones para tres casos especiales (w = 1/3,w = 0,w = —1) [1]:

x a4,

» p = p/3, materia relativista (radiacién) { 0o 112
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-3
poxa,

= p = 0, materia no relativista { a o 12/3.

p = constante,

» p = —p energia de vacio { Ht

a X e

17



3

Problemas de la cosmologia
estandar

3.1. Problema de horizonte

Primeramente, para abordar este problema, se debe definir el horizonte de particulas
comovil, 7, como la méxima distancia a la cual un fotén puede viajar entre el tiempo
0 y un tiempo ¢

bodt “ da “ 1
=[] —=[| — =] dlna— 1.1
! /O a(t’) o Ha? /0 N (3:-1.1)
en donde (aH)™! es el radio comévil de Hubble.

Para un universo dominado por un fluido perfecto con parametro de estado w, se
tiene

(aH) ™' = Hylaz(+3), (3.1.2)
Entonces se tiene que durante la expansion convencional del universo en el modelo

cosmoldgico estandar o de Big Bang, la fraccién del Universo en contacto causal crece
con el tiempo debido a que el radio comdvil de Hubble también lo hace [2]. Por lo tanto

T~ qz(143), (3.1.3)

18



Ahora, para un Universo dominado por radiacién (RD) y uno dominado por materia
no-relativista (MD), se encuentra que

 da
T = . H—azf\-’a, RD (314)
“ da 1
= | — ~d'?, MD. 3.1.5
= Ha (3.1.5)

Lo anterior indica que el horizonte comoévil crece con el tiempo, lo cual implica que
las escalas comoviles que entran al horizonte hoy en dia han estado fuera del hori-
zonte en el momento de la generacién de la RCF. Sin embargo, la RCF se muestra casi
completamente homogénea, 6T /T ~ 107° [29], lo cual senala que el universo fue ex-
tremadamente homogéneo en el momento de la dltima dispersion a escalas que abarcan
muchas regiones, alrededor de 10°, que no estaban conectadas causalmente (figura 1).
Por consiguiente, resulta bastante improbable que todas estas regiones se encontraran
a practicamente la misma temperatura. Esto implica que con el s6lo hecho de medir en
dos direcciones diferentes, con por ejemplo 1,72 grados de diferencia entre una y otra,
se deberian observar diferencias considerables en la temperatura de la RCF.

3.2. Problema de planitud

Para empezar, se considera la ecuacion de Friedmann de la forma

O(a) — 1= (GZ>2 = -, (3.2.1)

pla)

en donde Q(a) =
( ) pcrit(a)

de Planck.

1
Y perit(a) = 3MIH?, siendo M, = 3G la masa reducida

De lo anterior se deduce que el pardmetro de curvatura €2(a) debe alejarse de la
unidad con la expansién del universo, dado que el radio comévil de Hubble (aH )™
crece con el tiempo en el modelo cosmoldgico estandar. Sin embargo, las observaciones
muestran que actualmente —0,0133 < € < 0,0084 a 20 (figura 2) [30], y esto indica

19
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r

Lna

Figura 3.1: Problema de horizonte. Evoluciéon temporal del tamano fisico de la regién
comovil correspondiente a nuestro actual Universo observable d (linea delgada) y la del
horizonte de particulas (linea gruesa). Hasta cierto tiempo (correspondiente al punto
de interseccién de las dos lineas), el horizonte de particulas era méas pequeno que la
region observable. Por lo tanto, resulta muy improbable que todas las regiones del
Universo, desconectadas causalmente entre si, se encontraran a practicamente la misma
temperatura.

que se requiere una escogencia extremadamente precisa de las condiciones iniciales de
manera que §) tuviera un valor extremadamente cercano a uno en el universo temprano.

Esto implica por ejemplo, que en la época de nucleosintesis |2 — 1| ~ 10716 y en la época
de Planck |Q — 1] ~ 107% [31].
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-0,0133<CQx<0.0084 *
|
Comienzo de fin de -
Inflacion Inflacian woR a

Figura 3.2: Evolucion de (2. Evolucion de €2, en todas las épocas. Como se puede
observar (en la siguiente seccién se describird con mas detalle), inflacién resuelve el
problema de planitud debido a que durante este periodo €2, decrece exponencialmente
hasta un valor muy cercano a cero. Por lo tanto, a partir de alli, asciende €2, hasta el
valor que se observa hoy en dia el cual esta comprendido entre —0,0133 < €2 < 0,0084.
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4

Inflacion

El problema de planitud puede resolverse de manera sencilla asumiendo que existe
un periodo en la evolucion del Universo en que el radio comévil de Hubble decrece lo
suficiente [2, 3]. Por tanto, en virtud a las expresiones (4) y (5) de la seccién 3:

d H1 d%a
— <0=—>0= 3p < 0. 4.0.1
dt a P ptop (4.0.1)

Por otro lado, particularmente para el problema de horizonte, un periodo de in-
flacién cosmica (rdpida expansion del universo), permite una conexién causal entre las
aproximadamente 10° regiones anteriormente mencionadas (figura 3).

Para medir el monto de inflaciéon entre un tiempo inicial t;,;.; v un tiempo final
tfinal, S¢ hace uso de una cantidad llamada el nimero de e-folds N, la cual se define
como

V() = tn (2l ). (10.2)

No basta simplemente establecer que hubo en el universo temprano un periodo de
expansion acelerada; para que Inflacién resuelva los problemas de la cosmologia estandar
es necesario que el monto de inflaciéon N sea minimo de 60 e-folds [2].
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Lna

Figura 4.1: Solucién del problema de horizonte. Se muestra la evolucién temporal
del horizonte de particulas (linea gruesa) considerando un H constante durante inflacién
(aunque en general para resolver el problema de horizonte se requiere que durante
inflaciéon H=' ~ a", con 0 < n < 1). Por consiguiente, se observa que hasta cierto
tiempo, el horizonte de particulas es méas grande que la regién correspondiente a nuestro
Universo observable, lo que implica que al comienzo del Big Bang (final de inflacién),
todas las regiones estaban causalmente conectadas.

Considerando lo anteriormente expuesto, un horizonte comévil decreciente y una
expansion acelerada del Universo requiere una presion negativa. Por consiguiente se
considera un universo dominado por un solo campo escalar ¢, el inflatén, que actia
como energia de vacio generando en el universo temprano una expansion acelerada [2].

Para probar esto, se considera la accion que describe la dindamica de un campo
escalar acoplado de forma minima a la gravedad, la cual es [1, 2]:

5= [dey=a2 = [ dey=g [—%gwa%a”as ~ V(@) . (4.0.3)

en donde V(¢) es el potencial asociado al campo escalar y g es el determinante de la
métrica g,,. A su vez, el tensor momento-energia para un campo escalar es:

0%
TMV = —2W + gl“’g' (404)
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Asumiendo la métrica de FRW (1) para g,, con k = 0 y tomando el caso de un
campo homogéneo ¢(t,x) = ¢(t), el tensor de momento-energia toma la forma asociada
a un fluido perfecto (2), con densidad de energia y presién

1

po = 56" +V(9), (4.0.5)
ps = %dﬁQ ~ V(o). (4.0.6)

De acéd se observa que el inflatén (y en general cualquier campo escalar), puede
generar una presion negativa (wy < 0), y la consecuente expansién acelerada (w, <

1.
—1/3), si la energia potencial V' domina sobre la energfa cinética §¢2 1, 2].

Ademas, a partir de la accién en la ecuacion 4.0.3, la dindmica de un campo escalar
(homogéneo) estd determinada por la ecuaciéon de movimiento [1, 2]

+3Hd+ V'(¢) =0, con V'(¢)= a‘g—f) (4.0.7)

Finalmente, para este caso, la ecuacién de Friedmann toma la forma

H? = 3%\45 Bgia? + V(qs)] : (4.0.8)
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Recalentamiento

Al terminar inflacion, el inflatén ¢ comienza a oscilar alrededor del minimo de
su potencial, dando comienzo al proceso en el cual la energia almacenada en éste es
convertida en particulas convencionales, y por ende dando inicio al Big Bang caliente.
Este proceso se conoce con el nombre de recalentamiento [1, 2, 4], y su fin senala el
inicio de la época dominada por la radiacion.

De acuerdo a lo expuesto en el apéndice A, se asume un potencial cuadratico de la
forma

V(9) = gmdd(r.1), (501)

en donde my es la masa del inflatén ¢, y se puede observar que es la ecuacién de
movimiento para este campo (ecuacién (4.0.7)), la cual es andloga a la ecuacién que
describe un oscilador arménico amortiguado (apéndice B). Por lo tanto se tiene:

¢+ 3H¢ +mi¢ = 0. (5.0.2)

Durante inflacion, H varia y esta variaciéon implica que se presenta un compor-
tamiento andlogo al comportamiento del oscilador, asumiendo que dada la variacion
de H, el inflatén pasa por los tres regimenes: Sobreamortiguamiento, amortiguamiento
critico y subamortiguamiento. De esta manera, se presenta primero un comportamiento
sobreamortiguado en donde my < 3H, en el cual no se presentan oscilaciones, que es lo
que ocurre durante inflacién cuando la energia se mantiene almacenada en el inflaton
¢. Seguidamente H adquiere un valor del orden de la masa del inflatéon generando un
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comportamiento criticamente amortiguado my = 3H y es cuando el inflatén empieza
a oscilar alrededor del minimo de su potencial (figura 4). Finalmente se da el compor-
tamiento subamortiguado my > 3H cuando el inflatén oscilante transfiere su energia
a las particulas a las cuales éste decae, lo que se manifiesta en un decrecimiento de la
amplitud de sus oscilaciones.

—

" V(D)

¢

Figura 5.1: Inflatén oscilando en un potencial cuadratico. El inflatén oscila alrede-
dor del minimo de su potencial, el cual es de forma cuadratica V(¢) = %mégbz Mientras
va oscilando con amplitud decreciente, transfiere su energia a las particulas en las cual
decae.

Por otro lado, asumiendo que H decrece muy lentamente, la solucién general de la
ecuacion (5.0.2) es:

o(t) = e 2T (Ayelfel 4 Ayemilot), (5.0.3)

en donde f; = mi — %H 2y corresponde a la frecuencia de las oscilaciones del inflatén.

Considerando el caso my >> H, lo que implica f, ~ m, tenemos como periodo de

2r
las oscilaciones T" = —. Debido a que my >> H, el tiempo caracteristico de la
Mg

expansién H~! es mucho mayor que el periodo de las oscilaciones. Como ocurren muchas
oscilaciones en un monto de expansién dado, conviene trabajar con los valores promedios
para los calculos de la energia, implicando que el valor promedio del potencial < V' (¢) >
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es igual al promedio de la energia cinética asociado al término %¢2 (esto asumiendo que
el potencial es cuadratico). De esta manera, de acuerdo con la ecuacién (4.0.6), la
presién promedio generada por el inflatén oscilante es igual a cero [32], lo que ocurre
con el caso de la materia ordinaria (no relativista). Entonces

i
% +3Hp; =0, (5.0.4)

en donde las barras indican cantidades promedio. El acoplamiento del inflatéon con
otros campos conduce al decaimiento de su energia, con lo cual se tiene una ecuacion
de continuidad modificada [2]

p
% + (3H +T)p5 =0, (5.0.5)

en donde I'y es la razén de decaimiento del inflatén.

El valor esperado de ¢, < ¢ >= o, cuando empieza a oscilar alrededor del minimo
de su potencial, genera un campo escalar clasico o ~ my (siendo my la masa efectiva
del inflatén) [33]. Posteriormente, el campo ¢ puede decaer en bosones x y en fermiones
1, debido a los términos de interaccion (que se incluyen en el Lagrangiano del inflatén)
%g2¢2x2 y —hiynp¢ respectivamente. En estas expresiones, g y h corresponden a las
constante de acoplamiento [34].

Por lo tanto, la razén del decrecimiento de la energia de las oscilaciones coincide con
la razén de decaimiento de los inflatones (particulas escalares). Por lo tanto, las razones
de decaimiento de los procesos ¢ — xx v ¢ — ¢ (para mg > 2m,, 2my) estan dadas
por [4, 33]

4.2
g'o
r = 0.
(¢ = xx) r— (5.0.6)
h®m
P(o = vv) = — e (5.0.7)
T
Por otro lado, considerando la ecuacién de Friedmann con k& = 0,
j p—_— (5.0.8)

3M2’

y derivando ambos lados de la ecuaciéon con respecto al tiempo se obtiene
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P

OHH = .
3M?2

(5.0.9)

Teniendo en cuenta la ecuacién de continuidad (2.0.5), y asumiendo que durante
el recalentamiento el inflatén se comporta como materia no relativista, para la cual la
presiéon p generada es igual a cero, se obtiene

: —p
p
lo que implica que H decrece con el tiempo durante el recalentamiento (esto debido a
que la densidad de energia p siempre se asume como positiva).

El recalentamiento se completa cuando la razén de expansion del Universo, dada por

el parametro de Hubble H = se vuelve mas pequena que la razén de decaimiento

o
3M2
total I' = I'(¢p — xx) + I'(¢ — ¥) [33]. Por consiguiente, considerando la expresién

que relaciona la temperatura con el tiempo césmico ¢ [2]

i 90Mp?

= — 5.0.11

y tomando en cuenta que t ~ 1/I', la temperatura de recalentamiento puede ser es-
timada como T, ~ 0,1,/T'M, [33] (siendo g¢. los grados de libertad del fluido que se
esta analizando, el cual en este caso, es un fluido conformado por todas las particulas
del modelo estdndar para el cual g, = 106,75 [2]).
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6
Suposicion de universos separados

1 a una escala especifica R, se asume que los gradientes espa-

Después de suavizar
ciales, del orden de k/a, son despreciables [2]. Debido a que se escoge una escala de
suavizado mucho méas grande que el horizonte de particulas (R >> aH), y a que las
escalas relevantes en cosmologia son mucho méas pequenas que aH, podemos asumir
que el Universo en cada punto evoluciona como un universo de FRW (homogéneo e

isétropo) [2].

Utilizando la suposicion de universos separados, la cual consiste en que a escalas de
superhorizonte el Universo observable puede ser visto como una coleccion de universos
separados de FRW, que evolucionan con un parametro a particular para cada uno de es-
tos universos [2], se puede estudiar un universo perturbado (a escala de superhorizonte)
sin necesidad de usar teoria de perturbaciones cosmolégicas. Por lo tanto, resulta una
buena aproximacion establecer que el parametro de expansion a dependa de la posicion,
y por consiguiente, se puede describir la métrica de la forma:

gij = GQ(Xa t)%'j(x)’ (601)

en donde:

a(x,t) = a(t)es®t | Au(x) = ™), (6.0.2)

Se define ((x,t) como la perturbacién primordial en la curvatura, exigiendo sola-

'En un punto dado, una cantidad suavizada es el promedio espacial de la cantidad original, en una
esfera comévil de radio aR.
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mente que el tensor momento-energia y el tensor métrico sean suavizados a alguna
escala R, que sea mucho mayor que el horizonte de particulas, y ademas se asume un
folio (superficie de tiempo constante) de densidad de energia uniforme.

Escogiendo un hilo comévil, de tal manera que los observadores se muevan con la
expansion, tenemos Vyisico = v/—9Veomovit, siendo g = det(g,, ). Entonces

Vfisico = CL3 (X, t) det(%] (X))‘/comovil- (603)

Para que a pueda ser identificado con el factor de expansién del universo, se debe
exigir que det(v;;(x)) = 1. Dada esta condicién y ademads las definiciones (6.0.2), se
concluye que h;j(x) debe ser una matriz sin traza.

Por otro lado, considerando la ecuacién de continuidad modificada

a(x, t)
a(x,t)
de acuerdo con la definicién de ¢ dada en la ecuacién (6.0.2), la condicién adiabética
(que establece que la presién p sea una funcién unica de la densidad de energia p [2]) y

p(x,t) +3 (p(x,1) + p(x, 1)) = 0, (6.0.4)

escogiendo un folio de densidad de energia uniforme (p(x,t) = p(t)), se tiene que

) a(t .

0+ 3 (S0 4 Lol +5(0)) = 0 (6.0.5)
implicando que ((x,t) = ((t). Dado que ¢ es una perturbacién, debe depender de
las coordenadas espaciales x, y esto requiere que ((x,t) = ((t) = 0. Por lo tanto, la
perturbacion primordial en la curvatura ( es una cantidad conservada.
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7

Descriptores estadisticos de una
distribucién de probabilidad

La perturbacion primordial en la curvatura ¢, al igual que el contraste en la temper-
atura de la RCF, §T'/T, son ejemplos de funciones cosmolégicas del espacio y el tiempo
que son descritas por funciones de distribucién de probabilidad [35].

En particular, para ( se tiene la funcién de distribucién de probabilidad f(¢), siendo
m¢(n) los momentos de la distribucién. Entonces para una f(¢) dada hay un infinito
nimero de momentos que son descriptores estadisticos de ¢ [35]:

El valor promedio m(1) = / POV, (7.0.1)
la varianza mc(2) — / (¢ — (O)2F(C)dC (7.0.2)
el skewness me(3) = [ (¢~ QA (7.03)
la curtosis me(1) = [ (¢ = (O)F(Q)dc, (7.0.4)

. . . y asi sucesivamente.

Para que una distribucién sea Gaussiana es necesario que todos los momentos im-
pares con n > 3 sean cero, ademas que todos los momentos pares con n > 4 sean
expresados como potencias de la varianza. Las tinicas cantidades requeridas para repro-
ducir una funcién gaussiana son, entonces el valor promedio y la varianza,
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fraslQ) = s exp [(C = me(1)*/2m(2)] (1.0.5)

Las desviaciones de la funciéon exactamente gaussiana se generan a partir de mo-
mentos impares con n > 3 diferentes de cero, en cuyo caso la funcién de distribucion
de probabilidad no seria exactamente simétrica alrededor del valor promedio, o a partir
de momentos pares con n > 4, diferentes de pontencias de la varianza, en cuyo caso la
funcién seguirfa siendo simétrica mas no-gaussiana [36].

Trabajar en espacio de momentos es muy ttil en cosmologia, ya que los modos
asociados con las fluctuaciones cuanticas de campos escalares durante la inflacién pasan
a ser clasicos una vez ellos salen del horizonte [2, 37, 38|. Lo anterior también se aplica
para (, que es una cantidad conservada fuera del horizonte si la condicién adiabética
se satisface. Por consiguiente, los momentos de la funciéon de distribucion tienen una
conexion directa con las funciones de correlacion para los modos de Fourier, expresados
como

C(x,t) = / (Czlﬂl;g((k, P, (7.0.6)

Los correladores de n-puntos de (i son generalmente definidos en términos de fun-
ciones espectrales de los vectores de onda involucrados:

Correlador de dos puntos ((i,G,) = (27)°6° (kg + ko) P (), (7.0.7)
correlador de tres puntos ((i, Ce,Cis) = (27)°6°(ky + ko + k3) Be (K, ko, k{¥.0.8)

correlador de cuatro puntos (Ci, G, CiesCa) = (27)38% (ky + ko + k3 + ka) T (ky, ko, ks, ky),
(7.0.9)

...y asi sucesivamente.
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Las cantidades P(k), B¢(k1, ko, ks) v T¢(ky, ko, ks, ky) son conocidas como el es-
pectro, biespectro y triespectro respectivamente. Los momentos de la distribucién son
entonces escritos como integrales de momento de las funciones espectrales para los
modos (:

Bk
By d3k

me(3) — /WBC(khkz,kg), (7.0.11)
By dBkydPk

me(4) = / WTC(kl,kg,kg,kQ, (7.0.12)

...y asi sucesivamente.

1
En virtud al efecto Sach-Wolf [20] (el cual establece que 6T/T = _EC a primer

orden), se pueden estudiar las propiedades estadisticas de la §T'/T observada a través
de funciones espectrales asociadas con la perturbacion en la curvatura (:

valor promedio de 07'/T = 0 — valor promedio de ¢ =0, (7.0.13)
varianza: mgr/r(2) — espectro: Pc(k), (7.0.14)

skewness: mgr/r(3) — biespectro: Be(ki, ko, ks3), (7.0.15)
curtosis: mgsr/r(4) — triespectro: T¢(kq, ko, ks, ky), (7.0.16)

... y asi sucesivamente.

Finalmente, el espectro es parametrizado en términos de una amplitud A, y un
indice espectral n¢ el cual mide la desviaciéon con respecto a un espectro invariante de
escala [2]

or? L k\"!

Asi mismo, el biespectro B¢ (ky, k2, k3) v el triespectro Ty (ky, ko, ks, k) son parametriza-
dos en términos de productos del espectro F, y las cantidades fyr y 7nr respectiva-
mente [39, 40]:
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6 272 272

Be(ki, ko, k) = ngL ch(kl)?ljc(]@) + permutaciones ciclicas| (7.0.18)
1 2
1
Tg(kl, kg, kg, k4) = éTNL [PC(kl)PC(kQ)PCOkl + k4|) + permutaciones Cl/Clléﬁip,lg)

en donde fyr y 7az son los llamados niveles de no-gaussianidad. Los pardmetros ng,
fnr v 7z son los descriptores estadisticos que discriminan entre los diferentes modelos
para el origen de la estructura a gran escala en el Universo observable.

Finalmente cabe mencionar que los valores observados para estas cantidades, los
cuales los modelos deben predecir, son: A; = (4,957 £ 0,094) x 107° [29], ne = 0,960 £
0,014 [30] , =10 < fyr < T4 a 20 [30] y —0,6 < 757,/10* < 3,3 a 20 [41].
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8

Formalismo 0NV

De acuerdo con la definicién del nimero de e-folds,

N(tr,ts) = In (“(tQ)) , (8.0.1)

a(ty)

la cual nos indica el monto de expansién desde un tiempo ¢; a un tiempo ¢, [2], para
un factor de escala dependiente de la posiciéon se tiene,

Nt =1 (S22

O (8.0.2)

En este caso la tilde ~ se usa para indicar que se esta en un folio diferente al no
tildado. En general para un folio genérico,

a(x,t) = a(t)e?t, (8.0.3)

en donde 9(x,t), es la perturbacién en la curvatura general [2]. Por lo tanto la
expresion para el nimero de e-folds queda de la siguiente manera,

a(ts)
a(t:)

N(x,t1,t5) = In ( ) +1h(x, ty) — (X, ). (8.0.4)

Ahora al evaluar @(x, t) en un folio de densidad de energia uniforme, se tiene
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Y(x,t2) = ((x,t2), y ademds ¥ (x, t1) en un folio plano implica que es igual a cero dado
que en este folio no hay perturbacién. Luego de la ecuacién (8.0.4) se obtiene

N(X, tl, tg) - N(tl, tg) = C(X, tg), (805)

en donde el lado izquierdo indica una perturbacién en el nimero de e-folds (con-
siderando como fondo N (t1,t3) que es el correspondiente al universo de FRW), el cual
se denotara como d N. Entonces calculando la perturbacién en el nimero de e-folds se
puede obtener la perturbacién en la curvatura ¢ [2],

IN(x,1) = C(x,1). (8.0.6)

En muchos escenarios inflacionarios, entre esos el del recalentamiento inhomogéneo
que es el de interés en este trabajo, la dindmica del universo entre un tiempo inicial
t; y un tiempo final ¢z, estd determinada por los valores de campos escalares ¢° en el
tiempo 7, por lo tanto el nimero de e-folds se vuelve funcién de estos campos. Entonces
la perturbacion en la curvatura en un tiempo tg, de acuerdo con la expresién (8.0.6)
esta dada por

((x,tp) = ON(x, 9", pr), (8.0.7)

en donde pp es la densidad de energia en el tiempo final tr. Expandiendo 0 N en series
de taylor, tomando en cuenta que la informacién en el tiempo tg, estda determinada por
la densidad de energia en esté tiempo pp, y restandole el promedio de la perturbacion
¢, se obtiene

o

. 1 S
C(x,tp)— < ¢ >~ N;0¢" + =N;;00'0¢" + ... +
2 dpr

dprp + ...— < ON >, (8.0.8)

en donde 6¢° es la perturbacién de ¢! en un folio plano en el tiempo ¢;, y ademads

ON 0*N PN

Yo N aga T agowar

(8.0.9)

Se observa que dpr = 0 debido a que la perturbacién en la curvatura en el tiempo
tr se evalia en un folio de densidad de energia uniforme. Igualmente debido a que ( es
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una perturbacién, < ¢ >= 0 (esta es la razon por la que se resta < 0N > en la ecuacién
(8.0.8)).

Asumiendo que las perturbaciones en los campos d¢' son gaussianas, pasando al
espacio de momento de acuerdo con lo expuesto en el apéndice C, y teniendo en cuenta
las expresiones mostradas anteriormente para los correladores de dos, tres y cuatro
puntos (7.0.7), (7.0.8), (7.0.9), el espectro, biespectro y triespectro son:

Py(k) = N;N;PY(k), (8.0.10)
Be(ky, ko, k3) = N;Nju Ny (P (ky ) P (ky) + 2perms), (8.0.11)
Tc(k?h k?g, k?g, k’4) = NZ]NkleNn(P]l(k13)le(k3)Pkn(k4) + llperms), (8012)

en donde k;; = |k; — k;| y PY es el espectro de los campos escalares definido de
acuerdo con la ecuacién (7.0.7):

< 60, 0dn, >c= (2m)* P (k1)6(ky — ko). (8.0.13)

Con base en lo anterior, la no gaussianidad debida a la perturbacion primordial en la
curvatura se genera solamente de la evolucion del universo a escala de superhorizonte.
Esta no gaussianidad esta caracterizada por los parametros fy v 7nr de acuerdo a lo
expuesto en las expresiones (7.0.18) y (7.0.19). Entonces reemplazando el Pr(k) dado en
la ecuacién (7.0.7), y segun las ecuaciones (7.0.8) y (7.0.9) obtenidas para el biespectro
y triespectro respectivamente, se obtiene las siguientes expresiones:

5 NN, N
Ine = 6 (N NFY2 (8.0.14)
N N*NIN,

TNL = (NNTY3 (8.0.15)
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9

El escenario del recalentamiento
inhomogéneo

9.1. El escenario

De acuerdo a lo descrito en la seccién de recalentamiento, al final de inflacién la
energia almacenada en el inflatén es convertida en particulas (las del modelo estandar).
De esta manera, se considera que el inflatén estd acoplado a otros campos (particulas
ordinarias) con una interaccién dada por [12]

Aoqq. (9.1.1)

En este caso, ¢ representa particulas ordinarias que pueden ser por ejemplo un par
fermion-antifermion. Ademads, A viene siendo la constante de acoplamiento que controla
la eficiencia con que la energia almacenada en el inflaton se convierte en radiacion
(particulas relativistas a las cuales decae el inflatén). Asi, la razén de decaimiento del
inflaton es

[~ \m, (9.1.2)

siendo m la masa del inflatén en el minimo de su potencial [12].

Debido a que se debe generar después del recalentamiento un universo perturbado,
es necesario que el inflatén no decaiga en todos los lugares al mismo tiempo. Para ello
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se propone en este escenario, que A no sea constante, sino que fluctiie en el espacio.
Dicha fluctuacién se puede generar estableciendo una dependencia funcional con campos
escalares ligeros s, los cuales a su vez pueden fluctuar en el espacio dado el principio
de incertidumbre de Heisenberg. Por lo tanto, en consecuencia, se tiene una razéon de
decaimiento del inflatén I' variable en el espacio que conlleva a que la inflacion no
termine en todos los lugares al mismo tiempo. Entonces, analogamente se puede pensar
en un universo cerrado que se comporte como un globo, que después de inflarse, pasa
de ser exactamente esférico a tener una superficie con deformaciones (figura 5).

=>

Universa sin perturbar Universo Pertubrado
[Homogéneo) (In-homogéneo)

Figura 9.1: Universo perturbado. Esta figura representa un universo cerrado e ini-
cialmente homogéneo (lado izquierdo) el cual después de inflarse, se convierte en un
universo cerrado con irregularidades en su superficie (lado derecho).

La dependencia funcional de A con los campos s puede establecerse tomando en
cuenta procesos que se presentan en la naturaleza en donde los decaimientos de las
particulas estdn mediados por otros campos. Un ejemplo de esto es el decaimiento beta
del neutrén en donde el acoplamiento efectivo del neutrén con las particulas resultantes
estd determinado por el bosén mediador W~ (figuras 6 y 7).

De esta manera, cuando durante inflacién I' < H, la temperatura de recalentamiento
que es aproximadamente
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Figura 9.2: Decaimiento beta del neutrén. El neutrén decae primeramente en un
protéon p y en un bosén W=, que a su vez decae en un electron e~ y un antineutrino
electrénico 7,. En el lado derecho, se muestra el diagrama efectivo del decaimiento, cuyo
acoplamiento efectivo viene dado por la fisica del W ™.

@ >
#

5 q

Figura 9.3: Decaimiento del inflatén. El inflaton ¢ decae en dos campos ¢. Analoga-
mente a lo expuesto en la figura 4, un campo escalar ligero S es el que determina el
acoplamiento efectivo del inflaton ¢ con los campos resultantes q.

T, ~ \/TM, ~ \\/mM,, (9.1.3)

flucttia de acuerdo con las fluctuaciones de I' y A, entonces

~ (9.1.4)

Por lo tanto, las fluctuaciones en la temperatura estan completamente determinadas
por las fluctuaciones en los campos ligeros s y no por fluctuaciones del inflaton ¢.
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9.2. No gaussianidad

Con base en el escenario descrito en la seccion anterior, ahora se calculara la pertur-
bacién en la curvatura generada por dicho mecanismo. Para ello, se considera un niimero
de e-folds N desde una época inicial” (denotada por 17) antes del decaimiento del in-
flatén (cuando se tiene un universo no perturbado) hasta una época ”final” (denotada
por "f”) después de que ocurre el decaimiento.Asi, se obtiene:

a ¢ Qgec

eN = =L = 2f Tdee (9.2.1)
a; Qdec Q5

en donde ag.. viene siendo el parametro de expansion durante el decaimiento del in-

flatén.

De acuerdo a lo expuesto en la seccion de recalentamiento, donde se demostraba
que el inflatén oscilante se comporta como materia ordinaria (no relativista), se con-
sidera una época inicial”dominada por ésta, para la cual a ~ H~?/3, y una época
”final”dominada por la radiacién (correspondiente a las particulas relativistas en las
cuales decae el inflatén), en donde a ~ H~/2. Debido a que el decaimiento ocurre
cuando H =T, se tiene:

A5 e Qdee | pe2/3 (9.2.2)
Qdec a;

lo cual implica que:

eV ~ TS, (9.2.3)

Siguiendo con una metodologia andloga a lo desarrollada en la seccién del formalismo
ON, se expande 0N en términos de las fluctuaciones en la razén de decaimiento del
inflaton oI

ON 10°N

6T? + ... (9.2.4)

de lo cual se obtiene

5 o\
(= 6N = _% (?F_%(?F> ) 9.2.5)



) ON 1 0’N 1
siendo — = —— =

ar ~ er Y orz _ ere

Dado que la razén de decaimiento depende de un campo escalar ligero s, I' = I'(s),
se expande 61" en términos de las fluctuaciones del campo s, entonces

ar 10°T _,
lo que implica que:
ON 1 or
g — _6_1_1%’ (9.2.7)
Y 2 2 2
0°N 1 /or 1 0°T
- (=) - 2.
0s?  6I7? (83) 6" 0s? (9:2.8)

Por otro lado, con base a lo expuesto en la secciéon anterior, mientras el inflaton oscila
alrededor del minimo de su potencial efectivo, se comporta como materia no relativista,
y su densidad de energia p, es convertida en radiacién (con densidad de energia p,).
La transferencia de energia del inflaton a las particulas relativistas a las cuales decae
estd modulada por la razéon de decaimiento del inflatén I'. Por lo tanto, las ecuaciones
de de evolucién del sistema serian

po = —3Hpy —Ips, (9.2.9)

pr = —4Hp, + FIO¢7 (921())
+ Pr)

2= ot pr) 9.2.11

3012 ( )

Al resolver numéricamente este sistema de ecuaciones, se observa que universos con
diferentes valores de I' conlleva a universos con montos de expansién diferentes. Por lo
tanto, considerando un parametro de Hubble H al final de inflacién, el factor de escala

al final de inflacion a se asume como funcion de la razén de decaimiento del inflatén I’
(figura 8) [18].
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Figura 9.4: Factor de escala al final de inflacion en funcién de I'. Factor de
expansién normalizado g (¢ = at~'/2, en donde t es el tiempo al final de inflacién) como
funcién de I'/ H después del recalentamiento, y que muestra que para un universo con
un I' dado se tiene un monto de expansion particular para ese universo (el monto de
expansion es funcién de a). Esta curva es obtenida después de resolver numéricamente
el sistema de ecuaciones (9.2.9), (9.2.10) y (9.2.11) empezando con p, = 0.

Sin embargo, por facilidad de los calculos, se hace uso de la aproximacion de de-
caimiento repentino, la cual establece que el inflatén decae de forma inmediata. Volvien-
do a lo anterior, de acuerdo a la expresién (7.0.17) para Aé/ ? se obtiene

1 H or
A= 9.2.12
¢ 62rl 0s’ ( )
ademds de acuerdo a la ecuacién (8.0.14) (para el célculo de fyr)
5 T2 (o (=1 4+ =i
fNL _ - 3612 (88 <6F) - 6I" ) , (9213)
6 <i>
6T
! 81—‘ " 021—‘ . . . . .
en donde I' = s I = a2 Resolviendo las operaciones se deriva la siguiente
s s
expresion para fyr,
3 r'r
ngl =3 (_F’2 - 1) : (9.2.14)



De igual forma, finalmente aplicando la ecuacion (8.0.15), que define a 7np, se
obtiene

TNL — 3 y (9215)

de la cual se deduce

) I I I
TNl:9<1— =+ ) (9.2.16)

Conociendo la naturaleza del inflatéon y su acoplamiento con otros campos, ademas
la dependencia de su razoén de decaimiento I' con respecto al campo escalar s, se podran
calcular los niveles de no gaussianidad fyr v 7z v compararlos con los valores mostra-
dos en el capitulo 7. Por lo tanto, considerando un ejemplo sencillo con una razén de
decaimiento de la forma [12, 18]:

I =T+ <§)2 (9.2.17)

en donde I'y es la razén de decaimiento promedio (sin considerar fluctuaciones, y no
depende de s) y I'y describe la fraccién de la razén de decaimiento que estd modulada
por el campo escalar ligero s, se puede obtener un estimativo de los niveles de no
gaussianidad con base en las ecuaciones (9.2.14) y (9.2.16). Al calcular derivadas I y
I'" evaluadas en 5 (valor promedio de s) se obtiene

/ or I'is I
I' =2 — =2— =2—. 9.2.18
( 58) L ] (9.2.18)

5

Introduciendo lo anterior en la ecuacién (9.2.17)

ol

il 9.2.19
T, (9.2.19)

fne =

De igual forma, reemplazando la razén de decaimiento I' de la expresién (9.2.17) en
la ecuacién (9.2.16), se obtiene
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9 1T, 1F§>
=92 — =2+ 2. 9.2.20
NE <4 or, | 4I2 ( )

Tomando en cuenta que la razén T'og/T'1 es del orden de 1, los anteriores valores
hallados de fyr v Tnr expresados en las ecuaciones (9.2.19) y (9.2.20), son lo suficien-
temente grandes como para ser detectados en las observaciones de la RCF (tomando
en cuenta por ejemplo, que con el mecanismo estandar de slow-roll fyz ~ 1072 [2]).

45



10

Conclusiones

De acuerdo a la teoria del recalentamiento estandar y haciendo una analogia con el
comportamiento del oscilador arménico amortiguado, el inflatén oscilante alrededor del
minimo de su potencial efectivo se comporta como materia no relativista debido a que
la presion promedio generada mientras oscila es igual a cero.

Seguidamente, se considerd que la razén de decaimiento del inflatén I" fluctiia en el
espacio; y para ello se establecié una dependencia funcional de I' con respecto a campos
escalares ligeros s cuyos valores esperados igualmente fluctiian debido al principio de
incertidumbre de Heisenberg. Por lo tanto, el periodo inflacionario no termina en todos
los lugares al mismo tiempo y como consecuencia durante el recalentamiento, se genera
un universo perturbado que concuerda con las observaciones de la Radiaciéon Césmica

de Fondo (RCF).

Por consiguiente, para calcular los niveles de no gaussianidad, resulté satisfactorio
usar el formalismo 0N como alternativa a la teoria de perturbaciones cosmoldgicas,
ya que al trabajar en escala de superhorizonte, el Universo en su totalidad se puede
moldelar como una coleccién de universos separados de FRW. Entonces, considerando
una razon de decaimiento

=T+ T, (2)2, (10.0.1)

5
se encuentran unos niveles de no gaussianidad fxn v 7y suficientemente grandes como
para ser detectados en las observaciones de la RCF, en contraste con el mecanismo
estandar de slow-roll para el cual por ejemplo fy; ~ 1072. Ademés, se puede ver
claramente que estos valores se encuentran entre las cotas observacionales las cuales
son: —10 < fNL < 74 y —0,6 < TNL/104 < 3,3 a 20.
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Finalmente, cabe mencionar que la importancia del hallazgo de los pardametros Aé/ 2,
fnL v TN, radica en que éstos serviran como discriminantes para los distintos modelos
bajo el dominio del escenario del recalentamiento inhomogéneo. Se hace necesario cono-
cer la naturaleza del inflatén para establecer su acoplamiento efectivo con los campos
a los cuales decae. Asi, se podrian hallar los niveles de no gaussianidad y contrastarlos
con los hallados via las observaciones de la RCF.
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Apéndices
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A

Pequenas oscilaciones en un sistema
ligado

La energia potencial de todo sistema ligado en el equilibrio, tiene un minimo.
Suponiendo que, utilizando la expansién en series de Taylor, se expande la energia
potencial de un sistema ligado U(r), alrededor de la posiciéon del minimo de su poten-
cial g, se obtiene

U(r) = Ul(ro) + (r — 7o) (%) + %(r —10)” (6572]) + . (A.0.1)

Sin embargo, como U tiene un minimo en ry, (dU/dr),, = 0. Por lo tanto, para
desplazamientos lo suficientemente pequenos, se puede despreciar los términos de tercer
orden en adelante. Entonces en este caso se obtiene

() = Ut + 5t = (53 ) (202)

La ecuacién A.0.2 es la energia potencial para un oscilador arménico, la cual es

2

k
U(r) = Constante + %, (A.0.3)

2
en donde k£ = (dd—2U> .
ro
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B

Solucion de las ecuaciones para el
oscilador armoénico amortiguado

La ecuacién general para el oscilador arménico amortiguado es de la forma de una
ecuacion diferencial homogénea de segundo orden, la cual se expresa como:

d’y dy
as—— + a1— + a.y(t) = 0, B.0.1
252 B y(t) ( )
siendo a,, constantes. Para hallar la soluciéon primero se construye la ecuacién carac-

teristicas:

(12f2 + (Ilf + a, = 0, (BO2)

en donde la derivada de orden 2 se sustituye por f2 y de orden 1 por f, siendo f una
variable desconocida.

A continuacién se determinan las raices, que son soluciones de la ecuacién carac-
teristica (B.0.2):

—ay £ /a2 — 4dagay

fe= 20, (B.0.3)

Dependiendo de como sean las raices obtenidas, si son reales (y en general f difer-
ente de f_) entonces la solucién de la ecuacion diferencial es:
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y(t) = Cref+t 4+ Chel 1. (B.0.4)

En caso de que fi sea compleja la solucion es de la forma:

y(t) = e’ (Cicos(qt) + Cysen(qt)) = Ae'cos(qt + ), (B.0.5)

en donde p y ¢ son la parte real e imaginaria de f respectivamente. Ademas C; y Cs
son dos constantes arbitrarias y A es la amplitud dada por A? = C? + C%. Por otra
parte, « es la fase, la cual cumple con Acos(a) = Cy y Asen(a) = Cs.

Ahora bien, la ecuacién para el oscilador armoénico amortiguado de una masa m
oscilante sujeta a un resorte es:

Py d
Ay

m_
dt? dt
en donde k es la constante del resorte y b es un coeficiente que mide el amortiguamiento
debido a una fuerza de friccion.

+ ky(t) =0, (B.0.6)

De acuerdo a lo expuesto anteriormente, las soluciones dependen de si las raices
son reales o complejas. Por lo tanto, las soluciones para raices reales, de la forma
expuesta en la ecuacién (B.0.4) son para el caso sobreamortiguado (b*> — 4km > 0), en
el que realmente el sistema no oscila. De igual manera, el amortiguamiento critico (
b*> — 4km = 0, que ocurre cuando f, = f_) corresponde al caso limite entre un sistema
oscilante y no oscilante. Por otro lado, cuando se tiene raices complejas (b* — 4km < 0),
el sistema se comporta de manera subamortiguada, y esto ocurre cuando oscilador
oscila con amplitud decreciente alrededor de su posicién de equilibrio (figura 6). Para
este caso, que es el de principal interés, la solucién de acuerdo con la expresion (B.0.5)
es:

y(t) = Ae%tcos(wt + ), (B.0.7)

en donde la frecuencia angular w viene dada por:

oY B8

. . R w
Finalmente, la frecuencia de las oscilaciones es f = o
T
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Figura B.1: Oscilaciones amortiguadas. La amplitud de las oscilaciones esta modu-
lada por la exponencial eﬁt, de manera que A decrece con el tiempo.
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C

Obtencién de los correladores de
dos y tres puntos para ( en el
espacio de momento

Con base en la ecuacién obtenida para ¢, (8.0.8), tomando en cuenta los términos
hasta segundo orden y pasando al espacio de momento se obtiene:

C(k,tp) ~ Nié¢i(k)+%N@j / %&#(k—q)gﬁj(q)—%Nij(%)%(k) < 66 ()0 () > .
(C.0.1)

De acuerdo a lo anterior, el correlador de dos puntos es:
< (k1) (ka) >=

< (sl + 3 [ 0505k — 0000 () — S50 < 36401507 (x) >

(Nudo (o) + 5 Ni / %Wb ~ )09 (a) — 5 Nu(2m)*5(0ks) < 0 (x)56'(x) >) €€.0.2)

Realizando las operaciones, tomando en cuenta que las perturbaciones en los campos
d¢; son gaussianas, los términos que contengan correladores de 3 puntos se eliminan.
También, se obtiene un término de la forma
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1 d? d? : ,
P [ 5 [ G < 60— )b (@) - )id (@) >, (C03)

el cual, teniendo en cuenta que el correlador de 4 puntos se puede descomponer en
correladores de més bajo orden (via el teorema de Wick [42]):

< 6¢' (k1 — q;)0¢ (q,)06" (ko — q)0¢' (qy) >=< 0¢' (k1 — q,)0¢ (q;) >< 6¢" (ko — q3)0¢'(qy) >
+ < 0¢' (k1 — q)0¢" (k2 — qy) >< 6¢7(q)d¢'(q,) >
+ < 09" (ki — ;)00 () >< 0 (q,)0¢" (ks — qy) EC.1

Por lo tanto, dado que se trabaja a nivel arbol [43] (suponiendo que tras la expansién
en series el nivel arbol domina, aunque en general esto no sucede), los términos que
contengan

/ PPk, — )P (qr), (C.05)

se desprecian, y la expresiéon (C.0.3) queda de la forma:

%Niijl(Qﬂ')65(k1)5(k2)/d?’qlpij(ql)/d?)QQPkl(QQ). (CO6)

Tomando en cuenta la definicién del correlador de 2 puntos, dada por la ecuacién
(7.0.7), se puede deducir la siguiente expresion:

< §¢"(1)6¢ (z) >= ] d*kPY(k), (C.0.7)

lo que implica que el término dado en la expresién (C.0.6) se cancela con

1

4Niijl(27r)65(k1)§(k2) < 0¢'(x)0¢ (x) >< 66" (x)do! (x) > . (C.0.8)

Finalmente, de los tres términos restantes, dos que son de la forma

-V [ P05y — ay)ded (@) > Na(2n)0(ks) < 06 ()06 (x) >
1 | Gy R 2 |
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se desprecian, ya que como se meciond anteriormente, se trabaja a nivel arbol y por
tanto su contribuciéon no es significativa respecto a los términos restantes que surgen
de la expresion (C.0.3). Por consiguiente, el correlador de dos puntos queda expresado
como:

< C(kl)g(kg) >= (271')35(1{1 + kl)NZNJPU(/ﬁ) (009>
Ahora bien, con base en lo anterior el correlador de tres puntos es:

< (k)¢ (k)¢ (k3)) >=

< (Ni6¢i(k1) + %sz / %5¢i(kl - Q1)5¢j((h) - %Nij(zﬂ)sfs(k) < 5¢i(x)5¢j(x) >)

(1) + Vi [ L5000 — )60 (@) — S N2m)P5lK) < 565 ()50'(x) >)

(N )+ 3N [ L5670 = )80 = 3 N (20)*81) < 360367 () >1E-0.10

De igual manera que se hizo con el caso para el correlador de dos puntos, al asumir
que las perturbaciones en los campos ¢' son gaussianas, los correladores con un ntimero
de puntos impares mayor que tres, se desprecian. Por consiguiente, de los 27 términos
que surgen del correlador de tres puntos, uno contiene un correlador de tres puntos y
12 contienen correladores de cinco puntos. Estos 12 términos se desprecian y de los 14
términos restantes, tres contienen correladores de cuatro puntos, los cuales son de la
forma:

43 . )
% iN; Ny / ﬁ < 0¢'(k1)0¢ (k3)0d" (ko — qp)00' (qy) > +2perms,  (C.0.11)

en donde perms se refiere a las permutaciones que surgen al intercambiar los ks y ¢s.
Siguiendo con lo realizado para el correlador de dos puntos, los correladores de 4 puntos
pueden descomponerse de la siguiente manera:

< 09" (k1)0¢ (k3)d¢" (ko — @)0¢' (a) >=< 6¢' (k1)d¢” (ks) >< 36" (k2 — 45)9¢'(q1z) >
+ < 09 (k1)69" (kg — qy) >< 0¢/ (k3)d' (qy) >
+ < 00" (k1)0d' (dy) >< 697 (k3)dg" (ko — q,)(€.0.12)
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De acuerdo a la ecuacién para el correlador de 2 puntos dada en la expresién(7.0.7),
cada término de la ecuacién (C.0.11) es de la forma:

1 &
SN Ndla +l)8ialr Pk [ 5L P(e)
2 (2m)3
4 6
+N;N,;N;; (2; Pky) P(k3)5(ky + ks + k). (C.0.13)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (C.0.7), la expresion (C.0.13) se transforma en

SNV Vil +K)ol)Plk) s < 3640150/ 0) >
NN, Ny, (126: Pk Pks)3(Ky + Ko + k). (C.0.14)

Dada las permutaciones anteriormente mencionadas, a la expresién (C.0.14) se le

adhieren
SNV Vil + K)o 0)Plb) s < 3640150 0) >
+N;N;N;; (126”)6 P(ks) Pks)d(ky + ks + ks). (C.0.15)
y
1 nT |
+N;N; N;; (126736 Pky) P(k2)5(ky + ko + k). (C.0.16)

Por otro lado, entre los 27 términos del correlador de 3 puntos dado en la ecuacion
(C.0.10), también se tiene 3 términos de la forma:

— %NiNijl < 6¢'(ky)0¢’ (k3) > (2m)35(ky) < 6% (x)6' (x) > +2perms, (C.0.17)
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en donde el primer término de la expresién (C.0.17) es

— %NiNijl < 8¢ (k1)0¢’ (k3) > (2m)35(ky) < 66F (x)d¢ (x) >

1 47"

=~ NNaNiad e + ks)3 (ko) P0) < 6¢b(x)ddl(x) > . (C.0.18)

Anélogamente los otros dos términos debidos a las permutaciones quedan expresados
de la forma:

7

— %NiNiNkch(b + 1<3)5(1<1)P(1<;3)é%)3 < 8¢ (2)6 (x) >, (C.0.19)
y
— %NiNiNkk(S(kl +k2)6(k3)P(k2)(4 B < §¢"(x)6 (x) > . (C.0.20)

Se puede ver que los términos resultantes en las expresiones (C.0.18), (C.0.19) y
(C.0.20) se eliminan con los primeros términos de las expresiones(C.0.14), (C.0.15) y
(C.0.16), por lo tanto, la suma de estos 9 términos da como resultado:

1670

Nl Niy s

5k + ko + k) (P(ky) P(ks) + P(ks) P(ks) + P(ki) P(k2)).  (C.0.21)

De los 27 términos que surgen en la ecuaciéon (C.0.10), ademds de los términos
expuestos en la expresion (C.0.21), surgen ocho términos. Estos ocho términos, anédlogo
a lo mencionado para el caso del correlador de dos puntos, se desprecian porque su
aporte no es significativo ya que se trabaja a nivel arbol [43]. Por lo tanto, es una
buena aproximacion asumir que el correlador de 3 puntos es:

< ((k1)C(k2)C(k3)) >
= N;N;N;; (27)35 (K + ks + k) (Pl ) P(ks) + P(ks) P(ks) + P(ky)P(ks)). (C.0.22)

Con base en esta tultima expresion, de acuerdo a la definicion del correlador de
3 puntos (7.0.8), claramente se observa que el biespectro de (, B¢, concuerda con el
descrito en la ecuacién (8.0.11). Ademads, de acuerdo con (7.0.18), se obtiene el valor de
fnr obtenido en (8.0.14).
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Finalmente, cabe mencionar que ésta es la forma de abordar el calculo del correlador
de 4 puntos, de manera que se obtenga las expresiones (8.0.12) y (8.0.15).
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