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RESUMEN

TiITULO: Propagacién de Ondas Gravitacionales en la Teoria Generalizada de Proca SU(2)
AUTOR: Angie Milena Sanchez Mendez|['}

PALABRAS CLAVE: Ondas Gravitacionales, Teoria Generalizada de Proca SU(2), Velocidad de
Propagacién, Aproximacion Eikonal.

DESCRIPCION: En el marco de la Relatividad General de Einstein, las ondas gravitacionales admi-
ten dos modos de polarizacién que se propagan a la velocidad de la luz, hecho confirmado observa-
cionalmente por el evento GW170817, en el que se analiz6 la fusion de un sistema binario de estrellas
de neutrones junto con su contraparte electromagnética. Sin embargo, otras teorias métricas de la
gravedad predicen hasta seis modos de polarizacién, lo que da lugar a fenémenos que no pueden ser
explicados dentro de la Relatividad General. Entre estos se encuentran la propagacion no luminica y
la propagacién multimodal, los cuales constituyen observables potencialmente accesibles mediante
los interferémetros actualmente operativos. Asi pues, el objetivo de este trabajo es falsear la teoria
Generalizada de Proca SU(2) como candidata a gravedad modificada a la luz de dichos observables.
Para ello, se implementé un fondo homogéneo e is6tropo de FriedmannLemaitreRobertsonWalker
y se consideraron cinco de las veintiuna piezas lagrangianas de la teoria, a saber, £}, £3, L], L‘gﬂp
y LS. A partir del principio variacional se encontraron las ecuaciones de campo, las cuales fueron
posteriormente perturbadas con el fin de extraer su parte principal mediante la aproximacién eikonal.
Como resultado, se encontré que, para el modo tensorial y bajo la configuracién de triada césmica
de los campos vectoriales, las piezas £} y £3 presentan velocidades andémalas, siendo Unicamente
una de ellas la que exhibe propagacién multimodal, mientras que en la configuracién puramente tem-
poral dichas piezas presentan Unicamente velocidades anémalas. De este modo, se muestra que la
teoria Generalizada de Proca SU(2) exhibe sefales observacionales distinguibles frente a la Relati-
vidad General para los modos analizados, lo que amplia las posibilidades para evaluar su viabilidad

mediante futuras detecciones de ondas gravitacionales.

' Trabajo de investigacion.

' Facultad de Ciencias, Escuela de Fisica, José Fernando Rodriguez Ruiz (Director).
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ABSTRACT

TITLE: Propagation of Gravitational Waves in the Generalized Propagation Theory SU(2
AUTHOR: Angie Milena Sanchez MendeZ?}

KEYWORDS: Gravitational Waves, Generalized Propagation Theory SU(2), Propagation Speed, Ei-

konal Approximation.

DESCRIPTION: Within the framework of Einstein’s General Relativity, gravitational waves admit two
polarization modes that propagate at the speed of light, a fact observationally confirmed by the
GW170817 event, in which the merger of a binary neutron star system along with its electromagne-
tic counterpart was analyzed. However, other metric theories of gravity predict up to six polarization
modes, giving rise to phenomena that cannot be explained within General Relativity. Among these
are non-luminous propagation and multimodal propagation, which constitute observables potentially
accessible through currently operational interferometers. Thus, the objective of this work is to falsify
Proca’s Generalized SU(2) theory as a candidate for modified gravity in light of these observables. To
this end, a homogeneous and isotropic FriedmannLemaitreRobertsonWalker background was imple-
mented, and five of the twenty-one Lagrangian pieces of the theory were considered, namely, £}, £3,
L3, £3,, and £3. From the variational principle, the field equations were found, which were subse-
quently perturbed in order to extract their principal part using the eikonal approximation. As a result, it
was found that, for the tensor mode and under the cosmic triad configuration of the vector fields, the
pieces £} and L3 exhibit anomalous velocities, with only one of them showing multimodal propaga-

tion, whereas in the purely temporal configuration these pieces exhibit only anomalous velocities.

Thus, it is shown that Proca’s Generalized SU(2) theory exhibits distinguishable observational signals
compared to General Relativity for the analyzed modes, which expands the possibilities for evaluating

its viability through future gravitational wave detections.

2 Master Thesis.

3 Faculty of Sciences, School of Physics, José Fernando Rodriguez Ruiz (Director).
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Introduccion

Las ondas gravitacionales, en el régimen de campo débil, se definen como pertur-
baciones dinamicas del espaciotiempo, las cuales se propagan a velocidad finita
y constituyen soluciones a las ecuaciones linealizadas de campo de la Relatividad
General (RG) E] Las ondas gravitacionales se generan cuando la segunda derivada
del cuadrupolo de masa es no nula E] Tales variaciones originan una redistribucion
del campo gravitacional que se propaga hacia el infinito en forma de ondas trans-
versales, transportando energia y momento angular f| Entre las fuentes astrofisicas
capaces de generar sefales detectables se incluyen la coalescencia de sistemas
binarios compactos (agujeros negros, estrellas de neutrones o combinaciones de
ambos) y las asimetrias en colapsos gravitacionales y explosiones de supernovas.
Asimismo, procesos del universo temprano podrian originar un fondo estocastico de

radiacion gravitacional. [’}

La primera evidencia observacional indirecta de la existencia de ondas gravitacio-
nales (OG) se obtuvo a partir del seguimiento de un sistema binario de pulsares,

PSR B1913+16, descubierto y estudiado por Joel M. Weisberg y Joseph H. Taylor

Charles W. Misner, K. S. Thorne y J. A. Wheeler: Gravitation. San Francisco: W. H. Freeman,
1973; M. Maggiore: Gravitational Waves, Volume 1: Theory and Experiments. Oxford University
Press, 2008

5 K. S. Thorne: Multipole Expansions of Gravitational Radiation. En: Rev. Mod. Phys. 52 (1980),
pags. 299-339. DOI:10.1103/RevModPhys.52.299

6 Bernard F. Schutz: Gravitational wave astronomy. En: Class. Quant. Grav. 16 (1999), A131-A156.
DOI:|10.1088/0264-9381/16/12A/312

B. P. Abbott et al.: Observation of Gravitational Waves from a Binary Black Hole Merger. En: Phys.
Rev. Lett. 116.6 (2016), pag. 061102. DOI: |10 . 1103 /PhysRevLett . 116 . 061102. arXiv: [1602.
03837 Lgr-qcll; Chiara Caprini y Daniel G. Figueroa: Cosmological Backgrounds of Gravitational
Waves. En: Class. Quant. Grav. 35.16 (2018), pag. 163001. DOI: |10.1088/1361-6382/aac608.
arXiv:[1801.04268 [astro-ph.CO]
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en 1975 [f| Este sistema estd compuesto por dos estrellas de neutrones en 6rbita
mutua, las cuales emiten pulsos de radio; su analisis permitié medir la evolucién
temporal de su periodo orbital. Segun la Relatividad General, un sistema binario
pierde energia debido a la emisién continua de radiacidén gravitacional. Esta pérdi-
da energética implica que la separacidn entre las componentes del sistema binario
disminuya gradualmente, lo que a su vez provoca una reduccion gradual del periodo
orbital. En el caso de PSR B1913+16, la tasa de disminucién observada coincidié
con la prediccion tedrica de la Relatividad General con una precisién del orden del
0,2%[

La existencia de OG fue confirmada de manera directa por los detectores de la
colaboracién LIGOVIRGO. La primera senal, GW150914, fue detectada de forma
independiente por los dos interferometros LIGO Hanford-LIGO Livingston, y resul-
t6 consistente con la coalescencia de un sistema binario de agujeros negros [
A esta deteccién siguieron GW151226 y GW170104, igualmente interpretadas co-
mo fusiones de agujeros negros binarios. En 2017, la misma colaboracion registré
una sefal procedente de la colisién de un sistema binario de estrellas de neutro-
nes, GW170817 [ que permitié6 observaciones conjuntas en ondas gravitacionales
y electromagnéticas. Hasta la fecha, el catalogo GWTC-3 recopila 90 eventos con-
firmados. Mas recientemente, se logro la deteccion de ondas gravitacionales en la
banda de nanohertz mediante el seguimiento de 57 pulsares a lo largo de 15 anos,

en un analisis del Observatorio de Ondas Gravitacionales de Nanohertz de Norte-

8 Russell A Hulse y Joseph H Taylor: Discovery of a pulsar in a binary system. En: Astrophys. J..
195 (1975), pags. L51-L53

9 Joel M. Weisberg y Joseph H. Taylor: Relativistic binary pulsar B1913+16: Thirty years of obser-
vations and analysis. En: ASP Conf. Ser. 328 (2005), pag. 25. arXiv:|astro-ph/0407149

10 Apbott et al. 2016

' B. P. Abbott et al.. GW170817: Observation of Gravitational Waves from a Binary Neutron Star
Inspiral. En: Phys. Rev. Lett. 119.16 (2017), pag. 161101. DOI: 10 . 1103 /PhysRevLett . 119.
161101. arXiv:|1710.05832 [gr-qcl

11


https://arxiv.org/abs/astro-ph/0407149
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.119.161101
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.119.161101
https://arxiv.org/abs/1710.05832

américa (NANOGrav) , lo que constituye un paso relevante hacia la caracterizacion

de fondos estocasticos de origen astrofisico o cosmoldgico.

Las ondas gravitacionales presentan unicamente dos modos de polarizacion trans-
versales en RG, mientras que teorias de gravedad modificadas pueden predecir
hasta seis modos en cuatro dimensiones [% asi como también alterar su velocidad
de propagacion, dispersion y atenuacién. Estas propiedades, asociadas a la existen-
cia de grados de libertad adicionales, pueden inferirse a partir de la fase, amplitud y
frecuencia [ las cuales han sido estudiadas en teorias alternativas de la gravedad
como la teoria de Horndeski [%] la teoria Escalar-Tensor-Vector (MOG) [[®], Ia teoria
Generalizada de Proca E] y la teoria modificada de la gravedad tipo Chern-Simons
8 entre otras; generalmente sobre fondos planos, isétropos y homogéneos. La re-

construccion completa de todas las polarizaciones requiere al menos cinco detec-

2 Gabriella Agazie et al.: The NANOGrav 15 yr Data Set: Evidence for a Gravitational-wave Back-

ground. En: Astrophys. J. Lett. 951.1 (2023), pag. L8. DOI:|10.3847/2041-8213/acdac6. arXiv:
2306.16213 [astro-ph.HE]
3" Douglas M Eardley, David L Lee y Alan P Lightman: Gravitational-wave observations as a tool for
testing relativistic gravity. En: Phys. Rev. D 8.10 (1973), pag. 3308
4 Atsushi Nishizawa et al.: Probing non-tensorial polarizations of stochastic gravitational-wave
backgrounds with ground-based laser interferometers. En: Phys. Rev. D 79 (2009), pag. 082002.
DOI: |10 . 1103 /PhysRevD . 79 . 082002. arXiv: |0903 . 0528 [astro-ph.C0]; Katerina Chatziioan-
nou, Nicolas Yunes y Neil Cornish: Model-Independent Test of General Relativity: An Extended
post-Einsteinian Framework with Complete Polarization Content. En: Phys. Rev. D 86 (2012),
pag. 022004. DOI:|10.1103/PhysRevD.86.022004. arXiv:|1204.2585 [gr-qc]
5 Gregory Walter Horndeski: Second-order scalar-tensor field equations in a four-dimensional spa-
ce. En: Int. J. Theor. Phys. 10 (1974), pags. 363-384. DOI:|10.1007/BF01807638

16 L. Heisenberg: Generalization of the Proca Action. En: JCAP 2014.05 (2014), pag. 015. DOI:
10.1088/1475-7516/2014/05/015

7 J. W. Moffat: Scalartensorvector gravity theory. En: JCAP 2006.03 (2006), pag. 004. DOI: 10.
1088/1475-7516/2006/03/004

8 R. Jackiw y S.-Y. Pi: ChernSimons modification of general relativity. En: Phys. Rev. D 68.10

(2003), pag. 104012. DOI:/10.1103/PhysRevD.68.104012
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tores no paralelos |, Con este objetivo, ademas de la expansion de la red terrestre
(LIGO, Virgo, KAGRA, LIGO-India) @ se proyectan misiones espaciales como Tian-
Qin BT}, LISA P3 y Taiji P¥ para incrementar la sensibilidad y el rango de frecuencias

observables.

La identificacion y caracterizacion de OG en presencia de ruido instrumental se rea-
liza mediante el método de filtro dptimo, que consiste en correlacionar los datos del
detector con un conjunto de plantillas para la forma de las ondas y maximizar la
relacién sefalruido. La fiabilidad de esta técnica depende de que las plantillas re-
presenten con precision la sefal real. Por ello, es necesario un banco extenso de
plantillas que cubra el espacio de parametros astrofisicos de la fuente (masas, es-
pines, excentricidad, distancia, orientacion) y, en el caso de gravedad modificada,
también los parametros adicionales de la teoria. Asi, la eleccion del modelo gravi-
tacional condiciona tanto la interpretacion fisica de las senales detectadas como la
estructura del algoritmo de busqueda y el disefio del banco de plantillas empleado

para su identificacion.

Por otra parte, al ser una teoria de campo efectiva, la Relatividad General constituye

actualmente la descripcion mas precisa de la interaccién gravitacional en el univer-

9 K. Hayama y A. Nishizawa: Model-independent test of gravity with a network of ground-based
gravitational-wave detectors. En: Phys. Rev. D 87 (2013), pag. 062003

20 E. Capote et al.: Advanced LIGO detector performance in the fourth observing run. En: Phys.
Rev. D 111.6 (2025), pag. 062002. DOI: |10 .1103/PhysRevD . 111 .062002. arXiv: 2411 . 14607
Lgr—qcll; F. Acernese et al.: Advanced Virgo: a second-generation interferometric gravitational
wave detector. En: Class. Quant. Grav. 32.2 (2015), pag. 024001. DOI:|10.1088/0264-9381/32/,
2/024001. arXiv:|1408.3978 [gr-qc]

21 Jun Luo et al.: TianQin: a space-borne gravitational wave detector. En: Class. Quant. Grav. 33.3
(2016), pag. 035010. DOI:[10.1088/0264-9381/33/3/035010. arXiv:[1512.02076 [astro-ph.IM]

22 pau Amaro Seoane et al.: Astrophysics with the Laser Interferometer Space Antenna. En: Living
Rev. Rel. 26.1 (2023), pag. 2. DOI:[10.1007/s41114-022-00041-y. arXiv:[2203.06016 [gr-qc]

23 Wen Rui Hu y Yue Liang Wu: The Taiji Program in Space for gravitational wave physics and the
nature of gravity. En: Natl. Sci. Rev. 4.5 (2017), pags. 685-686. DOI:/10.1093/nsr/nwx116
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so local , estando su validez restringida a ciertos rangos de energia, perdiendo
capacidad predictiva fuera de ellos. Ejemplos de estas limitaciones incluyen la apa-
ricién inevitable de singularidades P°|y su no renormalizabilidad perturbativaP? En el
ambito cosmolégico, RG requiere la introduccién de dos componentes adicionales,
energia oscura y materia oscura, para reproducir la dinamica observada del uni-
verso E]; sin embargo, la naturaleza fisica de ambas sigue sin identificarse, pese a
décadas de investigacion P8 Estas limitaciones han motivado el desarrollo y estu-

dio de modelos clasicos de gravedad modificada como posibles alternativas a RG]

La implicacion de GW170817 para la gravedad modificada fue analizada en cuatro
trabajos publicados consecutivamente, que en conjunto establecieron un nuevo es-
tandar observacional para teorias alternativas a la Relatividad General. Baker et al.
demostraron que la coincidencia temporal entre GW170817 y GRB170817A impone

un limite de |ar| < 1071%, restringiendo severamente los acoplamientos no minimos

24 John F Donoghue: Quantum general relativity and effective field theory. En: Handbook of quan-
tum gravity. 2024, pags. 3-26; C. P. Burgess: “General Relativity as an Effective Theory”. En:
Introduction to Effective Field Theory: Thinking Effectively about Hierarchies of Scale. Cambridge
University Press, 2020, pags. 241272

25 Clifford M. Will: The Confrontation between General Relativity and Experiment. En: Living Rev.
Rel. 17 (2014), pag. 4. DOI:[10.12942/1rr-2014-4. arXiv:1403.7377 [gr-qc]

26 Roland Steinbauer: The Singularity Theorems of General Relativity and Their Low Regularity
Extensions. En: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 125.2 (nov. de 2022),
pags. 73119. DOI: |10 . 1365 /513291 -022-00263-7; Stephen L. Adler: Einstein Gravity as a
Symmetry-Breaking Effect in Quantum Field Theory. En: Rev. Mod. Phys. 54 (1982). [Erratum:
Rev.Mod.Phys. 55, 837 (1983)], pag. 729. DOI:|10.1103/RevModPhys.54.729

27 Rudolf Bach y H Wevl: Neue Iésungen der Einsteinschen gravitationsgleichungen. En: Mathema-
tische Zeitschrift 13.1 (1922), pags. 134-145

28 Jaco de Swart: Five decades of missing matter. En: Physics Today 77.8 (ago. de 2024),
pags. 34-43. DOI: 10.1063/pt . ozhk . 1feb. eprint: https://pubs.aip.org/physicstoday/
article—pdf/77/8/34/20082503/34\_1\_pt.ozhk.1feb.pdf

29 Mustapha Ishak: Testing General Relativity in Cosmology. En: Living Rev. Rel. 22.1 (2019), pag. 1.
DOI:|10.1007/s41114-018-0017-4L arXiv: 1806 .10122 [astro-ph.C0]}; S. Shankaranarayanan
y Joseph P. Johnson: Modified theories of gravity: Why, how and what? En: General Relativity
and Gravitation 54.5 (mayo de 2022). DOI:|10.1007/s10714-022-02927-2
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en teorias escalar-tensor y vector-tensor ) Creminelli et. al. abordaron el proble-
ma desde el formalismo del EFT de energia oscura y su formulacion covariante,
mostrando que la ausencia de desviaciones en la velocidad de propagacion exige
relaciones algebraicas precisas entre los operadores cuarticos y quinticos de Horn-
deski y mas alld de Horndeski, reduciendo dramaticamente el espacio de modelos
viables Pl

En la misma linea, Sakstein y Jain, ademas de encontrar el mismo limite temporal
para la velocidad de la luz, analizaron las consecuencias para teorias escalar-tensor
en contextos astrofisicos y cosmoldgicos, mientras que Ezquiaga y Zumalacarregui
sistematizaron las restricciones sobre Horndeski, GLPV y DHOST, destacando que,
salvo cancelaciones finamente ajustadas, los sectores cuartico y quintico quedan
esencialmente descartadoqg_zl. En conjunto, estos trabajos consolidaron la propaga-
cién luminal de las ondas gravitacionales como un criterio estructural fundamental

para la viabilidad de teorias de gravedad modificada.

Adicionalmente, en el 2020, Ezquiaga y Zumalacarregui presentaron un trabajo en el
que desarrollaron un formalismo general para describir la propagacidén de ondas gra-
vitacionales mas alla de la Relatividad General en presencia de grados de libertad

adicionales™| Mediante la aproximacién eikonal, identificaron los estados propios

30 T. Baker et al.: Strong constraints on cosmological gravity from GW170817 and GRB 170817A.
En: Phys. Rev. Lett. 119.25 (2017), pag. 251301. DOI:|10.1103/PhysRevLett.119.251301. arXiv:
1710.06394 [astro-ph.CO]

3" Paolo Creminelli y Filippo Vernizzi: Dark Energy after GW170817 and GRB170817A. En:
Phys. Rev. Lett. 119.25 (2017), pag. 251302

32 Jeremy Sakstein y Bhuvnesh Jain: Implications of the Neutron Star Merger GW170817 for Cos-
mological Scalar-Tensor Theories. En: Phys. Rev. Lett. 119.25 (2017), pag. 251303. DOI: [10.
1103/ PhysRevLett . 119 . 251303. arXiv: 1710 . 05893 [astro-ph.C0]; Jose Maria Ezquiaga
y Miguel Zumalacéarregui: Dark Energy After GW170817: Dead Ends and the Road Ahead. En:
Phys. Rev. Lett. 119.25 (2017), pag. 251304. DOI: [10. 1103 /PhysRevLett . 119.251304. arXiv:
1710.05901 [astro-ph.CO]

33 Jose Maria Ezquiaga y Miguel Zumalacarregui: Gravitational wave lensing beyond general relati-
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de propagacién como combinaciones lineales del tensor métrico y de los campos
adicionales, mostrando que estos pueden viajar con velocidades distintas depen-
diendo de la teoria y del fondo. Esta diferencia induce fenémenos de birrefringencia
gravitacional, manifestados como retardos temporales entre las polarizaciones ten-
soriales, sin necesidad de contrapartes electromagnéticas. Asimismo, demostraron
que en entornos con lentes gravitacionales pueden aparecer interferencias en la se-
Aal, scrambling, ecos gravitacionales y componentes no radiativas, sombras, cuya
presencia permite sondear regiones del espacio de paradmetros inaccesibles me-

diante las restricciones impuestas por el evento GW170817.

En extensiones de la RG con campos vectoriales masivos no abelianos, como la
teoria de Proca Generalizada SU(2), GPSU2 , el campo de gauge se acopla a la
métrica y algunas cantidades invariantes. El lagrangiano contiene términos cinéti-
cos y potenciales para los campos vectoriales, asi como acoplamientos no minimos
con la curvatura, lo que modifica las ecuaciones de propagacion de las OG sobre el
fondo@. Se espera que dichas modificaciones puedan alterar la velocidad (v, # ) @
asi como excitar modos vectoriales y escalares adicionales acoplados a los tensoria-
les P9y generar birrefringencia gravitacional en fondos anisétropos o inhomogéneos
F7l En configuraciones como la triada césmica, el fondo es homogéneo e isétropo;

sin embargo, las perturbaciones presentan modificaciones en la ecuacién caracte-

vity: Birefringence, echoes, and shadows. En: Phys. Rev. D 102.12 (2020), pag. 124048

34 Alexander Gallego Cadavid, Yeinzon Rodriguez y L. Gabriel Gémez: Generalized SU(2) Proca
theory reconstructed and beyond. En: Phys. Rev. D 102.10 (2020), pag. 104066. DOI:|10.1103/
PhysRevD.102.104066. arXiv:[2009.03241 [hep-th]

35 C.de Rham y S. Melville: Gravitational Rainbows: LIGO and Dark Energy at its Cutoff. En: Phys.
Rev. Lett. 121 (2018), pag. 221101

36 José Beltran Jiménez, José Maria Ezquiaga y Lavinia Heisenberg: Probing cosmological fields
with gravitational-wave oscillations. 2019. arXiv:|1912.06104 [gr-qc]

87 S. Murk, D. R. Terno y R. Vadapalli: Gravity-induced birefringence in spherically symmetric spa-
cetimes. En: Class. Quant. Grav. 42 (2025), pag. 045004
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ristica de propagacion.

Con base en lo anterior, cabe preguntarse: £Existe algun observable presente en
las ondas gravitacionales que permita falsear la teoria GSUZ2P, con los interferome-
tros actuales? En respuesta a esta pregunta, el presente trabajo tiene como obje-
tivo determinar la existencia de velocidades anémalas y propagacién muItimodaF_g]
para 5 de las 21 piezas lagrangianas de la teoria, con base en el formalismo pre-
sentado por Ezquiaga y Zumalacarregui®® Estos dos fenémenos son favorables,
puesto que no necesitan detectores adicionales para su posible observacion. Para
ello, se determinaron las ecuaciones de campo linealizadas de la teoria GSU2P, ba-
jo la aproximacion eikonal en el régimen de orden dominante. Se consideran dos
configuraciones de fondo distintas: una solucién de tipo triada césmica y un fondo
con un campo vectorial puramente temporal, ambas en un fondo para la métrica de
Friedmann—-Lemaitre—Robertson—Walker. Posteriormente, se obtuvieron las ecua-
ciones de propagacion asociadas a cada pieza lagrangiana, donde se hallaron los
grados de libertad radiativos, los cuales permitieron determinar las velocidades ca-
racteristicas respectivas. Cabe resaltar que este estudio no ha sido registrado antes

en la literatura.

Los grados de libertad se clasifican a partir de la tétrada de Newman Penrose, al
proyectar las ecuaciones de propagacion asociadas a las perturbaciones de la mé-
trica y los campos vectoriales, en esta base nula. Ademas, la tétrada de Newman
Penrose también permite obtener escalares de curvatura, los cuales son utilizados

para la categorizacién de las teorias gravitacionales segun Eardley et al. m

38 Se denomina propagacion multimodal al régimen en el cual el sistema linealizado de perturbacio-
nes presenta multiples modos propios dinamicos, caracterizados por un espectro no degenerado
de la matriz de propagacién, dando lugar a varias relaciones de dispersion independientes y, por
tanto, a distintos frentes de onda asociados a una misma helicidad.

39 Ezquiaga y Zumalacéarregui[2020

40 Eardley, Lee y Lightman|1973b
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En todo el desarrollo se emplean unidades geometrizadas, fijando G = c =1,y se
adopta la convencién de signos de Wheele@; las letras griegas representan indices
espaciotemporales en la variedad tetradimensional (0,1,2,3); las primeras 4 letras
latinas (a,b,c,d) corresponden a los indices tridimensionales de grupo, mientras que

las demas letras latinas representan indices tridimensionales puramente espaciales.

La organizacion del trabajo se presenta en cinco capitulos. El Capitulo 1 correspon-
de a la introduccion y motivacion del trabajo. El Capitulo 2 desarrolla la formulacién
tedrica de la teoria Generalizada de Proca con simetria interna SU(2), describiendo
sus piezas lagrangianas, los acoplamientos relevantes, la estructura de sus ecua-
ciones de campo y las configuraciones de fondo compatibles con la simetria cosmo-
l6gica, como las configuraciones triada cosmica y puramente temporal. El Capitulo
3 presenta la teoria de perturbaciones y la propagacién de ondas gravitacionales en
fondos FLRW, introduciendo la aproximacién eikonal a orden dominante y el forma-
lismo de Newman-Penrose para caracterizar los modos de polarizacién. El Capitulo
4 contiene el andlisis detallado de las ecuaciones de propagacién asociadas a las
piezas lagrangianas seleccionadas, la identificacion de las velocidades de propa-
gacién en el sector tensorial, destacando la aparicion de velocidades no luminicas
y otras sefales distintivas frente a la Relatividad General. Finalmente, el Capitulo 5
expone las conclusiones principales del estudio, discutiendo sus implicaciones feno-
menologicas para futuras observaciones de ondas gravitacionales y sefialando las

posibles extensiones del trabajo en contextos astrofisicos y cosmoldgicos.

41 Misner, Thorne y Wheeler (1973
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1. Teoria generalizada de Proca

La teoria de RG constituye un marco teérico para la descripcién de los fendéme-
nos gravitacionales y cosmoldgicos, la cual ha sido confirmada mediante multiples
pruebas experimentales y observacionales en diversos regimenes [?| Entre estas
validaciones se incluyen los ensayos de precision en el sistema solar, la medicion
del corrimiento gravitacional al rojo, el efecto de lentes gravitacionales y, mas recien-

temente, la deteccion directa de OG mediante interferometria laser terrestre.

La deteccion directa de OG ha permitido someter a prueba teorias gravitacionales
en el régimen de campos fuertes. La préxima generacion de detectores, como Cos-
mic Explorer y Einstein Telescope, se proyecta con una relacién senal-ruido (SNR)
al menos 50 veces superior a la alcanzada por los interferometros actuales, lo que
incrementara la capacidad de caracterizar sefales y explorar posibles desviaciones
respecto a GR[F]

A escalas cosmoldgicas, una de las evidencias mas relevantes proviene de la obser-
vacion de la expansion acelerada del universo [, entre otras explicaciones™| Este
fendmeno puede interpretarse como el efecto de una componente de energia os-

cura o como resultado de modificaciones a RG en escalas de gran longitud®] En

42 Clifford M Will: Theory and experiment in gravitational physics. Cambridge university press, 2018

43 varun Sahni y Alexei A. Starobinsky: The Case for a positive cosmological Lambda term. En:
Int. J. Mod. Phys. D 9 (2000), pags. 373-444. DOI:|10.1142/50218271800000542. arXiv: astro-
ph/9904398; Abbott et al.[2017b

44 Adam G Riess et al.: Observational evidence from supernovae for an accelerating universe and
a cosmological constant. En: Astron. J 116.3 (1998), pags. 1009-1038

45 Sahni y Starobinsky 2000} T. Padmanabhan: Cosmological constant: The Weight of the vacuum.
En: Phys. Rept. 380 (2003), pags. 235-320. DOI: 10 . 1016 /S0370-1573(03) 00120 - 0. arXiv:
hep-th/0212290

46 Austin Joyce, Lucas Lombriser y Fabian Schmidt: Dark Energy Versus Modified Gravity. En: Ann.
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este contexto, el contraste de RG mediante observaciones cosmoldgicas y de OG
constituye una herramienta para favorecer o desfavorecer su validez como teoria de

gravedad modificada.

Bajo la hipétesis del principio cosmoldgico y la validez de RG, el modelo ACDM
adopta como fondo cosmoldgico la métrica de LemaitreRobertsonWalker (FLRW)
para describir el universo a gran escaldﬂ ya que se ajusta a la mayoria de datos
observacionales y constituye el paradigma estandar en cosmologl'a Sin embargo,
este modelo implica que la materia bariénica representa menos del 5 % del conteni-
do total del universo, mientras que el resto corresponde a materia oscura y energia

oscura, cuya naturaleza fisica permanece desconocidalﬂ

La deteccion directa de la materia oscura y la energia oscura no se ha logrado hasta
la fecha, y su existencia se infiere exclusivamente a partir de sus efectos gravitacio-
nales™} Adicionalmente, el modelo ACDM presenta desafios tedricos y observacio-
nales, como el problema del ajuste fino, la coincidencia cosmoldgica y discrepancias

entre observaciones del universo temprano y tardio ﬂ En respuesta a estas limita-

Rev. Nucl. Part. Sci. 66 (2016), pags. 95-122. DOI: |10 . 1146/ annurev-nucl-102115-044553.
arXiv:|1601.06133 [astro-ph.CO]

47 Steven Weinberg: Cosmology. Oxford University Press, 2008

48 N. Aghanim et al.: Planck 2018 results. VI. Cosmological parameters. En: Astron. Astrophys. 641
(2020). [Erratum: Astron.Astrophys. 652, C4 (2021)], A6. DOI: |10.1051/0004-6361/201833910.
arXiv:|1807.06209 [astro-ph.CO]

49 Gianfranco Bertone y Tim M.P. Tait: A new era in the search for dark matter. En: Nature 562
(2018), pags. 51-56. DOI:[10.1038/s41586-018-0542-z

50 Joshua A. Frieman, Michael S. Turner y Dragan Huterer: Dark energy and the accelerating univer-
se. En: Annual Review of Astronomy and Astrophysics 46 (2008), pags. 385-432. DOI:|10.1146/
annurev . astro . 46 . 060407 . 145243; Gianfranco Bertone, Dan Hooper y Joseph Silk: Particle
dark matter: Evidence, candidates and constraints. En: Phys. Rept. 405 (2005), pags. 279-390.
DOI:[10.1016/j.physrep.2004.08.031. arXiv: hep-ph/0404175

51 Philip Bull et al.: Beyond ACDM: Problems, solutions, and the road ahead. En: Phys. Dark Univ.
12 (2016), pags. 56-99. DOI:[10.1016/7.dark.2016.02.001. arXiv:[1512.05356 [astro-ph.C0]}
Riess et al.[1998

42


https://doi.org/10.1146/annurev-nucl-102115-044553
https://arxiv.org/abs/1601.06133
https://doi.org/10.1051/0004-6361/201833910
https://arxiv.org/abs/1807.06209
https://doi.org/10.1038/s41586-018-0542-z
https://doi.org/10.1146/annurev.astro.46.060407.145243
https://doi.org/10.1146/annurev.astro.46.060407.145243
https://doi.org/10.1016/j.physrep.2004.08.031
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0404175
https://doi.org/10.1016/j.dark.2016.02.001
https://arxiv.org/abs/1512.05356

ciones, se han propuesto diversas teorias modificadas de la gravedad que amplian
el sector gravitacional mediante la inclusiéon de términos adicionales en la accién
@. Estas extensiones pueden incorporar campos escalares, vectoriales o tensoria-
les, los cuales introducen grados de libertad adicionales que modifican la dindmica
gravitacional y, potencialmente, ofrecen explicaciones alternativas a los fendmenos

atribuidos a la energia y la materia oscuras.

Una de las estrategias para formular teorias de gravedad modificada consiste en
preservar la naturaleza métrica de la descripcion gravitacional, pues la mantiene
como variable fundamental que define la geometria del espaciotiempo y determina
las trayectorias de particulas y campos a través del principio de accidn estacionaria.
Bajo este enfoque, las modificaciones se implementan mediante la adicion de tér-
minos en la accion que introducen grados de libertad adicionales o acoplamientos
no presentes en la Relatividad General, con el propésito de modificar la dinamica
gravitacional en distintos regimenes y proporcionar marcos alternativos para descri-
bir fendmenos atribuidos a la energia oscura, la materia oscura y las discrepancias

observacionales en cosmologia.

1.1. Teorias métricas de la gravedad

Una teoria métrica de la gravedad es un marco en el que la interaccion gravitacional
con lo campos no gravitacionales esta determinada por una métrica, g, definida
sobre una variedad diferencial cuadridimensional F°l Las ecuaciones dinamicas se

obtienen de una accién que depende de la métrica, y de su curvatura, las cuales

52 3. Nojiri, S. D. Odintsov y V. K. Oikonomou: Modified Gravity Theories on a Nutshell: Inflation,

Bounce and Late-time Evolution. En: Phys. Rept. 692 (2017), pags. 1-104. DOI: [10. 1016/ .
physrep.2017.06.001. arXiv: |1705. 11098 [gr-qc]; Oliver Pitt y Timothy Clifton: Constraining
the Cosmological Evolution of Post-Newtonian Parameters with Gravitational Wave Signals from
Compact Binary Inspirals. En: arXiv preprint arXiv:2510.08756 (2025)
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pueden también incluir campos gravitacionales adicionales [**|

Algunos ejemplos representativos corresponden a la Relatividad General y exten-
siones como la teoria de Horndeski y sus generalizaciones, las cuales introducen
grados de libertad adicionales. Estos pueden ser de tipo escalar, vectorial o tenso-
rial, y su incorporacién obedece a motivaciones teédricas y observacionales, como
la resolucién de tensiones cosmolégicas o la descripcion de fendmenos astrofisicos

sin depender exclusivamente de materia o energia oscuras [,

Las teorias métricas de gravedad se distinguen de otros enfoques en que mantienen
a la métrica, g,,,, como objeto central que determina la geometria del espaciotiempo,
a diferencia de la gravedad afin, o métrico-afin, donde la conexion es independiente
de la métrica P8 Por otro lado, en las teorias teleparalelas, el campo gravitacional se
describe mediante torsion en lugar de curvatura, aunque permanezcan en el con-
texto de una geometria basada en tetradas®’| Estos enfoques alternativos se com-
paran y contrastan desde las perspectivas del principio de equivalencia de Einstein,
la covarianza general y las restricciones impuestas por pruebas post-newtonianas
y observaciones de ondas gravitacionales. Algunos casos particulares de teorias

métricas se abordan en la siguiente seccién.

5 Tsutomu Kobayashi: Horndeski theory and beyond: a review. En: Rept. Prog. Phys. 82.8 (2019),

pag. 086901. DOI:|10.1088/1361-6633/ab2429. arXiv:|1901.07183 [gr-qc]
5  Astrid Eichhorn: Curvaturization in metric scalar-tensor theories: spontaneous scalarization of
Kerr black holes. En: Phys. Rev. D 111.10 (2025), pag. 104007. DOI: [10.1103/PhysRevD.111.
104007
% Thomas P. Sotiriou y Stefano Liberati: Metric-affine f(R) theories of gravity. En: Annals of Physics
322.4 (abr. de 2007), pags. 935966. DOI:|10.1016/j.aop.2006.06.002; Salvatore Capozziello,
Vittorio De Falco y Carmen Ferrara: Comparing equivalent gravities: common features and diffe-
rences. En: Eur. Phys. J. C 82.10 (2022), pag. 865. DOI:|10.1140/epjc/s10052-022-10823~-x.
arXiv:[2208.03011 [gr-qc]

5 H. I. Arcos y J. G. Pereira: Torsion Gravity: a Reappraisal. En: Int. J. Mod. Phys. D (2005); Ca-
pozziello, De Falco y Ferrara|2022
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1.1.1. Teoria de Brans-Dicke La teoria de Brans—Dicke (BD), introducida en
1961 como una extensiéon de la RG, incorpora un campo escalar dinamico ¢ adi-
cional al tensor métrico g,, como campos de la interaccion gravitacional Esta
propuesta, inspirada en ideas previas de Fierz y Jordan, responde a la motivacién
de permitir que la constante gravitacional efectiva pueda variar espacial y temporal-

mente, en concordancia con hipétesis como la de Dirac sobre los nimeros grandes™)

La teoria se caracteriza por un Unico parametro adimensional wgp, constante, que
controla la intensidad del acoplamiento entre el campo escalar y la geometria. El
limite wgp — oo recupera la RG, lo que explica que valores experimentales altos
de wgp, tal que hacen a la teoria practicamente indistinguible de esta. Generaliza-
ciones posteriores permiten una funcién de acoplamiento w(¢) y un potencial U(¢),
lo que amplia el rango fenomenolégico e introduce comportamientos diferentes en

regimenes de campo fuerte o en escalas cosmoldgicas.

La accion puede escribirse como:

mer / Ty [CbR - % 9" 0,0 8,6 — U()| + Splgyurs Wi, (1)

S:

donde R es el escalar de Ricci de g,.,, y S, es la accion de la materia, que acopla

minimamente a la métrica. En el caso Brans—Dicke original, w(¢) = wgp y U(¢) = 0.

%8 Will2018

5% Dirac formulé la Hip6tesis de los Numeros Grandes (LNH, por Large Number Hypothesis), segun
la cual estas coincidencias no serian casuales, sino que reflejarian una relacion fisica profunda.
En particular, propuso que algunas constantes fundamentales, como G, podrian no ser realmente
constantes, sino variar con la edad del universo de forma que estas relaciones adimensionales
se mantengan aproximadamente constantes en el tiempo.

60 Hubert Goenner: Some remarks on the genesis of scalar-tensor theories. En: Gen. Rel. Grav. 44
(2012), pags. 2077-2097. DOI:|10.1007/s10714-012-1378-8. arXiv:|1204.3455 [gr-qc]
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1.1.2. Otras teorias métricas de la gravedad Dentro de la clasificacién de las
teorias de gravedad modificada, la teoria de Brans-Dicke pertenece al subgrupo de
teorias métricas escalar-tensoriales con un unico campo escalar acoplado no mini-
mamente a la curvatura, constituyendo un caso particular de las teorias de Horn-
deski®’l Su caracter métrico garantiza la validez del Principio de Equivalencia de
Einstein, en el sentido de que los campos de materia se acoplan minimamente a la
métrica y las particulas de prueba se desplazan a lo largo de geodésicas definidas

por la conexion de Levi-Civita asociada a g,,,.

Dentro del marco de las teorias métricas de gravedad modificada, ademas de las
formulaciones escalar-tensor, se han desarrollado extensiones vector-tensor que in-
troducen campos de tipo Proca. La teoria generalizada de Proca U(1) constituye
la extension abeliana de este esquema, en la que un Gnico campo vectorial, A,
posee interacciones construidas de forma que las ecuaciones de movimiento per-
manezcan de segundo orden, evitando inestabilidades asociadas a modos fantasma
de Ostrogradski @ En este contexto, el campo vectorial propaga tres grados de li-
bertad fisicos, dos modos transversales y uno longitudinal, lo que permite explorar
escenarios cosmoldgicos alternativos, incluyendo modelos de inflacién, energia os-
cura dindmica y la posible existencia de modos adicionales de polarizacion de ondas

gravitacionales [

61 Gregory W. Horndeski y Alessandra Silvestri: 50 Years of Horndeski Gravity: Past, Present and
Future. En: Int. J. Theor. Phys. 63.2 (2024), pag. 38. DOI:|10.1007/s10773-024-05558-2. arXiv:
2402.07538 [gr-qc]; Kobayashil2019; Shinji Tsujikawa: The effective field theory of inflation/dark
energy and the Horndeski theory. En: Lect. Notes Phys. 892 (2015). Ed. por Eleftherios Papan-
tonopoulos, pags. 97-136. DOI:|10.1007/978-3-319-10070-8_4. arXiv:|1404.2684 [gr-qc]

62 Heisenberg 2014; Gianmassimo Tasinato: Cosmic acceleration from Abelian symmetry breaking.
En: J. High Energ. Phys. 2014.04 (2014), pag. 67. DOI:|10.1007/JHEP04 (2014) 067

63 Jose Beltran Jiménez y Antonio L. Maroto: Cosmology with vectortensor theories. En: Phys. Rev.
D 78.6 (2013), pag. 063005. DOI: 10 . 1103/ PhysRevD . 78 . 063005; Antonio De Felice et al.:
Cosmology in generalized Proca theories. En: JCAP 06 (2016), pag. 048. DOI: 10.1088/1475-
7516/2016/06/048. arXiv:[1603.05806 [gr-qc]
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Una generalizacion de este marco es la teoria generalizada de Proca SU(2), que
introduce tres de campos vectoriales no abelianos Bj. Esto aumenta el nimero
modos radiativos con excitaciones escalares, vectoriales y tensoriales, y que ha de-
mostrado ser un escenario consistente para investigar tanto el régimen cosmolégico

temprano como el de ondas gravitacionales en fondos homogéneos e isétropos [

1.2. Teoria Generalizada de Proca SU(2)

La teoria generalizada de Proca SU(2), GSU2P, es un modelo de gravedad modi-
ficada de tipo vector-tensor, cuya formulacién incorpora un triplete de campos vec-
toriales Bj, (a = 1,2, 3) no abelianos. La accion es invariante bajo difeomorfismos y
bajo transformaciones globales del grupo SU(2) que actian sobre el indice interno
a. Este marco tedrico fue inicialmente desarrollado por E. Allys, P. Peter y Y. Rodri-
guez E] y posteriormente extendido por L. Heisenberg y J. Beltran Jiménez en el
contexto de campos multi-Proca generalizados . En un analisis posterior se iden-
tificd que la formulacion original presentaba una omision importante: la ausencia
de una restriccién secundaria necesaria para garantizar que cada uno de los tres
campos vectoriales propagara unicamente tres grados de libertad fisicos ﬁ] Esta
observacion condujo a una reformulacion completa de la teoria, cuya version final y

consistente fue presentada en %]

64 Erwan Allys, Patrick Peter y Yeinzon Rodriguez: Generalized Proca action for an Abelian vector
field. En: JCAP 02 (2016), pag. 004. DOI:|10.1088/1475-7516/2016/02/004. arXiv:|1511.03101
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En el ambito cosmolégico, se ha demostrado que la teoria GSU2P puede sostener
un periodo de inflacién primordial, mediante una adecuada eleccién de sus para-
metros libres que hace coincidir formalmente las perturbaciones tensoriales con las
de la Relatividad General, lo que garantiza la propagacion luminica de las ondas
gravitacionales® Mas alla de este resultado, la teoria GSU2P predice modos de
polarizacion adicionales y posibles mezclas entre perturbaciones tensoriales, vec-
toriales y escalares, lo que abre la posibilidad de identificar desviaciones observa-
cionales en futuras detecciones de ondas gravitacionales m La triada de campos
vectoriales permite, ademas, construir configuraciones homogéneas e isétropas en
fondos FLRW, lo que habilita su uso en el estudio de la inflacion y la energia oscura
dinamica [

La acciéon que describe la teoria GSU2P es:

6 7 4

1 . . .

S =15 [ d'av=g (R = FuaF"™ = 2 BB+ Y i+ Y xilh+ ) 5"&”’) |
i=1 =1 k=1

(@)

donde el primer término corresponde al lagrangiano de Einstein-Hilbert; el segundo

al lagrangiano de Yang-Mills, siendo
i = 0B} — 0,B;; + Geane B, By

El tercer término corresponde al lagrangiano de masa, donde pu corresponde a

p = mgh, donde m, es la masa de cada uno de los campos Bf; el término ..,

8 Garnica et al. 2022

70 Gabriel Gomez y José F. Rodriguez: New non-Abelian Reissner-Nordstrém black hole solutions
in the generalized SU(2) Proca theory and some astrophysical implications. En: Phys. Rev. D
108.2 (2023), pag. 024069. DOI:|10.1103/PhysRevD.108.024069. arXiv:2301.05222 [gr-qc]
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son los coeficientes de estructura del grupo SU(2) y g es la constante de gauge o

constante de acoplamiento de los campos vectoriales.

En teorias métricas de la gravedad, como en este caso, el acoplamiento minimo co-
rresponde a la inclusion de campos adicionales en la accién Unicamente mediante la
métrica g,.,, el elemento de volumen /—g y las derivadas covariantes definidas por
la conexion de Levi-Civita, sin interaccion directa con contracciones con el tensor
de curvatura. Por el contrario, el acoplamiento no minimo introduce términos en el
lagrangiano donde los campos se combinan explicitamente con objetos geométricos

del espaciotiempo, como el escalar de curvatura o el tensor de Ricci.

Las piezas lagrangianas, £, son:

Ly=—B'BySHS:, — 2By BLSH S + BYBf S Sy, + 2By BLSwH Sy, (3)
L3 = —ByBJ A%, S + By By A% S + BUBY A7 SY, (4)
Lj:zBWBWBwaR+BMBWBWBﬁWWW (5)
Li=B'B{B,.B""R +2 B,,B.B,B™R, (6)

Ly = B"B’B,,B"G,,, (7)

LS = B"B"B,BG,.; (8)

donde G, corresponde al tensor de Einstein;

S, =V,.B, +V,Bj, (9)
al tensor simétrico, y
Al =V,Bl—V,B, (10)

ny

al antisimétrico.
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Las piezas lagrangianas, £}, que poseen acople minimo son :

Ly = B,"B"B,"By, (11)

Ly = B,"B}B,"B,, (12)
L5 = B,'By A" AL, (13)
L3 = BB, A" AL | (14)
L5 = B.BAMA? (15)
LS = B, BPyA,,. A", (16)
L] = B,"B’ Ay AN (17)

y, las piezas que violan paridad; es decir, no son invariantes ante transformaciones

del tipo (¢, x,y,z) — (t,—z, —y, —z), son:

Ly, = BaaBaye P AL, S — By, B/ AP S + BLBRALYSY

uv~o bp?

L3, = =2 BaaBae" "G5, 55 + BaoBape**’ 55,55, (19)
K'ip = B,"Bs"Bry Bye”, (20)
Li,p — BaaBIBaBTbBTbE'LLPUBRaa-“p. (21)

donde #°% corresponde al tensor de Levi Civita y

~ 1
A= §€MpJApaa )

al dual de Hodge del tensor A.
La teoria GSU2P proporciona un marco vectortensor con ecuaciones de movimien-

to de segundo orden. Asimismo, En GSU2P la simetria global SU2 permite que la

configuracion de triadad cosmica emerja de modo natural. Esto da cabida al conteo
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de grados de libertad radiativos y no radiativos en el régimen linealizado .

En el dominio astrofisico de campo gravitacional fuerte, se han estudiado soluciones
compactas y sus firmas observacionales. Para agujeros negros estaticos y esféricos,
los términos vectoriales no abelianos efectivos modifican el potencial geodésico v,
por ende, la ubicacion de la esfera de fotones y el tamario aparente de la sombra;
estas dependencias inducen mapas directos entre observables (sombra, curvatura
de trayectorias de fotones) y combinaciones de acoplamientos del lagrangiano, que
pueden contrastarse con medidas del Event Horizon Telescope H En estrellas de
neutrones, la presencia del triplete vectorial altera la estructura de equilibrio y las
secuencias masaradio para ecuaciones de estado nucleares realistas, con implica-
ciones sobre compacidad y deformabilidad de marea que pueden confrontarse con
inferencias de NICER y con catalogos de ondas gravitacionales de sistemas bina-

rios de estrellas de neutrones.
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2. Radiacion Gravitacional

En Relatividad General, las ecuaciones de campo establecen la relacion entre la
geometria del espaciotiempo y el contenido de energia—momento. El estudio de on-
das gravitacionales débiles se realiza al representar la métrica como la suma de un
fondo gff) y una perturbacion h,,, de amplitud pequena . El fondo gfff) correspon-
de a una solucion exacta de las ecuaciones de Einstein sin radiacion gravitacional,
pudiendo ser un espaciotiempo plano de Minkowski 0 un espaciotiempo curvo como
una métrica de Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker (FLRW) o un agujero negro
de Schwarzschild/Kerr E entre otros. En este marco, la perturbacion h,, satisface

ecuaciones de onda linealizadas sobre la geometria de g’ .

En el vacio, las OG son soluciones tensoriales transversales de la ecuacion de on-
da linealizada sobre el fondo, con dos modos de polarizacion independientes (+, x)
que, en RG, se propagan a la velocidad de la luz["’] En el limite de la aproximacién
Eikonal, la fase de estas ondas satisface la ecuacion de eikonal i#{, = 0, tratada en
la siguiente seccién, donde [* es el vector tangente a las geodésicas nulas del fon-
do, y los vectores de polarizacidén se transportan paralelamente @ La observacién
GW170817—-GRB170817A establecit la restriccion v, — ¢|/c < 1071

74 Misner, Thorne y Wheeler 1973
75 R. M. Wald: General Relativity. University of Chicago Press, 1984

76 R. A.lsaacson: Gravitational Radiation in the Limit of High Frequency. I. The Linear Approximation
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El Principio de Equivalencia de Einstein (EEP) establece que, en regiones locales
del espaciotiempo donde los gradientes gravitacionales son despreciables, las leyes
de la fisica no gravitacional son indistinguibles de las de un sistema inercial en au-
sencia de gravedad. Se compone de tres postulados: la universalidad de la caida
libre (UFF), la invariancia local de Lorentz (LLI) y la invariancia local de posicion
(LPI). En conjunto, garantizan que los efectos gravitacionales puedan eliminarse lo-
calmente mediante un sistema de referencia apropiado, fundamento de las teorias
métricas de la gravedad. ElI EEP también implica que los campos no gravitacionales
sin masa en reposo se propaguen a la velocidad de la luz, aunque no fija la veloci-
dad de las ondas gravitacionales, la cual depende de las ecuaciones de campo de

cada teoria métrica.

2.1. Formulacion linealizada de la gravedad

En Relatividad General, es sabido que las ecuaciones de campo de Einstein,

1
R, — §gw,R = 8T, (22)

poseen invarianza ante difeomorfismos @ i.e., son invariantes ante el grupo de todas
las posibles transformaciones del coordenadas,
" — 2 (x), (23)

donde z'*(z), es invertible, diferenciable al igual que su inversa. Con ello, la métrica

se transforma como sigue:

OxP 0x°
5 o ) ()

G () = g, (') =

En particular, en la Relatividad General, si se considera una onda gravitacional ca-

80 Misner, Thorne y Wheeler 1973
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racterizada por una perturbacion métrica »,,,, sobre un fondo g,(f), y se asume que
la longitud de onda corta, la velocidad de propagacién resultante coincide con la de

la luz, ¢ = 1, en unidades geométricas. Por débil se entiende que

oy

B
gias

<1, (25)

tal que las contribuciones cuadraticas o de orden superior en h,, puedan ignorarse
en un tratamiento perturbativo. Por longitud de onda corta se entiende que A, la
longitud de onda, sea mucho menor que el radio de curvatura R del espacio-tiempo

de fondo,

A
— L. 26

Asi, la variacién de la curvatura a lo largo de cada ciclo de la onda es despreciable.

2.2. Radiacion gravitacional en espaciotiempo plano

Cuando se considera el fondo de Minkowski, entonces:

G = N+l || < 1, (27)

a primer orden de h,,, implica que Unicamente se estan considerando sistemas de

s
referencia en donde (27) es valida en regiones suficientemente alejadas de la fuente.
Elegir un sistema de referencia privilegiado rompe la simetria bajo transformaciones
generales de coordenadas en ec. (23). Sin embargo, existe una simetria que aun se

mantiene, la invarianza ante transformaciones de gauge:

ot — 2t =t 4 M (x). (28)

Si |0,£,] son como maximo del mismo orden de pequefiez que |, |, la condicidn
|huw| < 1 se conservay, por lo tanto, estos difeomorfismos que varian infinitesimal-

mente son una simetria de la teoria linealizada.
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Adicionalmente, dado que el fondo se considera plano, son aplicables las transfor-

maciones de Lorentz globales

ot — AF Y (29)

las cuales determinan la transformacion covariante de la perturbacion métrica h,,, y
preservan su caracter tensorial. Esto garantiza que las cantidades fisicas, obtenidas
a partir de objetos geométricos construidos con h,,,, permanezcan invariantes bajo

cambios de observador inercial. En efecto, la métrica perturbada transforma segun

G () = NN Gpo (1) = My + NP N Do (), (30)

de donde se deduce que

W, (x7) = NN hyo (), (31)

confirmando que h,, transforma como un tensor bajo el grupo de Lorentz. Las rota-
ciones no afectan la condicion perturbativa |, | < 1, mientras que los boosts deben

restringirse para mantener este limite.

Una vez caracterizada la transformacion de £, bajo el grupo de Lorentz, es posi-
ble los objetos geométricos construidos a partir de la perturbacion, en particular el
tensor de Riemann linealizado. Al expandirlo a primer orden en la perturbacion se
obtiene:

Rype = % (0,0,hye + 0,05 hp — 0,006 — 0,05hy,) (32)

expresion que es invariante bajo transformaciones de gauge infinitesimales. Este
tensor es imprescindible para la descripcién de los efectos fisicos de las ondas gra-
vitacionales, como la aceleracion relativa de particulas de prueba. Asi pues, del ten-
sor de Riemann se obtienen las ecuaciones de campo; sin embargo, para escribirlas

de manera compacta, se define la métrica transversa como
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- 1
h;w - hw/ - §nuuh7 (33)

siendo h = n*h,,. De modo que la perturbacion, h,,, adopta la forma
1 -
= h,uy — 57]'1“1]7/. (34)

A partir de las ecuaciones y ([34), se obtienen las ecuaciones de campo de

Einstein linealizadas:
DBW + nwaf’éghm — apayﬁ,w — apﬁuﬁw =0, (35)

en regiones fuera de la fuente. No obstante, esta ecuacion se puede simplificar mas

al aplicar el gauge de Lorentz, como se vera en la siguiente subseccion.

2.2.1. Fijacidon del Gauge Si ademas de la invariancia de Lorentz, el régimen
linealizado posee libertad de gauge adicional derivada de la invariancia bajo difeo-
morfismos infinitesimales como se muestra en la ecuacion (28). Bajo esta transfor-
macion, la perturbacion cambia como

P = hyw — 0,8 — 0,€,; (36)

uv

libertad que refleja distintas representaciones de ,,,, las cuales describen el mismo
fendmeno fisico, por lo que resulta necesario imponer una condiciéon de gauge para
simplificar las ecuaciones de campo linealizadas en ec.(35). La condicion de gauge

de Lorentz,

0 hy =0, (37)

es especialmente conveniente, pues diagonaliza la parte principal del operador de
Einstein linealizado y conduce a ecuaciones tipo onda. No obstante, esta condicién

no fija completamente el gauge: si bajo un difeomorfismo infinitesimal la funcién
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generadora &, satisface

Dfu =0; (38)

de modo que la condicién de Lorentz permanece invariante. Por tanto, incluso des-
pués de imponer dicho gauge persiste una libertad residual que puede explotarse

para simplificar aun mas la forma de las perturbaciones.

Consecuentemente, estas consideraciones pueden retomarse en Relatividad Gene-

ral en las ecuaciones linealizadas de Einstein en el vacio

Ohy =0, (39)

utilizadas para describir tanto la propagacién de ondas gravitacionales como su in-
teraccidén con particulas de prueba. Dado que el operador de D’Alembert satisface
0 = —¢ 202 + V2, implica que en esta teoria las ondas viajan necesariamente a la
velocidad de la luz, c. Sin embargo, cabe resaltar que la condicién en ec.(37) no fija

completamente el gauge, puesto que si se aplica en
Py () = iy (27) = hyw(2) — (Oués + 0u€y)
adopta la forma:
hw = 1y = Py = (0460 + 0oy — 10,7 (40)

o también

Py — (0" hy) = 0" Ry — OE,. (41)

Sid¢, = 0, entonces también se cumple [, = 0, donde

Euw = Oubu + vy — M 0,8".

Dado que el espaciotiempo es plano, el operador d’Alembertiano, [J, conmuta con
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las derivadas parciales 9,. Por lo tanto, la ecuacion (41) muestra que si h,,, satisface
la ecuacion de onda h,, = 0, entonces la transformacién de gauge preserva esta

condicion siempre que ¢, también satisfaga [I¢,, = 0.

En consecuencia, a partir de las seis componentes independientes de A, que cum-
plen la ecuacién de onda, es posible realizar una transformacién de gauge que de-
penda de cuatro funciones arbitrarias independientes ¢,, las cuales obedecen la
misma ecuacién. Esto permite imponer cuatro condiciones adicionales sobre h,,,

reduciendo asi el numero de grados de libertad fisicos.

Condicion para el gauge transversal sin traza  Posteriormente, se elige ¢° tal
que la traza h = 0. De este modo, si h = 0, entonces h,,, = h,,. Las tres funciones
¢'(x) ahora se eligen de modo que h%(z) = 0. Dado que h,, = h,,, el gauge de
Lorentz con 1 = 0 se obtiene 9°hyy + 0'hy; = 0; de tal forma que si se fija hy; = 0
entonces, 9°hgy = 0, lo que hace que hy, sea constante en el tiempo. Este tér-
mino independiente del tiempo hq corresponde a la parte estatica de la interaccion
gravitacional, es decir, al potencial newtoniano de la fuente que gener6 la onda gra-

vitacional.

Asi pues, se han establecido los cuatro componentes h,, = 0 y solo quedan los
componentes espaciales h;;, para los cuales la condicion de gauge de Lorentz, ec.
(37), luego se establecen las condiciones

R =0, hi=0, &hy=0, (42)
lo que se define como el gauge transversal libre de traza, h/;". Nétese que tal condi-
cién no se puede elegir dentro de la fuente, ya que en este caso Oh,, # 0. Esto no
representa inconveniente algun para el presente andlisis, puesto que la progagacion

de ondas gravitacionales ocurre en las afueras de la fuente. Una vez encontrada la

forma de la ecuacion de onda en espacio tiempo plano, en el gauge tranversal sin

58



traza, se hace necesario conocer la forma explicita de las soluciones, topico abor-

dado en la siguiente seccion.

2.3. Radiacion gravitacional en espaciotiempo curvo

En la seccién anterior se analizé la propagacion de ondas gravitacionales sobre un
fondo plano, ec. (27), la cual permite distinguir de manera directa entre la geometria
de fondo y la perturbacidén, mediante la aproximacion de onda corta, como se mues-
tra en las ecuaciones y (26). Andlogamente, cuando el espaciotiempo de fondo

es curvo, la descomposicién adopta la forma:
Guw = 95 + My (43)

La validez de esta separacion requiere una jerarquia de escalas bien definida entre
la longitud de onda reducida , la escala caracteristica de curvatura del fondo R y la

distancia radial r respecto a la fuente, como se muestra en la figura(d).

La propagacion puede organizarse al dividir el espacio en regiones determinadas
por estas escalas. En la zona cercana, caracterizada por r < ), los efectos de re-
tardo son despreciables y el campo gravitacional se comporta cuasiestaticamente.
Mas alla de esta regidn se define la zona de radiacion, donde A\ < r y las perturba-

ciones adquieren comportamiento ondulatorio.

Dentro de la zona de radiacion puede distinguirse una region local de propagacion,
en la cual » < R, de modo que la curvatura de fondo no altera de forma significativa
la fase ni la amplitud de la onda. En esta subregion la propagacién es efectivamente
equivalente al caso plano y puede emplearse el formalismo desarrollado previamen-

> R, la curvatura del fondo induce

~

te. Sin embargo, para distancias tales que r
efectos acumulativos sobre la fase, incluyendo corrimientos gravitacionales y posi-

bles contribuciones de retrodispersién geométrica.
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Campos Débir’eg

Zona de Onda Local

Zona de Onda Distante

Figura 1. Representacion grafica de las zonas de generacién y propagacion de
ondas gravitacionales, basado en S. J. Kovacs y K. S. Thorne: The Generation of
Gravitational Waves. 3. Derivation of Bremsstrahlung Formulas. En: Astrophys. J.
217 (1977), pags. 252-280. DOI: 10.1086/155576.

Esta separacion permite desacoplar conceptualmente el problema de generacion
de ondas gravitacionales?" controlado por la dinamica interna de la fuente, del pro-
blema de propagacién, determinado por la geometria del fondo. En consecuencia,
mientras que en el régimen plano la estructura ondulatoria se determina exclusiva-
mente por la ecuacidén de propagacion hiperbdlica local, en un fondo curvo la evolu-
cion de fase y amplitud incorpora correcciones geométricas asociadas a la conexién

y a los invariantes de curvatura del espaciotiempo.

Para encontrar las ecuaciones de propagacion en espaciotiempo curvo, se parte de

las ecuaciones de campo (22), reescritas en la forma:

81G 1
R/u/ - ? <T/u/ - §g,le) ) (44)

81 Maggiore [2008

60


https://doi.org/10.1086/155576

expandida a segundo orden en hu:

R = R®) + RU(h) + RO (h) + O(h?), (45)

donde Rf}l,) es lineal en la perturbacion y Rffy) contiene los términos cuadraticos res-

ponsables de la no linealidad gravitacional. Sustituyendo en las ecuaciones de cam-
po se obtiene

8r 1
R + R () + RE(h) = == (T,w - §g,wT) +O(h?). (46)

Para aislar las ecuaciones de propagacidén es necesario separar las contribuciones
gue varian en escalas distintas. Como se discutié anteriormente, el sistema esta
gobernado por dos escalas caracteristicas: la longitud de onda reducida asociada a
la perturbacion y la escala de curvatura del fondo R. Para formalizar esta separacion

se introduce una escala auxiliar [ tal que

<< R, (47)

la cual permite definir un operador de promedio espacial-temporal sobre volimenes
de tamario [*. Este procedimiento elimina las variaciones rapidas asociadas a h,,,

sin afectar las cantidades de gran escala.
Bajo este promedio, las perturbaciones lineales satisfacen:

(Ry)(h) =0, (48)

ya que son lineales en una cantidad que oscila en la escala . En cambio, los tér-
minos cuadraticos R,(f) contienen productos de perturbaciones que, al promediarse,
generan contribuciones efectivas de gran escala. Como resultado, la parte lenta de

las ecuaciones de campo queda determinada por

82 Maggiore [2008
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8¢ 1
R+ (R0) = T (T~ 0uT). (49)
La ecuacién (49) muestra que la curvatura del fondo no depende Unicamente del
contenido material promedio, sino también del efecto no lineal de las propias pertur-
baciones gravitacionales. En ausencia de materia, la contribucion efectiva proviene
exclusivamente de los términos cuadraticos en h,,, lo que implica que la propaga-

cidén de ondas gravitacionales induce curvatura de fondo a segundo orden.

Por otra parte, la parte rapidamente oscilante de las ecuaciones de campo esta go-
bernada por el término lineal R,(ﬁ,)(h), cuya anulacioén determina las ecuaciones de
propagacion. En el régimen de alta frecuencia, esta ecuacion adopta la forma de
una ecuacion hiperbdlica sobre el fondo curvo, con correcciones geométricas con-

., . B
troladas por la conexion asociada a g,fw).

Asi pues, la parte de variacién rapida asociada a las perturbaciones puede aislarse

restando a cualquier magnitud su contribucién promediada. Es decir, para una can-

tidad genérica F, la componente de corta escala se define como Fshot = F — (F)

3 Aplicando este procedimiento a las ecuaciones de Einstein expandida a segundo

orden, la dindmica en la escala de la longitud de onda queda gobernada por
_SG [ ]

short
RY(h) + RE)(h) — (RP)(h)) o {Tw—ﬁgle} . (50)

Esta expresion muestra que, mas alla del orden lineal, la perturbacién no satisface
una ecuacion puramente homogénea: los términos cuadraticos en h,, actuan co-
mo fuentes efectivas en la escala corta. En consecuencia, a segundo orden en la
amplitud, las ondas gravitacionales no sélo contribuyen a la curvatura promedio del
fondo, a través de <RL2,)>, sino que también interactian consigo mismas, introdu-

ciendo correcciones no lineales en la ecuacién de propagacion. Este fendmeno de

8 Michele Maggiore: Gravitational waves: Volume 1: Theory and experiments. OUP Oxford, 2007
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auto-interaccién es una manifestacion directa de la naturaleza no lineal de las ecua-
ciones de Einstein y no aparece en la aproximacién estrictamente lineal sobre fondo

plano.

Posteriormente, se consideran las ecuaciones de campo, ec.(50), en el vacio, donde
el término de materia es despreciable y la dinamica esta gobernada Unicamente por
la geometria. En este régimen, el andlisis a orden lineal en la perturbacion conduce

a la ecuacion

o RW — Vavochlw + gl(g) Vavﬁhocﬁ _9 v(uvoﬁy)a + 2R(B) LB _ 9 R(B)

mz apfv a(p

h,y® =0

(51)
donde las derivadas covariantes estan definidas respecto a la métrica de fondo, B,y
la perturbacion con traza invertida h,,, = h,,, — %gﬁf)h. Esta expresion conserva inva-
riancia bajo transformaciones de gauge infinitesimales y permite imponer el gauge
de Lorentz generalizado

V'h, = 0. (52)

uv

Bajo esta condicion, la ecuacion de campo (51) se simplifica a

VoVoh, + 2R pef = 0, (53)

aufr

lo que constituye la generalizacién covariante de la ecuacién de onda al caso de
fondo curvo. La presencia explicita del tensor de Riemann del fondo evidencia que
la propagacion no depende unicamente de la estructura hiperbdlica local, sino que

incorpora acoplamientos directos con la curvatura.
No obstante, en la zona de onda local, caracterizada por » < R y ausencia de

efectos de fondo acumulativos, el término de curvatura resulta subdominante, luego

ec.(53) se reduce a la ec.(39), valido espaciotiempo plano. De este modo, la propa-
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gacién en fondo curvo coincide localmente con la del espacio plano, mientras que
a escalas comparables con R emergen correcciones geométricas que modifican la
evolucién de fase y amplitud de la perturbacion. En la siguiente seccién se obtienen
las polarizaciones asociadas a estas ecuaciones de propagacién, para posterior-

mente, ser abordadas en la aproximacion eikonal.

2.4. Polarizacion de las Ondas Gravitacionales

En la seccidn anterior se evidencié que la estructura ondulatoria de las ecuaciones
de campo en ec.(51) surge al imponer la condicién de gauge de Lorenz (52). Es-
to conduce a preguntarse si dicha condicion es la Unica responsable del caracter
radiativo del sistema o si existen elecciones de coordenadas en las que tales ecua-
ciones no exhiban explicitamente esta forma de onda. Para ello, resulta conveniente
analizar el tensor de Riemann, cuya invariancia bajo transformaciones de gauge
permite identificar el contenido fisico independiente de la eleccion de coordenadas.
Supdngase una perturbacion de la forma h,, = h,,(z — V,t) ﬂ las componentes
no nulas del tensor de Riemann linealizado pueden clasificarse de acuerdo con los
modos de propagacion de la onda, considerando unicamente la direccion de propa-
gacidn z. La divisibn de estas componentes puede ser catalogada como: totalmente

transversales,

_1yn _ 1 " __ 1y,2pm
Rzyzy - 2hyy RZyyt - 2Vghyy Rytyt - 2Vg hyy’

Rzyza: = %hgx Rzyxt = _%‘/ghly/x = Rz:cyt Rtytx = %‘/;]2h// (54)

xy?

_1n _ 1 " _ 1yr2pnm .
Rzzza: - _h Rzmwt - _5‘/57hzm R.rta:t - 5‘/9 h
\

2" rx xx)

84 Arthur Stanley Eddington: The propagation of gravitational waves. En: Proc. Roy. Soc. Lond. A
102 (1922), pags. 268-282. DOI:|10.1098/rspa. 1922.0085
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componentes longitudinal-transversales,

1 AN 1 " 1 AN 1 "
thyt - 5 V h 5 ‘/ghyt thzt - 5 V h - 5 ‘/gh

g'%zy g "zx ta
(55)
Royor = 30" = S VoR!, Repoy = $hU, — 3 VR
y totalmente longitudinales
1 AN/ " 1 "
thtz = 5 vghzz - ‘/ghzt + ihtb (56)

donde donde prima denota derivada con respecto a z — V,;t. De modo que sélo se
tienen 6 componentes independientes. Asi, se esperarian que las ondas gravitacio-
nales tuvieran la misma cantidad de modos de polarizacién para un espaciotiempo,
cuya conexién sea la de Levi-Civita, satisfagan o no, las ecuaciones de campo de
Einstein®]

Si al imponer que la métrica en la ec.(43) constituye una solucién a las ecuaciones
de Einstein, entonces, las componentes plausibles del tensor de Riemann que dan
informacion sobre la polarizacion de las ondas gravitacionales se reducen a dos de

tipo transversal-transversal (t-t) y sin traza:

;

(1= V) haw =0
(1—=V2) hyy =0,

(1 B ng) hmy =0,

hag + hyy = 0.

\

8 Wwill2018
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Esto permite inferir que la rapidez de propagacion de las ondas gravitacionales, V,
deberia ser luminica, asi como también identificar que existen dos grados de libertad
fisicos, los demas pueden ser eliminados a través de la escogencia de un gauge
en particula’® En un fondo plano, la ecuacion (39), tiene como solucién ondas
planas, de las cuales, si el gauge escogido corresponde al tranversal sin traza, 1/},

entonces, adoptan la forma:

h;S-T(x) = eij(k)eik‘”, (58)

donde el vector de onda es k* = (w/c, k) y satisface la relacién de dispersién
w/c = |k|. El tensor ¢;;(k) se denomina tensor de polarizacién y contiene las po-

larizaciones de la onda gravitacional.

Para una onda plana individual con vector de onda fijo k, 0 para una superposicion
de ondas con distintas frecuencias pero con una misma direccion de propagacion
n = k/|k|, se desprende de la ecuacion que las componentes no nulas de
h};T se encuentran en el plano transversal a n. En efecto, para una onda plana la
condicién de transversalidad 9’h;; = 0 se reduce a n‘h;; = 0, lo que restringe la
perturbacién a direcciones ortogonales a la propagacién. Dado que la direccién de

propagacion se eligid en la direccién z, la perturbacién de la métrica se escribe

como:
he h, 0
z
hij (t.2) = | he —hs 0 | cos [w (t—zﬂ, (59)
0 0 0

ij
siendo h, y h. las dos polarizaciones tensoriales independientes de la onda gravi-

tacional.

8 Eddington (1922
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2.4.1. Propagacion de OG en la Aproximacion Eikonal (WKB) A una distan-
cia suficientemente lejos de la fuente, el espacio tiempo puede considerarse casi
plano, luego la aproximacion Eikonal es aplicable a la propagacion de ondas gravi-
tacionales, al igual que la 6ptica geométrica de las ondas electromagnéticas. Esta
se cumple cuando la longitud de onda reducidef:], , €s considerablemente mas pe-
quefa que otras longitudes consideradas en el fondo elegido. De modo que L >,
donde L5 corresponde a la escala de variacion de la métrica de fondo, y L. >, sien-
do L. la longitud caracteristica sobre la cual la amplitud, polarizacién y longitud de
onda varian; es decir, se busca que sea menor al radio de curvatura del frente de

onda.

Bajo las condiciones de separacion de escalas previamente establecidas, la apro-
ximacion eikonal se basa en buscar soluciones en las que la fase de la onda varia
rapidamente, mientras que la amplitud lo hace de forma lenta. En particular, se su-
pone que la fase 6(z) presenta variaciones en la escala de la longitud de onda A,
mientras que la amplitud depende Unicamente de las escalas largas del problema,
asociadas a la variacién del fondo geométrico o a la evolucién de la polarizacién,

caracterizadas por Lg y L..

Asi pues, el campo perturbativo que se propaga sobre el fondo, %, puede ser escrito
como el producto de la amplitud expandida en series de Taylor y una fase 6 que varia
rapidamentef}

P () = [A () + By () 4 .. ] e@/e (60)

donde ¢ corresponde a un parametro que da cuenta del orden en cada término que

depende de /L, siendo L el menor valor entre L, y L., es decir, cualquier término

87 Se define longitud de onda reducida como \/27. Esta debe cumplir la condicidon > R, siendo R
el escalar de Ricci.

8 Para un campo vectorial, la expansion eikonal es: i, (z) = [A,(z) + eB,(z) +...]e?@)/<,
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con un factor ¢" varia como (/L)".

Al reemplazar en la condicién del gauge de lorentz, V¥h,, = 0, se obtiene a

orden dominante:
1
kltA“V - 07 @ <_> ) (61)

€

Ahora, al reemplazar el ansatz en V*V,h,, = 0, se encuentra a orden domi-

nante:

1
k=0, O (?2) : (62)

en donde k, = 0,0. El término siguiente al orden dominante corresponde a:

o, APV 4k, VFAY =0, O (1) . (63)

€

Se define ahora el tensor de polarizacion:

e = A/ A, (64)
y la amplitud escalar como:
1 1/2
A= (5 A;VA‘“’) , (65)

donde 47, denota el complejo conjugado de A*”. El gauge de Lorentz en tér-

minos del tensor de polarizacién se escribe de la forma:

euak® = 0. (66)

Por consiguiente, a partir de (63), se obtienen las ecuaciones:

1
krO,A = —= (V, k") A,
2 (67)
Vaewk® = 0.

Cabe resaltar que, en Relatividad General, la deflexion gravitacional que experimen-

68



taria una onda gravitacional al pasar por un objeto masivo, corresponde a la misma

que experimentaria una electromagnética .

2.4.2. Descomposicion por Helicidades  Cuando el fondo es homogéneo e is6-
tropo, como en el caso de FLRW, las simetrias espaciales imponen una estructura
restrictiva sobre las ecuaciones de campo linealizadas. En particular, la invariancia
bajo el grupo de rotaciones espaciales implica que las perturbaciones pueden cla-
sificarse segun como transforman bajo estas rotaciones. Como consecuencia, las
ecuaciones perturbadas se desacoplan en sectores independientes: escalares, vec-
toriales y tensoriales, que no se mezclan entre si al orden lineal. Esta propiedad
permite estudiar cada sector de forma independiente y asociar a cada uno grados
de libertad con helicidades bien definidas y velocidades de propagacion propias.
La descomposicion en helicidades es conveniente para identificar los modos radia-
tivos y no radiativos. Para ello, se comienza considerando perturbaciones alrededor
del espacio plano,

En general, La descomposiciéon de Helmholtz permite separar un campo en contri-
buciones con significado fisico distinto. Cualquier campo vectorial puede escribirse

como la suma de una parte longitudinal y una parte transversal,

V=Vd+VxA, (68)
donde ® es un campo escalary A es un potencial vectorial. Estas dos contribuciones
se distinguen por sus propiedades diferenciales: la parte longitudinal tiene rotacional
nulo,

V x (Vo) =0, (69)

mientras que la parte transversal es libre de divergencia,

8 Misner, Thorne y Wheeler|1973
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V- (VxA)=0. (70)

Esta separacion permite identificar qué componentes del campo estan completa-
mente determinadas por condiciones de ligadura, a través de ecuaciones tipo Pois-
son, y cudles corresponden a grados de libertad dinamicos asociados a ecuaciones

hiperbdlicas de propagacion.

El procedimiento puede extenderse, analogamente, a campos tensoriales espacia-
les simétricos de segundo orden. En ese caso, un tensor 7;; puede descomponerse
en una combinacion de términos construidos a partir de escalares, vectores trans-

versales, ademas de un tensor transversal y sin traza:

1
Ty = 65T + (aiaj - g(sijw) ™ o1 + o, + T, (71)

sujeto a las condiciones

o) =0, T =0, T =0. (72)

Tal descomposicidn separa explicitamente las contribuciones escalares, vectoriales
y tensoriales bajo rotaciones espaciales y permite clasificar las distintas helicidades
del campo. Cuando el fondo es homogéneo e isétropo, esta estructura garantiza que
las ecuaciones de campo linealizadas se desacoplen en sectores independientes,
lo que posibilita identificar los grados de libertad radiativos y distinguirlos de las
restricciones no dindmicas. En la siguiente seccion se aplica la descomposicion de

Helmholtz a la perturbacion de la métrica.

Identificacion de los grados de libertad radiativos y no radiativos en gravita-
cion  En teorias métricas de gravedad con campos adicionales, se ve directa-
mente modificada la identificacion de grados de libertad radiativos, puesto que los
campos de fondo se mezclan con las perturbaciones de la métrica, dando lugar a

nuevos términos; asi como también, las perturbaciones extra tienen su propia evo-
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lucion acoplada a i, lo que ocasiona que la descomposicion en grados de libertad

radiativos y no radiativos dependa del fondo de manera no covariante.

Cabe resaltar también que las nuevas interacciones pueden ser fuente de los gra-
dos no radiativos, incluso en el vacio Ezquiaga y Zumalacarregui2020. Motivo por el
cual se deben considerar tanto ligaduras como grados de libertad en las ecuaciones

de propagacion.

En una zona especifica del espacio-tiempo, dentro del marco de la gravedad lineali-
zada, es posible descomponer las diez perturbaciones métricas asociadas al espa-

cio plano de la siguiente manera:

ds® = — (1 4 2®)dt* + w; (dtdz’ + da'dt) 73)
+ ((1 — 2\11)51] + 282']') d(EidlL‘j,

aqui, ® representa un escalar con un grado de libertad, w; corresponde a un vector
con tres grados de libertad, s;; es un tensor simétrico y sin traza con cinco gra-
dos de libertad, y ¥ es otro escalar con un grado de libertad; los indices i, j, k,...
representan coordenadas espaciales. Tal como se menciond previamente, ciertas
perturbaciones no tienen significado fisico y pueden ser descartadas mediante la

eleccién de un gauge adecuado.

Segun la descomposicion de Helmholtz en la seccion anterior aplicado a tensores

de rango 2, la perturbacion de la métrica h,,,, adopta la forma:

h‘OO — 2U/CZ7

hoj = —4U;/¢* — 9;A/c, (74)
1

hjk = 205 V/¢* + <3jk - §5J‘kv2) B+ (9;Bi + 0kB)) [* +

bajo las condiciones:
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ajUj =0, aij =0, akhgrkT =0= 5jkh]fkT7 (75)

siendo U, A, V, B, las componentes escalares; U;, B;, las vectoriales; y hl,", la ten-
sorial transversal sin traza, denominados como potenciales. Las 10 componentes
independientes de A, corresponden a: 4 provenientes de cada escalar asi como 2

para las partes vectoriales y tensorial por separado.

Una vez realizada la descomposicién, es preciso ver como estos potenciales esca-
lares, vectoriales y tensorial transforman bajo tranformaciones de gauge; para ello,

se denota el generador de la transformacién, (., como:

CO = CY/C,
(= 4B,/ + 0y, (76)

de tal modo que las ecuaciones en (74), al ser reemplazadas en (40), adoptan la

forma:

U =U - 0,a;

U; = Uj + 0yB;;

V=V - %CQVQ’}/;
h;'YI;T - h;"FkT; (77)

A =A+a+ 0,y

B'= B — 2~;

B} = B; — 48
donde es posible notar que h]TkT es un invariante de gauge Eric Poisson y Clifford
M Will: Gravity: Newtonian, post-newtonian, relativistic. Cambridge University Press,
2014, caso contrario de los demas potenciales. Bajo un analisis adicional, otras

cantidades invariantes de gauge pueden ser encontradas a partir de (77). Estas
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son:

1
@ = U + 677A ‘I— §attB7
1
(I)j = Uj + Z&nBj, (78)
1
U=V - 6CQVQB,

razdn por la cual es posible afirmar que estas cantidades, al igual que hfkT contienen
informacién relacionada al campo gravitacional, y a su vez, son independientes de
la eleccidn de coordenadas. Bajo esta nueva definicién de potenciales, el nimero de
componentes independientes de la perturbacién de la métrica se reduce a 6; pues
se conservan las 2 de la parte tensorial, 1 por cada parte escalar, ¢, ¥;y 2 de la
parte vectorial, ®;, viendo que se han reducido 4 componentes independientes de

las 10 iniciales.

El tensor de Riemann en (32), bajo el gauge de Coulomb adopta la forma:

1 1 2 1
Royjor = — C_Qajk:q) - C—45jk8tt‘1’ ~ (0 Py + O ®@;) — 2—628“@{,
1 2
R()jkm :g (6]katm\1] - 5jmatk\ll) - g (ajkq)m — a]m(bk)
1
= 52 (Owhjm — Omhiy) (79)

1
Rjkmn :C_2 (6k‘ma]7’l\:[l - 5knajmlp - 5jmakn\:[j + 6]nakmlp)

1
+ 5 (Oemhia — Onhy — Ojmhiy + Ohiiy,)

Como caso particular, en Relatividad General, las ecuaciones de campo de Einstein

en el vacio, G, = 0, se escribe como

2
GOO - — —2V2\I’,

c

2 2
GOj = — _36t]‘;[; + —SVQCIDJ-,

C c

2 9 2 1 1 2 (80)
G =— @@'kv (®— V) — géjkatt‘l’ + 2 Dk — gajkv (¢ —W)

2 1
+ g (8tjq>k + &,k(I)j) — §Dh31kT
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Esto permite descomponer las ecuaciones de Einstein en sus partes irreducibles
Eanna E Flanagan y Scott A Hughes: The basics of gravitational wave theory. En:
New Journal of Physics 7.1 (2005), pag. 204, siendo G, de tipo longitudinales y
transversales, G, que contiene piezas con traza, longitudinales sin trazas, longitudinales-

transversales y transversales sin traza.

Una vez descompuesto el tensor de Einstein en sus partes irreducibles, es posible

obtener también las del tensor energia-Momentun, 7,,,, bajo las condiciones,

8,59 =0 8,07 =0 9,07 =0=5y07", (81)
de la forma:
TOO — QCQ,
TY = (s + &s) c, (82)

T% = 767% + (a]k — §5ka2) o+ do" + 0ol 4 ok

En este contexto, ¢ representa la densidad de masa de la distribucién de materia
segun un observador inmévil en el sistema de coordenadas z°. La cantidad s? + 97 S
caracteriza la densidad de momento de la materia, mientras que el tensor 77* des-

cribe los esfuerzos dentro del sistema.

Al descomponer T, se identifican diez variables irreducibles; sin embargo, no to-
das son independientes entre si. Un calculo directo muestra que la ecuacion de
conservacion del momento y la energia en la teoria linealizada, dada por 957%° = 0,

establece restricciones adicionales sobre las variables:
2 2 _j j 2 3
Vs = —-0,0, V<o’ =-0,8, Vo= —3 (Ops +7); (83)

lo que significa que de las 10 componentes, hay seis componentes independientes,

0,s’, 7y o;x. Asi pues, las ecuaciones de campo de Einstein descritas en sus partes
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irreducibles son:

V23U = —471Go, (84)

V(@ - 0) = _12%(; (Ops +7), (85)
V20; = —47G's;, (86)

On,l = —IG(E—ZG%. (87)

De las ecuaciones en (84187), es posible notar que las tres primeras expresiones
obedecen a una ecuacién tipo Poisson, mientras que la cuarta a una tipo onda, dan-
do lugar unicamente a dos grados de libertad radiativos por parte de esta ultima

ecuacion.

2.4.3. Descomposicion por helicidades de la teoria Brans-Dicke  Otro caso
particular a considerar seria la teoria Escalar-Tensor, primeramente formulada por
Brans y Dicke Carl Brans y Robert H Dicke: Mach’s principle and a relativistic theory

of gravitation. En: Physical review 124.3 (1961), pag. 925 cuya accion es:

I= 161rG {QSR - wgb) 9P udw — U(Cb)} V=9d'z + Ing (qa, 9w) (88)

siendo ¢, el campo escalar. De modo que luego de variar (88), las ecuaciones de

campo corresponden a:

¢, =%, + 9 (¢>,,L¢>,y - lg,wﬁb,,\éﬁ’/\) + L (G~ 0049).
z z 2 ; 9)
B 1 dw A d oy
08 =gy (76T = oo™+ 5 (40)).
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donde ¢ es el campo escalar dindmico, ¢, el valor asintético del campo escalar,

T = ¢*T,, y O, es el escalar d’Alembertiano con respecto a la métrica g,,, .

En el régimen de gravedad linealizada, las ecuaciones de campo (89), en regiones

fuera de la fuente, adoptan la forma:

U, =0,

1
G = — (¢ — Nuwye)
w = (@0 = M)
donde
1 1 1 1 1 1
1) _ e e a 0 .
G = 50 Oyhay + 50 Py — iDhW — 5emyh — 57;#,,0 Phas + §Wmh,

cuya solucién a la primera expresion esta dada por:

il o
ilyx

Y = o€ )

la cual corresponde a la solucién de onda plana.

Si se impone, sin pérdida de generalidad, que la onda se propaga Unicamente en la

direccion espacial z, con las componentes de la perturbacién de la métrica dadas por

—20(t,z)  wi(t,z)  walt,2) 0
o — wi(t,z)  —2V(t,z2) 0 0 |
ws(t, z) 0 —2U(t, z) 0
0 0 0 —2U(t,2)

para el caso de teoria de Brans-Dicke, en el gauge de Coulomb, las ecuaciones de
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(84)-(87), son respectivamente:

022 % 022 0 9
32
5 (@(t,2) + (¢, 2)) = 0, (96)
82wi
92 % 7
2 2
Pt 2) | Oha(tz) (98)

022 ot?

De este modo, la primera ecuacion en es de tipo hiperbdlica, describe un movi-
miento ondulatorio; luego, es posible afirmar que la funcién del campo escalar gra-
vitacional ¢(t, z) posee un grado de libertad radiativo escalar. La segunda ecuacion,

descrita en componentes, se tiene que la solucidon a la ec. (95) es

U(t, z) = z%aogp(t, 2), (99)

de donde se obtiene una primera ecuacion de ligadura, lo que indica que el campo
escalar gravitacional ¢, induce la propagacion de ¥ (¢, z), denominado sombraJose
Maria Ezquiaga y Miguel Zumalacéarregui: Dark energy after GW170817: dead ends
and the road ahead. En: Physical review letters 119.25 (2017), pag. 251304, ya que
se propaga, no debido a que obedece una ecuacion hiperbolica, sino debido a una

ligadura.

Andlogamente, en la ec. (96), se evidencia una segunda ecuacién de ligadura de la

forma
O(t,z) +V(t,z) =0, (100)
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lo que relaciona los potenciales ® y ¥, que a su vez se relacionan con el campo

escalar ¢, lo cual induce que ® se propague a modo de una sombra.

Consecuentemente, para determinar los modos y las velocidades de propagacion
de la radiacion gravitacional débil en la teoria GSU2P, se adoptara como fondo el
espacio-tiempo homogéneo e is6tropo descrito por la métrica FLRW. Este marco
permite llevar a cabo una descomposiciéon en helicidades, la cual resulta esencial
dado que, a diferencia de la teoria de Brans-Dicke, la GSU2P incorpora tres campos
vectoriales que inducen de modos escalares, vectoriales y tensoriales adicionales a

los modos presentes en la Relatividad General.

A partir de dicha descomposicién, se mostrara en la seccion siguiente que las
ecuaciones de campo linealizadas pueden formularse en términos de cantidades
invariantes bajo transformaciones de gauge, y mediante los escalares de Newman-

Penrose, obtenidos al proyectar las perturbaciones sobre una tétrada nula (1, n, m, m).

Posteriormente, se muestra en detalle cémo los seis modos pueden ser identificados
experimentalmente y hasta qué punto esta informacién limita la teoria que mejor

describe la gravedad en sus diferentes escalas.

2.5. Clasificacion E(2) de Ondas Gravitacionales

Dado que el tensor de Riemann linealizado constituye una cantidad invariante bajo
transformaciones de gauge, su analisis puede realizarse de manera consistente en
distintos sistemas de referencia, cada uno elegido de acuerdo con el objetivo con-
veniente. En este trabajo se emplean dos marcos complementarios con propdsitos

diferenciados.

El primer marco corresponde a la tétrada de Newman-Penrose, un marco de referen-
cia adaptado donde el vector de onda coincide parcialmente con dos de los vectores

de la base, lo que simplifica las expresiones asociadas a las ecuaciones de propa-
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gacién de cada teoria, ademas de ser el marco implementado en la clasificacion de
Petrov, %, la cual, bajo una adaptacion, es Gtil para favorecer o desfavorecer dichas

teorias segun los modos de polarizacién que predigan.

El segundo observador corresponde al marco de Fermi-Walker, sistema de referen-
cia que corresponde a un observador en caida libre, de tal forma que se pueda medir
la desviacion geodésica entre dos o mas particulas de prueba al paso de una onda

gravitacional.

Considere una onda gravitacional débil, plana y cuasi nula en cualquier teoria métri-
ca junto con un determinado marco ortonormal de Lorentz local. Las componentes

del tensor de Riemann linealizado que dependen sélo del tiempo retardado u:

R,uzxor = Ruwﬂ'(u)7 (1 01)

donde el vector de onda lNN que es normal a superficies de u constante , definido por

l, =—1u,, (102)

el cual es cuasi nulo con respecto a la métrica local de Lorentz; es decir que:

"l =¢, e <1, (103)

siendo el parametro

e =(c/vy) = 1, (104)

que determina la diferencia entre la velocidad de la onda v, y la velocidad de la luz, c.

% Subrahmanyan Chandrasekhar: The mathematical theory of black holes. Vol. 69. Oxford univer-
sity press, 1998
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Tétrada de Newman Penrose La tetrada de Newman penrose es una base no

coordenada:

{Q@} = {l,n,m,m}, (105)

que cumple las condiciones:

l-l=n-n=m-m=m-m=20,
l-n=-m-m=1 (106)
l-m=n-m=0.

Por lo tanto la metrica esta dada por:

g=1l@n+n@l—mem—mem. (107)

Para el espacio tiempo de Minkwoski se escoge la tetrada de Newman penrose:

(1,0,0,1), n=25(-1,0,0,1)
(108)

m=25(0,1,4,0), m=25(0,1,-i,0)

De este modo, la identificacion de las helicidades para un fondo homogéneo e isé-
tropo se facilita al realizar la proyeccion de las ecuaciones de propagacion en la

tétrada nula para hy,.

Cuando la onda se propaga a la velocidad de la luz, en direccién z, en un marco local
de Lorentz, entonces la onda puede ser descrita en términos del tiempo retardado
u =t — z, de tal modo que al definir los campos vectoriales [ = i*e, y n = n'e,, se
tiene que:

lp=—upu, nup=—350,

2 ’

cantidades que conforman las componentes de la tétrada nula de Newman-Penrose.
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No obstante, dado que la onda no es exactamente nula a priori, el vector de onda
ZL debe ser expandido en términos del parametro, ¢, que expresa la diferencia de la

onda con la de la luz, tal que
=" (1+ &) + en” + eym + gmHt. (109)

En este contexto, se puede orientar la base de tal manera que la direccion espacial
de [* sea la misma que la direccion de propagacién de la onda, es decir, I « [,
y ajustar la componente temporal de * de modo que [° = [°. Estas condiciones

implican que ¢,, =0y ¢ = —%, luego

Pt (G
2

Asi pues, es posible afirmar que el tensor de Riemann linealizado es funcién unica-

mente del nuevo tiempo retardado o =t — Vig:

Raﬁvé,,u = —i“<a/8ﬂ)Ra575 = —Z#Raﬂfy(;, (1 10)
como se estipulé en (101) Al aplicar las relaciones de ortogonalidad de los vectores
de la tétrada nula y las identidades de Bianchi linealizadas Rujjcq,.) = 0, se obtiene
que Rappgn = O (snR) ; lo que implica que las Unicas componentes independientes
son de la forma

Rabpq = quab =0 (EHR) ) (1 1 1)

es decir, seis, las demas se podran obtener a partir de una combinacién de ellas.

91 Los subindices romanos (excluyendo los indices espaciales i, j, k) para denotar componentes de
tensores con respecto a la base de tétrada nula [, n, m, ™, es decir, Pypp... = aﬂ%aapﬁbv ey
donde a,b, ¢, ... recorren [,n,m, y i, mientras que p, ¢, r, ... recorren solo [, m, y .
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Trabajo desarrollado por Douglas M, Eardley, David L. Lee y Alan P. Lightman en
D. M. Eardley, D. L. Lee y A. P. Lightman: Gravitational-wave observations as a tool
for testing relativistic gravity. En: Phys. Rev. D 8 (1973), pags. 3308-3321. DOI: 10.
1103/PhysRevD . 8. 3308. Estas cantidades pueden ser descritas a su vez por las
componentes irreducibles del tensor de Riemann, conocidas como los escalares
U ,, ®,5 de Newman-Penrose, en términos del tensor de Weyl, el tensor de Ricci

libre de traza del escalar de Ricci, respectivamente. Estas componentes son

1
\112 - _éRnlnl + O (enR) )
1
Vg = —— nnm+0 EnR )
o (&) (112)
\Il4 = _Rnﬁmﬁ"w
CI)QQ = _annﬁz~

Estas seis cantidades, los escalares V3 y W, son complejos, describen los seis po-
sibles modos de polarizaciéon que puede tener la onda en una teoria métrica general

de la gravedad.

Consecuentemente, en cualquier teoria métrica el preambulo para la determinacién
de la clasificacién E(2), se parte de las ecuaciones (108) y (111), con la representa-

cion del tensor de Riemann en la tétrada nula (I, n, m, m), de la forma:

Rnl = Rnlnl +0 (G?’LR) )

an - Rnlnm + 0 (EnR) s
R=-2R,+0 (EnR) ,

donde

Ruvap = (huﬁvav — hyapy + Mvapp — hVﬂyau)

(114)

N~ N~

(il = Dol + e — L)
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y, consecuentemente, los escalares de Newman-Penrose se pueden escribir como:

1

T 12
1.
Vs = —hym + O (enR) ,
‘11“ (115)
vy = §hmm +0 (EnR) ,

1.
(1322 = Ehmm + O (GnR) .

hy+ O (e, R),

De acuerdo con las proyecciones de las componentes de las amplitudes de la onda
en (115), nétese que W, corresponde a un modo de polarizacién escalar, ¥3; a dos

vectoriales; V,, dos tensoriales y ®,, a uno escalar.

Hasta el momento, se tienen las ecuaciones de propagacién proyectadas en la tétra-
da nula, ahora, con el animo de determinar las polarizaciones y, por ende, las clases
E(2), se ha de analizar el comportamiento de dichas componentes en un marco de
Lorentz local que se relaciona con el marco preferido por transformaciones de boost

y rotaciones.

Sin embargo, es preciso restringirse a aquellos observadores que coincidan con el
observador preferido tanto en la frecuencia de la onda gravitacional como en su di-
reccion de propagacion. Estos observadores simplifican el estudio de los modos de
polarizacion de las ondas. Sus marcos de Lorentz se conectan mediante un subgru-
po de las transformaciones de Lorentz que dejan inalterado el vector de onda ZL. La

forma més general de tal transformacién es:

)

) | (116)
1 — ade,) € (m + al) — ,ae’®(n+ am) + O (),

)

e ’(m+ al) — e;ae P(n+am) + O (e,
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donde a es un numero complejo que produce rotaciones nulas y ¢ es una fase real
arbitraria (0 < ¢ < 27) que produce una rotacion alrededor del eje z. El parametro
« varia bajo la restricciéon aa < ¢,'. Esto implica que los resultados son vélidos
siempre que la velocidad del marco no sea comparable con la de la luz o de la onda

gravitacional.

Las amplitudes de la onda gravitacional cambian segun el grupo de transformacién:

U, = 7 (U3 4+ 3aW,) + O (e, R
3 | (U3 2) (enR?) (117)
Uy = e 2 (Uy + 4a0; + 62°V5) + O (6, R)

(13/22 = (1)22 -+ 205\113 + 26&@3 -+ 604@@2 —+ O (EnR) .

Si se consideran unicamente las rotaciones espaciales a lo largo del eje de propa-
gacion z, se tiene que las amplitudes solo dependan del factor %, lo que permite

inferir que los observadores poseen una determinada helicidad:

Uy : s5s=0, DPyy i s =10,
\Ilgi S = —1, \Tlg S = ‘I‘l, (118)
\1142 82—2, @41 s = +2.

A partir de la Ecuacién (117) se aprecia que las amplitudes en cuestién no son mag-
nitudes invariantes bajo cambio de observador. Asi, si en un marco de referencia
U, # 0 pero ¥, # 0, puede existir otro marco en el cual ¥, = 0; es decir, la pre-
sencia 0 ausencia de componentes asociadas a diferentes helicidades depende del

marco considerado.
Asi pues, las correcciones del orden O (¢, R), se organizan en una clasificaciéon casi

invariante de Lorentz para las ondas gravitacionales, cada clase se identifica me-

diante (i) el tipo de Petrov del tensor de Weyl que no se anulay (ii) el nGmero maximo
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de amplitudes no nulas que pueden observarse en algun marco. Dichos identificado-
res son independientes del sistema de referencia. Para ondas estrictamente nulas

(e, = 0), las clases resultantes son @:

1. Clase Il : ¥, # 0. Todos los observadores estandar miden el mismo valor
para V,, pero discrepan sobre la presencia o ausencia de todos los demas

modos.

2. Clase 1115 : V5 = 0,¥3 # 0. Todos los observadores estandar coinciden en
la ausencia de ¥, y en la presencia de V3, pero discrepan en la presencia o

ausencia de U, y ®os.

3. Clase N3 : ¥, = 0,¥3 =0,y # 0, ¥, # 0. La presencia o ausencia de todos

los modos es independiente del observador.
4. Clase Ny : Uy =0,¥3 = 0,99 = 0, ¥, # 0. Independiente del observador.
5. Clase O; : ¥y, =0,¥3 =0, P9y #~ 0, ¥4, = 0. Independiente del observador.

6. Clase Oy : ¥, = U3 = &y = Uy = 0. Independiente del observador: No hay

onda.

Esta caracterizacion se denomina la clasificacién F(2) de ondas gravitacionales,
pues, cuando se consideran ondas planas estrictamente nulas (¢, = 0), las ecua-
ciones de transformacion definen el denominado Grupo Pequerio, E(2), de
transformaciones, que constituye un subgrupo particular del grupo de Lorentz. Una
descripcion gréafica que clasifica, en orden descendente, los modos de polarizacién

de las ondas segun la clase E(2), se muestra en la figura (2).

Dentro del formalismo E(2), se permiten hasta 6 modos de polarizacion, dependien-
do de la teoria de gravedad elegida, algunos de los cuales podrian ser detectados

experimentalmente; para esto se considera un observador en un marco local en

92 Eardley, Lee y Lightman|1973a
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Figura 2. Representacion de las clase £(2) de ondas débiles, planas y nulas se
organizan en un diagrama jerarquico donde, en los niveles superiores, se
encuentran las configuraciones mas generaleslg_gl. Al descender por una rama
dentro de dicho diagrama, se obtiene la clase imponiendo que cierta amplitud sea
nula para todos los observadores. Asi, una clase se considera mas general que
otra si existe un camino que permita descender de la primera a la segunda a lo
largo de las lineas del diagrama.

caida libre. En la vecindad de una linea de mundo elegida ~(t), se construye un sis-
tema de coordenadas ortonormal de Lorentz localmente ( ¢,£7 ) con ¢t como tiempo
propio a lo largo de la linea de mundo y &2 como origen espacial @ cuya métrica

corresponderia a

Guv = M + h;u/a

donde
goo = —1 — Ropoq(7)EPE7 + O (€7)
2

905 = 3 Ripao(7)€7€" + O (&)

ik = Ojr — %ijkq(v)épﬁq +0(&).

9 Poisson y Will 2014
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Para una particula de prueba con coordenadas espaciales £/, momentaneamente
en reposo en el marco, la aceleracién relativa al origen es
¢ 1
—) = —ggo; = —Ry; 9, 119
a2 2900,3 0j0q (7)€ ( )
Esta expresion es valida incluso en presencia de campos gravitacionales auxiliares,
tales como escalares, vectoriales o tensoriales, salvo por los cuerpos autogravitan-

tes.

Es importante resaltar que los invariantes en proyectados en la tétrada nula,
no corresponden a observables directos, por tal razon, se supone que las ondas pro-
vienen de una unica fuente y que el vector de onda espacial k se orienta a lo largo
del eje z, a través de la aceleracion relativa expresada en ec.(119). Para describir la
polarizacion, se seleccionan dos vectores base ey y ey, ambos perpendiculares a
z, de modo que queden en el plano celeste. El observador, al compilar los despla-
zamientos £*, puede organizarlos en una matriz simétrica de 3 x 3, definida por

1P
Rojor = —5=hik (1), (120)

siendo R la distancia a la fuente, luego, a primer orden en el pequefo desplaza-
miento £*. De modo que al expandir (119) a primer orden en los desplazamientos

¢*, la matriz A se puede expresar de la forma:

he+hs  hy  hy
hjp = hy — —hi+hs hy |; (121)
hy, hv, hr,

cantidades que también pueden ser expresadas en términos de los escalares de

Newman-Penrose en la ecuacion (115), de lo que se obtiene:
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Re \114 = ﬁh_ﬂ
1 -
Im \IJ4 = _ﬁhX7
1 .
Re Wy = ——hys,
Nif ) (122)
Im \113 = —4\/_—2Rh\/2,
1 -
(I)QQ = ﬁhé’a
v, = L h
T 12R™M

Cada uno de estos modos de polarizacion (amplitudes) induce una distorsién o mo-
do de polarizacién sobre una determinada organizacion de particulas masivas de

prueba, las cuales se pueden visualizar como se muestra en la figura (3).

Algunos ejemplos que se pueden presentar, a la luz de esta clasificacién seria el
de Relatividad General, cuyas ecuaciones de campo en el vacio cumplen R, = 0,
lo que implica que las ondas sean nulas (¢, = 0). De la ecuacion (113) se deduce

entonces que

Rnlnl = annfn = Rnlnm = 07

y por consiguiente,

\1/2:\1[3:(1)22:0.

La unica componente sin restriccion es ¥, # 0, de modo que, en relatividad general,
la clasificacién corresponde a la clase E(2) es la N,. Existen solamente dos modos
de polarizacién, asociados a helicidad +2, es decir, son de tipo tensorial. Si ahora
se considera la clasificacion de la teoria Escalar-Tensor sin masa, las ecuaciones

de campo linealizadas en el vacio toman la forma
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(f) Im{¥s3}

Figura 3. Representacion pictérica de la deformacion que presentarian las
particulas masivas de prueba la pasar una onda gravitacional polarizada segun las
seis permitidas, donde el eje = corresponde al eje de propagacion. La imagen (a)
representa el modo tensorial transversal-transversal, o modo (+); la (b), el modo
tensorial transversal-transversal o modo (x); la (c) el modo escalar
transversal-transversal; la (d) el modo escalar transversal-longitudinal; la (e) y (d)
los modos vectoriales transversal-longitudinal. La linea discontinua representa el
estado inicial de las particulas de prueba, mientras que las lineas continuas
muestran la nueva distribucion en presencia de la onda gravitacional.

U, = 0;

1 1
Ry — 577WR = % (¢7MV - 77WD77¢) ;
R=0 (¢2u) ]

donde ¢, representa el valor de ¢ en el limite cosmoldgico. La primera ecuacion

(113) posee una solucién de onda plana

¢ = ¢0 €xXp (leixu) )

sujeta a la condicion de nulidad 7, [*1” = 0. A partir de las otras dos ecuaciones de

(113) se llega a
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R, = —exp (il,a") [,l,.

En consecuencia, se verifica que R,; = R,,, =0, pero R,, # 0. Esto implica

‘112:\113:0, @22#0, \114#0,

y, por lo tanto, dentro de las teorias tensor-escalar, la clasificacidn resultante es ;.
Cabe resaltar que, ademas del modo V¥, # 0 caracteristico de las ondas tensoriales,
existe una contribucion adicional en ®,, debida al campo escalar. Un proceso analo-
go detallado a este se estudia en este trabajo para clasificar a la Teoria Generalizada

de Proca SU(2) en la siguiente seccion.
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3. Propagacion de OG en fondo de FLRW

3.1. Forma general de las ecuaciones de Propagacion

En relatividad general, el campo gravitacional se modela exclusivamente mediante
el tensor métrico, que posee inicialmente diez componentes independientes debido
a su caracter simétrico. La dindmica esta dada por las ecuaciones de Einstein, ob-
tenidas de la accién de Einstein-Hilbert; sin embargo, no todas estas componentes
corresponden a grados de libertad radiativos. Una forma heuristica de entender esta
reduccion es a través de la invariancia bajo difeomorfismos, pues permite fijar cuatro
funciones arbitrarias a través de una transformacién de coordenadas, lo que reduce
el numero de componentes independientes a seis. Adicionalmente, la identidad de

Bianchi:

V,.G" =0, (123)

impone cuatro ecuaciones de ligadura sobre las derivadas temporales de las com-
ponentes de la métrica, restringiendo aun mas la dinamica. Como consecuencia,
de los diez grados de libertad iniciales, se encuentra que s6lo dos son radiativos,
los cuales corresponden a las polarizaciones tensoriales transversales de las ondas

gravitacionales %]

Para otras teorias de gravedad modificada que introducen campos adicionales, es-
calares, vectoriales o tensoriales, las restricciones de gauge no son suficientes para
eliminar todos los grados dinamicos. Asi, aparecen modos de polarizacién adicio-
nales, cuya naturaleza depende del campo adicional introducido. Por ejemplo, en

teorias escalar-tensor como Horndeski, los grados de libertad escalar generan mo-

% Maggiore [2008
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dos de propagacion escalares y vectoriales

En particular, la teoria GPSU2, en la que ademas del tensor métrico, se introducen
tres campos vectoriales con simetria SU(2), de modo que se espera también obtener
grados de libertad adicionales a los predichos en RG, y a diferencia de las teorias
escalar-tensor, que existan grados de libertad tensoriales sombra, generados por la

perturbacion de los campos Baﬂ.

Para determinar los grados de libertad, es necesario obtener las ecuaciones de
propagacion en la teoria GSU2P. Asi pues, se expanden la métrica y los campos

vectoriales, tal que:
Juv = gl(f) + huu; Ba,u = BC(LE) + Yaps (1 24)

donde gfﬁ) y B;SB Ja representan los fondos respectivamente, mientras que h,, Y Y,

son las perturbaciones.

Las ecuaciones de movimiento se obtienen al aplicar el principio variacional al fun-

cional de accion GPSU2,

05,
£ = GPSU(2) _

5S
o 0, 6H,, = —<U@) (125)

) Bra

estas se presentan a detalle en el Apéndice (1). Una vez encontradas dichas ecua-
ciones de campo, se reemplazan (124) en ellas. El sistema perturbativo resultante
corresponde a las ecuaciones linealizadas en la teoria de GSU2P; las ecuaciones

se presentan a detalle en el Apéndice (2).

% Ezquiaga y Zumalacarregui2017a; Yungui Gong et al.: Gravitational waves in Einstein-aether and

generalized TeVeS theory after GW170817. En: Phys. Rev. D 97.8 (2018), pag. 084040

97 Ezquiaga y Zumalacéarregui|2017a
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Una vez linealizadas dichas ecuaciones de campo, se aplica el limite Eikonal (véase
Sec. [2.4.1] ecuacion (60)), y se considera el orden dominante, es decir, los tér-
minos de orden 1/¢2, los cuales corresponden a las derivadas de orden superior:
VVh., VVy;. Las ecuaciones resultantes al aplicar las aproximaciones menciona-
das, se denominan las ecuaciones de propagacion.

A continuacion se presenta, el sistema de ecuaciones de propagacién asociado a la

perturbacion de las componentes del tensor métrico, provenientes de las ecuaciones

de campo (6), (@), y (16),

1.

W=V, Ve, + YV, Vb, + VY0 =V ,NPh, + G, (—V oV 07
+V,Voh?,) + day B, By, (2B,  B*, + B, B")(VsV,h? — VsVPh,)
— ayB*?(2B,° B*, + Bo,B*) (4V,V s hoe + 4(V Vo hie — 20,V 5V i)
— 2By (V. Vyuhos + V. Vihos — 26,V oV hog) + Bio (Vo V0 5

— Vﬂvuhuﬁ - Vﬁvuhuﬁ + vﬂvﬁhuu + guu(vavﬁhﬁa - vavahﬁﬁ)») =0;
(126)

93



% (=YL Ve + Y,V 0 + Y,V hE — Y, NPk,

+ 400 By, B (B3 (=2V, Vol + VoVl + VoVlar)

+BL (=2V, Vol + VoV,uye 4+ VaVan)) + Gup (— VoV, 17 + V,VRY)
;L (Bg <BbUBb" (vyvphg — 2V, Veh + VsV, b, — VsV, b,
+V5VPhy,) +2B) 2V, Ve’ — VoVt — VoVl + By (V,Voh' 5
—2V,Vsh,” + V5V, h,” —V5V,h," +VVPh,,))) ;
+ BS (Byo BY (V,V,hP5 — 2V, Vsh,’ + V5V,h, — V5V ,h," +VVh,,)
+2B5 (2V,.Vous” — VoV,ui” — VoV + By (V,.Voh’s — 2V, Vh,"
+V5Vuho” = VsVoh,” +VVh,,)))) — 401 B* (2B, BY

+B.,B") (Vo Viou + VoV — B’ (VsVilyuo + V5V ,he — VsVoh,,)

—gun (2Ve Vs’ + B (V5Vohe —2VVahe))) = 0;
(127)

% (=VuVuho + YV, Vb 4+ Y,V b = N NP hyy + gy (=V oV 07
+V,VhE) — 03B B B (€108 V VYt + €008aV V1,
+By7 (eupas (VuVhe® — V'V, he®) + €vpas (Vi Vhe™ — VIV ,0,%)))
— 638, (B (B €050V V7 Yap — Bu" B’ 60500V Vh,7)
+B," (€vopa (B VYV yp, + B*,V*Vy7) — By’ B 6,500V V1,0 ))
+83B%, (B (—€uopa (B VYV 'y, + B*,VV’3,7) + B’ B*€,800V’V*hy0)
+ By (—B" €050V V' Yap + Bo’ (€g00 (B", V'V R, + B, V'Vh,1)
+B 6,800V Vh,"))) = 0;
(128)
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L=V, Vb, + V Vbt + VNV uh — Y,V + guu(—V oV 07

(129)
+V,Voh,)) = 0;

1
- (—4VVV#hZ +4 (VpV,,hZ +V, V.0 -V, NV, + g, (—V,V R

8
+Vo Vo)) = 203 (—4BLBy B* VoV pyar + Ba (B .B" (2(V Vo
+ Vo V) + By’ 3V, VYV, hos — V,Vihes — 2V 5V, by — 6V 5V )hyg
+6V5Vohy,)) + B (B (2(V Voo + Vo Vo) + By’ (3V,V hog
—V,Vihes = 2V5V hpe — 6V 5V phyue + 6V 5V ohy,)) + B (2V,Voyy
+By7 (V,V,h’5 — 2V, Vh,” + V,V, 075 —2(V,Vsh,” + V5V h,,)))))
+ 2B (B{B, (V, Vol + VoV,ye) — B” 2B/ VoV pYap + Bap(2V, Vo
+ 2V, V0" + By (V,V,hP 5 — 2V ,Vsh," — V5V’ h,0) + 3By, (VV,h7"
— VsVPh7,)))) + 2B.,° B By* B §,,,(V oV ohps — VoV 5h,o))
— 3a3B,, B BY (4V,V s + 4V Voo — 290,V 5V Yo )
— 2B (V,V,hos + ViVihas — 20,V aVhos) + Bo (V, V07 5
—VsVoh,” = VsV,h,? +V5VPh,, + 6,,(VaVsh"™ — V,V*h75)))) = 0;
(130)

Acto seguido, se presentan las ecuaciones de propagacidn asociadas a la perturba-

cién de las componentes de los campos vectoriales en el mismo orden:

1.
4(_vuvuyau + Vuvuyau + a4Bbu(QBauBby + Bal/lgbu)(vavphpJ

(131)
~V,V°1*,)) = 0;
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4=V, V" + V. V" + a1 By B (—2V,V 50" + YV, Vota” + V. V0)
— Bt (Bprbp(V,,Vuh"g — OV, Voh," + VoV b — VoV b,

+ VoVhy,) 4+ 2B°,(2V,V 0" — V,Vou” — V.V + By (V, V07,
—2V,V,h," + VoV b, = Vo V,h + V,Vh,,)))) = 0;

(132)
3.
4=V, Voy + V. V" + a6By B (V Vo ya” — V,V4,)) = 0; (133)
4.
1
3 (=Vu Ve + Y, Vbl + VN bl — Y VP + go (=Y V07
+V,VohE) = 83B B BY (€405 V VYt + €005 VOV Yy
+By” (€400 (Vi Vhe® — VIV, h,%) + €1p00 (V. Vo™ — VIV ,11,%)))
— 63B%, (B (B €050 V*VYap — Bo” B’ €550V Vh,7)
+B," (€vopa (B V*V yp, + B, V*V17) — By’ B €500V VN, ))
+ 03B, (Bo’ (—€uopa (B V*V Py, + B*,V*VPy7) + By’ B €800V VR0 )
+ By (=B €050 V*V?Yap + Bo” (€5pa0 (B*,V'V*1,P + B*,V'V*h,7)
‘I'Bbuepﬁagvevahgﬁ))) = 0;
(134)
5.
- 4vuvuyau + 4vuvuyau + QQSBaMBbUBbp(_vVvuhpa + Vavuhup (1 35)

+ VoVihiy — VoV ,hy,) + 3a3Bay By, B*(V,V ,h*7 — V,Vh*,) = 0.

Una vez obtenidas las ecuaciones de propagacion asociadas a cada término la-
grangiano en la teoria GSU2P, el objetivo prinicipal es determinar las velocidades

de propagacion asociadas a cada pieza lagrangiana. Para ello, resulta necesario
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especificar un fondo sobre el cual analizar las perturbaciones. Para este proposito,
se adopta un espaciotiempo homogéneo e is6tropo descrito por la métrica FLRW,
dado que constituye el modelo de referencia para la evolucién cosmoldgica a gran
escala. La eleccién de un fondo de este tipo asegura que las simetrias espaciales
de homogeneidad e isotropia se preserven; esto permite una descomposicion de las

ecuaciones de propagacion en modos escalares, vectoriales y tensoriales.

Dentro de este marco se consideran dos configuraciones distintas para los campos
vectoriales de la teoria. La primera corresponde a la denominada triada cosmica,
donde las tres direcciones espaciales estan ocupadas por vectores ortogonales y
de igual norma, alineados con los generadores internos de la simetria SU(2). Esta
configuracidn conserva la isotropia efectiva del fondo, ya que una rotacién espacial
es invariante ante transformaciones de gauge. De este modo, se obtiene un tensor
energia-momento que mantiene la estructura FLRW y, al mismo tiempo, permite que

los campos vectoriales actuen como fuentes dinamicas de nuevos modos radiativos.

La segunda corresponde a la configuracién puramente temporal, en la cual sélo
la componente temporal de los vectores es distinta de cero. Esta construccion es
compatible con la isotropia espacial, ya que los vectores no seleccionan ninguna
direccion espacial preferente, y permite estudiar los campos sobre la dinamica cos-

moldgica sin introducir anisotropias a nivel de fondo.

3.2. Descomposicion por helicidades en la teoria GSU2P

La perturbacion de la métrica h,,,,, en su forma general, puede ser divida en conjun-
tos segun la helicidad: tensoriales o helicidad 2, vectoriales o helicidad 1, y escalares
o helicidad 0. Para esto se utilizé una base adecuada, correspondiente a la tétrada
Newman-Penrose, mostrada en la seccién (2.5), en la que el vector de onda esta en
la misma direccion de I en la ec.(109).

En este contexto, las componentes de la perturbacion métrica pueden organizarse
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de manera explicita segun su contenido en modos escalares, vectoriales y tensoria-

les de la forma

Wo w1 wao W3
h _ wh hs + h+ h>< hUl (1 36)
g wQ h>< hs - h+ hvz ’
W3 hm hv2 hl

donde cada componente tensorial se corresponde a cada uno de los modos de
polarizacion asociados a las ondas gravitacionales. Asimismo, el tensor asociado a
las helicidades de la perturbacion de los campos vectoriales y,,, de manera natural,

se pueden descomponer en su parte simétrica:

tl Ys + y+ Yx yvl
Yap = t2 Yx Ys — Y+ Yoy ) (1 37)
l3 Yoy Yooy YL

y en su parte antisimetrica y,,,:

0 0 Y —Vu
You=10 yp, O Yvg | - (138)
0 Yoo —Yos O
En particular, para la teoria GSU2P, con grados de libertad adicionales a h,,,, acep-
taria hasta 22 modos diferentes de polarizacion de las ondas gravitacionales con las
3 helicidades mencionadas anteriormente; no obstante, algunos seran radiativos,
susceptibles a ser medidos; y otros seran ecuaciones de ligadura. Esta diferencia
se establece de acuerdo al tipo de ecuacién diferencial parcial acoplada en el que
esté : inmerso las ecuaciones tipo onda obedecen a las hiperbdlicas, mientras que

las elipticas o tipo Poisson son no radiativas @

% Maggiore 2018
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De manera explicita, las ecuaciones de la perturbacidén de la métrica, segun ecua-
cion (170), proyectadas en la tétrada de Newman-Penrose (I, n,m,m), para cada

indice espaciotemporal, son:

hy = hp(n, 2) + wo(n, z) + 2ws(n, 2), (139)

D = % (Poy (1, 2) + il (1, 2) + wi(n, 2) + dws (1, 2)), (140)
i = 5 (=i ,2) + o, 2)), (141)

i = % (o (1, 2) — i (g (1, 2) + 10 (7, 2) + w311, 2))) (142)
hnm - % (_hU1 (T]7 Z) - ihv2 (777 Z) + wl(% Z) + iw2(777 Z)) ) (143)
o = 5 (B 0,2) + il 2) = 2us(,2)) (144)

A % (~n (1, 2) + i (1, 2) + w3 (1, 2) — (1, 2)) (145)
R = thy (1, 2) + hy(n, 2), (146)

R, = hs(n,z), (147)

hmm = _ihx (777 Z) + h+(77’ Z) (148)

La descomposicién por helicidades para ecs. (139)-(148) se deduce a partir de las
transformaciones en para cada componente de la tétrada nula. Para este caso,
el parametro o = 0y ¢ # 0. Por lo tanto, los vectores de la base [ y n son invariantes,
mientras que m transforma como m — €*m, y m — e~. De modo que las com-
ponentes hy, hmm, hin Y hnn SON invariantes. Luego, los modos Ay, wy, w3 Yy hs SON
de tipo escalar. Los modos vectoriales se deducen de las componentes Ay, R,
hnin ¥ him, 10 cual, implica que h,,, h,,, w1 y wy SON Modos vectoriales o de helicidad
1. Finalmente, las componentes h,,.., Y hm» Son de helicidad 2, por consiguiente,
los modos A, y hy son tensoriales. Cabe resaltar que esta clasificacién en modos

escalares, vectoriales y tensoriales, se realizan respecto a rotaciones a lo largo del
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eje de propagacion.

De otro lado, las ecuaciones de propagacién, asociadas al sector simétrico de la
perturbacién de los campos vectoriales, se proyectan en una base tridimensional
adaptada para las componentes de grupo (N, M, M). Cada componente de la base,
analoga a los indices espaciotemporales proyectados en la tétrada de Newman-

Penrose, se define como

N =(0,0,1),
M® = (1,1,0), (149)
M = (1,-1,0).

Para la parte simétrica de las perturbaciones de campos vectoriales, las proyeccio-

nes en las bases son:

yne = yu(n,2) +t3(n, 2), (150)

ynm = 5 (Yo (0, 2) + iy, (0, 2)), (151)

ynn = 5(=y2(n,2) +13(n, 2)), (152)

ynm = 75 (Yo (0, 2) = iy, (1, 2)), (153)

yan = 5 (t(n, 2) + ita(n, 2) + Yo, (0, 2) + iy, (1, 2)), (154)
Yarn = ﬁ(m, 2) +i(t200,2) + s (0,2) = a0, 2)) ). (155)
Yarm = Yirm = Ys (0, 2), (156)

yan = 25 (101, 2) = i (t20,2) + 190, (0, 2) + 90, ) ). (157)
Yiin = 5u5 (1110, 2) = ita(1, 2) = Yo, (0, 2) + i, (1, 2)). (158)
Yirm = —x (1, 2) + y+(n, 2), (159)

Yarm = 1 (0, 2) + Y4 (0, 2), (160)

donde, en analogia con la perturbacion de la métrica, los 3, y y« corresponden a los

modos tensoriales transversales sin traza. El mismo analisis del caso #,,, se aplica
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a la perturbacion simétrica de los campos vectoriales. Los modos escalares son vy,

s, t3; l0s vectoriales son y,,, y.,, t1, t2; 10S tensoriales son y. y ...

Para el sector antisimétrico de la perturbacién de los campos vectoriales, la proyec-

cién en la base para el grupo y la tétrada de Newman-Penrose son:

YNt = YNn = Yxtm = Yum = 0, (161)
Unm = =75 (Yoo (0, 2) + 180y (1, 2)). (162)
ynm = =5 (Gu (0. 2) = 10, (0, 2)) (163)

yan = 5 (Go (0, 2) + 150y (1, 2))., (164)
Yntn = 55 (= Fea (0, 2) = i85 (1, 2)) (165)
Ymm = —Yirm = 10, (0, 2), (166)
i = 75 (Joa (0, 2) — 1805 (1, 2)). (167)
Yin = 5y (— 0 (1, 2) + G0, (0, 2)), (168)

tal que los modos ,,, ., Son vectoriales, y 7,, es escalar.

Observacion: El subindice latino a en B,,, y por tanto en y,,,, etiqueta componentes
asociadas al grupo SU(2). Aunque no es un indice espacial, existe un homomorfis-
mo de grupo entre SU(2) y el grupo de rotaciones SO(3), ademds sus algebras de
Lie son isomorfas (su(2) ~ so(3)), lo que permite tomar el indice a, como si fuesen

localmente equivalentes.
El fondo adoptado es el de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker. La homogenei-

dad e isotropia induce un desacople de las ecuaciones de campo perturbadas segun

su helicidad en tres sectores escalar, vectorial, tensorial.
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3.3. Velocidades de propagacion en GSU2P

Las ecuaciones de propagacion para las perturbaciones de la métrica y para los
grados de libertad de los campos vectoriales, y, pueden escribirse en forma de un

sistema acoplado de ecuaciones diferenciales parciales de segundo order{g_gl:

h N - . h
D(y) = [Naz+ Ho,0.+ 2] (y) - 0. (169)
La expresion asociada a la perturbacion de la métrica para el modo tensorial corres-
ponde a:
0O 0 0 0
0 hy hye O
Py = , (170)
0 hy hy O
0 0 0 O

dado que son las componentes transversal y sin traza de h,,,.. Asimismo, la expresion

para la perturbacion de los campos vectoriales para el modo tensorial es:

0 y+r yx O
0 0 0 O

de acuerdo con descomposicién por helicidades descrita en en la seccion (3.2), los
demas modos, vectorial y escalar, forman un sistema de ecuaciones diferenciales

acoplados, de manera separada.

Las ecuaciones de propagacion asociadas a cada una de las tres helicidades pre-
sentes se pueden agrupar en un sistema de ecuaciones acopladas. De acuerdo con
la ec. (169), para los modos de helicidad dos se tiene que:

% Jose Beltran Jiménez, Jose Maria Ezquiaga y Lavinia Heisenberg: Probing cosmological fields

with gravitational wave oscillations. En: JCAP 04 (2020), pag. 027. DOI: |10.1088/1475-7516/
2020/04/027. arXiv:/1912.06104 [astro-ph.C0]
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S = A 82 el 82 -
D?o=|N——+/7—| =0 172
siendo el vector
hy
R Iy
P = , (173)
Y+
Yx

son todos los posibles modos tensoriales, tanto de la perturbacién de la métrica co-

mo la de los campos vectoriales.

Por consiguiente, la ecuacion dinamica en (172) puede ser expresada también a

modo de matriz de operadores diferenciales de la forma

hy Dy 0 Dy 0 hy
Sa Sa
po | | = OS RGN I B (174)
Y+ DnyL 0 Dysé 0 Y+
Yx 0 D2 0 D Y

Al agrupar por términos iguales y extraer los nulos, es posible reducir la matriz D>
de 16 componentes a 4, de la forma

o L I R I T (175)

Ya Diﬁ Dy Ya

el indice A, representa los modos + y x. Dado que para este trabajo se consideran
las ondas gravitacionales propagandose unicamente en la direccion z a lo largo del
tiempo 7 ,como se mostré en la seccion (2.4). La ecuacion (175), puede ser escrita
como:

> [ Cu C 2 |
A O - ) (176)

on? Cyn Cyy 022
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donde

A

C=-N"'Z,

dado que se encontré que N no es singular.

De esta manera, la ecuacion (176) puede ser interpretada con un problema de va-

lores y vectores propios. Al definir & = f(z — v,n) = f(u) se obtiene la expresion:
vi—— f(u) = C— f(u) = 0. (177)

De este modo, el cuadrado de las velocidades corresponde al valor de los autovalo-

res:

2
Ug

i

1 1
= (chh - 5AC+ 5\/AC2 + 4Chycyh) : (178)

donde
AC = Cpp, — Cyy,

Consecuentemente, los autovectores asociados a los autovalores en ec. (178) son:

1 . 2Chy
~ _ 2
E = AC+\/4ChyCyh AC ’ (1 79)
2Cyn 1
AC+\/4ChyCyh+ACQ

estos corresponden a los estados propios de propagacion de las ondas. Cuando
las velocidades de propagacion de las ondas gravitacionales difieren de la velocidad
luminica, se las denomina anémalas y su cuantificacion resulta ser un observable
directo para descartar teorias de gravedad modificada. La desviacion de la velocidad
de propagacion de las ondas gravitacionales respecto a la velocidad de la luz puede

parametrizarse mediante la cantidad

112

, 1 1
agw = 79 —1=Cu—1-;ACH; <\/4Chycyh + AC?) : (180)

la cual cuantifica la diferencia con la velocidad de la luz, la cual en las unidades

fijadas, corresponde a ¢ = 1. En esta expresion,los términos C,, y Cy;, codifican
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posibles términos de mezcla entre la perturbacion de la métrica y la de los campos
vectoriales. Aun cuando las cantidades Cy;, = Cy, = 1, si los términos de mezcla son
diferentes de cero, se induce una velocidad de propagacion anémala. La magnitud
aqw caracteriza, por tanto, una modificacidn efectiva del cono causal asociado a las
perturbaciones gravitacionales, permitiendo que su velocidad de propagacion difiera

de la luminica sin introducir, en este andlisis, efectos de dispersidén en frecuencia.

Si la velocidad de propagacion de fase de las ondas gravitacionales es v, > 1, el
cono caracteristico de ese modo queda estrictamente mas abierto que el cono nulo
electromagnético: pares de eventos que son no conectables por senales luminicas
pasan a ser conectables por perturbaciones gravitacionales de dicho modo. En ese
escenario, para una emision simultanea de radiacion gravitacional y electromagné-
tica, un observador puede registrar primero la sefal gravitacional; el adelanto tem-
poral observable viene fijado por la distancia y la diferencia entre las velocidades de
propagacion, ademas de posibles retardos intrinsecos de la fuente y de propagacién
en el medio para la componente electromagnética. Cabe precisar que la causalidad
esta gobernada por la velocidad de grupo: una v, superluminal no implica por si

misma violacion causal si la velocidad de grupo permanece luminica.

Si la velocidad de frente del modo es subluminica, v,; < 1, el cono caracteristico gra-
vitacional queda estrictamente contenido en el cono nulo electromagnético. En ese
caso existen pares de eventos que pueden conectarse mediante senales electro-
magnéticas pero permanecen causalmente inconectables por perturbaciones gravi-
tacionales de ese modo. En cambio, un valor subluminico de la velocidad de grupo
no modifica la estructura causal: describe propagacion dispersiva, es decir, existe
retraso del maximo del sobre y ensanchamiento del pulso, sin implicar estrecha-

miento del dominio causal.

A partir de las ecuaciones (178) y (179), se puede afirmar que es posible la existen-

cia de dos velocidades diferentes para los modos % .. Las condiciones para que se
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presente este fenbmeno son:

1. El término de mezcla C},, # 0 en la matriz de velocidades. Esto se ve reflejado

en los autovalores

() - (0)

siendo a y d diferentes de cero.

2. Las velocidades de propagacion, provenientes de los autovalores en (178),

deben ser v,, # v,,.

La propagacién multimodal de ondas gravitacionales puede utilizarse como prueba
observacional para favorecer o desfavorecer teorias métricas alternativas a RG sin
requerir ni una red adicional de interferdmetros capaz de reconstruir polarizaciones
extra, ni coincidencias con contrapartes electromagnéticas @ Este enfoque no exi-
ge reconstruccion completa de polarizaciones, lo cual si requiere redes con multiples
orientaciones. El cuadro (??) sintetiza las posibles vias de observacién necesarias

para detectar los posibles fendmenos presentes en las ondas gravitacionales.

Fenémeno/ Colaboracion | Contraparte | Detectores

Via de observacion LIGO-VIRGO E.M. Adicionales
Velocidad Anémala v v X
Propagacion multimodal v X X
Polarizaciones extra v X v

Tabla 1. Mecanismos de observacion requeridos (denotada por el simbolo v') y no
requeridos (x) para medir los fenédmenos de velocidad anémala, propagacion
multimodal y modos de propagacion extra en las ondas gravitacionales.

A diferencia de la propagacién multimodal, la cual consiste en identificar discre-

pancias en las velocidades de propagacion de un mismo modo de polarizacién, el

100 S, Hou e Y. Gong: Gravitational waves in a general class of Horndeski theories. En: Eur. Phys. J. C
78 (2018), pag. 378; Yu-Qi Dong, Yu-Qiang Liu y Yu-Xiao Liu: Polarization modes of gravitational
waves in generalized Proca theory. En: Phys. Rev. D 109.2 (2024), pag. 024014. DOI:|10.1103/,
PhysRevD.109.024014. arXiv:[2305.12516 [gr-qc]
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fendmeno de birrefringencia se presenta cuando existen diferencias entre las velo-
cidades de propagacién de los autovalores asociados a los autoestados entre los
diferentes modos de propagacién. Asi pues, en la teoria GSU2P, los campos vecto-
riales introducen acoplamientos que generan mezclas entre los modos tensoriales,
vectoriales y/o escalares sobre el fondo FLRW como se muestran en las siguientes

dos subsecciones.

3.3.1. Configuracion de fondo: triada cosmica  Una solucion particular de las
ecuaciones de campo en la teoria GSU2P que preserva homogeneidad e isotropia
corresponde al espaciotiempo de FLRW. En coordenadas cartesianas conformes, el

elemento de linea se escribe de la forma:

ds* = a*(—c*dn? + da® + dy? + dz?), (182)

donde a(n) es el factor de escala que describe la expansion del universo en funcién
del tiempo conforme, n Steven Weinberg: Gravitation and Cosmology: Principles and
Applications of the General Theory of Relativity. New York: John Wiley y Sons, 1972.
Este fondo se toma como la referencia geométrica sobre la cual se definen las per-

turbaciones gravitacionales y de los campos vectoriales adicionales.

Posteriormente, este fondo se emplea en las ecuaciones de propagacion en (126)-
(135) en coordenadas cartesianas, junto con el fondo asociado a los campos vecto-

riales, cuya configuracion puramente espacial o triada cosmica, de la forma:

00 0 0
0 0 0
P ; (183)
00 ©o(n) 0
00 0 e |

siendo ¢ un campo escalar dependiente Unicamente del tiempo conforme 7. Para
el estudio de perturbaciones sobre este fondo, se utiliza la aproximacion eikonal en

el régimen de orden dominante. Esta aproximacion se aplica cuando la longitud de
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onda reducida de la perturbacién es mucho menor que las escalas caracteristicas
de variacion del fondo, lo que permite formular la propagaciéon como un problema

local.

A continuacién se muestran los operadores diferenciales asociados a cada ecuacién
de propagacién segun la ec. (172):

= Para la pieza lagrangiana £!, la matriz de operadores D32 es:
4 L}

1 + 400 % 1 + 600 *
S
Dih = 2a 872’ B 2a %,
20 «
S S 1P
Dys = Dy = =—=—(0; - &),

_ 2
Ds: :4(—1 ¢ ) (@2 — 7).

a?

En este caso, la matriz debe ser diagonalizada puesto que los modos tenso-
riales de h4 y ya Se mezclan entre si, dando indicios de una posible variacién

en la velocidad de propagacién de los modos.

» Para la pieza lagrangiana £3, la matriz de operadores D* es:
4 L3

1[4+ 23azp! 1[4+ 4Tazp!
s 2 2
thb:é(T h—s\7w )%

2043@3 52

So __ Sy __

4
Sy __
DS = (@2 — P,

a2 " z
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Al igual que el operador inmediatamente anterior, la matriz debe ser diagonali-
zada puesto que los modos tensoriales de h4 y y4 S€ mezclan entre si, dando

indicios de una posible variacién en la velocidad de propagacion de los modos.

Las componentes no triviales de la matriz Dii para los operadores D2 en el
4

caso de la ecuacién de campo proveniente del lagrangiano £; son:

1+ 15a4p%
D = (@ - ),
Dp: =D =0,

Dado que la matriz es diagonal, los modos tensoriales de h4 y y4 N0 se mez-
clan. Este hecho no implica directamente que los modos, aunque se propa-

guen libremente, tengan velocidad luminica.

Para la pieza lagrangiana £,;, las componentes de la matriz de operadores

Dii son:
p3

1
S __ 2 2
Diyh, = 5.(0, = 92),
S S
Dp: = D32 =0,
4
So __ 2 2.
Dygj - ?(an - az)a
lo que muestra que los modos tensoriales de h4 y ya permanecen indepen-

dientes y no se mezclan entre si.

Asimismo, para la pieza lagrangiana LS, las componentes de Dié correspon-

den a:

1
D = 5 (02 = %),
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Sy _ Sz _
Dhy = Dyh =0,

1— 2
DS =14 (—30‘6 14 ) (02 — 0?).

a

La matriz también es diagonal, luego se evidencia directamente que los modos

tensoriales de h, y y4 no se mezclan entre si.

Ahora bien, para determinar las velocidades de propagacion asociadas a cada pieza
lagrangiana mencionada anteriormente, es necesario encontrar sus eigenvectores
y sus autovalores, los cuales corresponden a los modos propios de oscilacidén y las
velocidades de propagacion de acuerdo con sus ecuaciones de campo, respectiva-

mente.

= | a matriz de velocidades asociada al operador T)ii es:
4

14+50 2 (1+12<p2+20a1<p4)

CEI = 1+501 2 +40a1 p* , (1 84)
10004%507 1
1+5a1p2+40a1 p*

cuyos valores propios son:

02 1+ 5a10? (1 + 12¢% + 200, 0%)
9 1 + 50[1%02 + 400{1('04 ’ (1 85)

de modo que sus respectivos vectores propios son

a 1 a 0
E1 - ( 5a1 @t ), E2 — (1) . (1 86)
P+5a10?

Los resultados obtenidos en ecs.(185) y (186) permiten afirmar que los modos
tensoriales para el lagrangiano £}, el modo %, presenta velocidad anémala sin

propagacion multimodal. Esto no implica existencia de birrefringencia, pues la
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diferencia entre las velocidades de propagacion entre un estado propio y otro
no depende de las polarizaciones, sino de la mezcla entre los modos del fondo
y de los vectoriales de fondo. Ademas, el valor en las velocidades de propa-
gacion tanto para el modo h, como para el i, luego de un procedimiento

analogo para h., se evidencia que son las mismas.

La matriz de velocidades asociada al operador f)ig es:
4

4+47o¢3¢>4 . 16a3<p3
A 44-23a3 % 4423 4
Cﬁﬁ — +23azp +23a3¢ , (187)
1 3
—503p 1

cuyos valores propios son:

2 _ 4+ 35030t + 2v/2/ad¢b (4 + 18p2 + 23az¢0%)

[

. 4+ 23as0* | (188)
2 4+ 35030 — 2v/2/ad¢b (4 + 18¢% + 23a34)
92 4 + 23a3p* ’
sus respectivos vectores propios son:
1 8043(%’3
= _ T | 6aspi—v2,/a2eb(4+1802+23a30%)
= 60¢3g04+\/§\/a§¢6(4+18902+230¢3504) . By = 3¢ \/ 3¢ ® 3¢
a3 1
(189)

Estas diferencias en las velocidades de propagacion de los modos tensoria-
les en relacién con la luminica generan un fendmeno denominado propaga-
cion multimodal, el cual no se exhibe en la teoria de gravedad de Einstein.
En general, para que exista el fenédmeno dicho fenémeno de propagacion, de-
be aparecer un desfase entre las velocidades de fase de propagacion de los

modos de helicidad 2 observables, hy y h,. Asi pues, la diferencia entre las
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velocidades de propagacion para los modos de helicidad 2, de acuerdo con la

ecuacion caracteristica es

Av? — 4824/ 38 (4 + 182 + 23azp1)
g 4 + 23az*

. (190)

Ahora bien, para que cada sistema de ecuaciones diferenciales parciales de
segundo orden 2x2, asociada a cada pieza lagrangiana (ec. [176), sea fuer-
temente hiperbdlico se debe cumplir dos condiciones. La primera consiste en
que los valores propios deben ser positivos, luego deben estar dentro del in-
tervalo v§ > 0. La segunda corresponde a que el determinante de la matriz de
vectores propios deben ser diferente de cero. Para el caso de la pieza L3, esta
condicién se cumple para el primer valor v? ; sin embargo, para el segundo

valor se deben imponer restricciones, como se muestra en la figura [4]

Figura 4. Restricciones para los valores de ¢ y a3. La franja azul corresponde la
zona donde las velocidades son reales, es decir v; es positivo. La zona linea roja
corresponde al caso en el que los vectores propios no son linealmente
dependientes. Sélo lo valores dentro de la franja azul son admisibles.

Esto implica que las dos condiciones de sistema hipebdlico no se cumple fuera
de la zona azul, ni a lo largo de toda la curva representada en rojo. Luego los
valores que se tendran en cuenta son Unicamente aquellos que se encuentran

dentro o en los bordes de la franja azul.
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= | a matriz de velocidades asociada al operador ﬁii es:
4

R 1 0
Cﬁi = , (191)
0 1
con autovalores
Ujl = 1)22 =1] (192)

los cuales corresponden a la velocidad de la luz.

De alli, se deduce que los vectores propios asociados son

B - ((1)) By = ((1)) (193)

Con base en los criterios para la existencia del fenédmeno de propagacién mul-

timodal, dado que la matriz es diagonal

es posible afirmar que no se presenta para esta pieza lagrangiana.

La matriz de velocidades asociada al operador fDii es
p3

. 1 0
Claps = , (194)
01
con autovalores
Vg =g, = 1}, (195)
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siendo nuevamente, la velocidad de la luz. De alli, se deduce que los vectores

propios son

Dado que

Chy =0,

es posible afirmar que esta pieza lagrangiana no exhibe fendmeno de propa-

gacién multimodal.

La matriz de velocidades asociada al operador 2553 es
6

R 1 0
Cﬁg - y
01
con autovalores
v; = 1132 =1] (196)

los cuales corresponden a la velocidad de la luz. De alli, se deduce que los

vectores propios son
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luego, para este caso, no hay evidencia de propagacion multimodal.

Cabe resaltar que la discrepancia entre las velocidades de las ondas gravitacionales
y la luminica ya ha sido medida experimentalmente en GW170817 y GRB 170817A,
dado que la colisién del binario de estrellas de neutrones poseen su contraparte
electromagnética mediante Gamma Ray Burst GRBs [°] . Al considerar un retardo
temporal entre la senal electromagnética y la de la onda gravitacional de 10 se-
gundos, se obtuvo una cota inferior; mientras que al considerar que las sefales se

emitieron simultdneamente, se obtuvo una cota superior:

—3x107" < v, —1<7x 10719 (197)

las cuales resultan ser asimétricas. No obstante, al simetrizar (197), se obtiene que
la velocidad de la luz, posee una diferencia relativa con la onda gravitacional de la

forma:

v, — 1] <5-10719. (198)

Este valor representa 6rdenes de magnitud mas estrictos que los limites directos
anteriores reportados en[% los cuales son 0.55 < v, — 1 < 1.42, con un porcentaje
del 90 % de credibilidad, a partir de las 3 primeras mediciones de la colaboracién

Ligo-Virgo.

La determinacion de estas velocidades andmalas ya han sido halladas en teorias

101 B, P. Abbott et al.: Gravitational Waves and Gamma-rays from a Binary Neutron Star Merger:
GW170817 and GRB 170817A. En: Astrophys. J. Lett. 848.2 (2017), pag. L13. DOI: |10. 3847/
2041-8213/2a920c. arXiv:|1710.05834 [astro-ph.HE]

102 Neil Cornish, Diego Blas y Germano Nardini: Bounding the speed of gravity with gravitational
wave observations. En: Phys. Rev. Lett. 119.16 (2017), pag. 161102. DOI:[10.1103/PhysRevLett.
119.161102. arXiv:|1707.06101 [gr-qc]
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como Horndeski y Proca Generalizada [, en donde se evalua su posible viabilidad.
No obstante, para la teoria de GPSU2 no se habia calculado el valor especifico a la

fecha.

Lo anterior muestra que, para la triada cosmica sobre un fondo FLRW homogéneo-
isétropo, los lagrangianos L1y £3 exhiben velocidad anémala; sin embargo, Unica-

mente L2 presenta propagacion multimodal como se detalla en el cuadro (2).
3

Operador Presenta
. . Presenta e Presenta
Diferencial Velocidad anémala Propagacion Birrefringenecia
(Triada Césmica) Multimodal g
Ly X X X
L) X X X
L1 v X X
L3 v v X
L9 X X X

Tabla 2. Caracterizacién de las piezas lagrangianas de la teoria GPSU2 bajo la
configuracién puramente espacial de los campo vectoriales.

De otro lado, ningun término reportado presenta el fenédmeno de birrefringencia gra-
vitacional, dado que no se estudiaron mas modos de propagacién diferentes al ten-

sorial; objetivo que se deja para una extensién futura del presente trabajo.

3.3.2. Configuracion del fondo: Puramente Temporal  Una vez determinadas
las velocidades asociadas a un fondo cuya configuracién es puramente espacial, se
procede a estudiar su contraparte puramente temporal, cuya forma explicita de los

campos es:

@(m 0 0 0
Bu=1 on 000 |, (199)

@mn) 0 0 0

103 Ezquiaga y Zumalacarregui|2017a
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de tal forma que las ecuaciones de propagacién bajo la aproximacion Eikonal a or-

den dominante para cada pieza lagrangiana serdn mencionadas a continuacion.

= Para la pieza lagrangiana £}, la matriz de operadores Dii es:
4

1 + 108a p* 1
S _ 1 2 2
D = (T) O~ 229

1
DSQ — __82
hy 2a 7’
DSQ — 4(1 B 5&1902>82
yh a 772 z)

. 4(1 — bayp?)
Dy - (M) @),

a n?

Notese que la matriz de operadores diferenciales no es diagonal, lo que impli-
ca acoplamiento entre los modos tensores h4 y y4 y sugiere una discrepancia
en las velocidades de propagacién caracteristicas. Para calcular dichas velo-
cidades se diagonaliza la matriz: primero se obtienen los vectores propios y, a
partir de ellos, los valores propios que, segun las ecuaciones de campo linea-

lizadas, representan las velocidades de cada modo.

= Para la pieza lagrangiana L3, se tiene que la matriz Df}é es:
4

, 4+ 27z
Sa Sa
Dhy Dyh =Y

luego, la matriz también es diagonal; se evidencia directamente que los modos
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tensoriales de h, y y4 se mezclan entre si.

m |La expresidn asociada a la matriz Dié para la pieza lagrangiana £}, en com-

ponentes, es:

) 1+ 27ayp?
Dy = (T (02 — 92),

Sz _ S22 _
Dhy = Dyh =0,

4
D2 = —(0; — 02).

a

En este caso la matriz resulta diagonal, por lo que los modos tensoriales h y
ya permanecen desacoplados y se propagan de forma independiente. Sin em-
bargo, la ausencia de mezclas no garantiza que dichas perturbaciones viajen

necesariamente a la velocidad de la luz.

= Para la pieza lagrangiana £;; es:

So _ pSe __
D = D% =0,

4
DS = 2 (@2 - P,

a

Estas componentes muestran que la matriz cinética asociada a la pieza la-
grangiana L;‘B también es diagonal, lo que evidencia de manera directa que

los modos tensoriales de h4 Y y4 N0 se mezclan entre si.

= Para la pieza lagrangiana £2, se tiene que la matriz Dig es:
6



Sy _ Sz _
D = D% =0,

\ 4 (1 + 3agp?)
DS = (— (82— ).

a?

Dado que la matriz es diagonal; se evidencia directamente que los modos ten-

soriales de h4 y y4 no se mezclan entre si.

A partir las componentes de la matriz de operadores, es posible determinar la ma-
triz de velocidades y, consecuentemente, las velocidades caracteristicas que posee

cada una de las piezas lagrangianas en estudio.

= |La matriz de velocidades para L} es

— 1 0
é _ 141080 p* : (200)
0 1
cuyos valores propios son:
9 1
Yo T T 108000
ay (201)
v: =1.

Asimismo, los estados propios de oscilacion o vectores propios son:

a 1\ - (0
5o ()5 () -

Los resultados obtenidos en ecs. y permiten concluir que los mo-
dos tensoriales para el lagrangiano £}, los modos . y h, no presentan velo-
cidad anémala bajo esta configuracion de fondo, luego tampoco existe birre-
fringencia, pues la diferencia entre las velocidades de propagacion entre un
estado propio y otro no depende de las polarizaciones, sino de la mezcla entre

los modos del fondo y de los vectoriales de fondo.
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1
=(1- . 203
agw ( (1 + 1080(1904)2) ( )

= | a matriz de velocidades asociada al operador ﬁig es:
4

. 10
Cry = , (204)
01
cuyos valores propios son los mismo que para las tres primeras piezas lagran-

gianas tratadas anteriormente:

U; =1,
(205)

2 _
vgz—l.

Los respectivos vectores propios son

. /1N = (0

= | a matriz de velocidades asociada al operador 1553 es
4

R 1 0
Ces = , (207)
0 1
con autovalores
Ujl = 1)22 =1, (208)

donde los vectores propios son

. /1N = (0
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Dado que, para este caso, la matriz es diagonal, ¢;, = 0,, es posible afirmar

que no hay fenémeno de propagacién multimodal.

La matriz de velocidades asociada al operador ﬁii es
p3

. 10
Crap, = , (210)
01
con autovalores
2 2
’Ugl - U92 - 17

cuyos autovectores son

1= ()-8 ()

Esta pieza lagrangiana tampoco presenta fenémeno de propagacién multimo-
dal.

La matriz de velocidades asociada al operador D33 es
6

CE% = )

con autovalores

y sus respectivos autovectores:



Al igual que en la configuracion anterior, esta pieza lagrangiana no exhibe fe-

némeno de propagacion multimodal.

De este modo, se puede concluir que, en una configuracion puramente temporal
sobre un espaciotiempo FLRW homogéneo-isétropo, los lagrangianos £3 exhiben
velocidad anémala y ninguna presenta el fenomenos de birrefringencia, tal como se

recoge en el Cuadro(3).

Operador Presenta
. . Presenta o, Presenta
Diferencial Velocidad andmala Propagacion Birrefringenecia
(Triada Cosmica) Multimodal g
Ef,g X X X
L) X X X
L] v X X
L3 v X X
L9 X X X

Tabla 3. Caracterizacién de las piezas lagrangianas de la teoria GPSU2 bajo la
configuracién puramente temporal de los campo vectoriales.

Caso analogo a la configuracion triada cosmica, ningun término reportado presenta
el fendmeno de birrefringencia gravitacional, dado que no se estudiaron mas modos
de propagacién diferentes al tensorial. No obstante, con la infromacion obtenida y
proyeccion para extensiones futuras a este trabajo, a continuacion se presentan la

perspectivas observacionales.

3.4. Perspectivas Observacionales

Estos resultados cobran relevancia cuando se requiere contrastar la Relatividad Ge-
neral con teorias métricas alternativas de la gravedad, entre ellas la teoria GSU2P,
pues la astrofisica de ondas gravitacionales ofrece las tres estrategias observacio-
nales, sensibles a distintos aspectos de la propagacién y del contenido dinamico de
la teoria, mencionadas anteriormente. Todas ellas se formulan en el marco de la

teoria linealizada sobre fondos cosmolégicos casi FLRW y, en el régimen eikonal,
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permiten obtener observables directamente medibles en los interferémetros de la

colaboracién LIGO-VIRGO. Las tres perspectivas son:

1. La velocidad de propagacion necesita de una contraparte electromagnética
para medir diferencias entre el tiempo de deteccidén las sefales las ondas gra-
vitacionales y las electromagnéticas. La deteccién de GW170817 y GRB170817A
fija limites estrictos con la velocidad de la luz y descarta desviaciones posibles
producidas en fondos cosmoldgicos, lo que restringe directamente la eleccién
de marcos alternativos a relatividad general™] En el caso de la teoria GSU2P,
los campos vectoriales introducen grados adicionales de tipo tensorial, vecto-
rial y escalar sobre el fondo de FLRW. Para la configuracion triada cosmica,
se encontrd que de las cinco piezas lagrangianas, dos poseen velocidad ané-
mala, £} y £3; adicionalmente, sélo £3 presenta propagacion multimodal. Para
la configuracion puramente espacial, las piezas L) y £3 presentan velocidades

andémalas, sin embargo, ninguna pieza evidencia propagacion multimodal.

Puesto que las velocidades de propagacion dependen de la funcion escalar
©(n), que cuantifica la evolucién dinamica del fondo vectorial, es necesario co-
nocer la dinamica de fondo. Desafortunadamente, este analsis, para las piezas
lagrangianas de la teoria GSU2P, no ha sido registrado en la literatura hasta el
momento. De otro lado, el trabajo [*] estudia la dinamica del fondo, donde se
encuentran limitaciones de la teoria GSU2P para reproducir la historia térmica
del universo. Sin embargo, en este trabajo se elije una combinacion particular

de los parametros libres de la teoria, la cual no coincide con la utilizada en

104 Ezquiaga y Zumalacarregui 2017a
105 Santiago Garcia-Serna et al.: Dynamical shortcomings in the Generalized SU(2) Proca theory:

challenges for cosmic acceleration. En: JCAP 07 (2025), pag. 037. DOI: |10.1088/1475-7516/
2025/07/037. arXiv: 2501.17280 [gr-qc]
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el presente trabajo. La seleccion de los parametros libres en [°%, permite que
las ecuaciones de las perturbaciones tensoriales sean idénticas a las de la
Relatividad General, por lo cual es bastante restrictiva, lo que garantiza que la
velocidad de propagacion sea lunimal. No obstante, esta combinacidén no es la
unica que garantiza velocidad de propagacion luminal, tal y como se muestra

en este trabajo, pues las piezas L3, L3, y L3 presentan propagacion luminal.

2. La deteccién de polarizaciones adicionales permite favorecer o no una de-
terminada teoria de gravedad. No obstante, esto requiere el montaje de de-
tectores adicionales dispuestos a distintos angulos con el animo de tener co-
bertura en diferentes direcciones para aquellos modos que son no solo tipo

transversal-transversal, sino, trasversal-longitudinal o longitudinal-longitudina[™’]

Caso 1

Caso 2

Figura 5. Representacion pictorica de la propagacion multimodal de las ondas
gravitacionales en un fondo homogéneo e isétropo de FLRW, para los modos
tensoriales.

3. El fendmeno de propagacion multimodal se presenta cuando existen discre-
pancias en las velocidades de los estados propios de propagacion de las on-
das gravitacionales. Las observaciones para este fenémeno son posibles bajo
dos condiciones distintas, las cuales se definen mediante la resolucion tempo-

ral del detector, o,,; el tiempo de duracion de la sefial, 7,; el tiempo de obser-

106 Garnica et al.|[2022

107 Abbott et al. 2017b
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vacion o medicion del detector T, y el tiempo de retraso entre dos sefiales

emitidas por la misma fuente, Aty,. La primera opcion se presenta cuando

Utg S ’Atu\ S T97

la duracién de las sefiales son menores al tiempo de retraso entre las dos, cau-
sa patrones de interferencia, se denomina Scrambling o reverberacién, dado
que la senal resultante se observa como una sola, distorcionando las senales

inciales.

La segunda ocurre cuando la duracién de la sefal es menor al tiempo de
retraso entre las senales,

Ty < [Atia] < Tops,

la sefial resultante se observa como dos sefales independientes. Este feno-
meno se denomina Eco. Cabe resaltar que hasta el momento, ninguna sefal

de Eco o Reverberacion ha sido detectada.
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4. Conclusiones

La Relatividad General constituye la teoria estandar de la gravitacion, en la que el
tensor métrico es el unico campo dindmico asociado a la interaccion gravitacional,
y sus ecuaciones de movimiento derivan de la accion de Einstein-Hilbert. Una vez
consideradas las simetrias de difeomorfismo y las identidades de Bianchi, la teoria
predice Unicamente dos grados de libertad radiativos: los modos tensoriales trans-
versales h y hy, interpretados como las polarizaciones de las ondas gravitaciona-
les. No obstante, algunas teorias modificadas de la gravedad extienden la dindmica
gravitacional mediante campos escalares, vectoriales o tensoriales de orden supe-

rior, prediciendo hasta 6 modos de polarizacién.

Dentro de este conjunto de teorias se encuentra la teoria Generalizada de Proca
SU(2) (GSU2P). Esta teoria extiende el marco de los campos de Proca, empleando
una triada de campos vectoriales que transforman en la representacidén adjunta de
SU(2). La eleccion de este grupo no abeliano, homomorfo a SO(3), permite formular
configuraciones de triada cosmica que mantienen la isotropia y homogeneidad pro-

pias de un fondo tipo Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker.

Este trabajo abordé el estudio de la propagacién de ondas gravitacionales en la teo-
ria GSU2P, sobre un fondo homogéneo e is6tropo, en el régimen linealizado, bajo
la aproximacion eikonal a orden dominante. Esta aproximacién es valida cuando la
longitud de onda reducida de las perturbaciones es pequefia en comparaciéon con
las escalas caracteristicas asociadas a la variacion de la métrica de fondo, la curva-

tura y los parametros dinamicos de la teoria.
La accidon general de la teoria GSU2P contiene 21 piezas lagrangianas, entre ellas
la de Einstein-Hilbert, Yang-Mills, y de materia. Se consideraron en particular las

piezas L}, L3, L3, Ly L3,, en donde cada una de ellas exhibe una caracteristica
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particular. A partir de la linealizacién de las ecuaciones de campo sobre un fondo
FLRW, se obtuvieron las ecuaciones de propagacion a orden dominante, las cuales
adoptan una forma matricial. Estas ecuaciones involucran tanto a las perturbaciones
de la métrica como a las de los campos vectoriales, lo que conduce a un sistema

acoplado de naturaleza tensor-vector.

La identificacion de las helicidades de las perturbaciones se realiz6 mediante el
formalismo de Newman-Penrose, que permite proyectar las componentes de dife-
rentes tensores como la métrica o el tensor de Riemann, sobre una tétrada nula.
Este andlisis muestra que en general la teoria GSU2P admite un total de 22 grados
de libertad, entre radiativos y no radiativos. En el sector métrico se recuperan los
dos modos tensoriales de la Relatividad General, junto con cuatro modos escalares
y cuatro vectoriales adicionales, mientras que en el sector vectorial emergen dos

modos tensoriales, cuatro escalares y seis vectoriales.

En conjunto, la teoria predice polarizaciones adicionales, las cuales resultan sepa-
rables en un fondo FLRW, permitiendo la identificacién individual de cada helicidad.
Sin embargo, el andlisis de los modos escalares y vectoriales se pospone para un
trabajo posterior, debido a la complejidad de las ecuaciones de campo. Una vez se-
paradas las ecuaciones de propagacion por helicidades, se determinaron los modos
propios de propagacion con sus respectivas velocidades caracteristicas. Alli se en-
contrd el fendbmeno de propagacion multimodal y velocidades anomalas para una de

las dos configuraciones de los campos vectoriales elegidas.

Mas especificamente, para la teoria de GSU2P se obtuvieron los siguientes resulta-
dos en un fondo de FLRW: Las piezas lagrangianas £j, £3, y £ predicen una pro-
pagacion luminica, haciendo que permanezcan compatibles con las restricciones
observacionales actuales y constituyan a ser candidatos viables dentro del sector
luminico de la gravedad modificada. En contraste, los términos £} y £3 predicen ve-

locidades de propagacién no luminicas y, en el caso de £3, propagacién multimodal,
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fendmenos hasta el momento, no observados por los experimentos.

Para que se dé una propagacion luminica en los lagrangianos £} y £3 se requiere
que los parametros «; o a3, de la accién en la ecuacion (2), asi como el valor del
campo de fondo, ¢(n), adopten valores especificos en la época cosmoldgica actual.
Si bien esta condicién no excluye de manera estricta dichos términos, si introduce
la necesidad de justificar dinamicamente por qué el sistema evoluciona de forma

natural hacia un régimen luminal en el universo tardio.

Por su parte, las restantes piezas analizadas no presentan esta dependencia y satis-
facen las restricciones de propagacion sin requerir ajustes adicionales. Este estudio
constituye un primer paso en el proceso de contrastar la teoria GSU2P desde la
perspectiva de la propagacion de ondas gravitacionales, dado que un analisis com-
pleto debe considerar escenarios en los que coexistan simultdneamente dos o mas
piezas lagrangianas y evaluar sus efectos combinados sobre la dinamica y la cau-

salidad de las perturbaciones.

Por otra parte, no se identificd birrefringencia gravitacional, ya que la simetria entre
los modos tensoriales i, y hy se mantiene en todos los casos estudiados. No obs-
tante, en la pieza L3 se observa que cada polarizacién se descompone en multiples
frentes de onda, como consecuencia de que la matriz de velocidades del sistema
acoplado métrica-vector posee un espectro de autovalores no degenerado. La au-
sencia de evidencias observacionales de ecos o fendmenos asociados a propaga-
cidon multimodal exige descartar o restringir estos sectores lagrangianos en cualquier
extension consistente de la Relatividad General que busque describir las deteccio-

nes actuales.

Es importante resaltar que la evolucioén dindmica del campo de fondo () no se en-
cuentra determinada en el marco del presente analisis. En consecuencia, los resul-

tados obtenidos se expresan en términos de parametros efectivos que encapsulan
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la dependencia funcional de las velocidades de propagacion respecto al fondo cos-
molégico y a los acoplamientos de la teoria. Esta formulacion permite que, una vez
se establezca de manera consistente la historia cosmolégica y térmica del universo
dentro de la teoria GSU2P, sea posible fijar de forma explicita las velocidades de
propagacion y, en caso de presentarse, estimar los tiempos caracteristicos asocia-

dos a ecos o fendmenos de reverberacion en las senales de ondas gravitacionales.

Asimismo, es importante destacar que este comportamiento difiere de la teoria ge-
neralizada de Proca, en la cual no se presenta propagacion multimodal en fondos
homogéneos e isétropos. Esta ausencia se debe a que el sector abeliano carece de
la estructura interna necesaria para inducir mezclas entre estados propios de pro-
pagacion en el sector tensorial. Luego, la aparicidon de propagacion multimodal en la

teoria GSU2P constituye una evidencia directa de su caracter no abeliano.

Consecuentemente, dentro del esquema de clasificacion F(2) de Eardley %] basa-
do en los escalares de Newman-Penrose asociados al tensor de Riemann lineali-
zado, se mostré que el escalar ¥, es distinto de cero para las piezas lagrangianas
L}, L3, L3, L3y L3, lo que confirma la presencia de modos tensoriales radiativos. En
consecuencia, estos sectores no pertenecen a las clases O, ni O,, caracterizadas
por la ausencia de radiacion tensorial, sino que se ubican en clases radiativas con

contenido tensorial no trivial.

La teoria GSU2P presenta consecuencias observacionales relevantes en contextos
astrofisicos y cosmolégicos. En agujeros negros, los campos vectoriales no abelia-
nos modifican la estructura de las geodésicas nulas, afectando la esfera de fotones
y la sombra observable. En estrellas de neutrones, alteran el equilibrio hidrostati-
co y las relaciones masa-radio, asi como la deformabilidad de marea, parametros

accesibles mediante observaciones de NICER y ondas gravitacionales de fusiones

108 Eardley, Lee y Lightman 1973b
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binarias. En cosmologia, la configuracién de triada cdsmica permite construir esce-
narios de inflacién y energia oscura compatibles con la homogeneidad e isotropia
observacionales. La extension natural de este trabajo consiste en analizar los modos
de polarizacion restantes y evaluar la posible aparicidén de birrefringencia gravitacio-

nal al considerar el conjunto completo que incluye el sector escalar y vectorial.
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ANEXOS

Anexo A. Ecuaciones de Campo en la teoria GSU2P
A continuacion se presentan las 4 expresioned'®| seleccionadas en este trabajo, en
componentes tensoriales, asociadas a las ecuaciones de campo provenientes de

variar la accion (2) respecto a la métrica:

1. Ecuaciones de campo de la accién asociada al lagrangiano £}, en (20):

(_4g§BauBauBprbp + 2Guu - ggBaoBapBbaBbpgu,u + ggBapBapBbaBbggu,u

N | —

— 03B, B By’ B® s 800 R o" — 03B." B’ By’ B’ se,500 R, 5"

— 49.B", B €.,V , B, — 49.B", B €4,V , B, + 49.B" . B € 4.V , B¢,
+49.B%, B €.V , B, + 400, (—V, BV, B’, + (V,B’, — V ,B",) V’B*,
+V,B*,)V’B®,) — 49.B" B* €449,V s B ) — 26,V yBoy V7 B*

+ 29, V6 BapV B — 63B, By B*¢,,5,V*V" B,,

— 03B, By B¢,,55aV V" By, — 838" B B 16,1050V V" By,

— 638, B* B’ 6,05 VYV’ By, + B," (—83B%,, (By” B’ peopan ™

+evopa (BVOV By, + B',V*V’B,7)) + B*, (49.° By, B",

— 65 (By” (€opas (B*pR,™ + B, R,"*%) + B’ 1€ pp00Rs"?)

T€uopa (BbavavﬁBbP + BbpvavﬁBbg)))) = 0;
(211)

109 Cada ecuacion expresada en este apéndice y en los siguientes fue verificada empleando el
software Mathematica Xac{'™}
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2. Ecuaciones de campo de la accién asociada al lagrangiano £} en (3):

1
Gup + 59: (4B By (Ba” B’y = BuuB") + B By (—=Ba” B’y + Bap B") g)
— 26,4V, BN B, + 264V, B V"B, — 26,V ,B" N’ B",
+ 205V, B®, VP B®,, — 2g.€e (B” (B*, (V, B, — V,B%,) + B*, (V,B°,
~V,B)) + BB ,,V,B°,)) — 9,V ,Bus V' B* + ¢,V ; B,V B*
+ a1 (B%, (2B, B (—2V,V,B,” + V,V,B,” + V,V’B,,) + 4B"
(—=2V,By,Vo B — 2V, B,V By’ + V By, (VB + V7 Ba,)
+VoB,, (VuBy + V°By,)) + 4B, (-2V,B°,V,B, + B’
(—2V, Vo By + V,V, By + V,VBy,) + VB, (V,B” + V°B",)))
+2B%, (—4B,’B’,V YV, By’ + By, B (—2V ,V,B,” + V,V,B," + V,V°By,)
+2(B", (2V,B,*V 4By — (V,Byy + VBy,) V°B,”) + B¥ (—2V,,By,,V , B,”
2V, BoyV o By + VB, (VB 4+ V7 Ba,) + VeBa, (VB + V7 By,))
+ B,” (-2V,B"V,B," + B, (V,V,.B," + V,V°By,) + V,By, (V,.B"
+V°B%,))) + Buubpe (2V,B"V B — (V,B, + V,B°,) V' B”))
+ B* (—4B,° (V,B", + V,B",) V, By, — 4B* (V,Bau + V,.Bay) (V,Bbe
+vaBbp> + 891/# (Bba (VPBGU + VUBap> + BaavoBbP) VﬁBbﬁ + QBbp
(=2V, B,V . Byy — 2(V,Bap + V,.Ba) Vo By — 2B, (VoV, By, + VoV . By,
—26,,VoV5By’) 4+ 2V, By, NV By + Gup (2V6 B’V By’ + (V4 Byg
+V5Byy) VPB,)) + Buy (—2B" (V4 V., By, + Vo VB — 26,V V5 By")
+ & (—2V,B"V B, —2(V,B", +V,B") V,B“ +2V,B°,V°B’,

+9up (2Vo BV 3BY + (VB + V3B,) VP B")))) = 0;
(212)
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3. Ecuaciones de campo de la accion asociada al lagrangiano £3 en (16):

Gun + 332 (4B, By (BB, — BuB¥) + BBy (<B4 BuyB) )

— 26,4V, BN B, + 26V, B* ) N? B, — 264,V ,B* .V’ B",

+ 203V, B®,N?B%,, — 2g.€e (B” (B*, (V, B, — V,B%,) + B*, (V,B°,
~V,B)) + BB 4,,V,B°,) — 9,V ,Bu V' BY + ¢,V ; B,V B*

+ iag (6BauB®, By, B” R — 2B,” B* By* B" g, R o0 — 24B** B*' N, B,V , By,
—2B%, (By"B",V,V,B," — 2B.,B"V ,V,B,°) — AB“’B*V ,B,,,V ; B,
—4B°,B"N ,By,,V,B,” — 4B°,B*V ,By,V ,B,” — AB* BV ,B,,V , By,

+8B,7 B*N , B,V 4 By, + 8B, BN ,B.,V 4 By’ + 8B, BV ,B,,V , By’

—4B°, B,V ,B.N By’ + 4B,,B",V ,B"N , B, + 4B", By’ BN,V ,B,,

+4B®, By’ B"N ,V , B, — 2B, By’ B* .V ,V ,B,° + 4B,,B",B"V ,V ,B,’
+8B°,B"N B,V By, + 8B",B"V ,B},,V° By, — 4B*, B,V , By, V’ B,*

— 4B*,B"V ,B,,V° By, — 4B*,B"V ,B,,V’ By, — 2B," (B*,, (B"

(=3B’ Ruops + V,VoBy + VoV,By) +2(V,B", Vo By + VB,V B",))

+ B, (B (=3By’ Ruops + V,VeBiy + VoV, By,) + B, (V,V By’
+VoV,By7) +2(V,B".V,By +V,B,V'B",))) + 4B, B,V , B}, V° B”

+24B% B g,,V 5By, V"’ By, + 3B,,B% (—4V, BV, Byy + B (By,,G,,,
—2(V, VB + V.V, By — 26,V 5VP By, ) ) + 46,V 3By VP BY)) = 0;
(213)

4. Ecuaciones de campo de la accién asociada al lagrangiano £$ en (16):
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1
G+ 3 92 (AB.By, (BEB), — By B") 4+ B Byy (=B B) + BapB™) gu,.)

— 260V, BN B + 200V . BoV? By — 264,V ,B) V" B,

+ 265V, BOVP BY — 2g.eqne (B” (B (V,BS = V,BS) + B2 (VB

~V,B%)) + B*B" ,,V,B5) — 6,V Bu VB + §,,V B,V B  (214)
+ g0y (2Bay By (—=V,BS 4+ V. BS) V B” + B,,B* (2V,B" VB¢
+2(=V,.BS + VoB;) VOB, — 2V, BN B + g, (Vo B

—V3BS) VPBY)) = 0;

5. Ecuaciones de campo de la accién asociada al lagrangiano £} en @:

1 a a, ag loa

G+ 593 (4BuBbP (BZBZ - BauBbp) + B* By, (_Ba BZ + BapBb ) gvu)

— 26V, B*V . B) + 20,V . BIN" B — 264,V , BV’ B,

+ 265V BON? Bl — 2gceane (B” (Bl (V,BS — V,BS) + Be (V,.BS

~V,B;)) + B*B" 9,V s B5) = 9uuV pBas VB + 9,V 5 B,V B

+ oy (2BY By, (2B, B), 4+ By B”) R+ B (8 (B" (=V,BasV By,
~VuBapV . Bio + Guu (V3BoeV’ By + V3B,V Bao)) + BY

(=VuBa"VuBio + 90V 3BV B,7)) + 2B, (—4V, BV . By + B (Bue Gy
~2(V,V,.Bio + V. VyBis — 20,V 5V’ Bio)) + 49,V 3By V' BY)
+ Bap (_4qubavbea + Bba (BbO'GZ/M -2 (VVVuBbO' =+ vuquba’
~26,,VV?By,)) + 4.,V 3B,V BY)) = 0.

(215)

Ecuaciones de campo provenientes de variar la accion respecto a los campos

vectoriales 5,,:
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1. Ecuaciones de campo de la accién asociada al lagrangiano £3 , en (20):

B (492 By, B’ + 03By’ (—€popa (BYuR,7P* + B*, R,7*) — (B’ uevopa
+Bby€uoﬂa) Rpaﬁa)) —2 (290 (chaVBprbu + €abe (Bbﬂ (VVBCM - QVMBCV)
+B"V,B%")) + V,V, B,/ = V,V*By, + 0 (V,V,B" —V,V'B")) = 0.

(216)

2. Ecuaciones de campo de la accién asociada al lagrangiano £} en (3):

2 (292 By (Bo"BY) — Bay B™) = 2gc€ape (B™ (V, B, — 2V, BS) + BLV,,B*)
— V. VB — 64V, YV, B% + VY ,V* By, + 64V, V"Bl — 2ay (B, B™
(2V,V,B.” =V, V,B,” —V,V*B,,) + 2B" (2V,By,,V ,B,” + 2V, B,V , B}’
—V,Bi (Vu By + V?By,) — (V, By, + V,By,) VP’ By,) + 2BY (—2V,,B,"'V , By’
+(VuByy + V,By,) VP B,*) + B, (B, (4V, VB, — 2(V,V, By’ + V,V’By,))
—204. (—2V,B*,V,B* + V,B, (V,B” + V*B",))) + Ba,6s
(—2V,B*V,B? + (VB + V,B%,) V*B"))) = 0.

(217)

3. Ecuaciones de campo de la accién asociada al lagrangiano £3 en (16):
Bay By, B™ (=492 + 3a3R) + 4B.* (92 By By + 3By’ B¥ Ry pus ) — 2 (2gc€abe

(B*(V,B¢, — 2V,B;) + BV,B*) + V,V,B}* — V,V"B,,
+0ay (V,V,B*" —V,V*BY)) = 0.

(218)
4. Ecuaciones de campo de la accién asociada al lagrangiano £} en (6):
2 (—2Buy By, B™ (g2 — auR) + 2B, By, BY (92 + 204 R) — 2g.€ape (B™
(VuB;, = 2V,By) + ByV,B*) = V,V,B," + V. V"B, + 0a (219)

(~V,.V,B" + V,V*BL)) =0
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5. Ecuaciones de campo de la accion asociada al lagrangiano £§ en (16):

2 (292 By (Bo"BY) — Bay B™) — 2gc€ae (B™ (V, B, — 2V, B)
+B!V,B*) = V,V,B," — 64,V ,V,B" + V,V"'B,, 220)
+ 64V, V*B. + 206 (B™ (B, (V,V, B, — V,V*B,,)

+2V, By (Vo By = VP Bay)) 4 Baybse (—VuBS + V,B5,) VP B™)) = 0.

Anexo B. Ecuaciones de Campo Linealizadas en GSU2P

1. Ecuaciones de campo de la accién asociada al lagrangiano £}, en (20):

1 (—892Bu" B B’ yguutiv + 892 Bap B BY gupve — 292 Ba” B Boo B’ ph
+ 292 B,, B Byy B h,,, 4 2G?° g, h o + 492 B B* By’ B® 9,00
—492B., BBy’ B” g,,hop — 2y R+ 90" hpo R

+ 2838, B By’ B’ y¢,,50: h®° Ryoro™ — 263B4" B B € 1500y R 5"

— 283B." BB’ s 500" R, 0" — 2658, B B ¢ 1500y, R, 5°

— 203B," B B’ s o0’ R, 5" + 203 8,7 B By B € 09, hps R, 5™

— 03B, BBy’ B® €80 h" o R 5™ + 203B,7 B By’ B € - ho® RP 57

+283B." B By’ B’ y¢,50:ho“ Ry o™ — 203 B4 B B’ €5 gan Y Ry ™

+203B,° B By’ B’ y¢,80-h™ Ryuno™ — 203B,° B B*¢,,00vp R, o° 221)
— 203B," B B’y 800y R, %" — 203B,7 B B¢ 500ty R, 5°

—203B," B B’ s 000y’ R, 57 + 203B,° B By B €09, h s R0 0T

— 03B, BBy’ B® je,59:h* o R0 5T + 203B,7 B By’ B® €00-ho " R0 57

+203B,° B By’ B’ ye,30:ho“ R, " — 2V, V ,h°,

— 203B,° B* By’ B® 16,1300V, Vho® — 283B,° B’ By’ B® 16,600V .V h o™
+2V,V, h,” +2V,V .k, — 2V ,V°h,, — 8G.B" B* €0V oY p

— 29, VoV 07 429,V VR, — 203B,° B B® 6,050V “V  yp,

— 203B,° B B’ 16,550V *V Py, + 203 8,7 B By’ B® 16,800V’ V , 1™

+203B,° B By’ B’ 16,800V’ V 1ho® — 2038, B B € 5 Yy "™
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- B, (Sg?Bprbpya,, + 2B% (4gceabc (Vyyf) — prf,) + 03By° (eggagyapRyﬁo‘e
+e008aVV70p)) + Bo” (B, (—892ym + 205 (€xpaty” B + €105 VV y7)
+ 683847 (€oaor (W R, +20°* (=R + R,%57)) — 2 (€gaprho” R, T
+eopat V'V 1)) + 2038 (expan (s B + v R,*) + €ppasyon o
00V IV Yy — By’ (€pa0rhpo BT + €000 VIV Nys)) )

— B, (8ngprbp Yau — 892 Ba" B® iy — 892 Bo" By + 1692 Bopu By

+ 892 B." By” B, hpy — 892 BapBy” B hyo — 26384 By’ B perapr- " R,5""

+ 203 By B¢ 5 500Yap Ry P + 205 B0 BY €5 5001y Ry 4 203 B,° B® e o paots” R,P?
— 203B,° By® B € 09:hpo R, — 263 B4 By” B € gagrho” R,

+ 038" By” B’ yegapr B’ 5 R, %" + 203B." By BY yegaor B R, 57

— 263B4" By B’ i€600: WP R 5% + 203 Bo” B* €800y R,

+ 263 Bo" B’ €0 paotn” R, — 203B,° By” B € pag-ho’ R,

+ 038" By B® € 5aprh” s R, + 203 Ba” By B e ganr B R0 57

— 203B,° By” B’ € popr P Ry 5% + 283 B0 BY € ppag Y Ro™™

+ 283 B," B® € ppaotn” R + 2By B, (—492Yap + 03Ya” (€opan Ry "

+ 0800 R6")) = 205B4" By” B® y€gao-hy” Ro®™'™ + 63B." By’ B® 1€ pa0-h’ 5 R,
+ 2038, By” B 1€ poor WP Ro’ 57 — 283 Bo” By B® e gagrh,” R

— 253BapBb"BbuepagThgﬁR/go‘eT + 8gCBb”e5achMycp — 8chb”eachpycu

+ 283 By B €586 V*V Y + 203B," BY €656V * V1,

+ 2038, B 16,050V V4 — 2038, By” B y¢5500V* V1"

— 203B4" By’ B €,,500 VNV R py — 203 B4 By’ B’ 60500V V1,,°

_ 25gBapBb"BbMep,3agV0V°‘hgﬁ)) —0:

125



126



2. Ecuaciones de campo de la accién asociada al lagrangiano £} en (3):

1 (—=892Ba" B* B’ yguybs + 892 BapB* B” gy ybs — 292 Ba” B* Byy B®
+ 292 By B By B" hyyp + 2G*° g, h o + 492 Bo" B By’ B® 9,00
—492B,, BBy’ B” g,,hop — 2hyu R+ 919" hpo R — 2V, V .17,
+2V,V,h,f 42V ,V ,h," — 2V ,V?h,, — 89.B"” B* €ue9uuV oY

— 160, B, B B* )N ;Y Yy, — 81 Bapy B BN ;N , Yy

— 1601 B, B B* )N 4V .y, — 81 By B BY N o N b — 260,V oV yh*°
+ 20, VoV, + 320, B, B* B ,9,,,V oV sy + 1601, Bo, B* B 9,V o V 51"
+ 1601 B,° B** By’ B* )NV 5V, huo + 8011 Bay B By’ BNV 5V, hp )

+ 1601 B," B* By’ B,V 5V ,huyo + 801 Boy B By B NV 5V by

— 1601 B.° B By’ B* ,V 3V s h,,, — 81 B,,B* By’ BV 5V , h,,,

+ 1601 B,° B* By’ B® 9,V 5V, h* o, + 801 B, B** By’ B 9,V 5V . h*
— 8B, (9:B"€ane (Vuyo" = V115) + By B (92Yar + a1 2V, Voya”
—VoVita” = VoVoYw)) + Bo’ (1 By B” (V,V,h° 5 — 2V, V5h,°
+VeVoh, — VsV, +VVPh,,) — B, (g2 + 201 (—2V,Vous”

+ VoVot” 4+ VoVl — By (V, V05 — 2V, V5he" + V5V, h,"
~V5V,h,” +V5V°h,,))))) = 8B, (—92By* B yap — 92 Ba’ B sy

— 92Ba" B utnp + 29 BayB" Yo + 92 Ba" B’ B uhpo — 92 Bap By’ B hpo

+ 9B €0tV 1y,¢ + 1 Bo? Byo BV YV )07 5 + 4y B, BY N,V o7

+ 20, B,’ By’ B* )V, V,h’ 5 — 201 B,” Byy BV, V 3h,°

- 4alBapBb”BpruV5hUB — chbpeachpycu

— 201 B," B’ ,V oV, " + BupB” (02Yap + 1 2V, Vota” — VoV ,u00°
~VoVan)) — 201 Ba” B* )V sV yp, + a1 Bo Byo BV 3V b,

+ 201 B,” By B* )V 5V ,h,” — a1 B, Byo B?V 5V ,h,"

— 20, B,’By’ B* VsV ,h,” + a1B," Byo B¥ NV sV’ h,,

+20,B,”By"B*,V5V°h,,) — 1601 BB’ (2B,° B®,,

+B.yB") 6,V 5Vaho" = 0;
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3. Ecuaciones de campo de la accion asociada al lagrangiano £3 en (16):
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1/16 (—3292Ba" B’ B® ,guuve + 3292 Bap B B” ¢, 410
— 892B," B* Byy B by + 892 Bap B By B hyyy + 8G*° 9,1 o
— 24a3B,,B By’ B* G, hop + 1692 B,° B By’ B® ,9,,.h0 5
— 1692 B, B By’ B* g,,,hop + 603 By B* By B G g, h 5
— 8h,, R — 603Ba, B Byy B* hyy R + 46,9 h oo R
+ 30384, B Byo B 9,0’ s R — 2403B,° B* BY yy, R, 505
— 2403 B," B By, R, po5 — 32038, B B* g, 4° R ppora
— 8a3B," B By* B, R ypo0 — 2403B,° B By* B g,,,h,° R, g0
— 2403 B,, B B*V,V ,yss + 1203B,,B* By’ BV, V ,h,5
— 60384, B Byy B* N,V ,hP 5 — 2403B,,B°* B* V .V , Y1
+ 1203 B,,B” By’ BV ,V ,hop + 8 (603 B4y B B Gy
-V, Vb, +V ,V,h+V,V,.h—N,Vh,,)
— 329 B B* €ac 9V o/ — 89uu VoV b + 89,V o VI
+ 603 Ba, B By B*V 5V b, + 603 B,, B By B?V 5V ,h,° 223)
— 4B°,, (2B, B" Y, (497 — 3a3R) + 2B" (4g.€ane (Vo p — V3%
+03B7 (34a” Rupes — 2Vo Vo)) — Ba” (8928 puw
+ a3 BY (Gybﬁ (Ruops + Rugpo) — 2 (Vo Volw + VoV o)
+ By’ (6h,"Ruopa — 6ho™ Ryaps — 3V, V shos + V,V, hos
+2V 5V, hpo + 6V 5V e — 6V5V,h,,))) )
+ 4803 B,,B B* 9,V 3V yps — 60384, B Byy B*V 5V°h,,,
— 4B, (=892 Ba" B’ yysu — 892 Ba” By + 1692 Bap By
+ 892B." By B® ,hpo — 892 Bap By B h e — 1203 B, By, R
+ 603 B, By” B"h 0 R + 603 By BYo” Ry1pos — 603 B’ B y” R0
— 6a3B," By’ B h,* R o e — 603 Ba” By R0
+ 603 Ba” By’ B by Ryuaps + 89 B €abeV 1",
+ 303 B." By’ BV ,V yhos — 89 B €aneV 3%
— a3Ba? B BV ¥ uhog + 20582 BN,V o,

+ 203 B,° B® NV N oy” — 43 Bo, BV )V 5”



+ a3B,’ By B,V V1’5 — 2a3B,°B," B* ,V ,V sh,” — 4a3B," BV ;¥ Yy

+ 2By’ B’ (—492Yap + @3 (V,Vota” + Vo V,5.7)) + 20a3B," B VoV yys,,
+203B," B* N,V " — 4a3Ba, BN,V ,yy” + a3 B, By B,V ,V b7 5

— 20384, By” BN,V ,h° 5 — 203 B, By” B* N,V sh,” + 4da3 B, By’ BV ,V 5h,”
—203B," By’ BV 5V by — 603B4" By’ BV 5V Jhyu + 603 B, By’ BV 5V . b

+ 20387 (—Bo"B’, + BauB") V5V hyy + By B” (Yay (8. — 6a3R) + 303 By,
(2G"Phopz + h% o R — 2V 5V ,h?? +2V3VPh7,))) — 8a3B," B By B" 4,V oV s hys
+8a3B,7 B By B 9,V oV gh py — 60384, B Byy B 9,V oV 5h"*

— 24a3B,,B By’ B 9,V oV hop + 603 Ba, B By B 6,V o V*h’ 5 = 0;
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4. Ecuaciones de campo de la accién asociada al lagrangiano £3 en (6):

}L<32a4Ba"B“"Bpr,,Myba + 1604 Bap B BY Gyt — 892 Ba” B B 1,000
+ 892 B4y BB g,,u00 — 292 Ba” B’ Byy B® Jhy,, + 292 Bapy B Byy B b,
+2G*? g, hpy — 1604 B," B B’ B ,G,,hop — 804 Bay B By’ B" G b0
+4¢2B," B* By’ B® 19,05 — 492 Bapy B By’ B* g,,h 05 — 20y, R

+ 404 B, B By, B® ,G?* 9, b + 204 Bay B* By B G g,,,,h g

— 40y B," B* By, B by R — 204 Bay B* Bpo B by R + 909" hpo R

+ 204 By" B Byy B® 9, h° 3 R + 4 Bapy B Byy B g,,h° s R

— 1604 B," BB )V ,V ,ybs — 804 Ba, B’ B* VY,V o — 2V, V .1,

+ 84 B,” B* By’ B,V ,V ,ho g + 404 B, B By’ BV, V . hos

— 4ayB,° BBy, B* )V ,V .1’ 5 — 204B,,B" By, B*V,V .1’ 5

— 1604 B," B** B )V .V ,ybe — 804 Ba, B** B* Y,V , Yo

+80a4B," BBy’ B* )N,V , hop + 40y Boy B By’ B*V .,V , by 5

+ 8B%,,(ByyB”Yar (— 9 + cuR) + B, B® i (97 + 204 R) + 9. B €
(=VoySp + V,ut)) + 2V, V h,? + 2V ,V b, — 2V NV h,,

— SQCBapBbUeabchVUpr —26,,VoV 7 +2g,,V,Vh?,

+ 404 B, B’ By, B* V5V, h,,° + 204 B,, B* Byo BV 5V ,h,°

+ 40y B,° B* By, B* V5V ,h,” + 204B,,B By, BV 5V ,h,°
(224)
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+ 3204 B," B B® 19,V 5V Yo + 1604 B0, B B* 9,V 5V s

— 404 B,” B* By, B* ;N 5V h,,,, — 2004 B, B* By, B*V 3V’ h,,,

— 4B, (=2 (By’B® \yap (9 + 20uR) + Bo” (B®,yp + B (Yo — By hpo))

(92 + 204R) + B" (=B (245 — By hypo) (92 — qaR) + ge€abe (—V 045
+V,y.) + By (20uB." B, (2G°hyp + 17, R — 2V 3V, 077 + 2V V707 ,)
+B (2yapu (92 — auR) + auBay, (2G7Phog + h7 o R — 2V 3V,h7° +2V5VPR7, )
— 404 B, B’ Byy B’ 16,V oV sh** — 20,4 B, B*” Byy B* 4,V o V 3h**
—1604B," B** By’ B® 16,V o Vo — 804 Bay B By’ B 9,V o Vho 5

+ 204 B By (2B, BY ) + BapB") gy Vo VR B) — 0

5. Ecuaciones de campo de la accion asociada al lagrangiano £§ en (16):

(=802 Ba" B B st + 802 Bap B B Guthr — 202 B B Bar Bl

+ 292 B,, B Byy B" 4 2G?° g, o + 492 B, B By’ B® 9,005

—492B., BBy’ B” g,,hop — 2hyu R+ §uu9” hpo R — 2V, V .07,

+ 89 B (=9 Bop B Yar + 9eBa” B i + BP0t (—V 0y + V,0%)) (225)
+89eB%, (= 9eBopB" Yo + 9 Bo” B wyap + 9eBa” By + 9eBa” B uyp

— 29 Bap B Ybp — 9eBa" Bo” B ulpo + 9eBapBo” B hpo — B €0V )%,

+ B0,V py°,) + 2V, Vb, + 2V ,V b, — 2V ,V*h,,

— 80:B% B €000V oy 5 — 200, VoV 1 + ngvgvah&,) — 0.
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Ecuaciones de campo provenientes de variar la accion respecto a los campos

vectoriales B,,,:

1. Ecuaciones de campo de la accién asociada al lagrangiano £, en (20):

492 (By" B®yyap + Ba" (B’ uyvw + B®y (Yo — By’hyp)) + B (— BouYaw
+Bay (—24u + By hyp)) — AV Voya! + 4V, .V Yo, — 2gc€ane

(2B (V,y°, — 2V 4%, — BV ,h,,) + B®, (2V .y + B* (V,h*,
—2V,h,*)) — %53 (2By” B Yapi (€popa ™™ + €vopaRRy”"®)

+ 2By B Yo" (€popalty”™™ + €uopaRp”™™)

+ B (2 (0" (€popa (BB + B R,77)

+ (B u€vopa + B'euosa) Bo”") + B (€popa (Ypu B + yo R,77*)
+ (€popalor + Cvopaon) B = By hyy (€000 R + €upas Bs"’)))

= By (B (€pa0 (—h7o R, + 2077 (Ru6® = R,%,")) + €usan

(=h7o R, + 217 (R, — R,%5%) + 2h," Ry*) + 2 (€5pa0h,” R,
+6006a VOV T + €,05a VOV R,7)) + BY, (€ppas (—h7 o R, + 2177
(Ruo® — R, + 20,  R,%) + €up00 (—h7 R, + 2077 (R,,°% — R,*,7)
+2h,° Ry"*%) + 2 (€pa0 (ho” Ru"* + 1 R,%) + €005 VOV R,

+euosa VIV 1,7)))) = 0;
(226)
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2. Ecuaciones de campo de la accién asociada al lagrangiano £} en (3):

492 (B B yyap + Ba" (B uyow + B®y (Yo — Bi hyp)) + B (= BypYaw
+Bay (=2yp + By’hyp))) — AV, Voya! + 4V, NV e, — 2gc€ane
(2B% (V4 — 2V,4° — B9V, ) + B, (2,4 + B* (V47
—2V,h,"))) — 4 (ByB™ 2V, V040" — Vo Vo’ — V,V Y0 (227)
+ B* (By,B” (V, V.17 — 2V, Voh," + V,V, b, — V,V,h,°
+V,Vhy,) + 2B, 2V, V0" — V, Vo’ — VY,V s, + By (V,V 17,
—2V,V,h,” +V,V,h,” —V,V,h, +V,Vh,,)))) = 0;

3. Ecuaciones de campo de la accion asociada al lagrangiano £3 en (16):

492 (By" B’y yap + Ba" (B uyow + By (Yo — By’hyp)) + B (= Bouyaw

+Bay (=24 + By’h,))) — AV, Voot 4 4V V' Y,

— 2gc€abe (2B (V,y°, — 2V 45 — B¥V, hy,,) + BY (2V 5+

+B% (V,uh? — 2V 1)) + 203 B." B” (2 (Rupo + Ruopp)

+ By (21, Rypop — 20, Ruppo — VoV uhyo + Vo Vihy, (229)
+VoViuhuy = VoVohy)) — %ang” (—6BpuYar R + 8By Ryjipo

+ 3Bay (—4yeu R + 2By by, R + By, (2G* hyo + hR

—2V,V, b7 4+ 2V,Vhe)) = 0;
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4. Ecuaciones de campo de la accién asociada al lagrangiano £3 en (6):

492 (By" Byay + Ba" (Byysw + By (ysu — By’ hyp)) + B™ (= Byuyar
+Bay (=2Yp + By hyp))) — AV, Voya! + 4V .V Yoy, — 2gc€abe

(2B™ (Vo — 2V,uy5 — BV hu) + B (2V,y* + B (V.15

—2V,h,")) = 20 (=2 (By B"Yar + 2By Blyay) R+ Bo, B™ (—4y,, R (229)
2By R + By, (2G" hpy + hER — 2V, V 17 + 2V, V7h2))

+ 2B, (=2Byyo R+ By (=2 (Yo, — Bv hyp) R + By, (2G7 Dy

+hoR — 2V, V" 4 2V,V7h?))) = 0;
5. Ecuaciones de campo de la accién asociada al lagrangiano £§ en (16):

49(2: (Bb,uBb”ya“ + B." (Bbuybu + Bbu (ybu - Bbphup)> + B (_Bbuyau

+ Bau(_2ybu + Bbph,up))> - 4vuvuyau =+ 4v,uvuyau - 2gc€abc
(230)

(231’“(%3/% — 2V, — B?V,hy,) + B, (2V,y* + BH(V R,

. zvphﬂp))) + 4068y, B™(V,V oy — V, V) = 0.
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