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RESUMEN

TITULO: ESTUDIO DE SOLUCIONES POSITIVAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES *
AUTOR: EDWARD STIVENS SANCHEZ BADILLO ™

PALABRAS CLAVE: ECUACIONES DIFERENCIALES, SOLUCIONES POSITIVAS, ESPACIOS DE
BANACH, FUNCION DE GREEN, TEOREMA DE KRASNOSELSKII.

DESCRIPCION:

Este trabajo estudia la existencia de soluciones positivas para ecuaciones diferenciales de segundo orden
en la semi-recta real positiva, sujetas a condiciones de frontera especificas. Se abordan dos tipos de
ecuaciones, una que depende Unicamente de la variable independiente y la funcién incégnita, y otra que
también incluye la derivada de la funcién incégnita.

El estudio se desarrolla en el marco de los espacios de Banach, utilizando la norma de Bielecki, que permite
establecer condiciones menos restrictivas para el crecimiento de las funciones involucradas. La funcion de
Green juega un papel fundamental, permitiendo representar las soluciones mediante operadores integrales.

Para garantizar la existencia de soluciones positivas, se utiliza el teorema de punto fijo de Krasnosel'skii
en conos. Este teorema proporciona condiciones suficientes para la existencia de soluciones no triviales
dentro de una regién especifica del espacio de Banach. Ademas, se presentan ejemplos de aplicacion de
los resultados obtenidos a ecuaciones diferenciales que surgen en contextos fisicos, como la ecuacion de
p-Gardner, una generalizacion de la ecuacion de Korteweg-de Vries, utilizada en la descripcién de ondas

no lineales.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Gilberto Arenas Diaz, Doctor en Ciencias
Matematicas.



ABSTRACT

TITLE: STUDY OF POSITIVE SOLUTIONS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS. *
AUTHOR: EDWARD STIVENS SANCHEZ BADILLO ™

KEYWORDS: DIFFERENTIAL EQUATIONS, POSITIVE SOLUTIONS, BANACH SPACES, GREEN'S
FUNCTION, KRASNOSELSKII'S THEOREM.

DESCRIPTION:

This work studies the existence of positive solutions for second-order differential equations on the positive
real half-line, subject to specific boundary conditions. Two types of equations are addressed, one depending
solely on the independent variable and the unknown function, and another that also includes the derivative
of the unknown function.

The study is developed within the framework of Banach spaces, using the Bielecki norm, which allows
establishing less restrictive conditions for the growth of the functions involved. Green’s function plays a
fundamental role, enabling the representation of solutions through integral operators.

To guarantee the existence of positive solutions, Krasnosel'skii’'s fixed-point theorem in cones is employed.
This theorem provides sufficient conditions for the existence of non-trivial solutions within a specific region
of the Banach space. Furthermore, examples are provided applying the obtained results to differential
equations arising in physical contexts, such as the p-Gardner equation, a generalization of the Korteweg-de

Vries equation, used in the description of nonlinear waves.

Bachelor Thesis

Faculty of Science. School of Mathematics. Advisor: Gilberto Arenas Diaz, Ph.D. in Mathematical
Sciences.
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1. Introduccion

Una ecuacion diferencial es una ecuacion que relaciona una funcién y sus derivadas.
Las derivadas de una funcion definen la tasa de cambio de esta en un punto. Las
ecuaciones diferenciales se utilizan para modelar diversos fendmenos en el mundo,
como el movimiento de objetos, la propagacién de enfermedades y el crecimiento de
poblaciones. Estas ecuaciones son herramientas fundamentales en muchos campos,
como la fisica, la ingenieria, la biologia y la economia, ya que permiten modelar el
comportamiento de sistemas que cambian con el tiempo y predecir cémo se comportaran
en el futuro. También se emplean en el disefio de nuevos sistemas y en la optimizacion
del rendimiento de los existentes.

En muchos casos, es crucial que las soluciones de las ecuaciones diferenciales sean
positivas, ya que muchos sistemas del mundo real solo pueden tener valores positivos.
Por ejemplo, al modelar el crecimiento de una poblacién, la variable que representa el
nuamero de individuos debe ser positiva en todo momento. De manera similar, al modelar
la propagacién de una enfermedad, la cantidad de personas infectadas también debe ser
positiva.

Las ecuaciones diferenciales constituyen una herramienta poderosa para modelar y
predecir el comportamiento de sistemas en cambio, siendo utilizadas en multiples
disciplinas. Su importancia se incrementa a medida que el mundo se vuelve mas
complejo. Por lo tanto, las soluciones positivas son fundamentales en el estudio de estas
ecuaciones, ya que muchos sistemas del mundo real solo admiten valores positivos.
Antes de encontrar tales soluciones, es necesario garantizar su existencia. El objetivo de
esta tesis es estudiar la existencia de soluciones positivas para un tipo de ecuaciones
diferenciales de segundo orden. Para ello, se emplearan conceptos importantes del
andlisis funcional, junto con la funcion de Green (ver seccidn 2.4) y resultados para los
espacios £'y F’, los cuales seran fundamentales para obtener los resultados deseados.

La tesis esta estructurada de la siguiente manera: primero, se plantean los problemas
diferenciales a estudiar, luego en el marco tedrico, se revisan brevemente algunas
definiciones basicas sobre los espacios de Banach y Hilbert, asi como resultados
importantes para espacios con norma de Bielecki y la funcion de Green. y finalmente
los teoremas que garantizaran la existencia de soluciones para los problemas 2.1 y 2.2.



2. Generalidades

En esta seccidn se presentan los conceptos fundamentales relacionados con los espacios
de Banach y de Hilbert, asi como los espacios de Banach dotados de la norma tipo
Bielecki, cuya importancia radica en su capacidad para controlar el crecimiento de las
soluciones a ecuaciones diferenciales. Asimismo, se introduce la funcion de Green, que
desempena un papel fundamental en la representacion explicita de las soluciones de
ciertas ecuaciones diferenciales lineales.

2.1. Problema central

Un problema de valor en la frontera (PVF) es una ecuacion diferencial acompanada
de condiciones adicionales, conocidas como condiciones de frontera, que definen
restricciones especificas en los limites del dominio. Los PVF son herramientas esenciales
para modelar fenédmenos fisicos, como el flujo de calor en sélidos o las vibraciones en
cuerdas. En el marco de esta tesis, y basandose en el trabajo de Zima ', que introduce dos
PVF especificos, junto con el apoyo conceptual y algunas cuentas de la tesis de Arenas G.
2 que aborda los PVF de forma general, se estudiara la existencia de soluciones positivas
para los siguientes PVF de segundo orden.

{ 2" (t) — K2 (t) + f(t,z(t)) =0, 2.1)
z(0) =0, limy o z(t) = 0,
y
2"(t) — K2x(t) + f(t,x(t), x’(t)) =0, 2.2)
x(0) =0, limy o z(t) = 0, '

cont eI =10,00), k> 0y funa funcion continua y no negativa.

' M. Zima. «On positive solutions of boundary value problems on the half-line». En: Journal of
Mathematical Analysis and Applications 259 (2001), pags. 127-136.

2 @G. Arenas. «Ondas viajeras para algunos modelos dispersivos no lineales». Tesis de doctorado.
Universidad del Valle, 2019.



2.2. Espacios de Banach

Los espacios de Banach constituyen una herramienta fundamental en diversas areas de
las matematicas, como el analisis funcional, las ecuaciones diferenciales y el analisis
numérico. Ademas, tienen aplicaciones en campos como la fisica, la ingenieria y la
economia. En el contexto de las ecuaciones diferenciales, los espacios de Banach se
emplean para estudiar las soluciones de dichas ecuaciones. Por ejemplo, el conjunto
de todas las funciones que satisfacen una ecuacion diferencial dada forma un espacio de
Banach. Las definiciones y conceptos relacionados con los espacios de Banach utilizados
en esta tesis se toman de 3, donde se exponen de manera detallada las propiedades y
aplicaciones de estos espacios en el analisis funcional.

Definicion 2.2.1. S/ X es un espacio vectorial sobre un cuerpo K, una norma en X es
una funcién de X enRR:, que cumple:

1. ||z|]| =0 <= =0,
2 Pl = A=l (A € K);
3. lz +yll <l + [yl

Ejemplo 2.2.2. Sean S un conjunto, K un campo, y el conjunto:

A= { f/ f:S— K esuna funcion acotada},

donde se define la norma del supremo:

7l = 1l = sup { 7@}, = € S}. 23

Un espacio normado es un par (X, || - ||), donde X es un espacio vectorial y || - || es
una norma en X. En caso de no haber confusion, se escribira simplemente el espacio
normado X. Por otro lado, se escribira || - || x cuando se quiera resaltar una norma en
especifico en el espacio X .

Proposicion 2.2.3. Todo espacio normado (X, || - ||) induce un espacio métrico con la
distancia

d(z,y) = [ly — x|

3 M. Martins. Restmenes de andlisis funcional 2016. Disponible en: https://www.ugr.es/~mmartins/

material/Resumenes_analisis_funcional.pdf. 2016.
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La topologia asociada a la distancia d suele denominarse topologia de la norma en X.

Definicion 2.2.4. Sea {z, }.en una sucesion en X. Se dice que {x,},.cn €s de Cauchy si,
para todo € > 0, existe no € N, conngy > 0, tal que

|Zm — zn|| <€ ¥V m,n > ny.

Un espacio metrico (X, d) es completo si toda sucesion de Cauchy en X converge a un
elemento de X. Un espacio de Banach es un espacio métrico (X, || - ||) completo con la
distancia d inducida por la norma || - ||. Cuando no se especifique lo contrario, todas las
nociones topoldgicas sobre un espacio de Banach se referiran a la topologia de la norma
y todas las nociones métricas a la distancia d. Por lo tanto, dado que R™ cumple con todas
estas propiedades, se concluye que es un espacio de Banach.

Definicion 2.2.5. Se dice que un conjunto S es relativamente compacto en un espacio
topologico X si toda sucesion de elementos de S tiene una subsucesion de convergente
en X.

Definicion 2.2.6. Un subconjunto no vacio K de un espacio de Banach E se llama cono
si K es convexo, cerrado y

1. ar € K, paratodoxr € K ya > 0,
2. Siz,—x € K, entonces x = 0.

Definicion 2.2.7. Se dice que ) es precompacto (o relativamente compacto) si toda
sucesion admite una subsucesion convergente en ().

2.3. Espacios de Hilbert

Los espacios de Hilbert son fundamentales en diversas areas de las matematicas,
especialmente en el analisis funcional, la teoria de operadores y la fisica matematica.
Su estructura de espacio vectorial con producto interno permite una geometria rica
y util, convirtiéndolos en una herramienta esencial para el estudio de problemas de
optimizacién, ecuaciones diferenciales parciales y procesos estocasticos. En particular,
los espacios de Hilbert son ampliamente utilizados en la mecanica cuantica, donde los
estados cuanticos se representan como vectores en un espacio de Hilbert. Los conceptos
y resultados presentados en esta seccién se basan principalmente en los apuntes de

11



clases de Galaz Garcia 4, y se complementan con desarrollos adicionales de ° que
permiten profundizar en las propiedades y aplicaciones de los puntos fijos.

Definicion 2.3.1. Sea H un K-espacio vectorial. Un producto interno (Pl) en H es una
funcion
(v):HxH—=K,

que cumple las siguientes condiciones: dados x,y,z € H y A € K, se tiene que
» Es sesquilineal (lineal en la primera y antilineal en la segunda):
Ao +y,2) = Ma,2) +{y,2) ¥y (2, y+2) = Na,y) + (z,2),

donde ) es el conjugado de ).

» Es conjugadamente simétrico:

(z,y) = (y, ).
» Es definido positivo:

(x,x) >0 ysolose anulasix=0.

Ejemplo 2.3.2. R", donde el producto interno se define como

(X,¥) = 2191 + Taya + - + TnYn,

y la norma asociada es la norma euclidiana. Dado que R" satisface todas estas
propiedades, se concluye que es un espacio de Hilbert.

Definicion 2.3.3. Sea H un K-espacio vectorial con un producto interno asociado. Si
(H, || - ||) resulta ser un espacio de Banach, se le llamara espacio de Hilbert (EH).

4 F Galaz-Garcia. Clase 22: Andlisis Il (Enero 2021). Notas de clase, Centro de Investigacion en
Matematicas. 2021.

5 F Arrieta y M. Scazzola. Teoremas del Punto Fijo. Monografia, Universidad Nacional de La Plata,

Facultad de Ciencias Exactas. 2021.
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Teorema 2.3.4. Sea H un espacio de Hilbert. Dado A C H que es cerrado y convexo, se
establece que para todo © € H existe un unico ay € A tal que d(z, A) = ||z — ao||, donde

d(z,A) = ;relgﬂx —al|.

Demostracion. Sea {a,} una sucesion de elementos de A tal que ||z — a,| — d(z, A).
Dado que A es cerrado, existe una subsucesion {a,, } que converge a algun a, € A. Por
la continuidad de la funcién distancia, se tiene que

lim ||z — ay, || = ||z — lim ap, || = ||z — ao|| = d(z, A).
k—o00 k—o0

Ahora, se probara que a, es Unico. Se supone que existen a;,a, € A tales que d(z, A) =
|z — a1l = ||z — ao|| y se define ag = 392,
Aplicando la desigualdad del paralelogramo, se obtiene

2 (Jlz = arl® + Iz = aa*) = (z — a1) + (2 — @) |* + (& — a1) — (= — @) |I%,

esto se puede expandir como

= |12z — (a1 + a2)|” + [laz — as* = + [|az — a1 ||*.

Por lo tanto, se tiene que
2 (d(x, A)? + d(z, A)?) = 4|z — aol]® + [|Jaz — a1 ||*.
Reemplazando la hipétesis de a; y as, Se concluye que
4d(z, A)? = 4)|z — ao|]® + |lag — a1 |*.

De esta manera, se deduce que

Ha1 - a2|’2

d(x, A)* = ||z — ao|]* + 1

Como a; # ay Yy ag € A (pues es el punto medio entre dos elementos de un conjunto
convexo), se tiene que
d(x, A)* > ||z — aol|*.

13



Dado que la norma es un valor positivo, esto implicaria que d(z, A) > ||z — aol|, lo cual
contradice que d(z, A) sea el infimo de todas las distancias entre x y un elemento de A.
Por lo tanto, debe existir un unico a, € A tal que d(z, A) = ||z — ao]|. O

Teorema 2.3.5 (Punto Fijo de Brouwer). Si1 < d < oo, B es la bola unitaria cerrada de
R? y f : B — B es una funcién continua, entonces existe un punto fijo en B para f.

El Teorema de Brouwer es fundamental para la demostracion del Teorema de Schauder,
el cual se emplea para probar la existencia de soluciones positivas en un problema de
valores en la frontera. La relacidon entre estos teoremas es crucial para establecer la base
tedrica sobre la que se construye el argumento principal de la tesis. La demostracion del
Teorema de Brouwer implica técnicas avanzadas en teoria topoldgica, como el uso de
espacios de Hausdorff y conceptos avanzados de analisis funcional. Dado que el enfoque
principal de la tesis esta en analizar tedricamente la existencia de soluciones positivas
para un problema de valores en la frontera de la forma 2.1 y 2.2, se considera que una
presentacion detallada de la prueba podria desviar el foco de los temas centrales. En
lugar de incluir la prueba detallada del Teorema de Brouwer, se ha optado por utilizar el
Teorema de Schauder, el cual esta basado en el Teorema de Brouwer. El Teorema de
Schauder proporciona un marco mas manejable y directamente aplicable para demostrar
la existencia de soluciones positivas para el problema de valores en la frontera. Esta
eleccion permite enfocar la discusion en espacios Banach con norma tipo Bielecki, la
funcion de Green y algunas condiciones necesarias, manteniendo la tesis dentro del
alcance deseado.

Para aquellos interesados en una comprension mas detallada del Teorema de Brouwer
y su demostracion, el libro Principles of Mathematical Analysis de Walter Rudin © ofrece
una presentacion rigurosa y exhaustiva del teorema. Este texto proporciona una base
solida en los fundamentos del analisis matematico y es una excelente referencia para
profundizar en los detalles del Teorema de Brouwer y su contexto tedrico.

Ejemplo 2.3.6. Un caso clasico es la funcion f : B> — B? definida como f(z,y) =

(2 + 4,2 —1). Esta funcion es continua y tiene un punto fijo (x,y) = (0,0) en B2,

Ejemplo 2.3.7. Otro ejemplo es la funcion f : B — B dada por f(x) = cos(x) para
xr € B =[—1,1]. Esta funcion es continua y tiene punto fijo en x ~ 0,739085 en B.

6 W. Rudin. Principles of mathematical analysis (3rd ed.) McGraw-Hill, 1976.
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Las siguientes definiciones y resultados son fundamentales para la demostracién del
Teorema de Schauder 2.3.17, el cual se empleara para demostrar el Teorema 2.3.18.

Definicion 2.3.8. Un isomorfismo entre dos espacios matematicos X eY (por ejemplo,
entre dos espacios vectoriales o dos grupos) es una funcion biyectiva f : X — Y que
preserva la estructura del espacio. Si existe un isomorfismo entre dos espacios, se dice
que esos espacios son isomorfos.

Definicion 2.3.9. Un homeomorfismo entre dos espacios topoldgicos X e Y es una
funcién biyectivah : X — Y que es continua, y cuya inversa h~' también es continua. Dos
espacios topoldgicos que son homeomorfos tienen las mismas propiedades topoldgicas.

Definicion 2.3.10. Un isomorfismo lineal es un isomorfismo entre dos espacios
vectoriales V' y W sobre un mismo cuerpo que, ademas, preserva la estructura lineal.
Es decir, una funcion f : V- — W es un isomorfismo lineal si:

1. f es biyectiva.

2. f preserva la adicion y multiplicacion por escalares: para todos u,v € V' y para todo
escalar o, se cumple que

flutv)=flu)+flv) ¥y flow)=af(v).

Colorario 2.3.11. Si K es un subconjunto no vacio, compacto y convexo de un espacio
normado X de dimension finita, y f : K — K es una funcion continua, entonces existe un
punto fijo en K para f.

Demostracion. Para simplificar, se probara el caso en que X = R?, con 1 < d < .
Dado que X es isomorfo a C? o a R?, se puede considerar que es homeomorfo a R?? o0 a
R?. Ademas, este homeomorfismo puede ser elegido como lineal sobre R y preservara la
convexidad. Sea h : X — R? un homeomorfismo lineal y f : K — K continua; entonces,
h(K) es un conjunto compacto y convexo en R¢, y la funcion compuesta h o f o h=! :
h(K) — h(K) también es continua. Si esta ultima tiene un punto fijo y, se puede concluir
que h~'(y) es un punto fijo de f. Por lo tanto, se puede asumir que el espacio considerado
es R? y estudiar un caso particular de K, del cual se pueden deducir otros.

Sisetoma K = {x € R?: ||z|| < r}, se define la funcion auxiliar g : B — B como

o(z) = % f(rz), paratodoz ¢ B,
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y se observa que cumple con las hipétesis del Teorema de Brouwer. Por lo tanto, existe
un punto fijo zo € B para g, lo que implica que rxy, € K es un punto fijo de f.

Ahora, si K es cualquier subconjunto compacto y convexo de R¢, se selecciona un r > 0
talque K C B, = {z € R%: ||z|| < r}. Como R? es un espacio de Hilberty K es cerrado y
convexo, se considera la funcion ¢ : B, — K que asigna a cada z € B, el Gnico y € K tal
que ||z —y|| = d(z, K). Se procedera a demostrar que ¢ es continua: sea z,, — z € B,.
Como {p(z,)}neny € K y K es compacto, existen limites subsecuenciales enn?(cxzes decir,
limites de ciertas subsucesiones de elementos de K). Supongamos que ¢(x,, ) — Y

Usando la definicidon de ¢, se tiene que para todo =z € K:
o —yll = lim 2n, = @(@n,)| < lim |z, = 2l| = [l = 2],

lo que implica que p(z) = y. Si se supusiera que ¢(z,) 4 ¢(z), existiria una subsucesién
{Tn, tren y un ¢ > 0 tal que |p(z,,) — ¢(x)|]| > ¢, y al considerar una subsucesion
convergente (a ¢(x)) se llegaria a una contradiccion, por lo que se concluye que ¢ es
continua.

Asi, foyp : B, - K C B, es continua, y por el caso anterior, existe un x € B, tal que
f(e(x)) = x € K. Finalmente, como ¢(z) = = para cada x € K, se concluye que = es un
punto fijo de f. O

Lema 2.3.12. Sean K un subconjunto de un espacio normado X, ¢ > 0 y A un
subconjunto finito de K tal que K C |J,., B(a,¢€). Se define ¢, : K — X como

2 acaMa(2) - a

Palt) = S @)

donde
0 Si ||z —all >¢

ma () = ]
e—|lx—al si |z—a| <e
Entonces ¢4 es continua y ||¢a(x) — z|| < e para todo x € K.
Demostracion. Se observa que para cada a € A, se tiene que m, >0y

Z mea(x) >0

a€A

para cualquier © € K. Esto garantiza que ¢4 esta bien definida en K. La continuidad de
¢4 se deduce del hecho de que, para cada a € A, la funcion m, : K — [0, <] es continua,
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ya que se puede expresar como m,(z) = max{e — ||z — a|[,0}.
Para un x € K, se puede escribir
bala) — o = oea™a@) @ Foesmal@) z_ Toeamala) (@ 2)
zaeA Mg (ZL‘) ZaeA Mg (ZL’) ZaeA ma(x)
Se define el conjunto B, como el subconjunto de elementos de A donde m,(x) > 0. Se
nota que si a € B,, entonces se cumple que ||z — a|| < . Esto permite observar que

me\T) - ||l —X a me\T) - ||l —X
H¢A<x) . l’H S ZaEA ( ) H H — Z €B; ( ) H H < e
2 aca Ma(1) 2 acB, Ma(T)
Por lo tanto, se concluye que ||p4(z) — z|| < e para todo = € K. O

Definicion 2.3.13. Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K, y sea A C E. La
envoltura convexa de A denotada por Conv(A), es el conjunto de todos los elementos
que pueden expresarse como combinaciones convexas de elementos en A. Es decir, son
todos los elementos de la forma ), 1, \kax, donde a;, € A y los escalares )\, son no
negativos, con la condicion adicional de que ) ., A = 1.

Ejemplo 2.3.14. Si se tienen un conjunto de puntos en el plano, como A =
{(0,0), (1,0),(0,1)}, la envoltura convexa de estos puntos es el triangulo formado por
ellos.

(0,0) (1,0)

Figura 2.1: Envoltura convexa del conjunto A = {(0,0),(1,0),(0,1)}. El area sombreada
representa Conv(A).

Definicion 2.3.15. Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K, y sea A C E. El
conjunto de todos los elementos que pueden expresarse como combinaciones lineales
de los elementos de A se denomina la generacion lineal de A, o Span(A). Esto incluye a
todos los elementos de la forma ., ., A.ax, donde ay € A y A, son escalares en K.
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Definicion 2.3.16. Una funcion lineal T : X — Y entre espacios de Banach se dice
que es completamente continua (o compacta) si transforma conjuntos acotados en
conjuntos relativamente compactos. Esto significa que si B C X es un conjunto acotado,
entonces T(B) C Y es relativamente compacto en'Y. En términos mas formales, T es
completamente continua si para cada conjunto acotado B en X, la imagen T(B) en'Y
tiene la propiedad de que su cierre es compacto. En otras palabras, T'(B) esta contenido
en un conjunto compacto en el espacio de destino.

Teorema 2.3.17 (Punto fijo de Schauder). Sea C un subconjunto convexo, cerrado y
acotado de un espacio normado E. Si f : C — X es una aplicacion completamente
continua tal que f(C) C C', entonces f tiene al menos un punto fijo en C.

Demostracion. Se considera K = m . Como C es acotado y f es compacta, se
establece que K es compacto y se cumple que K C C = C. Para cada entero positivo n,
se toma un conjunto finito A, € K talque K € J,., B(a,1/n),y se define ¢,, = ¢4, como
en el Lema 2.3.12. Por la definicion de ¢, y dado que C' es convexo, se puede afirmar
que ¢,(K) C Conv(A,) C Conv(K) C C. Por lo tanto, se tiene que f,, = ¢, o f : C — C.
Ademas, el Lema 2.3.12 indica que

fule) = f@) < —, VeeC (1)

A continuacion, se consideran subespacios de dimension finita de X. Se define X,, como
el subespacio generado por A, y C, = C n X,. Se verifica que ¢,(K) C X,: se ha
demostrado que ¢,(K) C C, y ademas, se cumple que ¢,(K) C Conv(A4,,) C Span(A4,,) =
X,. Por lo tanto, se concluye que ¢, (K) esta contenido en la interseccion de ambos, que
es X,.

Con esto establecido, se puede afirmar que f,, : C,, — C, es continua. Dado que X,, es un
espacio normado de dimensioén finita y C,, es un subconjunto convexo de X,, (ya que es la
interseccion de dos conjuntos convexos), por el Corolario 2.3.11, existe un punto z,, € C,
tal que f,.(z,) = .

Como esta construccion se realizd para un n genérico, se observa que {f(z,)}.eny €S Una

sucesién en el compacto K = f(C). Por lo tanto, existe un punto x, y una subsucesion
{f(xn,) ke~ tal que f(z,,) ——— T Dado que f,, (z,,) = xn,, |a desigualdad (1) lleva a
—00

1
17 = Zoll < Mo () = F@n )l + [1F (@) = 2oll < 7= 4 [ (@) = 2oll 752 0.
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Esto implica que z,,, — a0,y por la continuidad de la funcién f, se concluye que
—00

f(zo) = lim f(x,,) = 0.

k—o0

]

Teorema 2.3.18 (Teorema del punto dijo de Krasnosel’skii). Sea E' un espacio de Banach
y K C E un cono en E. Sean Q, y Q, dos conjuntos abiertos y acotados en E tal que
9 € Q; (donde 6 denota el origen de E) y 0, C Q. Sea F : KN (Q2\ Q1) — K un operador
completamente continuo tal que

1. ||Fz|| < ||z|| paraz € KNIy y ||[Fz| > ||z|| paraz € K NoQs 0
2. |Fz|| > ||z|| paraz € KNaQ y ||Fa| < || paraz € K N oQs.
Entonces F tiene al menos un punto fijo en K N (2 \ ().
Demostracion. Dado que Q; C €, existe un punto z € K N (Qs\ Q).
m Caso 1: Sean z; € 0y y x5 € 02,. Entonces, se tiene que:

o ||F(x1)]] < ||x1]| para z; € K N oSy,
o |F(z2)] > ||x2|| para zo € K N OQ.

Ahora, se definen los segmentos de recta:

- v; como el segmento de recta que une F(z;) con z, es decir,
v ={(1 = AN)F(z1) + Xz : X €0,1]},

- vy como el segmento de recta que une x con F'(x3), es decir,
vp = {(1 - w)a + pF () : p € [0,1]}.

Estos segmentos de recta estan contenidos en K N (2 \ ).

Se define el conjunto

O:<U1UU2)H(KQ(QQ\91)).
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Es claro que C es no vacio, ya que contiene al punto x. Ademas, es cerrado porque
esta formado por la unién de dos segmentos de recta, los cuales son cerrados en
KN (QQ \ Ql). También es acotado, ya que v, y v, son segmentos de recta acotados
por la acotacion de los conjuntos 2, y 2,. Finalmente, C' es convexo, ya que la union
de dos segmentos de recta es convexa. Como C' es no vacio, cerrado, acotado y
convexo, se puede aplicar el Teorema de Schauder sobre C'. El teorema garantiza
que existe un punto fijo de F en C € K N (Q:\ 1), es decir, existe un y € C tal que

Fy) =y.
= Caso 2: Analogamente si z; € 99, y 25 € 985. Entonces, se tiene que:

° ||F(I1)H > HZI?1H para x; € Kﬂan,
e | F(x2)l| < [|2s]| para o € K 109,

]

Las siguientes definiciones y resultados son fundamentales para la demostracién del
Teorema de Arzela-Ascoli 2.3.25, el cual es crucial para obtener conjuntos relativamentes
compactos en los espacios de Banach E'y F'.

Definicion 2.3.19. Sean M, X espacios métricos y D un conjunto no vacio. Sea A C
F(D) una familia de funciones uniformemente continuas, donde F (D) es el conjunto de
todas las funciones definidas en D. Si f,, : M — E son funciones en la familia A, entonces:

» Se dice que la sucesion { f.} es equicontinua si para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que

Si d]w(l',y) <0 = dE(fk(l'), fk(y)) <e VkeN,

donde d,; es la métrica en M y dr es la métrica en E.

» Se dice que la sucesion { f,} converge puntualmente a f en D si para cadae > 0y
cada x € D, existe ng € N tal que para todo n > ngy, se cumple

dE(fn(m)a f(x)) <€

Definicion 2.3.20. Un espacio métrico M es separable, si tiene un subconjunto que es
denso y numerable. Un conjunto C' en un espacio métrico M se dice que es denso en M
Si, para todo punto x € M y para cada e > 0, existe un punto y € C tal que d(x,y) < e.

20



Lema 2.3.21. Sea K un espacio métrico compacto. Entonces:
1. K es separable.

2. Si D C K es denso, entonces para cada ¢ > 0, existe un conjunto finito D, C D tal
que K C Uep, B(d,e).

Demostracion.

1. Como K es compacto y métrico, se concluye que es totalmente acotado. Por lo
tanto, para cada n € N, existe un numero finito de puntos x,1, Zn2, . .., Tpim) € K

tales que
J(n) 1
K C U B <xnj, ﬁ) . (2.4)
7j=1
SeaD =, {z,;:j5=1,...,J(n)} la unidn numerable de conjuntos finitos, por lo

que D es numerable.

Sear € K,e>0,yng € Ntalque n—lo < e. Por (2.4), existe algun j tal que d(z, z,, ;) <
e. Asi, se concluye que D es un conjunto denso y numerable, lo que implica que K
es separable.

2. Sea e > 0. Como K es totalmente acotado, existe un conjunto finito K, C K tal que
K CU,ex, B (2, 5)-
Dado que D C K es denso, para cada = € K, se puede encontrar un d € D tal que
d(x,d) < 5. Asi, se obtiene que

K c | JB(d,e).

deD

]

Teorema 2.3.22 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Sea K C R"™ un conjunto no vacio y
acotado. Entonces, cada sucesion {x,,} de puntos en K tiene al menos una subsucesion
{z,, } que converge a un limite x € K.

Lema 2.3.23. Si{f,} C F (D) es puntualmente acotada y D es numerable, entonces { f,.}
tiene una subsucesion que converge puntualmente en D.
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Demostracion. Como D es numerable entonces se puede expresar de la siguiente
manera D = {d; : i € N} donde d; # d; sii # j, ahora, tomando la sucesion {f,(d)},
la cual es acotada por hipotesis, por el teorema de Bolzano-Weierstrass, existe una
subsucesion convergente, denotada por {fél’j)(dl)) : j € N}, de la misma manera la
sucesion {f7§1’j)(d2)} es acotada, y aplicando de nuevo el teorema de Bolzano-Weierstrass
se toma una subsucesion convergente {f}f’j)(dz) : 7 € N}. Continuando con el proceso
se obtiene una familia de sucesiones {f\")(d;) : i € N} tales que para cada i € N la
siguiente sucesion es convergente

L7099 (o)}, (2.9)
y
LAY C (), =9
A manera gréfica, el proceso de generar las sucesiones produce una matriz infinita
) e fM(dy) -+ — converge
PV(dy) o f2(dy) -+ — converge
9y o f9d) - — converge

Considerando la sucesion diagonal {féj’j)} y fijando ny € N se tiene que la sucesion
{99(d,.)}; es una “subsucesién” de {f\"?)}; exceptuando quizas por los términos
() o gD g, Y, (esto debido a que cada fila es una subsucesion de la fila
anterior), con lo cual por (2.6), la sucesion {fﬁj’j)(dno)}j converge. Como d,,, fue arbitrario
se tiene que {f,} tiene una subsucesion que converge puntualmente en D.

O

Proposicion 2.3.24. Sea {f,} una sucesion de funciones en F(D) equicontinua y { f,}«
una subsucesion puntualmente convergente a f, entonces la sucesion es uniformemente
de cauchy.

Demostracion. Para simplificar se denotara por {g.} = {f.}x, sea e > 0, como {f,} es
equicontinua para dicho e existe 6 > 0 tal que para todo z,y € D con d(z,y) < 6 se cumple
que

d(96(2). 04(y)) < 3 <€ VKEN
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Teorema 2.3.25 (Arzela-Ascoli). Sea K un espacio métrico compacto. Si una sucesion
{f.} € C(K) es puntualmente acotada y equicontinua, entonces tiene una subsucesion
que converge uniformemente.

Demostracion. Sea D C K denso y numerable por el lema (2.3.23) existe una
subsucesion {f*}, que converge puntualmente en D = {d; : i € N}. Se define g, = f*,

Vk € N. Sea e > 0 como {g;} es puntualmente convergente por la Proposicion 2.3.24 se
tiene que es equicontinua, por lo cual existe § > 0 tal que

A(ge(@). 90(y)) < 5. Sy € K, d(a,y) <0, Vk € N, (2.7)

Por la Lema 2.3.21 como D es denso en el compacto K, existe un conjunto finito D, C D,
conDy={d;e D:j=1,2,..,J}talque

K c | B(d,9).

de Dy

Por la construccion, cada sucesion {gx(d;) } es convergente para j = 1,2, ..., J, es posible
escoger ny € N tal que

€ € €
d(gx(dy), ai(dy)) < d(gr(dy), 9(d;)) + d(g(d;), gi(d;)) < s§T5=3
d(ge(d;), gi(d;)) < % Vd; € Do;Vk, 1> n. (2.8)
Sear € K, sefijajo € {1,2,....,J} talque d(z,d;,) < dyseank,j > ny, entonces por (2.7)

y (2.8) se tiene que

d(gi(), gi(x)) < d(gr(x), gr(ds)) + d(gr(dso). g5(ds)) + d(g5(djo ), g5(x))

€.

IN

O

2.3.1. Espacios de Banach con norma tipo Bielecki  Los siguientes espacios seran
fundamentales para garantizar la existencia de solucion para los problemas 2.1y 2.2. Es
indispensable demostrar que los operadores 2.22 y 3.3 son completamente continuos.
Para ello, es necesario verificar que las imagenes (F(K)) y (F'(K’)) sean relativamente
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compactas, donde K y K’ representan los conos definidos en 3.1 y 3.2, respectivamente.
En este sentido, los resultados que se presentan a continuacion seran de gran utilidad,
basandose en los desarrollos y métodos expuestos en ”.

Sea g : I — (0,00) una funcion continua. Denote por E el espacio de Banach dado por la
funciones = continuas en I tal que

t)|g(t) ¢ < o0,
sup {|2(1)lg(1)} < o
equipado con la norma
Joll = sup { = ()lg(t) .
1

El teorema de Arzela-Ascoli 2.3.25 no funciona para el espacio E por lo que se utilizara
un criterio modificado para compacidad.

Definicion 2.3.26. Sea (X, d) un espacio métricoy f : X — R (o C). Se dice que f es
casi equicontinua en un conjunto E C X si, para cada punto xo € E y para todo ¢ > 0,
existe un § > 0 tal que

d(z,zo) <d = |f(x)— f(xo)] <e paratodox € E.

Definicion 2.3.27. Un conjunto de operadores {T, : X — Y} se dice que esta
uniformemente acotado en el sentido de la norma si existe una constante C > 0 tal que

IT.(z)|ly < C|lx||x paratodox € X y para cada .

Esto implica que todos los operadores en el conjunto no amplifican la norma de los
vectores mas alla de un limite comun, lo que sugiere un comportamiento controlado y
predecible en el espacio normado considerado.

Proposicion 2.3.28. Sea 2 C E. Si las funciones x € ) y sus derivadas son casi
equicontinuas en I, y uniformemente acotadas en el sentido de la norma

= sup { (1) (1) .

7 S. Hamdi et al. «Analytical solutions of long nonlinear internal waves: Part |». En: Natural Hazards 5.7

(2011), pags. 597-607.
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donde h(t) es positiva, continua en I, y

alt) _
A% =Y

entonces () es relativamente compacto en E.

Denote por E’ el espacio de Banach de las funciones x continuamente derivables en [ tal
que

sup { [lz(0)] + |2' ()] g(0) } < o0

con la norma

]l = sup { [[2()] + 1/ (1) a(0) }.

Proposicion 2.3.29. Sea 0 C FE'. Si las funciones x € § y sus derivadas son casi
equicontinuas en I, y uniformemente acotadas en el sentido de la norma

il = sup { [l(0)] + |+" ()] 1) .

donde h(t) es positiva, continua en I, y

lim @ =0,

entonces ) es relativamente compacto en L.

Demostracion. Sean {z,} una sucesion de funciones de Q, y sea {7,} una sucesién
creciente de nimeros reales tal que 7, > 0y lim, ,., 7T, = oo. Por hipdtesis como las
funciones son acotadas, entonces

K >0 VneN ||z,||n <k,

asi que
sup [ ()] + 1, ()] [ (1)} < .
por lo cual
|2, (8)] + |2, (8)| < % contel. (2.9)

En cada intervalo [0, T, ], las funciones z,, y «/,, n = {1, 2, ...}, son uniformemente acotadas
y equicontinuas (ya que al ser casi equicontinuas, son uniformemente equicontinuas
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en el intervalo cerrado mencionado), tomando el intervalo [0,7)], por el teorema de
Arzela-Ascoli existe una subsucesion {(£{")'} de {2/} uniformemente convergente en el
intervalo [0, 73], ademas la sucesion {57(11)} es uniformemente convergente en el intervalo
[0,T}], sea

pi(t) = lim [£0(1)], t€[0,T),

con lo cual
i (t) = 1m [(€M)(1)], te[0,Th].

n—oo

Ahora se considera el intervalo [0, ¢,], como las funciones ¢ € Q se tiene que existe una
subsucesion {57(12)} uniformemente convergente en el intervalo [0, T3], y sea

pa(t) = lim [P @®)], telo, T,
como {f,(f) (t)} es subsucesién de {f,(f)(t)} y esta ultima es convergente, entonces ¢, (t) =
©s(t), con t € [0, T3], ademas, la sucesion {(£{”)'} es uniformemente convergente en el
intervalo [0, T»] a ¢4 (1).
Continuando con el proceso, se obtiene la sucesion {&" (1)}, {¢P ®)}, ..., {ci” ()}, ... tal
que en el intervalo [0, 7] la sucesion {£(t)} es uniformemente convergente a la funcion
©,(t), de la misma manera la sucesion de las derivadas es uniformemente convergente a
¢! (t). Tomando la sucesion diagonal {5,(1”) (t)} la cual es casi uniformemente convergente
en el intervalo 7, a una determinada funcién ¢(¢), ademas la sucesion {(¢{”)(t)} es casi
uniformemente convergente a la derivada ¢'(t). Es claro que en cada intervalo [0, T,] se
obtiene la igualdad ¢(t) = ¢,(t), y que {£™} es una subsucesion de {x,}.
con ayuda de la desigualdad (2.9) se obtiene lo siguiente

vneN vee oo [lE00]+ €0 < 7
Aplicando limite cuando n — oo se obtiene
ve.00) [l + £ O] < 2.10)
por lo tanto
vte o) [Je] + 1 0lo0 < HA) < o

lo cual implica que ¢ pertenece a E’. Por ultimo se obtiene que ¢ es el limite de {5,(1")} en
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el espacio E':

& = elly = sup { [1€20) = ()] + 1€ (1) = ¢ |9(1) }
[0,00)
< sup{ [[€1(0) — (D] + (€2 (1) — (1) (1

0,71

+ sup {|IE1(0) = o)+ 1) (6) — (1) | 1) (1) /1) }.

(T'00)

finalmente

(0,7] [0,7] (T,00)

l&x —elly < (sup{ llgat) = el +1(€)(1) — &'(1)] }) (sup g<t>> + 2k sup {g(t)/h(t) }.

Como la sucesion {5,(1”)} es casi uniformemente convergente a ¢ y la sucesion {( ,(L"))’} es
casi uniformemente convergente a ¢, ademas, supr..,{g(t)/h(t)} — 0 cuanto 7" — oo,
entonces se obtiene

Tim [} = gll, =0,

es decir existe una subsucesion convergente en E'.

2.4. Funcion de Green

La funcién de Green es una herramienta fundamental en el analisis de problemas de
valores en la frontera y ecuaciones diferenciales parciales. Permite expresar la solucion
de una ecuacion diferencial en términos de las condiciones de frontera y las fuentes
del problema, facilitando asi la resolucion de sistemas complejos. En el contexto de la
teoria de funciones de Green, estas se utilizan para construir soluciones especificas que
responden a condiciones particulares impuestas en el dominio considerado. Para esta
tesis, el autor se centrara en el estudio de funciones de Green para un tipo particular
del problema de valores en la frontera asociados al problema central. guiandose en los
desarrollos y métodos de Amaya Z. en 8. En concreto, se abordara el tipo de funcion de

8 Z. Amaya. «La funcion de Green: Propiedades y aplicaciones a la resolucién de ecuaciones en
derivadas parciales». Trabajo de fin de grado. Universidad de Cantabria, 2023.
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Green que corresponde al siguiente problema

(p(1)2' (1)) +qt)z(t) = f(t), t€ a,b],
(PVF) < ayx(a) + aa'(a) = «,
biz(b) + by’ (b) = f,

con p(t) # 0y de clase C! en [a,b], ¢ y f continuas en [a,b], a, 8 € RY |ay| + |az| > 0,
|b1| + |b2| > 0. Para abreviar se tendran en cuenta las siguientes notaciones,

Lz](t) :=(p(t)x'(t))" + q(t)z(t),
H,|z] :=a12(a) + a2’ (a), (2.11)
Hy[z] :=byz:(b) + by’ (b),

Teorema 2.4.1 (Identidad de Lagrange.). Sean z,y : [a,b] C R — R dos funciones de
clase C'([a, b)), al aplicar (2.11) se tiene que

d

2(O)LY)(1) —y(2) L)1) = = (p(OW]z,](2)) Yt € [a,b], (2.12)

donde W|x,y|(t) es el Wronskiano de x,y en el punto t € |a,b] dado por

—y() (p(H)2' (1))’
:% [x(o (p(t)y' (1)) — y(t) (p(t>x’(t>)}
:% [p(t) (z(t)y'(t) — y(t)m'@))]
= ()W, 5](1)
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Como ya se ha comentado, se va a trabajar inicamente con problemas del tipo

y' () + f(2)y' () + g(x)y(r) = h(z),
(Problema de Cauchy) ¢ y(z0) = o,
y'(xo) = w1,

donde el problema consiste en la busqueda de soluciones de la ecuacién diferencial
definidas en un intervalo que contiene a z, y ademas verifiquen las condiciones iniciales.
Y es importante tener en cuenta el siguiente resultado.

Teorema 2.4.2 (Existencia y unicidad de solucién global). Dado el siguiente problema de
Cauchy

y' (@) + f(2)y'(x) + g(x)y(z) = h(x),

y(ﬁo) = Yo, y’(xo) =Y,

(B.2)

donde se buscan soluciones de la ecuacion diferencial definidas en un intervalo que
contenga a x verificando las condiciones iniciales. Si las funciones f, g y h son continuas
en el intervalo I C R para cada punto (zy,yo,y1) € I x R?, entonces el problema (B.2)
tiene una unica solucion; ademas, dicha solucion esta definida en todo el intervalo 1.

A continuacion, se demuestra la existencia de una solucion al problema planteado, asi
como la funcidén de Green y la relacion que existe entre ambas.

Teorema 2.4.3. Sea f una funcion continua en el intervalo [a,b] C R, y el PVF

Llz](t) = f(1), t€[a,0],
(PVF) { Hy[z] =

0,
Hb[ﬂf 0.

—

Si el PVF tiene tnica solucion, entonces es posible encontrar una integral que incluye la
funcion de Green G(t, s) y el término no homogéneo f(t). Esta integral proporciona una
férmula general para la solucion, independientemente de la funcion f, es decir,

b
x(t) :/ G(t,s)f(s) ds. (2.13)

Demostracion. Sea z(t) la Unica solucion del PVF, se consideraran dos problemas de
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Cauchy asociados a él.

(PVF 1) 2(a) = as, (2.14)

(PVF 2) ¢ 2(b) = bs, (2.15)

La EDO asociada a ambos problemas es lineal con coeficientes p(t) y ¢(¢) continuos en
la, b], por lo que, segun el Teorema de Existencia y Unicidad de solucién global, ambos
problemas tienen una solucion Unica. Las soluciones x;(t) y z2(t), que son linealmente
independientes, se emplean para resolver el problema no homogéneo mediante la técnica
de variacion de parametros. Esta técnica consiste en buscar una solucion de la forma
x(t) = A(t)x1(t) + B(t)xo(t), donde los coeficientes A(t) y B(t) se determinan a partir de
las siguientes ecuaciones.

Primero, se expresa la derivada de z(t):

x(t) = A(t)a1(t) + B(t)s(t),
y al derivar con respecto a ¢, se obtiene:
p(t)a'(8) = p(t) [A' (D1 (1) + B'(Daa(t) + A1)t (1) + B (t)].

Para garantizar que el sistema de ecuaciones se reduzca adecuadamente, se agrega la
condicion A'(t)z(t) + B'(t)z2(t) = 0. Esta condicion asegura que los coeficientes A(t)
y B(t) puedan determinarse de manera independiente de la estructura homogénea, sin
interferir con la ecuacion original. Ademas, facilita el uso de la regla de Cramer para
resolver el sistema resultante. Entonces se obtiene que:

p(t)2' (1) = ()| A()21 (1) + B(t)ab(1)],

y al derivar de nuevo

/

(p(1)2'(1))' = /(0 [A(), 1)+ By (0] +p(0) [A4'(0)25 (8)+ B (0)5(0)+ A1) (1) + Bt (1)].
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Sustituyendo en L[z](t) = f(t), se llega a la siguiente ecuacion:

P [AW (1) + B0 +p(0)| A @)1 (6) + B (@)ah(8) + A@){(t) + By
(1) [ (1) + B()aa(t)] = AW [P (04 (2) + pO)z" (1) + g(t)2} (1)
B[ (0)4(t) + ()" (£) + a(t)4()]

+p(t) [ A (t) + B'(a()| = £0),

lo que completa el sistema necesario para resolver el problema no homogéneo.
como z:(t) y x»(t) son soluciones de la ecuacidon homogénea, la expresion anterior se
simplifica a

p(t) [A (0)z1 (1) + B' () (8)] = f(0).

Entonces el objetivo es resolver el siguiente sistema

A'(t)z1(t) + B'(t)z2(t) = 0, (2.16)
A1) + BHay(t) = L |

p(t)

Como las soluciones =zi(t) y x5(t) eran linealmente independientes entonces
Wiz, x2](t) # 0, con lo cual gracias a la regla de Cramer se obtienen las soluciones
Unicas al sistema dado en (2.16).

Al(t) = @17 :}((2 :_p(t)@%’@iii}(ﬂ’
z1(t) 0
z(t) %  n()f()

PO = Wz~ pOWler @)

Las expresiones A(t) y B(t) se obtienen integrando las soluciones anteriores, con lo cual
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la solucion Unica al teorema es la expresion

" (/p(;s"é[;ﬂf”)]U )i+ </ T2 ) 740
([ st ) 20 ([ sagiio i ) =

Al aplicar la identidad de Lagrange se tiene que

)W, 22(0)) = 0 (OL[2a)(0) — 22(0) Ll () = 0,

lo cual para todo ¢ € [a, ], existe K € R se tiene que p(t)W[zy, 25(t) = K.
Es claro que gracias a la construccion la solucion cumple L[z](t) = f(t) en [a, b], solo falta
verificar las condiciones de frontera,

H,[z](t) = a1 (A(a)z1(a) + B(a)a(a)) + az(A(a)zy(a)) + B(a)zh(a))
= A(a)(aras — ayaz) =0,
Hy[](t) = b1 (A(b)a1(b) + B(b)2(b)) + ba (A(b)2) (b) + B(b)(b))
— B(b)(bibs — biby) = 0.

Para concluir todas las cuentas se define la funcion de green asociada al PV F' como,

x1(t)x2(s) . s
Gt s) = x(s’)cx (t)’ siee o (2.17)
—c sit e [s,b].

Entonces la solucion puede expresarse como

#lt) = (/ s @) =0+ ( | S ) =

b ai(s)xa(t) b 21 (t)zo(s)
:/a i f(s) ds+/t e f(s) ds

t b
_ / G(t, ) f(s) ds + /t G(t,5)(s) ds,
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con lo cual

]

Observacion 1. En la demostracion del Teorema (2.4.3), se observa que la construccion
de la funcion de Green no exige que x1 y x» sean soluciones exactas de las ecuaciones
(2.14) y (2.15), basta con que cumplan Llu|(t) = Llus](t) = 0 en el intervalo [a,b],
y satisfagan las condiciones de frontera H,[u1| = H,lus] = 0. Asi, cualquier par de
soluciones linealmente independientes que verifiquen estas propiedades, puede usarse
para definir la funcion de Green. Si z, y x, son soluciones exactas de la ecuacion
diferencial homogénea asociada y satisfacen las condiciones de frontera requeridas, sean
las funciones u; y us mencionadas anteriormente, entonces se tiene que u; = axy y
uy = Py, CON o y B constantes, entonces

uy (t)us(s) axy () 5za(s)

Ko S0l ) e Waer g S € 09
uy(8)ua(t) ) ax(s)pxs(t) .
K SEBN S Wla, gy €Y
aﬁggfl([zs (S)w)’ siteles | Tow <[:)v <S)]<>’ STt € [a. s},
) apm(s)as(t) . x1(s)as(t) .
AW ol o LB Wi e S
%, sit € [a,s],
- m(;)lm() =G(t, s).
Ko, Sit € [s,b].

Observacion 2. Como se puede observar en la funcion de Green (2.17) esta es
independiente del término no homogéneo f(t). Cuando la funcion de Green es hallada
es posible encontrar la solucion al PV F sin importar la funcion f(t), es por esto que la
funcion de Green es conocida como solucion fundamental del PV F'.

Para esta tesis, la funcion de Green que se desea hallar sera la asociada al siguiente
PV F homogéneo:

—(2"(t) — K*z(t)) =0, tel,

(2.18)
z(0) =0, limy e z(t) =0.
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Sean u;(t) = e — e7* y uy(t) = e~* gracias a la Observacién 1 solo queda verificar las
condiciones mencionadas:

Entonces L[u;](t) = Lus(t) = 0.
Ho[u1] = u1(0) = €” — e’ = 0.

lim e * = 0.

Hoclua] = tlgono un(t) = t—o0

Como se cumplen las condiciones entonces las funciones u; y u, se pueden usar

para hallar la funcion de Green asociada al PV F homogéneo.

ekx _ e—kx 6—ka:
k(ekx + eka) _kesz

- _ (k(e—Qkx o 1) - k’(l + e—ka)) = 2k.

Ko =p(t)Wlug, us)(t) = —

Con lo cual la funcion de Green asociada a (2.18) es

1 e—ks<ekt o G_kt), 0 S t S s,
G(t,s) = — (2.19)
2k e—kt(eks _ e—k:s)’ O S P S t,
y su derivada parcial con respecto a t es
1 e ™ (e +e ), 0<t<s,
Gi(t,s) = = ( ) (2.20)
2 —eM(eks —e7hs) 0 <s <t

2.4.1. Preliminares En esta seccion, se presentan resultados relevantes que se
derivan del uso de las funciones de Green definidas en (2.19) y (2.20). Estas funciones
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ofrecen un marco tedrico que permite abordar de manera efectiva el problema central de
la tesis.

Proposicion 2.4.4. Sea )\ > k, t,s € I entonces
G(t,s)e ™ < G(s,s)e™. (2.21)

Demostracion. Caso 1.t < s, entonces se obtiene que

1 1
G(t, S)ef)\t - oF e*ks<€kt _ efkt)ef/\t — ﬁefks(e(kf)\)t . e—(k+)\)t)’
1 1
G(S, S)e—ks — 2ke—ks(€kzs . e—ks>e—ks _ ﬁe_ks(l N 6_%8),

Como k < A, entonces (k — A)t < 0, con lo cual e*N* < 1,y ¢t < s implica que —2ks <
—(k + \t, por lo que —e~*+Nt < _=2ks ggj

k=Nt _ o —(k+A)t <1-— 6—2ks7
por consiguiente, se establece que

1
—e (1 — ) = G(s,8)e .

ie—ks(e(k—/\)t o e—(k+)\)t) < o

A
G(t,s)e " = oF

Caso 2.t > s, en consecuencia

G(t, S)éf)‘t — _efkt<eks o efks) —At

€ )

1
G(S, S)e—ks — ﬁe—ks(eks o e—ks)e—ks'

Como s < t, entonces —kt < —ks, con lo cual e M <e*yk < Ximplica que —\t < —ks
y
por lo que e M < e_ks, por ende

1 1
G(t, S)e—)\t — %e—kt(eks _ e—k’s)e—)\t < %e—ks(eks o e—ks)e—ks — G(S, S)e—ks'

]

Proposicion 2.4.5. Sea f(s,z(s)) la funcion presentada en 2,1 se define el siguiente
operador integral F

(Fz)(t) = / G(t,s)f (s, z(s)) ds, (2.22)
0
si existen funciones continuas a,b : I — I tal que f(t,x) < a(t) + b(t)z, entonces
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1
(Fa)(t)le™ < = / als) ds + o o] / ORIps
2%k J,
Demostracion.

|(Fz)(t)|e ™ = /000 e MG(t,s)f(s,z(s)) ds < /000 e MG(s, s)(a(s) + b(s)z) ds

< [ gt et + i) ds < o [Tt + o) ds

1 oo [e.e]
< / e *a(s) ds + — e *b(s)||z|| ds
0

1
< 7ks d - ()\ ksb
<gp [t s ku |

(Fz)(t) > me " (Fz)(r) Ytel, r>0.

Demostracion. Seat > 0,t € [y, ]

Casol.t< T

00 t 00
:/ G(t,s)f sxs dSZ/Gt,sfs,xs ds—i—/ Gt,s)f(s,x(s))ds

/ (R — ) f (s, 2(5)) ds + / e t>f<s,x<s>)ds-

Entonces

B t 1 oy . e ok e—kr(eks _ e—ks)
I —/0 %e Fi(hs — g=hs) (e’”(eks — e’“’)) ( oF ) f(s,z(s)) ds
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ycomo0<s<t<r

/O t S_ZG(T, $)f(s,2(s)) ds > /0 "Gl s) F(s.2(s)) ds
> ¢k(t+7) /0 Gr,5)f (5,0(s)) ds
=e M (e_kT /OtG(T, s)f (s, z(s)) ds) :

Por otro lado

[e.9]

L= [ Gpe o = e (s dsot [ g o e (s0() ds
% e (o =) <(2k >) f(s.a(s)) ds
T e L
- (eeksfe;)eem G(r,8)f (s, 2(s)) ds
+ /TOO (::t — z_]:) G(r,5)f (s, 2(s)) ds.

como para la primeraintegral 0 < ¢t < s < ryparalasegunda 0 <t <7 < s
entonces

[ (G ) oty s+ [T (S ) 6 (sate) ds
> (=) [ 6 (sae) dsot (5 =) [T 69 (s.0() ds
> (M — ) /t T%G(T,s) F(s,2(s)) ds + (5 — ) / G, )f (s,2(s)) ds
— (@ e Mt [ G (s.a(9) ds.

Concluyendo

(F)(t) = I + I >e* <e_kT /O G 9)f (5,0(5)) ds)
e e [T (sa(s) ds
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Como t € [, 6] entonces e™* > e # y ekt — e7k > k7 — k7 gea

m = min{e ", " — e 7},

= (Fz)(t) >m (e_]” /0 i G(1,8)f(s,2(s)) ds + e /too G(1,s)f(s,2(s)) ds)
= me " /000 G(1,8)f(s,2(s)) ds = me " (Fz)(7).

Caso2.t>r1

t —kt

B[S - e (sals)) ds+ [ S e (sa(s) as

T

= /OT %:(eks — e k) (e,w(e,ik_ e’“)) (e_kT(ek;k_ e_ks)) f(S, x(s)) ds
# [ G o) (e ) (T ) (st

T e_kt t —kt(eks _ e—ks)

:/0 FG(T,S)f(S,m(S)) ds +/ :ks<€k7 - eikT)G(T, s)f(s,2(s)) ds,

para la primera integral se tieneque 0 < s <7 <tyenlasegunda0 <7 < s <t,
con lo cual

T e—kt t e _
/0 efkTG(T7S)f(S7:E(S)> ds +/ o Fa(cFr ekT)) G(r, s)f(s,:p(s)) ds

> /T ijG(T, s)f(s,x(s)) ds +

Por otro lado

L [T oo (s ) () st as
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paralocual 0 <7 <t < s, entonces

| a0 (st s> [ Glrops(s.a6) s
> (e [T 6 (o) )

Finalmente,

Fa)) = (o [ (ato) ds) e (o [l (sa(e) as)
=t (et [Tt (o) ds) 2 met [T 61 (s.n(0) ds
= me " (Fz)(1).

Por lo tanto
(Fz)(t) > me ™ (Fz)(r) Ytel, r>0. (2.23)

]

Proposicion 2.4.6. Se denota G (s,s) como la derivada por la derecha de la funcién de
Green (2.20) en el punto (s,s). Seak > 1,t € [v,6] y s < t; entonces

2kG(t,s) + Gi(t,s) > my [G(s, s)+ |G{ (s, 9)] ]e’ks,
donde

39



Demostracion.

ke—ké

mq [G(s,s) + ‘Gz“(s,s)”e_ks B

2k

BVENT

1
_—ké_—ks | L
=e e {2

2k
e—ks <6ks . e—ks):|

—k5<€ks . e—ks)

7kt<€ks o efks>

1
— 9% <%ekt(eks o eks)) . §€7kt(eks o efks)

= 2kG(t, 5) + Gy(t, 5).

[G(s, s)+ |G{ (s, s)] ]e”“ > %[G(zﬁ,s) + |Gy (t, s)\]e’)‘t.

Demostracion.

9 2 |2k

1

1
< {%eks(eks . efks) 4 567163(6165 o eks):| efkt

= [G(S,S) + |G (s, s)”e*ks.

1
k kb ks [k + ks (ks — e—ks):|

1 111 1
- |:G(t, S) + ‘Gt(t, S)’] 6—/\t _ |: e—kt(ekzs o e—ks) + §€—kt(eks - 6_]%)} e—)\t

1 1
|:_€—ks(eks . e—ks) + §€—ks(eks . e—ks):| e—ks

]

Analogamente se denota G; (s, s) la derivada por izquierda de la funcion de Green

(2.20) en (s, s), para este casot < s se tiene que

2kG(t, s) + Gy(t,s) > my [G(s, s)+ |Gy (s, 9)] ]e_ks.
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Demostracion.

—ks
my [G(s, s)+ |Gy (s, 9)| } e he ( ! eF (R — e7h) 4 le_ks(ekS + e_ks)) e~ks

Tkt \2k 2
k —ké ,—ks k 1 _
— € € efks + ek:s + k 1671{38
k+1 2k 2k
—ké ,—ks k 1 o
— € € efks + eks + k 167]68
kE+1 2 2
—kd ,—ks —ks
Se e "e k+1€k8+k+16_k5
k+1 2 2
_ e—kée—kse—ks (eks N e—ks)
2
—ks ,—ks
S %(eks + efks)
e—ks e—ks e—ks
— 1 —2ks < 2 < kt _ —kt
(1) < C(2) < S (3 - M)
1 1
— e—ks <ekt o e—kt + 5ekzt + ée—kt>

1 1
=9k (ﬂeks<ekt o 6kt>> 4 §€7ks(ekt 4 efkt)

= 2kG<t, S) + Gt(t, S).

[G(s, s)+ |Gy (s, 9)] ]e_ks > %[G(t,s) + |Gy(t, )| | e ™.
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Demostracion.

1 171 1
5 [G(t, s) + |G(t, 8)]] e M= 5 [%e_ks(ekt —e My + §€_ks(6kt + e_kt)} e M

L ks pey [ | U A €
—e e —e _ —e e e — || e —
|:2k ( ) <€ks _ e—ks + 2 ( + ) eks + e—ks e—kzs
Kt —kt kt —kt —ks
e —e 1 e e e

- - ) + _e—ks(eks + e—ks) ( . + . >:| e—kt .
ens — e=Ks 2 ens + s e~ hs

: 1 —ks( ks —ks 1—e?M 1 —ks( ks —ks 1+ e M —ks
R E ‘€>(Tr;% T e e )| ¢
+

= :G(s,s) + |Gy (s, 9)] ]e”“.

Proposicion 2.4.7. Sea(0 < k <1 y s <'t, entonces

1.
Glt,5) + Gilt,5) > ma [ Gls, 5) + |G (s, 9)]| [ e,
donde - _—
me = min{l:Lke’“s,e’W + k116k7} )
Demostracion.
1—k e—ks —ks
Mo [G(s,s) + ’GZF(S,S)‘ }e_ks < H——ke_M {W (e" —e™™) + 5 (e —e ks)} e~ks
1—k 1 1 1—-k k+1
< —ké | — (ks _ _—ks ~ (ks —ksy| — —ké ks ks
=15 kC {%(6 R 1C )} 1+ & {Qk ( )}
1 1 1
< (11— —kt | _— (ks _ —ks\| — — —kt( ks _ —ks\ _ — —kt( ks _ _—ks
<(1-ke {%(e e ") T (e e ) 5¢ (e e )
=G(t,s) + Gy(t, s).
O
2.

[G(s, s)+ |G (s, 9)] ]e’ks > [G(t, ) 4 |Gy(t, s)| |e™M.

42



Demostracion.

1 1
[G(s, s)+ |Gf(s7 s)’ ]e_ks = {%e_ks(eks —e7F) 4 56"“(6’“ —eke)| ehe
> _ie—kt(eks o e—ks) + le—kt(ekzs o e—ks)— e—ks
~ |2k 2 ]
> -ie—kt(eks . e—ks) + le—kt(eks o e—ks)- 6—)\5
— |2k 2 ]
> -ie—kt(eks . e—ks) + le—kt(eks o 6—ks)- e—At
|2k 2 ]

=G, s)+ |G, s)\]wt.

Sit < s, entonces

G(t,s) + G(t,s) > mq [G(s, s) + |Gy (s, 9)] }e‘ks.
Demostracion. Se tiene que

E—1<0 , 0< (k+1)e®re ks —e72ks | o7h <07k y okt |kt > R 4 et
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con lo cual

- 1+ k + k.e—Qk:s + (k, + 1)e2k76—2ks _ e—2ks

1<
E+1
—2ks 2k~ ,—2ks —2ks
R L+ k+ ke + (k+1)e*e " —e
- E+1
k-1
6_kt(k3 _ 1) > 6—1@7 (k " 1) (1 + k4 ke—ka + (/{3 + 1>62k76—2ks _ 6—2ks)

k—1
e ket 4 e (k1) > + ek“’%(l + k4 ke + (k4 1)e* e — e

+ e+ ket
k—1
:6k7(1+k+<k—1)6_2k8)+k—+1 (14 k+ (k= 1))
kE—1 _ ks
_ (ek7+k+1€ k'y> (1+/{7+(/{Z—1)6 Qk)
= (M + k_le_]” ((1—6_2ks)+k(1+6_2k8))
k+1
2m2<(1—6_2k8)+k’(1+ —214:5))7

entonces

ek‘t + k,ekt + e—k‘t(k, _ 1) > m2<(1 _ e—ZkS) + ]{3(1 + 6—2ks)>

(eFt — &MY 4 k(e + e7M) > my ((eks — o) 4 (e efks>>€fks

1 1 [ 1 1
ﬁefks(ekt o efkt> + §efks<€kt + efkt> > my -%efk:s(eks o efks> + 567]68(6]68 + eks>] efks7
es decir _
G(t,s) + Gy(t,s) = ma|G(s,s) + |Gy (s,9)] }e’ks.

[G(s, s)+ |Gy (s, )] ]e‘ks > [G(t, s) + |G(t, s)| } e M,
Demostracion. Se tiene que

e—2kt _ e—2ks Z 0 y 1—k 2 O,
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con lo cual

0 < (e 2k — ¢=2ks)(1 — k)
—(e72kt _ o) 4 fo(em2hs _ o2kt

(1— e — 14 e ) 4 (1 4 e 2k 1 — 2K)

(1 — e 2%) 4 k(1 + e %) — (1 — e 2kt) — k(1 + e~2),

es decir
(1 o e—2ks) 4 /{(1 + e—2ks) > (1 - 6—2kt> + k(l + e—2k:t)
ks (ks — mhSY 4 ke RS (ks 4 omho) efkt<(ekt et 4 (et 4 e kt))

e—At((ekt _ e—kt) + k(ekt + e—kt))7

v

v

entonces

k5 (ks — mhSY 4 ke RS (ks 4 e2hs) > e—At((ekt — ety k(eht 6—kt)>

(e—ks(eks N e 6—ks)> e hs > e—At((ekzt — R 1 (et 4 6—kt)>6—ks

—ks

—ks
€ ks _ _—ks €
{ % (e —e %) + )

1 1
(eks + e—ks):| e—ks 2 {ﬁe—ks(ekt _ e—kt) + 56_k8<€kt + 6—kt):| e—)\t

[G(s, s) + |Gt_(s, s){ ]e_ks > [G(t, s) 4 |Gy(t, s)| e,
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3. Resultados Principales

En esta seccidn, se presentaran los resultados principales del articulo central, que
incluyen teoremas fundamentales que garantizan la solucién al problema principal de
la tesis. Estos teoremas se apoyan en los resultados previamente obtenidos, los cuales
serviran como base para abordar de manera efectiva el desafio planteado.

Se probaran las soluciones positivas del problema 2.1 en el espacio de Banach F definido
en la seccion 2.3.1 con g(t) = e, donde k < \.

Teorema 1. Sea G(t, s) la funcion de Green dada en (2.19), tal que

1. f:IxI — T escontinuay f(t,z) < a(t)+b(t)x para f(t,z) € IxI,dondea,b: 1 — I
son funciones continuas.

2. Laintegral M, = [;° e *a(s) ds y My = [;°e*M*(s) ds son convergentes, y M, <
2k.

3. Existe o > 0, a # M, (2k — My)™', v, 6 > 0,v < 4§, yto € I tales que

-1

5
min ~ min  f(t,r) > ae™® [/ G(to, s) ds] ,
ol

te[y,8] z€lma,aerd]

donde m = min{e=* ¥ — e=*7}, entonces el problema planteado en 2.1 tiene al menos
una solucion positiva.

Demostracion. En el espacio E se considera el siguiente conjunto
K:{mEE:x(t)zO enly r[m(sr]w:(t)zmHycH}7 (3.1)
’y7

1. Seanz,ye K,y A € [0,1]

Az(t) >0, (1= Ny(t) > 0= Ix(t)+ (1 = Ny(t) >0 Vt € I,
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ademas

min(Az(t) + (1 — Ny(t)) =min Az(t) + min(1 — N)y(t)
[v:9] [7:9] [v:9]

= minz(t) + (1 — A) miny(¢)
[7:6] [7,6]

> dm||z| + (1 =Nyl
=m(Az] + (1 = Nyl
=m| Az + (1 — Ny,

= \z(t) + (1 = N)y(t) € K VA € [0,1],
por lo tanto K es convexo.

. Sea z(t) € K, entonces existe (z,,) — z(t) tal que z,, € K Vn.
l. Suponga que z(t) < 0, sea e > 0 tal que x(t) + € < 0, por hipotesis para tal e existe
no € N tal que para todo n > ny

|2,(t) — z(t)] < € = x,(t) — x(t) <,

= 1,(t) < z(t) —e <0,

con lo cual z,(t) < 0, y esto contradice el hecho de que z,(t) € K, por lo que
z(t) > 0.
Il. Por hipétesis miny, s x, > m||x,|| para todo n, con lo cual

lim =z,
n—o0

lim minx, > lim m|z,| = min lim z, >m

n—00 [v,d] n— o0 [v,8] n—o0 ’

lo cual implica que
min x(t) > m||z|,
[v,9]
por lo tanto por I. y Il. z(t) € K, lo cual implica que K es cerrado.
.Seaa>0yre K
l. ax(t) > 0.

Il. ming, 5 ax(t) = aming, 5 2(t) > am|jz| = m|laz|,

conlocual ax € K.
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4. Sean z,—x € K, entoncesx >0y —z > 0, con lo cual x = 0.
Por lo tanto K es un cono.

l.Sear € K.Sit < s, e < e con lo cual ek — e=* > 0, de la misma forma si s < ¢
entonces e** — e~*s > 0, por lo tanto G(¢, s) > 0, y por hipbtesis f(s,z(s)) > 0, entonces

(Fz)(t) >0 z €K,

de la Proposicion 2.4.5 se tiene que miny, 5 (F'z)(t) > m||Fz||, con lo cual F(K) C K, es
decir, ' mapea a K en si mismo.

Parar = M;(2k — M,)~'y R = «, sean los siguientes conjuntos abiertos y acotados
G ={zel:|z|<r}y Q={xecFE:|z| <R}

Sin pérdida de generalidad, se supone que r < Ry que z € K N Qs.
Dado que M; y M, son convergentes, la integral

/ooo <€_""Sa(8) + Sl}pﬂx(s)|€_ks}€(k_k)8b<s)) o

converge a M, + M, M,, donde M, = sup,{|z(s)|e~**}. Este valor esta bien definido gracias
a la construccion del espacio de Banach E.

A continuacién, se consideran t; > 0y ¢ > 0. Las funciones h(z) = ef®(ef® — e7*2) y
g(z) = e — e~** son continuas en ¢, € I. Por lo tanto, existen 4,, d, > 0 tales que:

ke

|h(z) — h(t1)] < KPS
y k
€

— gt S

lg(z) — g(t1)] < TAESYATA

si se cumple que |z — t;| < &1 Y |z — t1] < 09, respectivamente.
Finalmente, se considera un ¢, > 0 tal que [t; — t5| < min{d;, 5} y 2 € Qy. Sin pérdida de
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generalidad, se supone que t; < t,.

[(Fz)(t1) — (Fz)(t2)]
/O Gt ) f (s, 2(s)) ds — /0 " Gt )/ (5. 2(s)) ds
< /0 161, 5) — Glta, )| (als) + b(s)a(s)) ds
< [ 1619 = Gt 5)| (als) + bis)a() ds
< /OOO (Glt1,5) — Glta, 5)| (als) + b(s)z(s)) ds

_ /0 Gt 5) — Gt )| (a(s) + bls)a(s)) ds
+ /t Gt 5) — Cltar 3)|(als) + b(s)(s)) ds
+/MWW@—G%JNM@+WW@WB

to
B /tl G*ktl (eks . efks) efktz (eks . efks)
0

(a(s) + b(s)z(s)) ds

2k 2k
to —ks( kt1 _ _—kt1 —kta (ks __ —ks
+/t1 e oF ) e (62k ) (a(s) + b(s)z(s)) ds
e} —ks(, kt1 _ —kt1 —ks( kta __ _—kta
+L e e oF ) _ ¢ (e oF <) (a(s) +b(s)x(s)) ds,

para la primera integral se tiene que s < t; < t, y para la tercera t; < t, < s, entonces

(F)(t) — (F)(ts)]
:/0 1 (e_ l(e;k_ e~ S) B e~ 2(628k— e s)) (CL(S) _I_b(g);p(s)) ds

to —ks(  kt1 —kt1 —kto ( ks —ks
(& — € (& e —e
t1

+ /: B (e_kS(ekt;k;— e ) e—ks(e’“?k— e"m)) (a(s) + b(s)z(s)) ds,

e

(a(s) + b(s)z(s)) ds

2k 2k
2

como t; < s < t, para la segunda integral entonces e ¥t < e7Fs y ekt — p=Ft1 L ehs
con lo cual no se puede afirmar el signo del valor absoluto, entonces
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Caso 1.

e—ks(ektl _ e—ktl) e—ktz (eks _ e—ks) B e—ks(ektl _ e—ktl) e—ktg (eks _ e—ks)
2k 2k B 2k 2k
< efks(ektl o e*ktl) B e*k‘tz (ektl . efktl)
- 2k 2k
< e—ktl (ektl _ e—ktl) e—k‘tz (ek‘tl _ e—k‘tl)
- 2k 2k
< e—ktl (6kt2 _ e—ktg) e—ktg(ektl _ e—ktl)
- 2k 2k
Caso 2.

e—k’s(ekh _ e—ktl) e—ktz (eks _ e—ks)

B (e—ks(ek‘tl o e_ktl) e_kt2 <€ks . e—ks))

2%k 2% 2% 2%k
e—ktz(eks . e—ks) e—ks(ektl . e—k;t1)

B 2%k - 2%k

_ efktg(ektg . e*kh) - efks(ektl . efktl)
= 2% 2%

. e—ktl(ektg . e—ktz) - e—ks<€kt1 . e—ktl)
= 2% 2%

- 6—kt1(ekt2 . e—ktg) - e—ktg(ektl . e—ktl)
= 2%k 2%

Con lo cual,

e—ks(ektl _ 6—kt1) e—ktg (eks _ e—ks) < e—ktl (6kt2 _ e—ktg) e—ktg(ektl _ e—ktl)

2k 2k - 2k 2k
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Entonces

v (- ) (o) + et
b [ (FHE - ) 0l +boete))

< [M(FHG - ) (bt s
(- ) o+ et a
A e e ICCRT R

< [ (G - S () blsgats) s
v (T - ) o + et a
T /:e _
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como —kt; < —ks para la primera integral y —kt, < —ks para la segunda, entonces

(o)) = (P
e ) / o (als) + b(s)a() ds
P (e o D) [ e ate) + sya(e) s

+(ekt2 ;ke—kfz_e’““ ;ke"““) / e~ (a(s) + b(s)z(s)) ds

_ (ektg(ekt;k_ e kiz) - e (e kt;k_ —ktl))/o e (a(s) + b(s)x(s)) ds

eth (eth _ e—ktg) ekt1 (ektl o e—kh) to e
+ ( % — oF ) /tl e " (a(s) + b(s)z(s)) ds

eth _ e—ktg ekt1 _ e—ktl) /OO )
+ — e "(a(s) +b(s)x(s)) ds
(5 i) ¢ ) ()

(e " a(s) + e Fb(s)e *x(s)) ds

/
/
/0°° (e a(s) + sup [a(s)]e™ }eAPop(s)) ds
/
)

(e7*a(s) + Moe*™™7b(s)) ds

=
—~
<~
N
~
=
—~
<~
-
~
)
—~
<~
N
~
KQ
—~
~+
—_
~—

(My + MyMy)

2k 2k

ke ke
= + My + MyM,) =
B <(M1 + MoMy)2k (M, +M0M2)2k> (M, oMy) =€

. o . . . s — \/
entonces las funciones F (£2,) son casi equicontinuas en I. Andlogamente F (£2,) son
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casi equicontinuas en I, obteniendo

|(FI)/(t1) . (Fl’)/(tg)| S |:|h(t2) ; h(t1)| + |g(t2> ;g(tl)| (Ml + MQMQ)

to
4 et / (e7**a(s) + Moe*Mp(s)) ds,

t1

Con las funciones h(x) = e**(e"* — e7**) y g(z) = e** + e**  se obtiene un resultado que
es analogo al presentado en ”.

Ademas, .
[(Fz)(t)]e ™ < e’\t/ G(t,s)f(s,z(s)) ds
0
<e M / G(t, s)a( )ds+/ G(t, s)b(s)z(s) ds
0 0
4 I
Como ¢ >0
=[G )ds + [ G(t,s)a(s) ds
i/ e Ft(eks — ek a(s) ds + L= e Fs(eM — e*a(s) ds
Qk 0 Qk t
1 [e.e]
< —kt k:s —ks kt
_Qk:(/ ds—i—/t e e a(s)ds)
1 oo
< —ks kt —ks kt
_Qk:(o ds—i—/t e e a(s)ds)
it
_ —ks g _
o /0 ¢ o M
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n = fo s)z ds + [ G(t, s)b(s)x(s) ds

I 1 [

=or i e Mk — e7*\b(s)x(s) ds + % /. e Fs(eM — e7FYb(s)x(s) ds
1 [t 1 [

= —/ e M (e? — ek eb(s)x(s)e ™ ds + — e M (e — eTFeMb(s)w(s)e ™ ds
2% J, ok

< L /t e Fer e h(s)z(s)e ™ ds + i h e_ksekte’\sb(s)x(s)e_’\s ds

— 2k J, 2k
I 1 >

< %/o e Fsekte*p(s)|x(s)|e ™ ds + % /. e Fsekth(s)er | (s)|e ™ ds
1 o0

= ﬁ/o eFtePRsp(s)|z(s) e ds
1 o0

< kt ()\fk)sb d

<gp | b el ds
1 [ M| x

< %/0 eFeP=Rsp(s) ||z ds = 2'2 HMQ

Con lo cual

||<Fx>||=sup{|<Fa:><t>|e—”}sSup{e— (%M n k;’f”Mz)}

oup { (A Ll
- 2k 2k

Como M; y M, son constantes, entonces se tiene que el operador (Fx) estd acotado
con respecto a la norma ||z||, = sup;{|z(t)|p(¢)}. Por lo tanto por la Proposicién 2.3.28,
F(K) es relativamente compacto en E, entonces el operador F : K N (Qy\ Q1) — K es
completamente continuo.

Il. Sea z € K N 09, de la Proposiciéon 2.4.5

(a0l < 55 [ e ats) s+ gelall [ X bs) ds = 5O )

=2k J,
M1(2k — My) + My M,
2k — M,

= o1
1 2kMy
2k \ 2k — M,

1
My + M (2k — M) ™' Ms) = T (

) = M;(2k — My)™' =1,
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con lo cual ||Fz| < ||z

Sea z € K N0, entonces

minz(t) > mlz|| = ma,
[7.9]

por lo tanto, para t € [y, J] se tiene que ma < z(t) < ae?, y por hipbtesis

(F'z)(to) :/000 Glto, s)f(s,x(s)) ds > / Glto, s)f(s,x(s)) ds

s 5 -1
Z/ (/ G(to, 7) dT) e ds = aeto,
v \Jy

en consecuencia e~ (Fx)(ty) > «, implicando que || Fz| > ||z]|-

Todo esto demuestra que el operador F' tiene al menos un punto fijo en K N (52 \ Ql)
gracias al Teorema 2.3.18, lo cual implica que el problema 2.1 tiene una solucién positiva
z no trivial tal que r < |jz]| < R. O

En esta parte del trabajo se probara la existencia de soluciones positivas para el problema
2.2 es un espacio E’ con g(t) = e *. Considerando primero k > 1.

Teorema 2. Sea Gi(t, s) la funcion de Green dada en (2.19), tal que
1. f: I xI xR — I escontinua, y

ft2,y) < a(t) +b()(x + ly),

para (t,x,y) € I x I xR, donde a,b: I — [ son funciones continuas que satisfacen
la hipdtesis 2 del Teorema 1, con M, < ;.

2. Existena >0, o # M;(1 —2M,)™ 1,0 <y < 4, yto € I tal que

-1

1)
J(t.2.y) > 2kac™s { [ @h6itto.5) + Gitta. ) ds} ,

Y

paratodot € [v,4] y (x,y) € D, donde
D = {(m,y) el xR:2kr+y> %a y x4+ |y Saem}.

Entonces el problema planteado en 2.2 tiene al menos una solucion positiva.
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Demostracion. En el espacio E consideremos en siguiente conjunto

K = {:c € E :x(t) >0 enly min[2kx(t) + /()] > %Hx”} : (3.2)

[7,9]

Analogamente como en el teorema anterior K’ es un cono.

I. Sea el operador integral

(F'z)(t) = /000 G(t,s)f (s, z(s),2'(s)) ds, (8.3)

de nuevo por hipétesis es claro que (Fz)(t) > 0. Sean t € [v,0] y s,7 € I, por la
Proposicién 2.4.6,

[2h(F2) (1) + () (1)] = /0 " (2kG(t,5) + Cult, 5)) (s, 2(5),2'(s) ds
> | [ (G916 (e (50050 '0) s
b [ G0+ 16 (9 (0050, 79)
> o] [ (Gt + [Gur ) (50 (5) ds
# [ (G G F(a(5) ') ]
= 2L [(Fa) ()] + [(Fa) (7).

entonces

min [26(F'2)() + (Fa)' ()] 2 T (F'x)].

con lo cual (F'(K’)) C K’, es decir F” mapea a K’ es si mismo.

Sea r = 2M;(1 — 2M,)"', y R = «, ahora se definen los conjuntos abiertos y
acotados
W ={zeFE:|z]|<r}y Q={zeFE:|z|] <R}

Sin pérdida de generalidad suponga que r < R, seaz € K N Q,
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Andlogamente al teorema anterior, las funciones (F’ (Q,) ) y (F' () )’ son equicontinuas
en I, teniendo en cuenta sup, {]x(t)| + |x’(t)]} < oo 'y el operador (F'z) definido en (3.3)

es acotado con respecto a la norma ||z|, = sup, { [|x(t)| + |x’(t)|]p(t)}, con lo cual el
operador F' : K N (€, \ ©1) — K es completamente continuo.

11. Sea x € K' N0, entonces

1
”F,(L'H S ﬂ(Ml +TM2) S 2(M1 —|—’I"M2>

My(1 —2M. M, M.
:2(M1+2M1(1—2M2)_1M2):2( 1 2) + 2M, 2)

1— 2M,

M,
=2 = 2M,(1 — 2M,) ! =
(1—2]\/[2) i 2) =

entonces || F'z|| < ||z
Sea x € K' N 0%, se tiene que

min [2ka(t) +4'(1)] > G2l = o

sit € [v,d] implica que 2kz(t)+2'(t) > Lmay por hipétesis z(t) +|z'| < ae* cont € [y, 4],
con lo cual

2k]| P =2k sup { [|(F)(0)] + (Fa) (1)) }
> ke[| (') (to)| + | (F'x) (1)

> ¢ |2h(F'2) (ko) + |(F') (to)
= Mo /000 (2kG(to, 5) + Gi(to, 5)) f (s, z(s),2/(s)) ds

> eMO/ (2kG(to, ) + Gi(to, s)) f (s, z(s),2'(s)) ds

> Mo /j (2kG(to, s) + Gi(to, s)) [A

=2ka = 2k||x]|.

-1
(2kG (to, 7) + Gi(to, 7)) dT:| 2kae ds
0

con lo cual ||F’z|| > ||z||. De nuevo gracias al Teorema 2.3.18 el operador F’ tiene al
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menos un punto fijo en K’ N (ﬁg \ Ql>. O
Ahorasea 0 < k < 1.
Teorema 3. Supongamos la hipdtesis (1) del Teorema 2, y M, < 1, ademas

1. Existea >0, a # M, /(1 — M,),0 <~ <6, yty €I tal que

-1

5
f(t7x7 y) > Oée)\to |:/ (G(t()’ S) + Gt<t07 8)) ds ’
v
parat € [v,9] y (z,y) € D, donde
D={(z,y) €I xR:az+y>mea ¥y z+|y| < ae*}.

Entonces el problema planteado en 2.2 tiene al menos una solucion positiva.

Demostracion. La demostracion es analoga a la del Teorema 2, considerando la
Proposicion 2.4.7 y el cono

K' = {x eFE :xz(t)>0enly 1?116? [z(t) + 2'(t)] > m2||x||} :
Y

O

Recapitulando los Teoremas 2 y 3, implica que el operador £’ definido en (3.3) tiene al
menos un punto fijo en K’ N (ﬁg \ Ql> para k < A, generando que el problema 2.2 tiene
una solucion positiva x no trivial tal que r < ||z|| < R.

Observacion 3. Utilizar las normas asociadas a los espacios E y E’ en lugar de la norma
(2.3) permiten garantizar condiciones de crecimiento mas débiles para la funcion f.
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4. Aplicaciones

Ejemplo 4.0.1. Consideremos el siguiente problema de valores en la frontera (BVP):

a"(t) — x(t) + t + ze 2 [z(t) + |2/(¢)]] =0,
z(0) =0, limy_, x(t) =0,

4.1)

donde ¢ € I. Fijamos k = 1, A = 2,y =, = 1y § = 2. Entonces m; = ize™* = Je72,

f(t,z,y) =t+ e (x4 |y|) con lo cual a(s) = sy b(s)(z + |y|) = s (z + |y[), por lo que

M, = / e *a(s)ds = / e sds=1y My = / ePRsp(s) ds = —/ e ds =,
0 0 3 Jo 3

0

2M1(1 - 2M2)—1 = 6 y

/12 (2G(1,5) + G4(1,s)) ds :/12 (@—s(e —e N+ %ﬂ_l)) ds — %—Te—l /12 s

36 _ e—l 9 _1 (362 — 1)(6 — 1)
24e5(3e* — 1)(e — 1)
Ao — enton
Sea « 961t — (32— 1)(e — 1) tonces
1 96e!! (3e2—1)(e —1) -
+ — ¢ — 2t >1> =2 2
f(t,z,y) +36 (x+ly) >1> 96et — (3e2 — 1)(e — 1) oe ( 9¢3 ) 5

parat € [1,2]y (z,y) € D. Es claro que a # 6, por lo tanto por el Teorema 2 el problema
4.1 tiene una solucion positiva = tal que o < ||z|| < 6.

Aunque el enfoque principal de esta tesis se centra en demostrar la existencia de
soluciones para ciertos sistemas de ecuaciones diferenciales, es importante también
considerar las aplicaciones practicas de estas ecuaciones en diferentes contextos.
Las ecuaciones diferenciales son herramientas fundamentales en la modelacion de
fendmenos fisicos y naturales, y su estudio no solo se limita a aspectos tedricos.

Ejemplo 4.0.2 (Ecuacidn generalizada de p-Gardner). La ecuacion de p-Gardner es una
generalizacion de la ecuacion de Korteweg-de Vries (KdV), que se utiliza para describir
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la dinamica de ondas no lineales en diversos contextos fisicos, como la propagacion de
ondas en liquidos, gases y plasmas. La KdV clasica, formulada en 1895, es una ecuacion
diferencial parcial que modela ondas solitarias en canales de agua, donde se combinan
efectos de no linealidad y dispersion.

La ecuacion de p-Gardner, desarrollada en la década de 1960, amplia esta idea al
introducir un término de no linealidad de orden p, lo que permite capturar una variedad
mas amplia de fenomenos no lineales. Esta caracteristica la hace especialmente util para
investigar la propagacion de ondas en medios complejos, donde los efectos de la no
linealidad pueden ser significativos.

Los solitones son soluciones especiales de ecuaciones diferenciales no lineales que
representan ondas solitarias, es decir, ondas que mantienen su forma y velocidad a
medida que viajan a través del medio. Estas ondas son estables y pueden interactuar
entre si sin perder su forma original, lo que las hace importantes en diversas aplicaciones
en fisica y matematicas. Las siguientes cuentas son guiadas de 2.

La forma general de la ecuacion de p-Gardner se expresa como:

U + Bggy + buPu, + auPu, =0, t,z €R,

si se asume decaimiento en el infinito, la solucion de onda viajera u(z,t) = u(z — ct)
satisface la ecuacion

b a
—cu+ pu’ + —— P + —— P =,
& p+1 2p+1

conf>0,a>0,b>0,¢>0yp>0,conlocual

c b a
W — —u 4 ———uPT T =, (4.2)

B Blp+1) B(2p+1)
S. Hamdi, B. Morse, B. Halpen y B. Schiesser ’ utilizaron computacién simbdlica para
resolver una ecuacion eliptica de Riccati, obteniendo una solucion exacta u(x) para la

ecuacion p-Gardner generalizada (4.2) en la forma siguiente

() )
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con lo cual k = \/gy

a

b
z,u(z)) = up+1+ 2p+17
Flaul@)) = 5 * s
entonces a(z) = (H)up“yb( ) = gamp U

Como se menciond en la solucién generalizada el grado de u(x) depende del término eP:*
el cual al aplicarle el exponente —% quedaria e~**, con lo cual se tiene que

w(z) ~ ek a(z) ~ ek p(g) ~ e 2ke

Entonces, M, converge dado que
e Ma(s) ~ e PTIRs 0 5 o0,
y M, converge fijando \ = 2k y p = 2 dado que
P R3p(s) = eMoh(s) ~ e =0, s — 0.

Seana=b=c=1, =2k yp=2 entonces k = \/LB’ por lo cual se tiene

48
(1 +4/1+ = cosh(2k:z:)> :
_3
2

a(x) = g(u(:v))3 = 8v/3k? (1 + \/55§cosh(2k::£)> ,
b(z) = %@@:))4 _ 14§k (1 + \/5;3 cosh(2kx)> |

[SIE
[ I

u(r) = (12)

—_

Mlz/oooe_ksa(s) ds =k T (f\/: 1+ —) ~ 0.70555k ,

o0 o0 4
M, :/ eP=Rsp(s / " b(s 0’0 8 _ 0.048k.
0 0 k
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Sean~y =1y =1yd =2, entonces m = min{e 2% e — ek} y

2 2 1 ek _ efk:s 2 Gk _ efk 1 ek _ efk
1 ds = = —ks( k _ _—k ds = / —ks ds = R
/1 G(1,s) ds /1 T (" —e ™) ds ), e s % ’ TR

por lo tanto, si z € [y, ] como las funciones a(x),b(x) y u(x) son decrecientes, entonces

f(@,u) = a(z) + b(z)u(z) = a(v) + b(y)u(),

luego sea « tal que

2k2
con lo cual N s 1
f(z,u) > ae’ ((6 2_]; )) ;
paraz € [1,2], u € [ma,ae?] y
o< CZC T (1) 4 b(1)u(1)).

Es claro que o # M, (2k — M,)~! =~ 0.36145 (exceptuando en un solo valor), por lo tanto
por el Teorema 1 el problema 4.2 tiene una solucion positiva tal que ||z| esté entre « y
0.36145.
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5. Conclusion

En esta tesis, el objetivo principal fue demostrar la existencia de soluciones positivas para
los problemas de la forma

0,
z(0) =0 limy 00 2(t) = 0.

{ 2(t) — k2a(t) + f(t,2(t)) =

2"(t) — k2z(t) + f(t, z(t),2") = 0,
z(0) =0 limy o z(t) = 0,

los cuales resaltan la relevancia de diversos temas fundamentales como la modelacién
de ondas no lineales en distintos contextos fisicos, tales como la propagacién de ondas
en liquidos, gases y plasmas. La pertinencia de utilizar espacios de Banach radica en que
en dichos conjuntos se logran hallar soluciones de la forma

(1) = (Fa)(t) = /OOO G(t, 5)f (s, 2(s)) ds,

z(t) = (F'z)(t) = /000 G(t,s)f(s,z(s),2(s)) ds,

donde estas funciones representan soluciones a los problemas planteados y permiten
imponer condiciones de crecimiento moderadas gracias al uso de normas de tipo
Bielecki, formuladas en términos de la funcion de Green. Ademas, el uso del teorema
de Krasnosel'skii asegura que la solucion esté acotada dentro de un intervalo.

El desarrollo de esta tesis se basd principalmente en el trabajo de Zima Mirostawa', junto
con referencias importantes a las investigaciones de Amaya Zulueta® y Arenas Gilberto?,
quienes proporcionan informacion esencial sobre la funcion de Green y métodos para
establecer las desigualdades requeridas.
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