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RESUMEN

TITULO: ANALISIS TEORICO DE UN MODELO MATEMATICO DE LA QUI-
MIOTAXIS ATRACTIVO-REPULSIVA, CON CRECIMIENTO LOGISTICO, EN FLUI-
DOS *

AUTOR: Abelardo Duarte Rodriguez **

PALABRAS CLAVE: Quimiotaxis; Keller-Segel; Navier-Stokes; existencia de solu-
ciones; elementos finitos.

DESCRIPCION:

Quimiotaxis es el fenémeno sensorial que describe la influencia de sustancias quimicas
presentes en el ambiente, sobre el movimiento de organismos. En este trabajo estu-
diamos un modelo que consiste de tres extensiones naturales del célebre modelo de
quimiotaxis propuesto por Keller y Segel. La primera es considerar los efectos sobre
la dindmica quimiotactica cuando se considera que hay interaccién con un fluido; la
segunda extension es la de incluir dos senales quimicas, una de atraccién y otra de
repulsion; y finalmente, la tercera extension corresponde a modelar la proliferacion de
los organismos.

El contenido de este trabajo estd organizado de la siguiente manera: En el primer
capitulo, realizamos una descripcion sobre el origen biofisico de sistemas tipo Keller-
Segel-Navier-Stokes, incluyendo la derivacién del modelo clasico de la quimiotaxis y la
presentacion de nuestro problema de estudio. En el segundo capitulo, recordamos algu-
nos resultados del andlisis funcional y realizamos una breve presentacién de la teoria
de semigrupos, en donde mencionamos algunas propiedades y resultados de interés pa-
ra el desarrollo del presente trabajo. En el tercer capitulo, demostramos la existencia
de soluciones globales blandas para un modelo matematico de la quimotaxis atractivo-
respulsiva, con crecimiento logistico, en fluidos, para dominios acotados de RY o todo el
espacio RY, con datos iniciales pequenos en espacios de funciones tipo LP. Finalmente,
en el cuarto capitulo, presentamos resultados numéricos para un modelo de quimiotaxis
en fluidos, en dominios acotados de R?; en particular, construimos un esquema ade-
cuado de elementos finitos que nos permite aproximar la solucion de un modelo tipo
Keller-Segel-Navier-Stokes, llevamos a cabo un analisis de convergencia para el esquema
propuesto y mostramos algunos experimentos numéricos, que validan el analisis tedrico.

*Proyecto de Grado
*FACULTAD DE CIENCIAS, ESCUELA DE MATEMATICAS.
DIRECTOR Ph. D. Elder Jests Villamizar Roa



ABSTRACT

TITLE: THEORETICAL ANALYSIS OF A MATHEMATICAL MODEL OF
ATTRACTION-REPULSION-CHEMOTAXIS-FLUID SYSTEM WITH LOGISTIC
GROWTH *

AUTHOR: Abelardo Duarte Rodriguez **

KEY WORDS: Chemotaxis; Keller-Segel; Navier-Stokes; existence of solutions; finite
elements.

DESCRIPTION:

Chemotaxis is the oriented movement of cells toward the concentration gradient of
certain chemicals in their environment. One of the most interesting phenomena in che-
motaxis is the aggregation of chemotactic cells and pattern formation. Chemotactic
attraction refers to the movement of cells toward the increasing concentration of a
signal, whereas chemotactic repulsion means that cells move along the decreasing con-
centration of a cue. In this thesis we consider a chemotaxis fluid model which consider
three extensions of the classical Keller-Segel model. The first one is the chemotaxis
fluid model, which is known as a challenging model; the second extension corresponds
to the attractive-repulsive chemotaxis framework, and the third one corresponds to the
chemotaxis models with logistic source.

This thesis has been organized as follows. In the first chapter, we made a descrip-
tion about the biophysical origin of Keller-Segel-Navier-Stokes systems, including the
derivation of the classical model of chemotaxis and the presentation of our research
problem. In the second chapter, we recall some results of functional analysis, as well
as a brief presentation of the theory of semigroups, where we recall some interesting
properties and results for the development of this work. In the third chapter, we prove
the existence of global mild solutions for the chemotaxis-fluid model, in the framework
of LP spaces, in bounded domains of RY or whole space RY, with small initial data in
function spaces kind LP. Finally, in the fourth chapter, we give some numerical results
for a chemotaxis-fluid submodel; in particular, we construct an adequate finite element
scheme which allows us to approximate the solution of a Keller-Segel-Navier-Stokes
model. We include a convergence analysis for the proposed scheme and give some nu-
merical experiments to confirm our theoretical analysis.

*Degree Project
*FACULTY OF SCIENCES, SCHOOL OF MATHEMATICS.
DIRECTOR Ph. D. Elder Jests Villamizar Roa



Notaciones

N denota la dimensién del espacio RY.

Usualmente escribiremos w,, para denotar la derivada parcial %.
1

Vw := (Wg,, ..., w,,) denota el gradiente de w.
V.u:= (aim, ce %) - (uy,...,uy) denota el divergente de wu.

Aw = le\il Wy, 2, denota el laplaciano de w.
Q) denota un subconjunto abierto y conexo (dominio) de RY.
0f) denota la frontera del conjunto €.

v es el vector unitario exterior en 9.

ow

o = Vw - v denota la derivada normal de w.

LP := LP(Q2) denota el espacio de funciones Lebesgue para 1 < p < 0.
Wma .= JW/™4(Q) denota el espacio de Sobolev, en particular, H® := W2,
L3(Q) = {p € L) : [yp =0},

Vi={ve (H;(N)*:V-v=0¢€Q}.

H(div) :={v e (L*(Q)*: v-v=0, V-veL*(Q)}

HY(Q) = HY(Q) N LA(Q) = {w € H(Q) : [,w =0}

C5e(2) el espacio de las funciones C*°(£2) con soporte compacto en 2.
{S(t)}+>0 denota un semigrupo de operadores lineales de E en E.
Usualmente escribiremos A por A : D(A) C E — FE un operador lineal.
e!® denota el semigrupo del calor con condicién de Neumann.

e denota el semigrupo de Stokes.

G(z,t) := (4rt) =N 2exp(—|z|?/4t) es la solucién fundamental del calor en RY.

10



G(z,t;€,7) representa la funcién de Green asociada a la ecuacién de calor con
condicion de frontera tipo Neumann.

p(A) denota el conjunto resolvente asociado al operador A.
o(A) denota el espectro asociado al operador A.

B(x,y) := fol t*=1(1 — t)¥~'dt es la funcién Beta.

P denota el proyector de Leray.

LP/ ~ para 1 < p < oo es el espacio cociente formado por todas las clases

[f]={g € LP(Q) : f— ges una constante}.

f= ﬁ Jo f(x)dz la media de f sobre Q.

X denota el espacio de funciones para los datos iniciales.

Y, Y=® denotan los espacios de solucion.

(K, Vi, N') denota un elemento finito.

Th es una familia de particiones cuasiregulares de elementos finitos sobre (2.
Np, Ch, On, Up, T, detonan las soluciones aproximadas.

Xy, -+, X5 denotan espacios de dimension finita donde se aproxima la solucién
numeérica.

hpn, he, hg, by, hy; representan los pardmetros de malla.

At denota el paso en el tiempo.

nyt = ny(z,t™) donde z € Q y ™ = mAt para algin m € N.

Py, --- ,P5 denotan los operadores proyeccion sobre los espacios A7, --- | Xs.
X denota la trayectoria asociada al método de las caracteristicas.

X""}(z) denota la aproximacién de primer grado a la trayectoria X.

Y/"~* denota el Jacobiano de la transformacién de z a X"~ !(x).

C' es una constante positiva general.
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INTRODUCCION

Quimiotaxis es el fenémeno sensorial que describe la influencia de sustancias quimicas
presentes en el ambiente sobre el movimiento de organismos. Cuando el movimiento
de los organismos se da hacia mayores niveles de concentracién (en el mismo sentido
del gradiente concentracién) se dice que la quimiotaxis es positiva; en este caso, al
quimico se le denomina atractor. Por otra parte, se dice que la quimiotaxis es negativa
cuando los organismos se mueven hacia regiones con menores niveles de concentracion,
y en ese caso a la sustancia quimica se le denomina repelente. Uno de los fenémenos
mas interesantes en la quimiotaxis es la formacion de patrones que ocurre bajo la
presencia de dos sefiales quimicas, una de atraccién y la otra de repulsién [57, 80, 82,
96]. En segundo lugar, es importante considerar la interaccién entre un fluido y los
organismos, esta consideracion estd basada en recientes observaciones de organismos
nadando en busca de alimentos y generando dindmicas particulares, (ver por ejemplo
[27, 32, 53, 114]). Una tercera situacién de importante interés biologico es considerar
la proliferacion y muerte de los organismos, la cual puede ser modelada mediante la
adicién de un término logistico [9, 54, 55, 115, 127, 109, 132]); en efecto la quimiotaxis
tiene un rol importante en el movimiento de células endoteliales relacionadas con la
invasiéon de células cancerigenas a tejidos cercanos [25, 26, 85], situacién que puede
ser estudiada mediante un modelo de quimiotaxis con crecimiento logistico [55]. Las
anteriores consideraciones nos llevan a plantear el siguiente modelo de quimiotaxis,
atractivo-repulsiva con crecimiento logistico, en fluidos:

ni+u-Vn=An—x,V-(nVe) + x2V - (nVv) +¢n — un?,
¢t +u-Ve=AcH+ ki(aqn — Bic) — koyen,

vy +u - Vo= Av + asn — Py, (1)
u + (u-V)u=Au—Vr —nVo,
V.-u=0,

en 2 x(0,T), denotaremos 2 un dominio acotado suficientemente suave de R? u Q2 = R3,
consideraremos 0 < 7' < co. En el sistema (1) las incégnitas son n = n(z,t), ¢ = ¢(z, t),
v =uv(x,t), m(x,t) y u(z,t) las cuales denotan respectivamente la densidad celular, la
concentracion del quimico atractor, la concentracion del quimico repelente, la presion,
y el campo de velocidades del fluido en la posicién =z € Q y el tiempo t € (0,7).
La evolucién del campo de velocidades u(z,t) = [uy(z,t),..,un(z,t)] estd gobernada
por las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido incompresible. En (1), el término
—nV¢ se debe a la fuerza de flotacién causada por la diferencia de densidades entre
los organismos y el fluido. Dicho término se obtiene por medio de la aproximacion de
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Boussinesq [24], la cual establece que el efecto debido a la diferencia de densidad solo
afecta al potencial gravitacional. El término —V - (x1nVe) representa la quimiotaxis
positiva, mientras que el termino V - (xonVv) refleja la quimiotaxis negativa. En la se-
gunda ecuacién de (1), k1, k2 € {0, 1} permiten dos clases de interacciones: 1) Si k1 = 1
la sefial es producida por las propias células y se degrada a una tasa constante. 2) Si
ko = 1 el quimico es consumido con una tasa proporcional a la cantidad de organismos.
Los parametros xi, X2, a1, 01, (2, B2 ¥ 7y son constantes no negativas y representan
el comportamiento quimiotactico; con mas detalle, x; v x2 denotan los coeficientes
de sensibilidad quimiotactico, a; v ao representa la tasa de produccién de las senales
quimicas, v representa la tasa de adsorcion del quimico por parte de los organismos, (3
y P2 denotan las tasas de degradacién de las senales; finalmente, ¢, y o describen la tasa
de proliferacién de los organismos y la capacidad de carga (i.e. la maxima poblacién
sostenible), respectivamente.

El sistema (1) se complementa con los siguientes datos iniciales y condiciones de frontera
en el caso de dominios acotados:
[n($> 0)7 C(':Cv 0)7 'U(SL’, 0)7 'LL(.T, 0)] = [n()(.iC), CO($)7 'U0<.§L’), UO<.§L’)] y T E Q7 (2)

nlet) _ 0cel) — Qo) — () y(z,t) =0, €, te(0,T).

Podemos resaltar que el Sistema (1) consiste de tres extensiones naturales del célebre
modelo de quimiotaxis propuesto por Keller-Segel [66, 67]. La primera es que considera
los efectos de un fluido, el cual por si solo es un problema desafiante. La segunda exten-
sién corresponde al modelo de atraccion-repulsion considerando dos senales quimicas, y
la tercera, pero no por ello de menor importancia, es que el sistema también modela la
proliferacion de los organismos. En relacion con estos tres extensiones del modelo clésico
de la quimiotaxis, podemos decir que la literatura ha estado creciendo de manera verti-
ginosa; notamos que muchos autores se han interesado en el tema en especial durante los
ultimos anos, incluyendo trabajos que abarcan no solo aspectos tedricos de existencia,
unicidad, regularidad y comportamiento asintdtico de las soluciones, sino también resul-
tados numéricos y de aplicaciones (por ejemplo ver [6, 15, 61, 70, 77, 117, 133, 28, 129]
y las referencias citadas en ellos). Sin embargo, el sistema (1) no ha sido estudiado,
por ello, tanto el modelo, como los resultados obtenidos y presentados en este trabajo
son originales, y se espera que sean un aporte al estudio de problemas asociados con la
quimiotaxis.

El presente trabajo se compone de dos partes principales. Una primera parte en la que
abordaremos la existencia global de soluciones para el sistema (1)-(2), siendo §2 un do-
minio acotado de RY o todo el espacio, con N € {2,3}, y una segunda parte en la que
presentaremos un analisis numérico de las soluciones aproximadas de un submodelo de
(1), via los métodos de elementos finitos.

El documento esté organizado de la siguiente manera:
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En el primer capitulo, realizamos una descripcion sobre el origen biofisico de sistemas
tipo Keller-Segel-Navier-Stokes, iniciando con una pequena descripciéon del fenémeno y
una motivacion de su estudio; posteriormente realizaremos una breve presentacién de
mecanismos que permiten a los organismos reorientar su movimiento bajo la presencia
de una senal quimica. Luego realizamos la derivacién del modelo clasico de la quimio-
taxis y finalizamos este capitulo con la presentacién de nuestro problema de estudio,
junto con un breve analisis de los resultados recientes sobre el tema.

En el segundo capitulo, se recuerdan los resultados clésicos del analisis que fundamen-
tan este trabajo, iniciando con los espacios de Lebesgue, las desigualdades de Young,
Holder, Minkowski, y la definicion de los espacios de Sobolev. Posteriormente, recorda-
mos el concepto de integral de Bochner, seguido de una breve presentaciéon de la teoria
de semigrupos donde mencionamos algunas propiedades y resultados de interés para el
desarrollo del presente trabajo. Finalizamos el capitulo recordando la funcién Beta.

En el tercer capitulo, se enuncian y se demuestran dos teoremas de existencia de so-
luciones globales blandas para el modelo (1)-(2) para dominios acotados Q C R¥Y,
con datos iniciales pequenos en espacios de funciones tipo LP. Para ello, en primer
lugar, presentamos la formulacién integral asociada al sistema (1) usando el principio
de Duhamel; luego introduciremos un espacio cociente de funciones L?/ ~, donde las
clases de equivalencia corresponden a las funciones en el espacio LP que difieren en
una constante; posteriormente presentamos una secciéon donde recordaremos algunas
estimativas lineales para el semigrupo del calor en RY y el semigrupo de Stokes. En
esta seccion también desarrollaremos nuevas estimativas para el semigrupo del calor
con condiciéon de Neumann, y extenderemos dichas estimativas a los espacios cocientes
LP/ ~. Para finalizar presentamos nuestros resultados de existencia para el modelo (1).
La importancia de estos resultados radica, no solamente en la generalidad del modelo,
sino también en que es el primer trabajo en el area que lidia con datos singulares en
dominios acotados. Estos resultados son novedosos y se encuentran plasmados en el
preprint [36]. Adicionalmente, en la 1ltima seccién de este capitulo presentaremos un
resultado de existencia en el caso Q = RV,

En el cuarto capitulo, mostramos algunos resultados numéricos para un submodelo de
(1), en particular, en este capitulo construiremos un esquema adecuado de elementos
finitos que nos permita aproximar la solucién de un modelo tipo Keller-Segel-Navier-
Stokes. Para ello, primero introduciremos algunos conceptos basicos sobre los métodos
de elementos finitos, luego disenaremos nuestro esquema de elementos finitos, seguido
del andlisis de convergencia, y terminaremos presentando algunos experimentos numéri-
cos, los cuales nos permiten validar el analisis tedrico.
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1 SOBRE EL MODELO

En este capitulo presentamos una breve introduccién biofisica a los sistemas tipo Keller-
Segel-Navier-Stokes. Iniciamos con una pequena motivacion, luego describiremos el
fenémeno de la quimiotaxis al interior de una bacteria, y posteriormente abordare-
mos la derivacion de las ecuaciones para una especie y una senal. Después presentamos
algunas generalizaciones al modelo original, incluyendo un breve analisis de los resulta-
dos recientes sobre el tema, y finalizamos este capitulo, con la presentacién del problema
principal de esta tesis.

1.1. Acerca de la quimiotaxis

A finales del siglo XIX, el trabajo pionero del bidlogo Theodor W. ENGELMANN
(1843-1909) describié cémo bacterias cambiaban la direccién en la que nadaban cuando
pasaban de una zona iluminada a una oscura [38], y Wilhelm PFEFFER (1845-1920)
observo en algunos experimentos que las bacterias se movian hacia lugares donde habia
oxigeno, minerales y otros nutrientes [119]. Estas primeras observaciones dieron paso
a definir la quimiotaxis, un fenémeno sensorial que describe la influencia de sustancias
quimicas presentes en el ambiente sobre el movimiento de especies méviles. Bacterias,
células somaticas y otros organismos uni o pluricelulares dirigen su movimiento de
acuerdo a la concentracion de ciertas sustancias quimicas en su entorno.

La habilidad de los organismos de percibir y redirigir su movimiento acercandose o
alejandose de una sustancia quimica es una propiedad esencial. Ejemplificamos esta
afirmacién con tres fenémenos donde la quimiotaxis juega un papel importante. El pri-
mer fenémeno corresponde a las etapas de desarrollo temprano en especies superiores,
como los mamiferos, donde la quimiotaxis permite la movilizacién y organizacion de las
células madres que eventualmente conduce a la diferenciacién de las diferentes células,
por ejemplo, células dseas, neuronales o sanguineas [29, 46, 86]. El segundo ejemplo co-
rresponde al movimiento de bacterias, mohos o nematodos en presencia de un quimico
en su ambiente; en particular, al inicio de la fase unicelular del moho Dictyostelium dis-
coideum, los organismos segregan una sustancia que actiia como repulsora y permite que
estos se dispersen en su entorno [1, 69, 134]. El tercer fenémeno, corresponde al sistema
inmunolégico humano dado que la quimiotaxis permite que los organismos reaccionen
ante una posible amenaza. En particular, una vez que una inflamacién surge, puede ser
por invasién de sustancias toxicas o la destrucciéon de tejido por un objeto cortopun-
zante, nuestro sistema inmunoldgico responde mediante la liberacion de leucocitos. La
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ruta que toman los leucocitos para localizar el sitio de la infeccion estd determinada
por los rastros de quimiocinas que han sido liberadas por las células residentes en el
tejido afectado. Estas quimiocinas actian como senal quimica atractiva, guiando a los
leucocitos al origen de la inflamacién [84, 88].

El modelado matematico para la quimiotaxis tiene origen en los trabajos de Clifford
S. PATLAK en los anos cincuenta [92]. Luego, a mediados de los afios sesenta, Julius
ADLER present6é un estudio detallado para la quimiotaxis en la bacteria FEscherichia
coli, y descubrio algunas de las caracteristicas mas fundamentales sobre la quimiota-
xis, como la existencia de quimiorreceptores especificos en la superficie celular de las
bacterias, los cuales influyen en el movimiento de las células, y por otra parte, la iden-
tificacién de aminodcidos, azicares y otros nutrientes como sustancias atractoras [1, 2].
Estos descubrimientos atrajeron a brillantes cientificos, entre ellos, el laureado profe-
sor de Harvard, Howard BERRG y el Nobel en fisica Edward PURCELL; el primero
presenté un compendio sobre la transduccién en baterias [10] y el segundo, escribirié so-
bre movimiento de bacterias en un fluido, cuando el nimero de Reynold es pequeno [95].

El primer sistema de ecuaciones diferenciales parciales que describe el fenémeno de la
quimiotaxis fue presentado por Evelyn F. KELLER y Lee A. SEGEL, quienes motivados
por los trabajos de John T. BONNER [14], propusieron un modelo para describir la
agregacion del Dictyostelium discoideum [66]. El modelo original Keller-Segel de la
quimiotaxis, consta de cuatro ecuaciones de reaccion-adveccion-difusiéon acopladas, el
cual puede ser reducido en un modelo de dos ecuaciones (ver (1.8)). Luego, motivados
por los trabajos de Adler, Keller y Segel extendieron sus resultados a bacterias en
general [67]. El sistema Keller-Segel ha sido estudiado ampliamente durante las dltimas
décadas. Existe una considerable gama de resultados sobre el modelo, por lo cual,
recomendamos al lector interesado consultar los excelentes trabajos recopilatorios sobre
el tema [9, 54, 58].

1.2. Transduccién de la senal quimiotactica

La manera en la cual los organismos transforman una senal percibida por los quimio-
receptores en un estimulo motor que les permite a los organismos alejarse o acercarse de
una sustancia quimica, es un proceso que involucra una compleja red de senales inter-
moleculares (para una descripcién detallada ver [4], capitulo 8). En esta seccién vamos
a dar un vistazo a esta red de senales dentro de una bacteria de E. Coli, dado que este
organismo presenta una de las estructuras mas simples para explorar los mecanismos
de la quimiotaxis a nivel celular, ademéas de que, el circuito de transduccion de la E.
Coli ha sido bien estudiado [16, 11, 105].

La E. Coli es un bacilo que se encuentra el sistema digestivo humano y de otros mamife-

ros, y que cuenta con flagelos que le permiten desplazarse. El movimiento de este or-
ganismo se puede dividir en dos etapas: 1) (CCW) que se realiza cuando los flagelos
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giran en el sentido contrario de las manecillas del reloj y la célula es propulsada ha-
cia adelante, 2) (CW) que tiene lugar cuando los flagelos giran en el sentido de las
manecillas del reloj y el organismo rota de una manera aleatoria. Cuando la bacteria
se encuentra en un ambiente isotropico la frecuencia entre las etapas CCW y CW se
mantiene constante, produciendo un movimiento aleatorio (ver Figura 1.1).

Figura 1.1 — Ilustracion de los movimientos de una bacteria.
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En la Figura 1.1, a) Estado CW que provoca un giro, b) Estado CCW que permite a
la célula avanzar, c) Representacién de una trayectoria donde el organismo alterna los
estados CW y CCW. Por otra parte, en presencia de un gradiente quimico, los quimio-
receptores y un circuito de proteinas conmutan los estados CCW y CW, lo cual permite
que la célula se desplace en la direccién del gradiente si la senal es de atraccion, o se
aleje en el caso de una amenaza.

Se han identificado cinco clases de quimio-receptores distintos para la E. Coli, cada
uno de los cuales puede detectar diferentes sustancias [5]. Hay un total de varios miles
de receptores en cada célula. Cada quimio-receptor tiene una parte en el exterior de
la membrana, una parte que atraviesa la membrana, y una parte en el interior de la
célula, esta tltima llamada MCP (por sus siglas en ingles Methyl-accepting Chemotaxis
Proteins). Los MCP’s registran el pasado quimico reciente de la célula en forma de
metilacion, detectando y comparando las concentraciones actuales con las encontradas
durante los tultimos segundos de viaje. Cuando el estado actual de concentraciéon no
coincide con el registro de metilacion, el MCP inicia una respuesta de control en los
flagelos y un circuito de retroalimentacion actualiza el registro de metilacion para lograr
la adaptacion del sistema. Adicionalmente, la E. Coli cuenta con un grupo de proteinas
citoplasmaéticas, a saber, CheW y CheA que generan senales receptoras, CheY y CheZ
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que controlan las respuestas motrices, y CheR y CheB que regulan el estado de metila-
cién de MCP (ver Figura 1.2).

Cada receptor estd unido a una proteina CheA, la cual modifica a otras moléculas
mediante fosforilacién. Consideraremos el conjunto receptor-CheA una entidad, que
llamaremos X. X cambia rapidamente entre dos estados, uno activo, que notaremos
X*, y uno inactivo. La transicion de estados toma microsegundos. En el estado acti-
vo, X* modifica la proteina de respuesta CheY adiciondandole un grupo fosforilo (POy)
para obtener P-cheY. Como en otros sistemas de senalizacién bioldgica, el estimulo se
realiza por fosforilacion de una proteina. P-CheY aumenta la probabilidad de alternar
los flagelos del estado CCW al estado CW; de este modo, una alta concentracién de
P-ChewY aumenta la frecuencia de giros. Las formas P-ChewY tienen periodos de du-
racion cortos porque la proteina CheY pierde rapidamente su grupo fosforilo a través
de la autohidrolisis espontanea. Sin embargo, la proteina CheZ incrementa atin mas la
tasa de desfosforilacion de P-CheY, lo cual asegura respuestas locomotoras més rapidas.
En presencia de senales atractoras o repulsoras, los efectos contrarios de X* y CheZ al-
canzan un equilibrio para la cantidad P-CheY presentes, y la frecuencia de intercambio
entre los estados CCW y CW.

Figura 1.2 — Estados inactivo y activo de X.
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La senales atractoras disminuyen la actividad de X*, mientras que las senales repulsoras
aumenta la actividad de X*. Las proteinas CheR y CheB modifican X y permiten la
adaptacion del sistema a pequenos cambios en el gradiente de la concentracién. Cada
MCP posee cuatro o cinco lugares donde puede agregar un grupo metilo (C'H3); entre
mas grupos son agregados, mas alta es la actividad de X. La proteina CheR cataliza
la agregacion de grupos metilos, mientras que CheB juega un papel antagénico al re-
moverlos. La adaptacién de X se lleva a cabo a través de una retroalimentacion de la
proteina CheB. Cuando una senal activa X, entonces X* fosforila CheB transformando-
la en P-CheB, haciendo a esta més activa. Por otra parte, una reduccion en la actividad
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de X, significa una disminucién en la producciéon de CheB, lo cual tiene como conse-
cuencia una menor remocién de grupos metilos. Este proceso es independiente de la
tasa de produccion de CheR. Por lo tanto, los grupos metilos se acumulan e incrementa
la actividad de X, aumentando de esta forma la frecuencia de los giros. La metilacion
es una reaccién mucho mas lenta que la fosforilacién. La proteina CheR esta presente
en la célula en menores cantidades, apenas unas 100 unidades, y su funcion es evitar la
saturacion de las MCP’s.

En la Figura 1.2, la informacién del ambiente es percibida por los receptores los cuales
aumentan o disminuyen la actividad de X; la cinasa CheA modifica otras moléculas,
mediante fosforilacion, y la proteina CheW permite una adaptacién sensorial. Por otra
parte, las moléculas P-CheY aumentan la frecuencia de los giros. Las enzimas CheZ
facilitan la desforilacion de las proteinas CheY, ocasionando una disminuciéon en la
frecuencia de los giros. CheB y CheR retiran y agregan grupos metilos a X, respecti-
vamente, disminuyendo e incrementando la actividad de la unidad.

1.3. Derivaciéon de un modelo tipo Keller-Segel

La siguiente derivacién del modelo clasico Keller-Segel se basa principalmente en las
ideas presentadas en [67, 89]. Comencemos definiendo n(z,t) como la densidad de los
organismos en un punto = del dominio Q y en un tiempo ¢ € [0, T]; de manera similar
notaremos la concentracién de la senal quimica como ¢(z,t). Asumiremos que las fun-
ciones n y ¢ son funciones suficientemente suaves e integrables sobre {2. Consideraremos
también que la funcion n estd gobernada por la ley de conservacion de masa, y que las
tasas de natalidad y de mortalidad son iguales. Para un subdominio acotado arbitrario
Q' C €, con frontera 0€Y, la ley de conservacion de masa establece que:

(9t/ n(z,t)dr = —/ F(z,t)-vds, parate[0,T], (1.1)
U 89/

donde F(z,t) es el flujo de n(z,t) y v es el vector normal exterior y unitario en 0€Y'; el
signo menos en el lado derecho de (1.1) es necesario, debido a que el producto F(z,t)-v
es positivo para flujos que salen de ', y F(x,t)-v es negativo para flujos que entran. La
ecuacion (1.1) nos dice que la tasa de cambio en el tiempo de la densidad es igual a la
cantidad de flujo a través de la frontera del dominio considerado. Si ahora aplicamos el
teorema de la divergencia, y recodando la hipétesis de suavidad sobre n (9;n es continua
e integrable), entonces la expresién (1.1) puede ser reescrita de la siguiente manera:

omn(z,t)dr +V - F(x,t)de =0, parate[0,T]. (1.2)
Q/

Dado que €' se escogi6é de manera arbitraria, de (1.2) obtenemos que
omn(x,t)+V -F(x,t) =0, paratodo (z,t) € [0,T] x Q. (1.3)

Para completar el modelo nos resta elegir un término de flujo adecuado F(z,t). Para
esto asumiremos dos mecanismos de flujo por parte de los organismos; el primero un
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flujo de naturaleza puramente difusiva Fy(z,t), y otro gobernado por el fenémeno de
la quimiotaxis F.(z,t). El flujo difusivo puede ser definido por la Ley de Fick,

Fd(x7 t) = —DnVTL(JI, t)a

donde D,, es el coeficiente de difusién para la densidad de los organismos. El flujo
de quimiotaxis F. permite capturar diferentes caracteristicas de fenémeno biofisico, en
particular, dicho flujo mide la fuerza que el gradiente de concentracién de la senal ejerce
sobre el movimiento de los organismos. Es razonable asumir que este flujo sea propor-
cional a un producto entre el V¢ y una funcién de sensibilidad, digamos x = x(n, ¢),
donde dicha funcion sensibilidad pueda depender de la cantidad de los organismos e
incluso de la propia concentracién quimica. Teniendo en cuenta estas consideraciones,
definimos el flujo de quimiotaxis como

F.(z,t) = x(n,c)Vc(z, t),
y en consecuencia, obtenemos que el flujo total es dado por
F(z,t) = Fy(x,t) + F.(x,t). (1.4)

Notemos que los flujos pueden tener un caracter antagdnico si sus signos son contrarios,
en efecto, si el signo de x(+) es positivo, el flujo quimiotéctico serd antagénico al flujo
difusivo y diremos que la quimiotaxis es de atraccién; por otra parte, si x(-) es negati-
vo, diremos que la quimiotaxis es de repulsion. Para nuestro caso particular tomaremos
X(+) > 0y el flujo F, cumplird un papel antagénico con el del flujo Fy.

Si sustituimos el flujo (1.4) en (1.3), tenemos que
om =V -(D,Vn —x(n,c)Ve), para (z,t) € [0,T] x Q. (1.5)

De manera similar, para la senal quimica, pero esta vez considerando un término de
reaccién que nos permitirda modelar la produccién, degradacién y consumo de ¢, obte-
nemos

(915/ c(z,t)de = — G(z,t) - vds + / K(n,c)dzx, parate[0,T], (1.6)
' oY Q

donde K(n,c) es una funciéon que modela la degradacién, produccién o consumo de
la senal y G(z,t) es el flujo de la concentraciéon quimica el cual asumiremos que es
puramente difusivo. Repitiendo un procedimiento similar al realizado para n y juntando
el resultado con la ecuacién (1.5), obtenemos

{ omn =V - (D,Vn—x(n,c)Ve), (z,t)€[0,T]x Q,

O =V -(DNc)+ K(n,c), (z,t)€]0,T]x9Q, (1.7)

donde D, es el coeficiente de difusion para la senal quimica. En particular asumiendo
el término K (n,c) = —fc + an, lo cual describe una degradacién del quimico en pro-

porcion a su concentraciéon, y produccion del mismo en proporcién a la densidad de los
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organismos, y ademds considerando x(n,c) = n(z,t)x lo cual implica que el flujo qui-
miotactico es proporcional a la densidad celular, obtenemos el siguiente sistema clasico
Keller-Segel:

{ o = D, An — xV - (nVe¢), para (z,t) € [0,T] x Q, (18)

Owc = D.Ac+ an — e, para (z,t) € [0,T] x Q.

En (1.8) a, 8 y x son constantes positivas que representan la tasa de produccién de
la senal quimica, la tasa de degradacién de la sustancia y la quimiosensibilidad de las
bacterias, respectivamente.

1.4. Modelos Keller-Segel-Navier-Stokes

En los dltimos anos, el modelo (1.7) se ha modificado con el objetivo de mejorar su
coherencia con la realidad biolégica, y permitir dindmicas mas complejas; una de las
modificaciones mas interesantes en el modelo de la quimiotaxis es la de permitir la
influencia que tiene una perturbacion del ambiente sobre el movimiento de las células
[113, 114]. Consideremos que los organismos se encuentran suspendidos en un fluido
viscoso e incompresible, y que el efecto gravitacional, debido a la densidad de los orga-
nismos, es apreciable; ademas, asumamos que tanto las sustancias quimicas como los
organismos son arrastrados por el fluido. El primer modelo en considerar esta situacion
fue presentado en 1995 por A.J. HILLESDON, et al. [56] para describir el comporta-
miento de las bacterias Bacillus subtilis suspendidas en una delgada camara de agua
(ver figura 1.3).

*

Figura 1.3 — Capturas de una suspension de bacterias Bacillus subtilis

*Tomada y reproducida, con permiso de los autores Hillesdon, A.J., Pedley, T.J. and Kessler, J.O.,
Bulletin of Mathematical Biology, 1995. 57, 299-344 doi:10.1007/BF02460620.
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En la Figura 1.3, se observa una colonia de bacterias suspendidas en agua; éstas, prime-
ro nadan en direccién al gradiente del oxigeno (capa superior), después se acumulan y
generan inestabilidades provocando la aparicion de plumas hidrodindmicas en forma de
dedo, las cuales cambian a forma de hongo en las zonas donde las concentraciones del
quimico son bajas y el flujo difusivo predomina sobre el flujo asociado a la quimiotaxis.

Mas recientemente, Idan TUVAL et al. [114] presentan un interesante trabajo, donde
por medio de experimentos numéricos validan la relacién entre la difusion de organismos,
el consumo de oxigeno, la quimiotaxis y la dindmica de fluidos viscosos con el siguiente
sistema de EDP’s (ver también [27, 32, 53]):

(i + uw-Vn =V -(D,Vn — xnVe ),

transporte difusién  quimiotazis

¢+ uw-Ve =V - (D.Ve)— anK(c) ,

transporte di fusion fuente senial (1 9)
ug + (u- V)u U Vr nvVo

conveccidn difusion  efecto presion flotacién

[ V-u=0,

donde u representa el campo de velocidad del fluido y como antes n,c denotan la
densidad de organismos y la concentracién de la senal quimica, respectivamente. El
término nV ¢ representa los efectos de flotaciéon debido a una diferencia de la densidad
del fluido con o sin bacterias; el término (u-V)u se llama término convectivo (despreciar
dicho término conduce a las llamadas ecuaciones de Stokes) y el término V - u = 0
denota la incompresibilidad del fluido; K(c) y r(¢) son funciones que dependen de ¢,
v D,, x, D., a son constantes positivas que representan la difusiéon para el densidad,
la sensibilidad quimiotactica, la difusién de la senal quimica y la tasa de consumo de
la senal quimica, respectivamente. El fenémeno descrito por (1.9) es también conocido
como bioconveccion.

1.5. Presentacion del problema

El presente trabajo tiene como objetivo central el estudio de un modelo tipo Keller-
Segel-Navier-Stokes para una especie y dos senales quimicas, una de atraccion y la otra
de repulsion, cuya dinamica se desarrolla en un fluido viscoso incompresible; ademas,
se desea considerar una fuente logistica para describir la proliferaciéon y muerte de los
organismos. Las ecuaciones que gobiernan este modelo son:

ng+u-Vn=An— V- (nVe) + x2V - (nVv) +¢n — un?,
¢ +u-Ve=Ac+ ki(an — fic) — Kayen,

v+ u - Vo= Av + asn — Py, (1.10)
u+ (u-V)u = Au— V1 —nVe,
V-u=0,
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en Q x (0,7, denotaremos 2 un dominio acotado suficientemente suave de RY u Q =
RY para N € {2,3}, consideraremos 0 < T' < co. En el sistema (1.10) n = n(z,t),
c=c(x,t), v=uv(x,t), 7(x,t) y u(x,t) denotan respectivamente la densidad celular, la
concentracion del quimico atractor, la concentracion del quimico repelente, la presion,
y el campo de velocidades del fluido en la posicién = € 2 y el tiempo t € (0,7). La
evolucién del campo de velocidades u(z,t) = [uy(z,t), .., un(z,t)] estd gobernada por
las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido incompresible. En (1,10), el término
—nV¢ se debe a la fuerza de flotacién causada por la diferencia de densidades entre
los organismos y el fluido. Dicho término se obtiene por medio de la aproximacion de
Boussinesq [24], la cual establece que el efecto debido a la diferencia de densidad solo
afecta al potencial gravitacional. El término —V - (x3nVe) representa la quimiotaxis
positiva, mientras que el termino V - (xanVv) refleja la quimiotaxis negativa. En la
segunda ecuacién de (1.10), k1, ke € {0,1} permiten dos clases de interacciones: 1) Si
k1 = 1, la senal es producida por las propias células y se degrada a una tasa constante.
2) Si ke = 1, el quimico es consumido con una tasa proporcional a la cantidad de
organismos. Los parametros xi1, X2, a1, 51, ag, B2 ¥y 77 son constantes no negativas y
representan el comportamiento quimiotactico; con mas detalle, x; y x2 denotan los
coeficientes de sensibilidad quimiotactico, a; y ay representa la tasa de produccion de
las senales quimicas, v representa la tasa de adsorcion del quimico por parte de los
organismos, 5 y 2 denotan las tasas de degradaciéon de las senales; finalmente, ¢, y
describen la tasa de proliferacién de los organismos y la capacidad de carga (esto es, la
méaxima poblacién sostenible), respectivamente.

El sistema anterior es completado con los siguientes datos iniciales y condiciones de
frontera (en el caso donde 2 es un dominio acotado):

{ [n(z,0), c(x,0),v(z,0),u(x,0)] = [no(z), co(x), vo(x), ug(x)], x € Q

o) — odnl) — 2o — 0 y(z,t) =0, €99, te(0,T).

(1.11)

El modelo (1.10)-(1.11) pertenece a la clase de sistemas tipo Keller-Segel-Navier-Stokes,
pero ademads contiene otras dos variaciones al modelo clésico (1.8); una de ellas, es que
considera dos senales quimiotacticas, una de atraccion y la otra de repulsién, pues la mi-
gracién de los organismos se puede ver afectada por el efecto de varias senales quimicas
[91], y la otra consideracién es la de permitir la reproduccién y muerte de los organismos
con una fuente logistica; en efecto, algunos modelos de invasién de cancer convergen a
modelos de quimiotaxis con crecimiento logistico [55]. Resaltamos aqui que el modelo
(1.10)-(1.11) no habia sido considerado previamente, por lo cual, considerarlo constituye
el primer aporte de esta tesis al estudio del fenémeno de la quimiotaxis en fluidos. Sub-
modelos de (1.10) han llamado la atencién de muchos investigadores, especialmente en
los 1dltimos cinco anos. Por ejemplo, mencionamos los trabajos [15, 23, 35, 42, 59, 60, 70,
71,72,74,75,77,79,107, 108, 110, 117, 118, 120, 121, 122, 123, 124, 126, 130, 131, 133].
A continuacién presentaremos una breve revisién de los principales resultados de los
trabajos anteriormente citados.
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— Modelos de quimiotaxis con fluido

Siv=0,k =0,k =1¢=0y u =0, la existencia de solucién clasica global en do-
minios convexos de R? fue demostrada en [122]. En el mismo articulo para el caso R3,
considerando para el flujo las ecuaciones de Stokes, la existencia de soluciones globales
débiles también fueron obtenidas. Los resultados de [122] fueron extendidos a dominios
mds generales en [60]. En dominios acotados convexos 3D, la existencia de soluciones
débiles, incluyendo las ecuaciones de Navier-Stokes, fueron obtenidas més recientemente
en [126]. Variantes de este modelo aparecen cuando se considera una difusién celular no
lineal y x se asume como un tensor de sensibilidad quimiotactico, esto es, An es rempla-
zado por A™n,y xV-(nVe) por V- (nS(n,c,z)Ve), donde S(n,c,z) = (S; ;) Nxn €S una
funcién de valor matricial. En estos casos, se asumen condiciones de frontera adecuadas.
Bajo estas condiciones, resultados sobre existencia global, acotaciéon y comportamiento
asintético de las soluciones han sido obtenidos en [23, 35, 59, 107, 124, 131] y algunas
referencias citadas en ellos. El caso v = 0,k; = 0,ky = 1, y incluyendo una fuente
logistica (¢ > 0y pu > 0), ha sido analizado en [72]. Considerando dominios acotados de
R3, en [72], el autor construye soluciones débiles y demuestra que las soluciones se vuel-
ven suaves después de algin tiempo; la convergencia hacia estados estables (¢/u,0,0)
también es establecida. En [15], se considera un intercambio de oxigeno entre el fluido
y el ambiente, lo cual conduce a condiciones de frontera diferentes a (1.11); entonces,
para datos iniciales suficientemente suaves, se probd la existencia de solucién global
clasica para N = 2, asi como también la existencia de soluciones globales débiles para
N = 3. En los trabajos mencionados anteriormente, se asume que los datos iniciales
sean al menos funciones continuas.

En el caso de modelo Keller-Segel-Navier-Stokes sin fuente logistica (esto es v = 0,
k1 = 1y ke = 0), el andlisis matemético es un poco fragmentario y existen menos resul-
tados de solubilidad global que en el caso k1 = 0y kg = 1 (ver [42, 78, 79, 108, 110, 118]).
De hecho, en [108] se demostrd que la versiéon Stokes-tridimensional posee una solucién
global acotada y cldsica bajo un apropiado efecto de amortiguamiento logistico (¢ > 0
y > 23). En [110], unos resultados andlogos son derivados para el caso bidimen-
sional Navier-Stokes bajo la hipdtesis ¢ > 0 y p > 0 (ver también los resultados de
[42] sobre la existencia global de ciertas soluciones débiles para una versién particular
2-D obtenida al tomar ¢ = 0). Recientes resultados de solubilidad global para mo-
delos Keller-Segel-Navier-Stokes involucrando funciones de sensibilidad generales son
obtenidos en [79, 118] y referencias en ellos. Como antes, los trabajos mencionados
anteriormente consideran, al menos, funciones continuas como datos iniciales. A parte
de esta clase de datos iniciales, citamos el trabajo [70] donde los autores consideran
un modelo Keller-Segel acoplado con las ecuaciones Navier-Stokes en RY (N > 2) y
prueban la existencia de soluciones blandas con datos iniciales pequenos en espacios L?
débiles.

— Modelos de quimiotaxis con fuente logistica pero sin fluido
Si el efecto con el fluido es despreciado y la senal repulsiva desaparece, considerando
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k1 = 1y kg = 0, el sistema (1.10) se convierte en el modelo clasico Keller-Segel con
crecimiento logistico. Para este submodelo y variantes, existe una abundante literatura
matematica (ver [3, 71, 111, 121, 123] y referencias citadas en ellos). En [111], la exis-
tencia de solucion global acotada y clasica fue demostrada bajo la suposicion que la
dimensién del espacio es menor o igual a 2, o bien el efecto logistico es suficientemente
fuerte. También, la existencia de soluciones globales débiles se obtuvo bajo condiciones
m4s blandas. Asumiendo que la fuente logistica satisface f(n) < a — un?, el autor de
[121] probé la existencia y unicidad de una solucién global y suave para un valores de
1 suficientemente grandes en dominios acotados y convexos de 2 C RY, con N > 1.
Para f(n) = n — un?, resultados de estabilidad asintdtica global para el equilibrio ho-
mogéneo (l%, ;%) fueron obtenidas en [123]. Para f(n) = ¢n — un? con valores de yu > 0,
arbitrariamente pequenos, en [71] el autor demostro la existencia de soluciones globales
débiles en dominios acotados y suficientemente suaves de R”, los cuales se convierten
en soluciones suaves después de algun tiempo. Considerando ciertos tipos de sensibili-
dad singular, resultados sobre existencia global, unicidad y comportamiento asintético
de la solucién en dominios acotados de R? fueron obtenidos en [3]. Adicionalmente,
mas recientemente, los subsistemas de quimiotaxis atractivo-repulsiva relacionados con
(1.10), en particular k1 = 1, Ko = 0 y u = 0 fueron estudiados en [74, 75, 77, 117, 133]
y algunas referencias en ellos. Existe una importante diferencia entre el clasico modelo
Keller-Segel y el sistema de quimiotaxis atractivo-repulsiva, en el sentido que general-
mente el ultimo sistema no posee un funcional de Lyapunov, a diferencia del modelo
cldsico. En dominios acotados de RY, los autores de [75, 77] demostraron la existencia
y unicidad de una soluciéon global acotada para N =1y n >10 N =2y n > 2.
En [74], considerando dominios acotados convexos y suficientemente suaves 0 C R3,
la existencia y unicidad de soluciones globales clasicas y acotadas fue demostrada ba-
jo las condiciones (3; > %, p suficientemente grande, y f satisfaciendo la condicién
f(n) =n—pn"™ n >0, u >0y > 1 Comportamiento asintético para tiempos
grandes hacia un especifico estado estable también fue analizado. En [117], se obtiene
la existencia de soluciones globales clasicas 3D donde el término An es remplazado por
V- ((n+1)™"1Vn) donde m > 4/3 y el término de crecimiento es dado por ¢n — un? for
0 € (1,2) om > 1y el término de crecimiento es ¢n — un? pero asumiendo condiciones
especificas sobre el valor de uu. Recientemente, la existencia y unicidad de una solucién
global acotada y clésica fue obtenida en [133] para N > 3, 51 = [, XO‘ITJ“SO‘Q < 6y, 00>0

y f(n) < n — pn®.

En el Capitulo 3, presentaremos nuevos resultados de existencia de soluciones blandas
globales para el sistema (1.10)-(1.11) con datos en espacios de tipo LP(2), lo cual cons-
tituye un aporte original de este trabajo a los modelos tipo Keller-Segel-Navier-Stokes.
Por soluciones blandas se entienden aquellas funciones que satisfacen la correspondiente
formulacién integral (3.3) o (3.6) (ver Capitulo 2, subseccién 3.1.1). En el Capitulo 4
introduciremos una esquema numérico conveniente para aproximar las solucién de un
submodelo de (1.10) y presentaremos estimativas de error para dicho esquema, siendo
esto, otro aporte original del presente trabajo.
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2 PRELIMINARES

En este capitulo se hard una revision general de las herramientas matematicas necesarias
para sustentar los resultados de esta investigacién. Comenzaremos el capitulo con una
revision de conceptos y resultados del analisis clésico que seran utilizados en el desarrollo
del trabajo, entre ellos, la definicién de los espacios de Lebesgue LP y de Sobolev WH?,
y algunas desigualdades de uso frecuente en esta tesis; después, presentaremos una
corta introduccion a la teoria de semigrupos, incluyendo algunas las propiedades de los
semigrupos analiticos, y finalizaremos este capitulo con la presentacion de la funciéon
Beta. De esta manera completamos los preliminares necesarios para el desarrollo de los
posteriores capitulos.

2.1. Sobre los espacios L”

Trataremos rdpidamente algunos preliminares de los espacios Lebesgue LP(£2).

Definicién 2.1.1. Paral < p < oo, se define el espacio LP(€2) como el espacio vectorial
de todas las (clases de equivalencia) funciones Lebesque medibles f : Q — R tal que

| fllzr() < 00, donde 1
P(@) "d p' 2.1

El funcional (2.1) define una norma en L?(Q), con la cual (L?, || - ||1r(q)) es un espacio
de Banach. El espacio L?(2) es un espacio de Hilbert con el producto interno dado por

(f.9) ZI/Qf(l')g(:L')d:c.

Definicién 2.1.2. El espacio L™(Q2) es definido como el espacio vectorial de todas las
(clases de equivalenia) funciones Lebesgue medibles f: Q — R tal que || f|| =) < oo,
donde

[ Fllzoe () == supess{|f(z)] = = € Q}. (2.2)

Por su parte, el funcional (2.2) define una norma en L*°(£2), con la cual (L, || - ||z ()
es un espacio de Banach. Adicionalmente, notaremos por Lj .(2) el conjunto de las

funciones medibles, tales que f € LP(€Y'), para todo €' C € abierto y acotado.

Algunas desigualdades importantes que se cumplen en los espacios LP(2) son las de-
sigualdades de Minkowski, Holder y Young.
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— Desigualdad de Minkowski: Sea 1 < p < oc0. Si f,g € LP(Q2), entonces

1+ gllze@) < [1f e + lgllzr@)
— Desigualdad de Holder: Sean 1 < p,q < oo, tales que }D + % =1.8Sif € LP(Q) y
g € L), entonces fg € L'(Q) y se tiene que
19l < [Iflle@llgllLa)
— Desigualdad de Young: Sean 1 < p,q,r < oo, tales que —i— +1 Si f e LP(RY)
y g € LY(RY), entonces f * g € L"(RY), y vale que
Hf*gHLr eV) < [ fllze @) |9l ey,

donde ( = Jon [z —y)g(y)dy es la funcién convolucién.

Ahora introduciremos los espacios de Sobolev W*?(Q), (ver por ejemplo [43]). Para
ello, consideremos el espacio C§°(2) de las funciones C*°(§2) con soporte compacto en
Q. Dada f € L},.(Q) y @ = (a1, ...,ay) un multiindice, diremos que la funcién f tiene
a-ésima derivada débil, si existe una funcién g € L}, (Q), tal que

/ f(2) D (x)dx = (~1) / g(2)b()dr, Vo € C(9),

donde el operador D® es el operador diferencial

|al
DY = ———— 0 —.
Oxit ... 0x\Y

En este caso, denotaremos D*f = ¢. Si la una funcién f tiene a-ésima derivada débil,
estd es unicamente definida a menos de un conjunto de medida nula.

Definicién 2.1.3. Sean k un entero no negativo y 1 < p < oo. El espacio de Sobolev
WHkP(Q) se define como el espacio vectorial de todas las funciones f € L} .(Q) tales que
para cada multiindice o con || < k, D f existe en el sentido débil y pertenece a LP(S).

Los espacios W*P(£2) son espacios de Banach con norma
1
P

HfHka(Q) = Z HDainp(Q) , para 1 < p < 00,

la|<k

||f||wk,oo(sz) = m&)]i ||D f||L°°(Q)

Los espacios W*2(Q), usalmente denotados por H*(£), son espacios de Hilbert con el
producto interno

) = 3 / D°fD% da.

la| <k
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2.2. Integral de Bochner

La integral de Bochner es una generalizacion a la integral de Lebesgue para funciones
con valores en un espacio de Banach. Sea E es un espacio de Banach sobre Ry (X, X, )
un espacio con medida o-finita.

Definicién 2.2.1. Una funcion g : X — E es u-simple integrable si

k
g = Z ui]-Xiﬂ
=1

k

donde u; € E para cada i € {1,... )k} y X = UX,; tal que X; € X y los X; son
i=1

disjuntos dos a dos.

Si g es una funcién p-simple integrable su integral Bochner se define como

k
/ gdp = Z,u(Xi)ui SR
X i=1

Definicién 2.2.2. Una funcion f : X — E es u-Bochner integrable sz’/ | flledp < oo,
b's
y eziste una sucesion { f,tnen de funciones p-simples tales que

(Z) nlilgofn - f7 /’L_C't‘p'J

(ii) lfm/an—fHEdp:O.
n—oo X

En tal caso la integral Bochner de f esta determinada por

/fd,u: lim/fndu.
X n—o0 X

El valor de la integral de Bochner es independiente de la sucesion { f,, }nen, v ademds

H /X | < /X =

Si consideramos X = [0,7] un intervalo de tiempo, podemos definir espacios de fun-
ciones vectoriales que involucran el tiempo y que usaremos en el desarrollo de este
trabajo.

Definicién 2.2.3. El espacio LP(0,T; E) consiste en todas las funciones f : [0,T] — E,
con

1
T P
1l = ( / Hf(t)ll%dt) coo para1<p<oo
0
1l = supess | f (D]l < oo
0<t<T

También podemos considerar los espacios C'(0,T; E), Wk?(0,T; E), BC(0,T; E), entre
otros (ver [43]); aqui BC' denota las funciones continuas y acotadas.
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2.3. Teoria de semigrupos

En esta seccion presentaremos algunos de los conceptos basicos de Teoria de semigrupos,
incluyendo definiciones y algunas proposiciones con los resultados més relevantes para el
desarrollo de esta tesis. Para mayores detalles recomendamos al lector los libros [83, 93].
A lo largo de esta seccion E denotara un espacio de Banach.

2.3.1. Semigrupos

Definicién 2.3.1. Una familia {S(t)}i>0 de operadores lineales de E en E y acotados,
es un semigrupo i

(1) S(0) =1, (I es el operador identidad sobre E ),
(i1) S(t+ 1) = S(t)S(7) para todo t,T € [0, 00).

Definicién 2.3.2. Un semigrupo {S(t)}+>o se denomina un semigrupo de clase Cy, si
verifica que

lim S(t)x =z, paratodo x € E.

t—0t
Definicién 2.3.3. Un semigrupo {S(t) }1>0 es un semigrupo uniformemente continuo
51

1i t)—1I|| =0.
T [1S(2) — 1] = 0

Note que de las Definiciones 2.3.3 y 2.3.2, un semigrupo uniformente continuo es un
semigrupo de clase Cj.

Definicién 2.3.4. El operador lineal A : D(A) C E — E, es llamado el generador
infinitesimal del semigrupo S(t), si satisface que

Ar = lim M
t—0t t

para x € D(A),

donde D(A) es el conjunto de todas las v € E tal que lim %

t—0t

existe.

Proposicién 2.3.5 ([93], Teorema 1.2). Un operador lineal A es un generador infinite-
simal de un semigrupo uniformemente continuo, si y solo si A es un operador acotado.

Si A es un operador lineal y acotado de £ en E, entonces el semigrupo uniformemente
o

continuo {S(t) }+>o generado por A, es dado por S(t) = e = Z%n, para t > 0.

n=0

Observacion 2.3.6 ([93], Corolario 1.4). Sea {S(t)}i>0 un semigrupo uniformemente
continuo. Entonces se tiene que

» Eziste una constante w > 0 tal que || S(t)]] < e
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» Existe un tnico operador lineal y acotado A, tal que S(t) = et

w AS(t)u = S(t)Au para todo u € D(A).
» t — S(t) es diferenciable en norma y %ﬁt) = AS(t).

A continuacion presentaremos algunos resultados importantes para semigrupos de clase
Cy, empezando con algunas propiedades de los generadores.

Proposicién 2.3.7 ([93], Corolario 2.5). Si A es el generador infinitesimal de un se-
magrupo de clase Cy, se cumple que:

(1) D(A) = E, (el dominio A es denso en E).

(11) A es un operador cerrado.

Decir que A es cerrado significa que, si {ug treny C D(A), con uy — uy Auy — v cuando
k — oo, entonces u € D(A) y v = Au.

Proposicién 2.3.8 ([93], Teorema 2.2). Sea S(t) un semigrupo de clase Cy. Entonces
existen constantes w > 0 y M > 1, tales que

1S(#)]| < Me™  para 0 <t < oo.

Si M =1, esto es ||S(t)]| < e*', entonces S(t) es llamado un semigrupo w-contractivo.
Definicién 2.3.9. Notaremos el conjunto resolvente de A por

p(A) :=={\ € C| A\ — A es invertible}.
Para cada X € p(A), podemos asociar el operador resolvente Ry : E — E. definido por

Ryu = (M — A) .
El espectro de A se define como
o(A) :=C\ p(A).

El siguiente teorema caracteriza los generadores de semigrupos w-contractivos.

Proposicién 2.3.10 (Teorema de Hille-Yosida). Un operador lineal A es el generador
infinitesimal de un semigrupo w-contractivo {S(t) }1>¢ si y solo si

(i) D(A) = FE y A es un operador cerrado.
(it) (w,00) C p(A) y [|RA|| < 2= para todo X > w.

Ahora presentaremos un importante resultado que permite relacionar un semigrupo,
con los operadores resolventes asociados a su generador infinitesimal A por medio de
una integral de Dunford.
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Proposicién 2.3.11 ([93], Teorema 7.7). Sea A operador sobre X satisfaciendo las
siguientes condiciones

(i) D(A)=E.
(i1) Para algin 0 < § <7/2, p(A) D T5:={Ae€ C : |arg\| <7/2+ 0} U{0}.
(111) Existe un constante M tal que

M

[RAll <
Al

para X\ € Ts, X #0.

Entonces, A es el generador infinitesimal de S(t), un semigrupo de clase Cy, tal que
IS(t)]] < C para alguna constante C' y ademds,

1
S(t) = — / eMRydN,
r

271

donde T' es una curva suave contenida en Ty que se recorre desde ooe™™ hasta ocoe™
para /2 < v < w24 0.

El resultado anterior establece condiciones suficientes (pero no necesarias), sobre los
generadores infinitesimales de semigrupos de clase Cjy y es a menudo mas sencillo de
chequear en los ejemplos concretos.

2.3.2. Semigrupos analiticos

En esta subseccion presentaremos una clase de semigrupos generados por operadores
cuyos dominios no son necesariamente densos en FE; para un estudio mas amplio y

detallado (ver [83]).

Definicién 2.3.12. A: D(A) C E — E es un operador sectorial si existe una constante
weR,0€(0,7/2) y M >0 tal que

(1) p(A) D Ts5. :={X€C : N £ w, |arg(A —w)| < 7/2+ 6},
(11) ||Rx|| < % para todo\ € Ty,

Definicién 2.3.13. Sea A un operador sectorial. Si la familia {S(t)}+>0 es definida por

1
S(t) = —/e”RAd)\, t>0,
T

271

donde I' es una curva suave contenida en Ts,, que se recorre desde ocoe” ™ hasta ooe®
para /2 < v <w/2+ 6 y parat =0

entonces {S(t)}i>o0 es llamado un semigrupo analitico generado por A en E.
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Es usual notar S(t) por 4. Ahora, para terminar esta seccién presentaremos algunas
propiedades de los semigrupos analiticos.

Observacién 2.3.14 ([83], Proposicién 2.1.1). Si e un semigrupo analitico, se cumple
que

(i) etz € D(A¥) para cadat >0, x € E, k € N. Si x € D(A¥), entonces

Aketdy = etAAka:, vt > 0.

(ii) ette™ = 1A para todo t > 0.
(11i) Existe una constante M tal que
e < Me™,  parat >0,
donde w es la constante en la Definicion 2.3.12.

(iv) La aplicacién t — e de (0,00) al conjunto de los operadores lineales de E es de
clase C*™ vy
d* 4 k tA
—e = A%e"
dtk
ademds tiene una extension analitica en el sector

para t > 0;

T:={AeC: X#0, |arg(N)| < 6}

2.4. Funciéon Beta

En esta seccién recordaremos la definicion de la funcién Beta; luego, presentaremos un
lema relativo a dicha funciéon y que usaremos en el Capitulo 3.

Definicién 2.4.1. Dados x,y > 0, la funcion Beta B(x,y) estd definida por

1
B(x,y):/ "1 — ).
0

Notemos que para todo x,y > 0,

5 1
B(z,y) = / N1 =)y dt +/ N =)t
0 2

—

1 1
< méx(1,2'7Y) /2 " tdt + max(1, 21_”6)/ (1—t)vtdt
1
2

0

1 1
<2-27"4+2-27Y < 0.
X )

Note ademaés que la funcién Beta es simétrica, esto es, B(z,y) = B(y,z). En la demos-
tracién del Teorema 3.5.6 necesitaremos el siguiente lema
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Lema 2.4.2. Seanx <1,y<1a>0yb>0. Entonces
t .
/ (t — 7)1 Ve ety < emmin{abllmeyp) _ g 1 —y). (2.3)
0
Demostracion. Primero asuma que b > a. Entonces tenemos

¢ t
/ (t — T)*””T*ye*“(t*T)e*deT = ¢ / (t — T)*‘”T*ye*(b*“)TdT
0 0

IN

t
e_“t/ (t—7) 7 ¥dr
0

< e ™MtV B(1 — 1,1 — ).

Por otra parte si b < a, haciendo el cambio de variable 7 =t — 7, tenemos

t t
/ (b= 7)o Vet brgr — / (F)7( = 7) e "D gz
0 0
< eV B( -y, 1 — o).

Como la funcién beta es simétrica, obtenemos (2.3). O
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3 RESULTADOS DE EXISTENCIA

En este capitulo presentamos nuevos resultados de existencia para un modelo tipo
Keller-Segel-Navier-Stokes dado por (1.10)-(1.11), lo cual constituye un aporte original
de este trabajo. Iniciaremos el capitulo con la formulacién integral para nuestro pro-
blema, seguido de la definicién de un espacio cociente de funciones LP, asi como de los
espacios solucién. Posteriormente presentaremos algunas estimativas para el semigrupos
del calor y el semigrupo de Stokes, y finalizaremos el capitulo enunciando y probando
dos teoremas de existencias para el sistema (1.10)-(1.11), para ello obtendremos una
estimativa global para la formulacion integral del sistema y después presentaremos un
esquema de aproximaciones adecuado. Finalmente, probaremos que si los datos inicia-
les son suficientemente pequenos existe una sucesion tipo Cauchy, la cual converge a la
solucion blanda del modelo.

3.1. Formulacion integral

A continuacién se definen algunos operadores importantes en el desarrollo de este tra-
bajo y presentamos la formulacién integral para nuestro modelo quimiotactico, primero
cuando el domino es todo el espacio RY y luego, para el caso de dominios acotados.

3.1.1. Formulacién integral en RY

Para analizar el sistema (1.10)-(1.11), usamos la estrategia clasica de eliminar la pre-
sién de la ecuacién del momento, para trabajar solamente con las cuatro incégnitas
[n, c,v,n|. Para ello, debemos tener en cuenta la descomposicién de Helmholtz-Hodge
y del proyector de Leray. Dado un campo vectorial diferenciable w : RY — RY, la
descomposicion Helmholtz-Hodge establece que existe una tnica descomposicion de w
como w = wi + wq, donde w; es un campo de divergencia nula y wy = V) para alguna
funcién ¢ : RN — R (ver por ejemplo [13]). Como la descomposicién es tinica, se puede
definir el operador proyector de Leray como Pw = w— V. Dado que V- (w— V) = 0,
entonces V - w = A y asi, aplicando el laplaciano inverso, se tiene que

Pw =w— V(A™HV - w)). (3.1)

Si aplicamos formalmente la transformada de Fourier en (3.1), obtenemos la expresién

(Bu)(€) = = 5(60(6),
cuyo simbolo es dado por (@(f))” =0;; — %, i,je{l,---,N}.
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Aplicando el operador proyeccion P a la ecuacién (1.10)4, obtenemos el siguiente pro-
blema parabdlico en R? x (0, 0o):

ni+u-Vn=An—x;V-(nVe) +x2V - (nVv) + ¢n — un?
¢ +u-Ve=Ac+ ki(agn — pic) — koyen,

v+ u- Vo =Av+ asn — [,

u +Plu - V)u=Au—P(nVe),

(3.2)

Como es usual, usamos el principio de Duhamel para introducir la formulacion integral
asociada con el sistema (3.2):

(

t
n(x,t) = etet®ng / DAy Vn + pn?) (7)dr
t
—/ et=mA (V (xinVe — XQTLVU)) (1)dr,
0

§ clw,t) = e mbritethey — e_’“ﬁl(t Del"™ 3 (u - Ve — kiagn + kyyen)(t)dr,
0

v(x,t) = e PtetPy, —/ e P2(t=7) (1= T)A(U-Vv — agn)(T)dr,
0

u(w,t) = ePugp — /t APV - (4 ® u) + nVo)(r)dr
0

\

(3.3)
donde e'® denota el semigrupo del calor definido por (e'®g ng )g(y)dy,
con G(z,t) = (4nt) =3 2exp(—|x|?/4t). Observemos que el Vector

[0, c,v,u] = [ete!®ng, e Pty e P2t By et Py, (3.4)

corresponde a la solucién de la parte lineal de (3.2), esto es, el vector (3.4) es la solucién
del sistema de ecuaciones

ng=A4An+sn, ¢ =A0Ac—kific, vi=Av— (v, u = Au,
con datos iniciales [ng, g, vg, o).

3.1.2. Formulacién integral en dominios acotados

Antes de presentar la formulacién integral para el modelo, introduciremos algunos espa-
cios de funciones. Denotamos por Cg5,(€2) el conjunto de todas las funciones vectoriales
© = (¥1,-..,on) de valor real, de clase C'*° con soporte compacto en €2, tales que div
¢ = 0. La clausura de C§%, con respecto a la norma || - || » del espacio LP, 1 < p < oo, es
denotada por LP(2)V. Por simplicidad en la notacién, no distinguiremos entre funcio-
nes vectoriales y escalares; por tanto, notaremos Lg(Q)N simplemente por L2(Q2) y asi
en adelante. Recordemos la descomposicion de Helmholtz-Hodge la cual establece que

Lr(Q) = L2(Q) @ GP(Q), 1 <p < oo, donde GP(Q) ={V[feLr(Q): fe Ll ()} (ver
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[48]). Sea P, el operador proyeccién de LP(2) sobre L2 (€2). El operador de Stokes A, en
L? es definido por A, = —P,A con dominio D(A,) = {u € W?P(Q) : ulsq = 0} N LE.
Recordemos que —A, genera un semigrupo analitico uniformemente acotado {e =}~
en L2 (ver [49]).

También consideraremos el semigrupo de calor con condicién de frontera tipo Neumann.
El operador A, con dominio D(A,) = {u € W?P(Q) : 9|5 = 0} también genera un
semigrupo analitico uniformemente acotado {€'#};~¢ en LP (ver [83, Capitulo 3]).

Aplicando el operador proyeccién P a la ecuacién (1.10)4, podemos tratar el problema
(1.10) como el siguiente problema de tipo parabdlico en 2 x (0,7):

ne+u-Vn=Amn—xV-(nVe)+EV - (nVo) +¢n — un?
¢t +u-Ve=Apc+ ki (ain — fic) — kayen,

v+ u- Vo = Apv + agn — Bav,

u +Plu - V)u=—Apu —P(nVe).

Como es usual, introducimos la formulacién integral asociada al sistema (3.5)-(1.11),
via el principio de Duhamel

(3.5)

4

t
n(x,t) = estetPrny — / eS8 (y - U+ pun®) (1) dT
0
t
—/ et elt=T)8 (V - (xnVe — anv)) (1)dr,
0
t
c(z,t) = e bitetbocy — / e’”lﬁl(t’T)e(t’T)A”(u - Ve — kiagn + koyen)(7)dr,
0

t
U(x7 t) — e—ﬁztetApUO _ / e—ﬁz(t—T)e(t—T)Ap (u Vo — OéQﬂ)(T)dT7
0

t
u(z,t) = e vy — / 6_(t_T)ApP(U -Vu+nVo)(r)dr.
\ 0

(3.6)
Vale la pena mencionar que el vector formado por los primeros términos del lado derecho
en cada ecuacion de (3.6), esta asociado a la solucion de la parte lineal del sistema (3.5)-
(1.11), es decir, [n, c,v,u] = [estetPrng, e FPtetBrcy e~ FteltBryy e tryg), es la solucion
de
= Apn+on, o =A0,c—kKific, ve=A8p— B, w=—Au,
con los datos iniciales [ng, ¢o, vo, ug] ¥ las condiciones de frontera

onet) — odnl) — 2D — 0 y(x,t) =0, €0, te(0,T).

3.2. Un espacio cociente

En esta seccién introduciremos un espacio cociente de funciones en LP sobre dominios
acotados. Las clases de equivalencia estan formadas por las funciones en el espacio L?
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que difieren en una constante. Para esto, recordemos que si M es un subespacio cerrado
de un espacio de Banach X, entonces el espacio cociente X/M = {f+ M : f € X}, es
un espacio de Banach, dotado de la norma

I + Mllxjar = of |1 = mllx.

En este trabajo, consideramos el espacio cociente LP/ ~ para 1 < p < oo de todas las
clases de equivalencia de funciones en LP(2) cuya diferencia es una constante, esto es,
si f € LP(Q), la clase de equivalencia asociada a f es dada por:

[f] =49 € LP(Q) : f— ges una constante}.

El uso de este espacio cociente nos permitira superar dificultades técnicas relacionadas
con la naturaleza del semigrupo del calor con condiciéon de Neumann (ver Subseccién
3.4.1), y encontrar soluciones blandas para nuestro modelo quimiotéctico.

El espacio L?/ ~ es un espacio vectorial con las operaciones suma y producto escalar
definidos por [f] + [g] = [f + 9] v a[f] = [af], a € R, respectivamente. Se tiene que,
LP/ ~ es un espacio de Banach con la norma

| [f]llp/~ == mf{|[f 4+ ¢|lzr : ces una constante}. (3.7)

Notemos que la aplicacién ¢ — ¢+ f es continua de R a L? y que la norma || - ||» es
una funcién continua en L?; luego, para cada f € L existe f* € [f], tal que || f*||r« =
| [f1llq/~. Ademés, definimos el producto en L?/ ~ por [f][g] = [(f — [)(g—7)].

donde . )
f:@/gf(%)d-’ﬂ y QZW/QQ(@CM-

Claramente, este producto estd bien definido, esto es, la operacion es independiente de
los representantes de cada clase. Con el objetivo de extender la desigualdad de Holder
en LP/ ~ notemos que

lw — @ > < Cll[w][p/~- (3.8)
En efecto, sea ¢ una constante

< w+ el + ||+ clle
< w+ el + 19w + ¢
S CH’IU + C”Lp

lw — @] r

Como ¢ se tomo de manera arbitraria, obtenemos (3.8). Sean 1 < p,q¢ < o0, tales

que % —i—% =1,y [f]l € L?/ ~y [g] € L1/ ~ . De la Definicién (3.7), se sigue que

37



[fllg] € L'/ ~ . Ahora, de la desigualdad de Holder en espacios L?, la Definicién (3.7)
y la desigualdad (3.8), se tiene que

g~ = N = g = 9y~
mf{||(f — f)(g —g) + c|[zr : ¢ es una constante}

< I/ = Plg— )l
< I = Dleolts = 9)le < CU el ]l

Ahora introduciremos espacios de funciones adecuados para estudiar el problema de
valor inicial (1.10)-(1.11). Para N <1 < 0o, y T' > 0, definimos el siguiente espacio de
Banach X de datos iniciales

v { [[r0], [co], [vo], uo] € (L%/ ~) X (L) ~) X (L) ~) x (L) ¢

(3.9)
sup ¢z (v=) }VetA <00, sup tz(vr ’Vem <oo},
0<t<T 0<t<T

con la norma ||[[no], [co], [vo], uolllx == [/[no]ll x, + [l[co]llx, + l[vo]llx, + lluolx,, donde
ol = Mol e el = ol sup £5ED [Tere] |,
1ol = N[volllao + sup £~ [[Verug| L, luolly, = luoll v
0<t<T

El espacio X es definido teniendo en cuenta las estimativas de decaimiento del semigrupo
del calor con condicién de Neumann en el espacio LP(2) y del semigrupo de Stokes en
el espacio LP(€2), las cuales serdn presentada en la Seccién 3.4.

3.3. Espacios solucién

Los espacios aqui utilizados estan inspirados en los usados para el estudio de las ecua-
ciones de Navier-Stokes a través de la teoria de semigrupos y técnicas de punto fijo
(ver por ejemplo, Kato [64]). Sobre estos espacios podremos obtener la existencia de
una tunica solucién blanda global, bajo ciertas consideraciones de pequenez sobre los
datos iniciales. Para N < p,r < 0o, N/2 < g < oo, consideramos el espacio de Banach
Y = Y, rq definido por

Y i={ln)[e], o] u] : 125 € BO(0,T); 17), e € L2(0,T); L),
2 (- %vce BC([0,T): L"), ve L™([0,T); L), (3.10)

=Dy € BO(0.7): L), 2% P € BO(0.1):L2) ).
dotado con la norma
[, [c], [v], wllly = [[[nllly, + lellly, + 1]y, + ey,

38



donde R
/ N2 1
I[n]]ly, = sup t2'~ q)\l[n(t)]llq/m

Nel_1
llellly, = sup [l + sup t=& [V,
) 0<t<T 0<t<T
N(1l_1
Illly, = sup [0/ + sup t=372 Vo (b)]
0<t<TN L o<t<T
lully, = sup t= 575 [lu(t)]] -

\ o<t<T

El espacio Y es un espacio de existencia global en el sentido de que 1" es arbitrariamente
grande. Como veremos, la presencia del término ¢n en (1.10) con ¢ > 0 impide considerar
T = co. Sin embargo, si en (1.10) consideramos el termino —¢n en lugar de ¢n — un?,
podemos establecer un resultado de existencia globales [0, c0). Para ello consideremos
el siguiente espacio de Banach Y= = Y dado por

Yor = {[[n] ], [v], ] : €2 F~2n € BO([0,00);L7), em™™{m8153te e [22([0, 00);:L%),
t2 (8" PVe e BO([0,00); L"), emmP25ty e 12([0,00) ; L),
t3GDV0 € BO(0,00); L), e300 e BO((0,00); 15) }.

(3.11)
provisto con la norma
Iln], [e], [w], ulllyess == lnllyee + l[[lllygxe + [[o]llyee + [[ullyew,
donde
( - ey (F—1)
Nn|||yexe = sup e>t2 N <’ |[|n(t ,
Il = sup. i)l
min{x 3 Nel 1
Illlygr = sup_ e (D), + sup 135G [Te(t)],,,
min S Nl 1
[elllygee := sup e (B3t H[U(t)]HO"/“Loi?ETtQ(N Vo)l
[ullyer = sup emlzHgz ) u()] .
\ 4 0<t<oo

De ahora en adelante, abusando de la notacién para las funciones densidad n y concen-
traciones ¢, v, denotaremos de la misma manera funciones en L” y sus clases de equi-
valencia LP/ ~. Por ejemplo, escribimos [n,c,v,u] € Y en lugar de [[n],[c], [v],u] € V.
Con esta conveccion, estamos listos para establecer la nocion de soluciéon blanda.

Definicién 3.3.1. Sea [ng, co, v, uo] € X. Una solucion blanda para el problema de
valor inicial (1.10)-(1.11) es un vector [n,c,v,u] € Y satisfaciendo el sistema integral

(3.6).

Notemos que las tres primeras ecuaciones integrales en (3.6) deben ser entendidas en cla-
ses de equivalencia. Adicionalmente, en la cuarta ecuacién integral de (3.6), n puede ser

39



tomado como cualquier representante de [n], por lo tanto, el término fot e~V odr
es invariante en el conjunto {n; [n] = [n]}. Adicionalmente, con el objetivo de simplifi-
car la notacion de ahora en adelante, siempre y cuando no se presente ambigiiedad o
confusion para el lector, escribiremos A en vez de A, y A en lugar de A,.

3.4. Estimativas lineales

En esta seccion recopilaremos algunas estimativas lineales, primero para el semigrupo
de calor sobre LP(RY) y para el semigrupo de Stokes sobre L2(Q); luego, presentaremos
nuevas estimativas para el semigrupo del calor con condicién de frontera tipo Neumann
sobre LP((2). Iniciaremos con las estimativas conocidas LP-L? para el semigrupo del calor
{e!2};50 en LP(RY). Recordemos que e f(x) es dado por la convolucién g(t, z) * f(z),
donde g(t,z) = exp(—4tm?|£[*)7 (z); asi, las propiedades de homogeneidad de g(t, )
dadas por g(t,x) = t’%g(l,xt’%) y VEg(t,z) = t’#vkg(l,xt’%), k=0,12---,
permiten obtener la siguiente estimativa de decaimiento (ver por ejemplo [83]).

Lema 3.4.1. Sea {e'*};>0 el semigrupo del calor en LP(RY), dado k > 0,1 <p<q<
00, existe una constante C' > 0, tal que

1

N1k
IV e Fllamy < CE 257073 [l oy, (3.12)

Ahora, consideremos 2 un dominio acotado de RY y el operador de Stokes A,, con
condicién de frontera tipo Dirichlet sobre los espacios L2(£2). Yoshikazu GIGA [49]
demostro que A, genera un semigrupo analftico {e=*7},¢. Es conocido que {e~* },5¢
cumple las siguientes estimativas (ver por ejemplo [23]).

Lema 3.4.2. Sea {e~"r},5q el semigrupo Stokes en LE(Q) y ps € (0,13), donde vy =
inf Reo(A,) > 0. Entonces:

i) Para 1 < q <p < oo, existe Cy = Cy(Q,p,q) > 0 tal que
)) Para 1 < ste Cy = Cy (92 0 tal
]l < Cat™ 2 GPee o,
para todo t >0 y w € LL(Q).
ii) Para 1 < q <p < oo, eriste C5 = C5(2,p,q) > 0 tal que
i) Para 1 < ste Cs = C5(2 0 tal
||VetA”wHLp < C5t_%(%_%)_%e*p2t w|lzq
para todot >0 y w € LL(Q).
iii) Para 1 < q <p < oo, existe Csg = Cs(2,p,q) > 0 tal que
i) Para 1 < ste Cg = Cg(92 0 tal
e -], < Gt~ G726 22 fu]

para todo t >0 yw € (L1(Q))V.
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3.4.1. Nuevas estimativas lineales

Como recordamos anteriormente, propiedades de decaimiento en el tiempo para el se-
migrupo del calor en RY son bien conocidas. Sin embargo, en el caso del semigrupo
de calor con condicién de frontera tipo Neumann, hasta dénde sabemos, no existe una
referencia que incluya todas las estimativas necesarias para nuestro estudio; entonces,
en esta subseccién desarrollaremos nuestras propias estimativas, las cuales son ligera-
mente més finas que las usadas en [23, 120] y constituyen uno de los aportes originales
de esta investigacion.

Se sabe que si 2 es un dominio acotado de RY la funcién de Green G(z,t; €, 7) asociada
a la ecuacion de calor con condicién de frontera tipo Neumann puede expresarse por
medio de la expansién en autofunciones [106]. Considere el problema de autovalores

X — )on ON.

{ —AV = A\VUin
ov

Los autovalores asociados a este problema son no negativos; de hecho, el cero es el au-

.-/ o0 L4
tovalor que corresponde a la autofuncién constante. Denotemos por {);},_, la sucesién
creciente de autovalores y por {¥;};°, a la sucesién de autofunciones ortonormales.
Entonces tenemos que

Gz, t;y, T Z\I/ _’\i(t_T).

Por consiguiente, la solucion de la ecuaciéon de calor con condiciéon de no flujo en la
frontera y dato inicial w puede ser expresada como

u(a,t) = (w, o) Wo + > (w, U;) e ™", (3.13)
i=1
En particular, si [, w = 0, el primer término del lado derecho de (3.13) se anula.

Lema 3.4.3. Sea 1 < q < p <00 y py el primer autovalor positivo asociado al operador
—A con condicion de Neumann. Eziste Cy = Co(Q2,p,q) > 0 tal que

/QG(SU,t;y,T)W(y)dy

para todo 0 < 7 <t yw € LYQ) tal que [,w = 0.

Demostracion. Para empezar, traigamos a cuenta la siguiente estimativa puntual (ver
[87, Teorema 2.2])

— 7')_E —|z—y|?

et Vt>71, x,y€ll (3.14)
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Sealﬁlﬁootalque]%:%+
obtenemos

— 1. Usando (3.14) y la desigualdad de Young,

1
q

IN

/QG(wat;yﬁ)w(y)dy

N —le—y?
[ =0 E S o)) dy
R

Lp Lp(RN)
s N ==
< e pi(t )H(t_T) 2@4(t—f)||Ll(RN) ||]-Qw||Lq(RN)
— Gt ) FEen ) ),
= Colt = 7) 2 ),
(3.15)
O

Observacién 3.4.4. Sea {etA}t>0 el semigrupo de calor con condicion de Neumann y

1 < q <p<oo. Enla notacion de semigrupos, e“w = Jo G, t;y,0)w(y)dy; por lo
tanto, el Lema 3.4.3 implica que

N

N1y
e 2], < Cot ™= &P e ], (3.16)
para todo t >0 y w € LI(Q) tal que [, w = 0.

Lema 3.4.5. Sea {em}t>0 el semigrupo del calor con condicion de Neumann en  y
p1 el primer autovalor positivo asociado al operador —A con condicion de Neumann.
Entonces, existen constantes positivas Cp, Cy y C3 tales que:

(1) Para 1 <p < oo se tiene

IVebuwl,, < Cit ™2 ]|, (3.17)
para todo t > 0 y w € LP(2).

(11) Para 1 < q<p < oo se tiene

[Verwl|,, < Cot™2 G0 26 |, (3.18)

para todo t >0 y w € LY(Q).

(11i) Paral1<g<p<oool<qg<p<oo setiene
eV - w]|, < Cot 2 a0 26 (3.19)

para todo t >0 y w € (LI(Q))".
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Demostracion. (i) Sea L = —A con D(L) = {u € W>P(Q) : 3% = 0 on 09}. Entonces,
paral < p < ooyw € (0,7/2), el operador (A+ L)™' es acotado en L? para A € C\ {0}
con |argA| < 7 — w, y las siguientes estimativas se tienen (ver [8, 83]):

1A+ L) ullee < Collullze/IN y IVF(A+ L) ulle < Cllullz, (3.20)
para todo u € LP(2). Por interpolacion y (3.20), obtenemos
IV L) e < Collullzo /IN2, (3.21)

para todo u € LP(Q2). Con el fin de obtener la estimativa (3.17), calculamos el gradiente
de la integral de Dunford como sigue

1
Ve—th_ —/Ve)‘t()\—l—L)_l,
r

o

donde el camino I' = TgUT'y, con I'y : [A[eF#, 3 < |A[,y T : (7)e"8, —p < argh < o.
Ahora, usando (3.21), llegamos a

Vel = \

1 C
—,/Ve“(AJrL)_lw < —/e*tIAI‘WHme
271'2 r P 27T r

C _ _ _
< —( [Nl + [ Nl + [ 1/2|rwum)
27 Iy T'o r_

C
= (J1 + JQ + Jg)

2

Podemos acotar las integrales Ji, Jo y J3 de la siguiente manera:

J < C/ e’\tcow|)\|_1/2||w||Lpd)\§C/ et V2572 | w]| pds < CY2|w)|) 1o,
: 1

%)
Jy < C/ Pt V2 Jw|| ppdp < CtY2||w)| L.
—¢

La integral J3 se estima de manera similar que J;; de este modo obtenemos que
Ve Ew|| 1o < Ot 2|Jw]| o

(1) Escribimos w := ﬁ Jow vy asi [(w—w) = 0. Entonces, de (3.16) y (3.17) se sigue
que

HVetAw”Lp = HVG%A(?%A(U) — u‘;)’ < Ot )er® (w — w)|| o (3.22)
Ly
< O e (w - ),
—NA_Ly_ 1
< O HED et u .

43



(177) Primero consideraremos el caso 1 < ¢ < p < 00. Sea ¢ € C5°(Q2). Recordando que

e!® es autoadjunto en L?, integrando por partes y usando (3.18), obtenemos

/etAV~wg0' = '—/w-VetAgo
Q Q

lwll o [|Ve2el]

IA

_M(L_L)_l it
Csflwll ot 2" 2e™ o] L,

IN

(3.23)

donde Il)—l—l% = lyé—l—% =1 Dadoquel%—i :é
parte de la prueba tomando el supremo sobre todo ¢ € C5°(€2), tal que [¢[|, < 1. Para

— 117, podemos completar la primera

el caso 1 < ¢ < p = o0, asuma que w € (C§°(Q2))". Entonces [, €22V w = JoV-w=0.
Asi, de (3.16) y la primera parte, podemos estimar

Cot “2ae |22V - w14

Oyt~ 3t~ 3¢~ 271 ||w)| .

eV - wl]

5838y .
e2=(e2”V w)HLOO

IA A

(3.24)

Finalmente, por (3.24) y un argumento de densidad, obtenemos (3.19). O

Notemos que paraw € LP(€2), se tiene que e'*[w] = [e'*w]. En efecto, podemos extender
de manera natural e’ a L?/ ~ haciendo e/*[w] = [¢"*w] para w € LP(Q). El siguiente
lema establece estimativas de decaimiento para e'® de LP/ ~ a L7/ ~.

Lema 3.4.6. Sea {em}po
Entonces para 1 < q < p < oo eziste Cy = Co(2,p,q) > 0 tal que

el semigrupo del calor con condicion de Neumann en §2.

le[wl],. < Cot™ G De || [w]],,... (3.25)

para toda [w] € LI/ ~ .

Demostracion. Para cada w € L(Q), escribimos w := ﬁ Jo, w. Entonces tenemos que
w—w e [wy [o(w—w)=0.Asi, de (3.7) y (3.16) tenemos

Hem[w]Hp/N = inf{||e®(w + )|z : ces constante}

< e (w — )|
N1 1

< Cpt 2l we !t lw — |,
_N l_l) —p1t _

< Got=la e (lw+cll e + |w + ¢l 1)
_N_Ly L1 -

< Cotm =t (flw + ef| o + (2] @ + ¢l 1)
SN(L_1y

< Cptm 2l e M lw A+ el



Entonces, tomando el infimo sobre el conjunto de las constantes, obtenemos

[e2[w]|| . < Cot™ =GB e 1| [w]g/m-

]

Observacién 3.4.7. La razén de considerar la estimativa (3.25), se debe a que la
estimativa (3.16) solo es vdlida para funciones con media igual cero; esta condicion
imposibilita su uso en la formulacion integral (3.6), ya que en el modelo de la quimio-
taxis, la funcion densidad es positiva y su media es distinta de cero; en consecuencia
no podriamos estimar términos de (3.6), como por ejemplo, fQ eAndz.

3.5. Resultados principales

Ahora enunciaremos los principales resultados de este capitulo, los cuales constituyen
un aporte original del presente trabajo, y hacen parte del preprint [36].

Teorema 3.5.1. Asumiendo

; N N, N
(Z)N:3;N§SSOO;?<q<N7N<p<quS_28qu<T<N—_qq}

(ii)N:2>N<S<OO’S—L1SQ<N;q_LlSP<OOyN<r<NN—_qq’

o

N N

(i) N =2, s =00, 3 <q<N, q%l§p<ooyN<T<N—fq.

Sea T > 0 arbitrario, [no,co,vo,ug] € X y V¢ tal que t272V¢p € BC([0,T): L*).
Existe 6 > 0 tal que si ||[no, co, vo, wol||» < 0, entonces el problema (1.10)-(1.11) tiene
una solucion blanda [n,c,v,u] € Y en el sentido de la Definicion 3.3.1. Dicha solucion
blanda es unica en una bola cerrada en ).

Observacion 3.5.2. La clase de funciones donde encontramos la solucion blanda es
determinada por los exponentes p, q y r. En particular, los rangos para p y r son
simultdneamente determinados en términos de q, lo cual sugiere que la densidad de
los organismos tiene un papel dominante en relacion con las senales y el fluido (ver
Observacion 3.5.10).

Observaciéon 3.5.3. El Teorema 3.5.1 continua siendo vdlido en el caso limite p = 0,
de este modo, el Teorema 3.5.1 es el primer resultado en dominios acotados de RY,
(N = 2,3) para un modelo quimiotdctico en fluidos, con un término de la forma n — ¢
en la ecuacion de la concentracion quimica. Adicionalmente los rangos de exponentes
p, q y T pueden ser tomados como en el Teorema 3.5.6.
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Observacion 3.5.4. Notese que la solucion blanda [n,c,v,u] € Y para (1.10)-(1.11)
obtenida en el Teorema 3.5.1 es global en el sentido que T > 0 puede ser tomado
arbitrariamente grande. Un modelo interesante relacionado con (1.10) surge cuando
asumimos ¢ = 0. Este modelo describe varios comportamientos biologicos, por ejemplo,
el desove de corales (ver [{2]); en este caso, el termino —un® describe una reaccion
(fertilizacion). Si ¢ =0, la solucion [n,c,v,u| estd definida en [0, 00).

Observacion 3.5.5. Note que si p1 > ¢, entonces, con menores modificaciones, la
solucion dada en el Teorema 3.5.1 estd definida en [0,00); ademds, la solucion tiene
un decaimiento exponencial. Para obtener este resultado debemos usar las estimativas
con decaimiento exponencial de los Lemas 3.4.5, 3.4.2 y 3.4.6, junto con la ideas de la
prueba del Teorema 3.5.6 abajo. En efecto, en este caso tenemos que [n], [c], [v],u decaen
exponencialmente a cero lo cual significa que n,c,v convergen hacia una constante y u
converge a cero.

Una situacién interesante, no solo desde el punto de vista matematico, sino también en
el contexto bio-fisico (por ejemplo, en procesos de fertilizacién [68]), ocurre cuando con-
sideramos que las células no nacen sino que simplemente mueren a una tasa constante.
En este caso tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.5.6. Consideremos en el modelo (1.10) el término —Sn en el lugar de
sn — pn?. Asuma que [ng, co,vo,ug] € X y Vo € L2([0,T); LY). Si N = 3 considere
que los exponentes p, q y r satisfacen alguna de las condiciones (i), (ii) o (iii):

) N N N
(i) 5 <q<N, N<p<gzgL, N<r<gzgt,

(ii)) g= N, N<p<oo, N<r<oo,
(iii)) N < q < 2N, N<p<(;f—§{,, q§r<q]f—}lv.

En el caso N = 2, asuma que los exponentes p, q y r satisfacen alguna de las condiciones
(it) o (iii) arriba. Entonces, existe 6 > 0 tal que el problema (1.10)-(1.11) tiene una
solucion blanda global [n,c,v,u] € Y desde que ||[no, co, v, uol||, < 0. Esta solucion
es unica en una bola cerrada en Y.

Observaciéon 3.5.7. Con ligeras modificaciones en la prueba y rango de los exponen-
tes p, q y r, el Teorema 3.5.6 continua siendo valido si consideramos V¢ en la clase
1_ N

tz=2Vo € BC([0,T);L?), para s > N.

Observacion 3.5.8. Los Teoremas 3.5.1 y 3.5.6 contintuan siendo vdlidos si consi-
deramos funciones de sensibilidad generales, remplazando los términos xV - (nVe) y
EV-(nVv) en (1.10) por V- (nS(x,n,c)Ve) y V- (nR(x,n,c)Vv), respectivamente, con
S(z,n,x)) y R(xz,n,x) funciones acotadas con valores en RN x RN como se considerd
en [23, 59, 78, 79, 107, 118, 124, 181] y algunas referencias citadas en ellos. En este
caso, estimamos

/0 eS(t=7) o (t=T)A (V- (nS(x,n,c)Ve) = V- (nR(x,n,c)Vv)) (1)dr

q
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por

Ce™ [ (=1 E @)l (18l + IRI)IV), + Vo)l )ar

y ast sucesivamente (ver desigualdades (3.28), (3.49) a continuacion).

Observacién 3.5.9. Incluso cuando los datos iniciales son singulares, las soluciones
obtenidas en nuestros teoremas y comentarios se suavizan instantdneamente (es decir,
son suaves para t > 0), debido a la estructura parabélica del sistema. De hecho, usando
los Lemas 3.4.5, 3.4.2 y 3.4.6, se puede adaptar la teoria de reqularizacion parabolica
en el marco de espacios LP y demostrar que las soluciones pertenecen a C*°(£2x (0, 00))
(para mds detalles, ver, por ejemplo, [44, 65]).

3.5.1. Existencia de solucién en [0, 7]

Demostracion del Teorema 3.5.1. Primero estimaremos cada término en el sistema in-
tegral (3.6) en la norma del espacio de funciones ).

Estimativas para n

Del Lema 3.4.6 obtenemos

lesteBng |, < Ces't™ 230 flng]| . (3.26)

Por otra parte, de las condmones sobre py g, se tiene que —1— <1, N( + 5) — % > 0,
% — 2— >0,1- 2— >0y ¥ —1>0. Asi, se sigue de los Lemas 345y 3.4.6 que
P q q

t
/ MDAy n 4 un®) () dr
0

La

t
< [ NPT 4 g0
0
‘ t
<ce ([ e35udr+ [ et ar)
0 0
t
< CBJ/ (t—7)7% 2 ()l o u(r)] 1 dr
0

t
er / (t = 1) 5 () o (7)o dr
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|z

Nez2_1 11
72N ()| e 72 Jul(r)|]  dr

N

2 _1
()l 72 573 ()| dr

1 NN1 1. 1
Bl-—- 1 (Z12y_=
- (2 2p’2(p+q) 2)

r,-N(2_1 N(2_1 2 N N
+Ce "t 2N "d) | sup 72V In(T)]|, )| X B 1—2—,——1 , (3.27)
q q

o<r<T

donde C'= C(N,p,q) > 0y B(-,-) denota la funcién Beta. Ademads, ya que é + % <1,
1 _ N

55 >0y %(% + 1 — %) >0, del Lema 3.4.5 obtenemos que

¢
/ et elt=m)A (V - (xnVe — §an)) (1)dr
0

La

/0 (t—7)72 72 ()| (Ve 1 + IVO(T)]| 1 )dr

< CeTt 7 (%0 ( sup 72 (¥ 73 ||n(T)||Lq>

o<r<T

. ( sup TFEDVe(), + sup rFED meuy)
o<r<T o<r<T

1 N N,1 1 1
Bl--2 2Ci2-)). 2
8 (2 2r72<q+7‘ N)) (3:28)

Usando (3.26), (3.27) y (3.28), concluimos que

vl
2w

2% ~Dn e BC([0,T); LY)

Inlly, < Ce (Inolly, + Inlly, llly, + 7l Inlly, + Iy, lely, + linlly, ||v||3<;§)2-9>
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Estimativas para c

Del Lema 3.4.6, se sigue que

H e—lﬂﬂltetA

cof| o < C'llcol| - (3.30)

De las hipdétesis sobre p, ¢, r, se tiene que % +1<1,2- % >0y i— ﬂ(% — =) > 0.
Asi, podemos estimar

S =

t
/ e—ﬂlﬂl(t_T)e(t_T)A(u -Ve — Kioqn + mgycn)dT
0

o>

<0 [[t= 15 e el dr
+0 [(6= 75 ool (14 el ()
<o s PFA Dl ) (s el )8 (5 505+ 50

o<r<T o<r<T 2 _-5575. 55
Ni21 N N
+c( sup 3G ||n<r>||m)(1+ sup ||c<7>||Lm)B(1——,—),
0<r<T 0<r<T 2q° 2q
(3.31)

t
HV/ e A=A (4 . Ve — Kyonn + kyyen)(T)dr
0

LT

t
_N _ 1
<c / (t =) %4 u()ll,o IV dr

t N¢l_1y_1
+C/0 (t—=7)" 272 In(r) | (1 + [|e(7)]| poo) dT

1

<c ( sup 735G ||u<r>||Lp)

o<r<T

N1 ) (1 NN 1 ) N1y
x| sup 72\~ ||Ve(T)||,;4 | B , + t—2{8v"7
(p Vel ) B (5 - 555G+ )

e ( sup 72 ED ().

o<r<T
1 N1 1 N 11
xB(z—=(==2), =)t 2@, (3.32)
2 2q r 24
Usando (3.30), (3.31), (3.32) y teniendo en cuenta que sup tr(w7) Ve e 1 < 09,

0<t<T
obtenemos

1 1

ce L™(0,T);L>) y t>&"9Vee BC(0,T);L"),
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lelly, < € (lleoll, + llelly, llully, + lInlly, lely, + lnlly,)- (3.33)

Estimativas para v

Procediendo como en la prueba de las estimativas para ¢, podemos concluir que

N
2

ve L®([0,T); L) y t>x")Vue BO([0,T); L"),

[vlly, < € (lvoll, + l0lly, lully, + NIy, )- (3.34)

Estimativas para u

Vamos a probar que tr (v )y € BC((0,T); LP). Para empezar, del Lema 3.4.2 llegamos
a
N /1 1
le o], < CE= 7 Jlugl| - (3.35)

Nétese que tenemos + + é <1,1- %(é +1- %) >0y 2—]\(2 + £ — 1> 0. Asf, podemos
estimar

t
/ e~ APy - Vu + nV o) (1)dr
0

Lr

t t
< / [Pe 4T - (u @ w)(r)]|, dr + / [Pe= ¢4 (v ) (7)), dr
0 0
t N 2 1 1
< 0/0 (t -7 G D e u) ()| 5 dr
t
+C/0 (t—7) 26t ()| . [ Ve(r)

2
1 1 1 N N
<o (s APl ) x5 (5500
0<r<T 2 2p P
Vo(r)

Lot (v ) < sup T2 2 LS) ( sup 75 (%7 Hn(T)HLq)
o<r<T 0 T

N1 1 1. N N 1
xBl1l——=(-+-—=-),—+——=|.
2'q s p 2 25 2

s dT

(3.36)

Recordando que en (3.36) podemos escoger un representante arbitrario de [n(7)] (ver
Definicién 3.3.1), para cada 7 € [0, 7], n(7) puede ser tomado como el representante

canénico n*(7) que satisface ||n*(7)||re = ||[n(7)]||4/~. Por lo tanto,
N2 o1y, Ne2_1
sup 72 W7 |07 (7)) = sup 72 I (7))l (3.37)
0<r<T 0<7<T

Asi pues, de (3.35), (3.36) y (3.37), se sigue que

Sk

t> %2y e BO([0,T); I?)
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lully, < C (luollx, + lully, lully, + [Inlly, )- (3.38)

Usando (3.29), (3.33), (3.34) y (3.38), obtenemos la siguiente estimativa global para el
vector [n, ¢, v, ul:

Inlly, < Ce (IInollx, + Inlly, llully, + Inlly, [Inlly, + [Inlly, lelly, + Inlly, Tvly,).
lelly, < € (lleoll, + llelly, lully, + lInlly, lelly, +lInlly,),

[vlly, < C (lvolla, + I0lly, ey, + lInlly,).

lully, < C (lluollx, + lully, lully, +lInlly,)- (3.39)

Ahora, motivados por [28], construiremos un esquema de aproximaciones apropiado
cuyo limite serd la solucién blanda requerida:
(n) = estetdp, D) = gmmbBitgiBe () = g=BatetBy (1) — otAy
t
n+D) — (1) _ / S =B (48 7 ®) 48 (1)
0
t
_ / B (T - (n T — en®IT®)) (r)dr,
0

t
1) — (1) / =B (=B () 768 e 0 BHD) oo B8 ()i
0

t
k1) — (1) / e—ﬂz(t—r)e(t—r)A(u(k) - Volk) — agn(k+1))(7)d7,
0

t
u(k+1) — u(l) o / e—(t—T)A]P)(u(k) . vu(k) + n(k+1)v¢) (T)dT.
0

\

(3.40)
Como en (3.36), en la tiltima ecuacién de (3.40) el término n*+1) es en verdad el repre-
sentante (n**+1)* de [n*+1Y)]. Asi, aplicando las estimativas (3.39) en (3.40), obtenemos
las siguientes acotaciones:
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In* V|3, < CesT ([lnolla + 10 1y, ™|y, + 125 |3, 1215,
Hn® [, 16 3, + [1n® 1, 1[0 13),
1" Dy, < C (lleolla + 1™l ™ [y + 11O 1y [Py, + 125D 15,)
< C (Ileolla, + ol + ™ 1y, ™ [ly, + 12" [, 1693,
Iy [ |y, O3, 129y, 2Py 1€ 3412 13 [0 )
[0 3y < C (lvolla + [10® 3 lu® (3, + [In* D15,
< C (llvolla + Imollae, + [10™ [y ™ 13, + (1™, [y,
Hn® 3, 109 [l + 10Oy [Py, + 12 ], [10®]3,),
[u"* DIy, < C (luollae, + [1u™ lyallu™ Iy, + [In* V11,
< C (luolla, + lnollx, + a3, 1P |y, + (1253, ||,
Hn® [, 10 [y + 10Oy Py, + 105 ]l 0@ ], (3.41)

Para datos iniciales pequetios, la sucesién [n®), ¢, v®) 4®] es uniformemente acotada
en el espacio ). De hecho, supongamos que

||[n('“),C('“),v('“),u(’“)]Hy <R. (3.42)
Entonces de (3.41), tenemos que

|Hn(k+1), R kD) u(k+1)]||y < C(Xo + 20R?),

donde X = 4||no||a, +coll 2 + | vol| 25 + ||wo]| 2, ¥ C es una constante positiva. Entonces,
para X, suficientemente pequeno, podemos considerar R como la menor raiz positiva
de la expresién:
C(Xo+20R*) = R,
es decir,
1 —+/1—-80X,C?
40C ~

De ese modo, la sucesién [n(k), B pk) u(k)] , k € N, es uniformemente acotada en ).
Seguidamente, consideremos la diferencia

R = 0.

04D — ) (D) () (D) () (kD) 0],

Y

Para la primera componente n*+1 — n*) tenemos
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t

n+1) _ (k) ST t=DA (=D)L k=) _ ) . @) (r)dr

Il
S—

t
eSS (=D (=1 8B (1) gy

_l_

S— S— S—

t

+ et (7 (yn¢-D7ehD — yn®ge®)) (r)dr

t

e eNAY L (entD w1 — eIy W) (7)dr.

Usando (3.27) y (3.28), conseguimos

%) = 0Oy, < € (Il [u® = u® y, + ) = s, 1)
Iy D = @y, -+ 1D = P, 0O,

HInE Dy 17 = By, + (10D = @]y, €]y,

e e O Y (R %%

HIn D [y v

(3.43)
Para la componente el — c(k), tenemos
t
D) k) / e DA (46D g1 ) g (1)dr
0
t
. / ¢RI LTI o (B (1) B 0) (1)
0
t
+/ e MBLt=T) =)0k o) (n(kH) — n(k)) (1)dr.
0
Usando (3.31), (3.32) y (3.43), encontramos
[+ — |y, <O (HC('“*UHJJQHU('“*D - U(k)Hy4 + 1D = By, [[u® ]y,
HnE Dy, [ = By, + [0 = n Oy, )y,
+||n(k+1) —n® ||y1)
< CR||[ n®) (b=1) (k) gy (R=1) gy (k) (k=1) u(k)] .
(3.44)

Similarmente, podemos obtener:
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[0+ — o[, < CRI|[n*1 — n®), k=1 — ) y=1) — o),y E=D —yB]||
3 —
||u k+1 u(k) H)} < CR ||[n(k_1) — n(k)7 C(k_l) — C(k), v(k_l) — v(k) U/(k 1 — u H
y —
(3. 45)

Combinando las estimativas (3.43), (3.44) y (3.45), encontramos la siguiente desigual-
dad:

[[n0+D — ), D) — b ght) ) b1y B]||
(3.46)
S 4CR H [n(k_l) — n(k)7 c(k_l) — c(k)7 fu(k_l) — v(k)7 u(k_l) — u(k)] ||y

Reduciendo X (si es necesario), podemos tomar R tal que R < 4c= y entonces el es-
quema [n®) c®) v®) y®] k€ N, es una sucesién de Cauchy en Y. Ahora como es
usual podemos concluir que el limite [n,c,v,u] es solucién de las ecuaciones (3.6) en
Y (ver por ejemplo [28]). Finalmente, consideremos dos posibles soluciones [n, ¢, v, u]
y [n, ¢, 0, 4] en una bola del espacio Y de radio R, observamos que con ligeras modifi-
caciones obtenemos una estimativa similar a (3.46), lo cual asegura la unicidad de la
solucién en la bola cerrada {[n, c,v,u] € Y : |[[n, c,v,u]l|;, < R}. O

Observacion 3.5.10. El rango de q determina las condiciones sobre los exponentes p
y r. La diferencia para el caso N = 2 y N = 3 en la prueba del Teorema 3.5.1 son
clarificadas con los siguientes comentarios:

1. Note que si s = N, la condicion %+% < 1 para obtener (3.36) implica que N # 2.
En efecto, si N = 2, entonces q > 2 lo cual es incompatible con la condicion
L —1>0 dada en (3.27).

2. Para obtener (3. 27) y (8.36) necesitamos ¢ > % y q > = 1,

N = 3, entonces 5 < N, y por lo tanto asumimos q > % en la condicion (i)
S—

en el Teorema 3.5.1. Por otra parte, si N = 2, entonces % < %, y por lo tanto

asumimos q > >3 en la condicion (ii) en el Teorema 3.5.1.

respectivamente. Si

3. Si N = 3, la condicion 1 > %(% +1- 11)) (equivalentemente, p < NH]]\\[;]; 75q/ €S
necesaria para obtener (3.36). En el caso N = 2, se satisface trivialmente para

p<oodad0que§+$§1.

4. Para (3.27) y (3.31) necesitamos asumir p > N. Por otra parte para (3.27)
necesitamos qqu < p. Tomando en cuenta el rango para q, si N = 3 tenemos
— < N. Porlo tanto, tenemos que asumz'rN < p en la condicion (i) del Teorema

3 5 1. En el caso N = 2 tenemos N <5 de este modo, en la condiciones (ii)

y (iii) del Teorema 3.5.1 tenemos que asumzr T <p.
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3.5.2. Existencia de solucién en [0, c0)

Demostracién del Teorema 3.5.6. Si en (1.10) cambiamos ¢n — un? por —¢n, entonces
el término e’ en (3.6) es remplazado por e~*f. Asi, argumentando en modo similar a

la prueba del Teorema 3.5.1 y usando el Lema 2.4.2, podemos obtener las siguientes
estimativas paran, ¢, v y u.

Estimativas para n

Del Lema 3.4.6, obtenemos

||e ||, < Ce D ng |y (3.47)

Puesto que —|— <1,i-2 > Oy 5 ( + é) — 3 > 0, podemos emplear los Lemas 3.4.5
y 2.4.2 para estlmar

¢ t
| e Tayar|| = | [ S - ) ()
0 0
t N1
<c / eIt = 7)7 5 ()| o a(T)| o dr
0
sce—ftt—w‘”( sup 72 %0 |In(r >||Lq) ( sup 72 (8 ere! HuanP)

La La

0<7<00
1 NN1 1. 1
B(3-3 3G+ 0-3) (3.48)

donde C' = C(Q,p,q) > 0.
Teniendo encuenta la relacién entre r y ¢, tenemos que = —|— = < 1, % - s 0y

r —

%(% + 2 — %) > 0. Asi, de los Lemas 3.4.5 y 2.4.2, obtenemos que

t
/ e S(t=7) (t=T)A (V- (xnVe —&nVo)) (7)dr
0

La

1 N N1 1 1
Bz-2 24— 2). 3.49
. (2 27”2(q+r N)) (349)
Poniendo juntas las estimativas desde (3.47) a (3.49), conseguimos
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e~ (R~ dn € BO([0, 00) ; LUQ)),

7]

oo < (IImoll, +Iin] oo [l ysoe llellygoo + Inllyses 0l ygoe ) - (3.50)

oo

Estimativas para c

Inicialmente, el Lema 3.4.6 nos permite obtener
He’”l'gl’temcoHLw < Ce P col| oo (3.51)

Las hipdtesis sobre p, ¢, r implican que 1—2—]\(2, i*l—% <1, %—% >0y 35— ﬂ(%_%) > 0.

Entonces, usando los Lemas 3.4.5, 3.4.6 y 2.4.2, podemos estimar

t
/ e—m/31(t—7')e(t_7')A(u -Ve— kioqgn + /‘92'76”) (T)dT
0

LOO

t
g(j/ e BT (¢ — )53 ||u(r)]| 1 o) oo dT
0
t
+ C/ e—mﬁl(th)(t _ 7—)_% Hn(T)HLq (1 —+ HC<T)HL°°) dr
0

§Ce‘“151t( sup szv(flvfl’)ep”Hu(T)HLp)

0<T<00
1 N1 N
K1B1T
x [ sup e (M |Blz— 77,2+ —
(0<T£OO I >HL ) (2 2p 2 229)
. N . N N
1 O min{rifp1}t < sup 2 (X9 ST ””(T)HLq) B (1 -, _) (3.52)
0<T<00 2(] 2q
3 N N
+ce—mﬂlt( sup 73 (¥ e Hnmnm)( sup emﬁﬁnc(f)HLw)B(l——,—),
0<T<00 0<T<00 2q 2q

t
HV/ e A=) =18 (4 Ve — kyonn + kyyen) (T)dT
0

LT

t
< C/ eiﬁlﬁl(t#)(t — T)_%_E [w(m)| o Vel - dr
0

t
+o/ e B (¢t — G073 (1) | (1 + |e(7)|| o) d
0
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0<7<00

N1l 1 1 N N 1
(s PHED Ve ) B (5 - )
0<T<00 2 2p 2 p

+C€—mln{mﬂl7€}tt_% ¥ ( sup T%(%ié o ||” HL‘?)

< O~ min{mBuptty=5 (F-7) ( Sup 2§ =5 pp2r u(r ||Lp)

0<T<00
1 N1 1. N 21y
XB(s——=(-—= FCe Pt [ gqup 72 R T n(r )
(3-3G-D3) s o)1
1 N1 1 N N1 _1
K1B1T Nl 1
X | sup e c(T)|l;e | Bl = — —=(——— ,— |t 2N T, 3.53
(s e el ) B (5- 5 - g (3.53)
En vista de (3.51), (3.52) y (3.53), y recordando que sup t2(x—7) ta < 00,
0<t<oo
obtenemos
emin{mbratte € 12°([0,00) ; L)  and t%(%_%)VCEBC([O,oo);L”),
y entonces
lellypo < C (ol + llellypo lullygo + nllypo lelyger + nllype ). (350

Estimativas para v
De manera similar a las estimativas para ¢, podemos obtener las estimativas para la
concentracion quimica v y concluir que

emf2Sity € 1200, 00) ; L) and tr(v vy e BC([0,00); L"),

0]

o + I

oo < C (1ol + lollygo v ) (3.55)

Estimativas para u

Vamos a provar que 2Py e BC((0,T); LP). Primero, del Lema 3.4.2 obtenemos

e uo]],, < Ce 't TN ug | x (3.56)
De las hipdtesis sobre p y ¢, tenemos + + = < 1 % — 2% >0y % — %(% — 1> 0; por lo
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tanto, podemos estimar

/ t e~ IRy - Vu + nV o) (1)dr

0

Lp

t
gc;/fzm@Tut—rrﬁf%wmﬂumuuvﬂuuh
0
t
+c1/'gwﬂv¢mt—7q¥%p>2|vw W o V()| v dr
0

2
1 N N
< Ce~ paty—5 (5 —3) ( sup S ||“(7)||LP> % B (_ -, _>

0<r<oo 2 2pp
+Ce‘m‘“{”“}tt2(N;)< sup HWS(T)HLN) ( sup 72 (Ve |n(r )HLG)
0<T<00 0<T<00

B (%_g(é_%),g). (3.57)

Las estimativas (3.56) y (3.57) juntas permiten
23Dy e BC([0,00); LP)
y
Jullyzeo < Ce™ =202 (gL, + Jullyo [ullyor + Inllyeme ). (358)

Por consiguiente, de (3.50), (3.54), (3.55) y (3.58), obtenemos las siguientes estimativas
globales

Inllyzr < € (lmoll, + I

oo Il

oo [0l ).

leolla, + llellyges llyges + Nl llellygee + lInllyene ),

P + ||n||y§"p ||C||y(2:)cp + ||n|

lellyen < C

exp<C

[ully

luoll x, + [lul

lollyge < C (ool + 0llyge lellyger + Inllyeso ).
( yeoo 1l

o Hnuylexp). (3.59)
El resto de la prueba se sigue como en el Teorema 3.5.1. [

Las condiciones usadas para obtener (3.48) hasta (3.57) pueden ser resumidas de la
siguiente manera:

(lyl<y 12 Fl4hs para (3.48),
st <1l 5-5>0, F(GE+1—%)>0, para (3.49),
1-2>0, 1-2>0, para (3.52), (3.60)
575 >0, 35 —7)>0, ¢<m para (3.53),
\%Jr%gl, %—%>O, 1—%(%+%—%)>0, para (3.57).



Asi, los exponentes p, g y r deben satisfacer una de las condiciones establecidas en el
Teorema 3.5.6.

Observacion 3.5.11. Las condiciones (3.60) determinan las correspondientes restric-
ciones en el Teorema 3.5.6.

1. La condicion q < r es necesaria para usar el Lema 3.4.6 y obtener (3.53). Esta
condicion junto con %(% + % — %) > 0 smplica que ¢ < 2N.

2. Para (3.52), necesitamos q > % Entonces, el rango para q es ajustado en % <
q < 2N; esto permite que el término N — q pueda ser negativo, positivo o cero, lo
cual nos conduce a las tres alternativas en el Teorema 3.5.6.

3. Note que si N = 2, la condicion % + % < 1 implica que ¢ > 2. Ast, q, p y r debe
ser tomado verificando (ii) o (iii).

3.6. El caso RY

En esta seccion presentamos un resultado de existencia global de solucién blanda para
el modelo (1.10), considerando Q como todo el espacio RY, con N = 2, 3. Este andlisis
se simplifica considerablemente en comparacion con el caso de dominios acotados, ya
que en este caso no hay condiciones de frontera, lo que nos permite trabajar con la
formulacién integral (3.3) en lugar de (3.6). Notemos que el semigrupo de Stokes en
RY coincide con el semigrupo del Calor en RY, el cual posee estimativas lineales LP-L4
bien establecidas (ver Lema 3.4.1).

Para estudiar el problema (3.3) consideremos el siguiente espacio de Banach X de datos
iniciales:

7o { [0, co, v, ug) € LF (RY) x L=(RN) x I®(RY) x LY (RY)
(3.61)
Ve € LN, Vg € LN},

con la norma
1[0, co, vo, uolll 7 == lInoll 5 + llcoll e + IVeoll v + [[voll o + [[Vvoll v + [Juoll v

Note que esta vez no es necesario trabajar en los espacios cocientes LP/ ~, sino que
podemos considerar los datos en los espacios LP(RY) usuales. Adicionalmente, las con-
diciones sobre ¢y y v son més débiles (compare con (3.9)).

99



Para N < p,r < oo, N/2 < ¢ < o0, consideramos el espacio de Banach Yy = ypmq
definido por

V= {ncv.u] - 150 € BO(0.7):19), e € L¥(0.7): L),
t>(x Ve e BO([0,T); L"), v e L=(0,T); L), (3.62)
3DV e BO(0,T): L"), t* % #u e BO([0,T); Lg)},

dotado con la norma

ln, e, v, ulllg = lInlly, + llelly, + 1ol + s,

donde e
( Nea 1
Inll5, == sup t23 "4 [n(t)]) L.,
o<t<T
lelly, == sup [le(t)]| o + sup t2 &2 | Ve(t)]|,,,
2 0<t<T 0<t<T

Nei_1
loll5, = sup [lo(®)ll e + sup =7 [Vo(b)]],,,
0<t<T 0<t<T

= sup 1257 ||u(t)]] .
o<t<T

[l
L A2
Ahora presentaremos la nociéon de soluciéon blanda.

Definicién 3.6.1. Sea [ng, co, vo, ug] € X. Una solucién blanda para el problema de
valor inicial (1.10) es un vector [n,c,v,u] € Y satisfaciendo el sistema integral (3.3).

De manera analoga al caso de dominios acotados, presentamos el siguiente resultado:

Teorema 3.6.2. Asumiendo

; N N N
(i) N=3, N<s<oo, § <q<N,N<p< gt yN<r<gi,

0
y N
(1)) N =2, N<s<oo, ;3 <qg<N, L <p<ooyN<r<gZ,

0

(i) N=2,s=00, ¥ <q<N, L <p<ooyN<r< L.

Sea T > 0 arbitrario, [ng, co, vo, ug| € X y Vo tal que t%’%ng € BC([0,T); L*). Existe
d > 0 tal que si ||[no, co,vo, wol|| 5 < 9, entonces el problema (1.10) tiene una solucion
blanda [n,c,v,u] € Y en el sentido de la Definicion 3.6.1. Dicha solucion blanda es
unica en una adecuada bola cerrada en JN)
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Demostracion del Teorema 3.6.2. La demostracién de este resultado, sigue las mismas
ideas de la prueba para el Teorema 3.5.1, por lo tanto, solo resaltaremos las diferencias.
Primero necesitamos obtener una estimativa global para la formulacién integral (3.3)
en el espacio de funciones JN)

Estimativas para n

Recordando que el semigrupo del calor en R conmuta con el operador divergencia,

tenemos que
eUTIAY L (nu)(7) = eIV - TR (nu) (1)

e =el=MA (V. (ynVe — nVo)) = IV - elt=D2 (\nVe — EnV) .

Con esta reescritura, siguiendo las ideas de las Subsecciéon 3.5.1 y usando el Lema 3.4.1,
concluimos que

2 (& p e BC([0,T);LY)

Inll5, < Ce™ <||n0||g +nllg, lully, + 0l 2l + 2l ey, + s, ||v||373> :

(3.63)
Estimativas para c
Teniendo en cuenta que
[Veeol|,, <t &I Veo| v, (3.64)
de manera analoga a las acotaciones para n, obtenemos que
ce L®([0,7):L®) y tx&IVee BC([0,T);L"),
y
lells, < € (IVeoll v + llells, lully, + Inlly, llells, + Inll5,)- (3.65)

Observemos que la estimativa (3.64) se sigue directamente del Lema 3.4.1. En el caso
de dominios acotados, esta estimativa no se tiene debido a que el semigrupo del calor
con condiciéon de Neumann no conmuta con las derivadas; de hecho, si conmutaran,
podriamos usar el Lema 3.4.5 item 7 y obtener un decaimiento andlogo a 3.64 flexibi-
lizando la condiciones sobre los datos iniciales.

Estimativas para v

Procediendo con antes en las estimativas para ¢, podemos concluir que

[z

ve L®(0,T):L®) y t2~9Vve BC([0,T);L"),

o5, < C (IVvollpy + llvll, lulls, + lInl5,)- (3.66)
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Estimativas para u

Recordando que el semigrupo de Stokes en R coincide con el semigrupo del calor en
RY, entonces tenemos que

wlz

t>& vy e BC([0,T); L?),

lully, < C (luollpw + llulls, lulls, + Inls,)- (3.67)

El resto de la demostracion se sigue de las ideas anteriormente presentadas en la de-
mostracion del Teorema 3.5.1, esto es, necesitamos considerar un esquema de aproxi-
maciones adecuado, similar al esquema (3.40). Asi, concluimos que si los datos iniciales
son suficientemente pequenos en la norma del espacio X , existe una sucesién de Cauchy
en Y, la cual converge a la solucién de (3.3). ]
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4 ANALISIS NUMERICO

En este capitulo, presentaremos algunos resultados desde el punto de vista del andlisis
numeérico obtenidos para un modelo tipo Keller-Segel-Navier-Stokes, los cuales son otro
aporte original del presente trabajo. Hasta donde sabemos, no existe trabajos de anélisis
de convergencia para esquemas numéricos de este tipo. Trabajaremos con un esquema
numérico adecuado para aproximar la solucién de un submodelo del sistema (1.10), a
saber el sistema (4.1) descrito a continuacién. Para ello, iniciaremos el capitulo con
algunos conceptos basicos sobre los métodos de elementos finitos, luego desarrollaremos
nuestro esquema numérico, después realizaremos un analisis de error del esquema en la
norma L? y terminaremos este capitulo presentando algunos experimentos numéricos
con el objetivo de ilustrar los resultados tedricos y experimentar con la formacién de
algunos patrones, las simulaciones fueron realizadas usando el software Freefem++-.

4.1. Modelo

Centraremos nuestra atencién para el caso bidimensional del siguiente modelo Keller-
Segel-Navier-Stokes, el cual corresponde a un submodelo del sistema (1.10):

ny+u-Vn=D,An — xV - (nVe),
¢ +u-Ve= D.Ac— nc,
p(us + (u-V)u) =nAu — Vi +nVe,
V-u=0.

(4.1)

Como antes n = n(x,t), ¢ = c¢(x,t), m(x,t) y u(z,t) denotan la densidad celular, la
concentracion de una senal quimica, la presion, y el campo de velocidades del fluido
para z € Q C R? y t € (0,T], respectivamente. En este capitulo al igual que en el
anterior, por simplicidad en la notacién, no distinguiremos entre funciones vectoriales
y escalares, sin embargo cuando sea necesario evitar alguna ambigiiedad, usaremos la

notacién (H'(Q2))?, (L*(Q2))?, etc.
El sistema (4.1) es completado con los siguientes datos iniciales y condiciones de fron-

tera:
[’I’L(ZL‘, O)a C(l'7 0)7 U([E, O)] = [’Ilo(l’), CO(:E)7 UO(ZL‘)] , T E Qv
Inlad) — 9wd) — 0 (x,t) =0, x€d, te(0,T).
Como mencionamos en el Capitulo 1, existe un ntimero considerable de resultados
analiticos relacionados con el modelo (4.1), entre ellos, resultados de existencia, unici-
dad, regularidad y propiedades asintéticas de soluciones (ver por ejemplo [72, 108, 122,

(4.2)
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125] y las referencias en ellos); sin embargo, no conocemos de trabajos sobre estimati-
vas de error o andlisis de convergencia en el contexto de los métodos numéricos para
resolver (4.1)-(4.2), hasta donde sabemos, solamente existen algunos resultados experi-
mentales donde se investiga la formacion de patrones y se simula la dindmica no lineal
del modelos tipo Keller-Segel-Navier-Stokes (ver, por ejemplo [27, 31, 63, 73, 114]). No
obstante, existen resultados relacionados con la convergencia y anélisis numérico para
el modelo clasico Keller-Segel [7, 12, 45, 39, 40, 41, 99, 104, 116, 129]. La amplia gama
de métodos numéricos para abordar el modelo clasico Keller-Segel incluyen: métodos de
volimenes finitos [7, 12, 45]; diferencias finitas y elementos finitos que conservan masa
[104]; métodos upwind de diferencias potenciales [40]; métodos Galerkin discontinuo
[39, 41]; métodos de splitting [99, 116]; métodos de las caracteristicas [129], entre otros.

En este capitulo nos enfocamos en el analisis de un método numérico para aproximar
la solucién del (4.1)-(4.2), lo cual constituye el segundo aporte original de este trabajo.
Presentaremos un nuevo esquema constituido por una combinacién de elementos fini-
tos mixtos, métodos de las caracteristicas y splitting. Las principales caracteristicas de
nuestro esquema se pueden sintetizar asi: Usamos una funcién caracteristica adecuada
para aproximar la derivada material de la densidad celular y garantizar que nuestro
esquema conserve masa para la densidad, como en [47, 76, 103, 129]: tratamos con
la concentracion quimica usando técnicas de método de elementos mixtos y splitting,
como en [81, 100, 101, 128]; aproximamos la velocidad y la presién usarando técnicas
de elementos finitos desarrolladas para tratar con fluidos incompresibles, a saber, los
elementos finitos mixtos (ver [51]) y el truco de Teman para tratar con el término con-
vectivo ([62], Capitulo 7).

4.2. Conceptos basicos

Los métodos de elementos finitos proporcionan una formalizacion de un algoritmo para
aproximacién de soluciones de ecuaciones diferenciales parciales y tienen su fundamen-
to tedrico en la aproximacion de Ritz-Galerkin (ver por ejemplo [43]), que consiste en
dada una formulacién débil de un sistema de ecuaciones en un espacio )V de dimen-
sién infinita encontrar una soluciéon para este sistema en un subespacio V, C V de
funciones de dimensién finita, de esta forma transforma un sistema de ecuaciones dife-
renciales parciales en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. En esta seccion
presentaremos algunos conceptos basicos de los métodos de elementos finitos. Para una
presentacién més detallada recomendamos consultar [17, 30].

Definicién 4.2.1. Sean:

(i) K C RY un subconjunto cerrado 1y acotado, con interior no wacio y frontera
suficientemente suave (elementos del dominio).

(i1) V3, un espacio de funciones sobre K de dimension finita (el espacio de funciones
de forma)
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(iii) N = {Nq, -+ , Ny} una base para V' (base del dual de V).
La tripla (K, Vy,,N) es llamada un elemento finito.

La base de funciones {¢1, -, ¢} de V, tal que N;(¢;) = d;; es llamada la base nodal
de V). Presentada la definicién de elemento finito, continuamos con la definiciéon de
interpolante local.

Definicién 4.2.2. Dado un elemento finito (K, Vy,N), sea {p1,--+ ,pr} la base nodal
de V. Siv €V es una funcién para la cual los N; € N coni=1,--- ,k, estan definidos,
entonces definimos el interpolante local por

k
Prv = Z./\/;(v)cpz
i=1

Ahora juntaremos los elementos para formar un grupo usalmente llamado malla o par-
ticion

Definicion 4.2.3. Una particion T de un dominio §2 es un conjunto finito de elementos
{K;} coni=1,--- k, tal que

(i) int K; Nint K; =0 si i # j,
(i) Uf:l K; =1
Una particién 7 de un dominio poligonal, donde cada elemento K; es un triangulo,

es llamada una triangulacion si cumple la siguiente propiedad: cualquier vertice de un
elemento no pertenece al interior de cualquier arista de la particién (ver Figura 4.1).

Figura 4.1 — Dos particiones.

La Figura 4.1 muestra dos particiones de un dominio rectangular; la figura de la iz-
quierda no es una triangulacién, pues un vértice de un elemento pertenece al interior
de la arista de otro elemento, mientras que la figura de la derecha si corresponde a una
triangulacion.

Definicién 4.2.4. Sea 0 < h < 1. Diremos que una triangulacién T de @ C R? es
cuasireqular, si existen constantes positivas Cy, Cy, tales que para cada K € T

Cih <bx y Bg < Csh,

donde by es el didmetro del mayor circulo inscrito en K y B es el didmetro del menor
circulo que contiene a K.
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Figura 4.2 — Didmetros bx y Bx para un elemento K.

¥

>

Definicién 4.2.5. Suponga que T, es una particion de Q y asuma que cada elemento
en la particion K; estd equipado de una espacio de funciones forma Vy,, y una base dual
N, tal que cada (K;, Vi, N') forman un elemento finito. Para cada v € V, el operador
proyector sobre Vy, es definido como

P,

h

v = ]P)KZ.’U VK; € Ty.
Ademaés se cumple que Py, es lineal e idemponente, en particular, Pz, v = v para todo
v €V, y Nj(Pg, f) = N;(f) para todo j € {1,--- ,k} y toda f € V.

Métodos de elementos finitos en los cuales dos espacios son usados para aproximar dos
variables diferentes reciben el nombre de métodos mixtos. En algunos casos la segunda
variable es introducida en la formulacién del problema de manera auxiliar y usualmente
esta relacionada con alguna propiedad fisica de la variable original; a este método se le
conoce como spliting. En otros casos las dos variables aparecen en el sistema de forma
natural y son independientes, por ejemplo la velocidad y la presion en las ecuaciones
de Stokes. El analisis matematico para los métodos de elementos finitos mixtos ha sido
desarrollado ampliamente desde los afios setenta (ver por ejemplo [21, 50, 98]); estos
estudios permitieron el desarrollo de diferentes métodos de elementos mixtos, entre
ellos, elementos Brezzi-Douglas- Marini (BDM) [20], elementos Raviart-Thomas (RT)
[97], elementos Brezzi-Douglas-Fortin-Marini (BDFM) [22], elementos Brezzi-Douglas-
Duran-Marini (BDDM) [19], elementos Nedelec [90], entre otros.

Finalizaremos esta seccion recordando dos lemas, el primero conocido como lemma de
Céa, el cual nos dice que el error de la aproximacién en la norma H' depende de qué
tan bien puede ser aproximacién la solucién en el espacio V,, v el segundo resultado
que ofrece estimativas de decaimiento de V), en las normas W*»((Q).

Lema 4.2.6 ( [18], Teorema 2.8.1). Sea u la solucidn débil de un problema parabdlico
sobre HY(Q) y sea uy, la solucién del mismo problema sobre un espacio de dimension
finita Vi, C HY(QY), entonces existe una costante positiva C' tal que

|l — upl| 1) < Cvl'envfh | — v 1)
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El segundo lema, nos permite acotar por arriba normas de un espacio de Sobolev por
normas en espacios de Sobolev maés fuertes; tales acotaciones se conocen como estima-
tivas inversas.

Lema 4.2.7 ([18], Lema 4.5.3). Sean K un dominio acotado de RY; vh < diam K < h,
dondey > 0y0 < h <1;yV), es un subespacio de dimension finita de Wé(K)ﬂWq’”(K),
donde 1 < p,qg < oo y0<m <I. Entonces existe una constante positiva C' tal que para
v € V) se tiene que

o N_ N
[Wllwirey < CH™ %74 o]l wmagg).

4.3. Diseno del esquema numérico

En esta seccidn, estableceremos la formulacién variacional de (4.1)-(4.2), la cual usare-
mos para construir la aproximacion por elementos finitos mixtos. Usaremos el método
de splitting para la senal quimiotactica y una modificacion del método de las carac-
teristicas para la densidad celular, lo que nos garantizara la conservacion de masa para
la densidad.

4.3.1. Notaciones

Usaremos los espacios de Sobolev W*P(Q) y espacios de Lebesgue LP(2), con sus res-
pectivas normas ||+ ||y ¥ ||- || z», introducidos en el Capitulo 2. Notaremos por Wy (€2),
al subespacio formado por los elementos de W'?(Q) con traza igual cero en la frontera
de 2. Consideraremos también los siguientes espacios de funciones

13©) = {peﬁ(m: / pzo},
Vo= {ve(Hy(N)*:V-v=0¢cQ},

H(div) = {ve(L*(Q)*:v-v=0, V-veL*Q)},

HY(Q) = H'(Q)NIQ) = {w e H'\(Q) : / w = 0}.
Q
En L2(Q),V, H}, H(div), H(Q), consideraremos los siguientes productos internos

(fag)Lg :(f7g)7 (f)g)V:<fvg)Hé :<Vf7v.g)7
(f)g)H(div) = (fvg) + (v : f’v . 9)7 (f7g)H1 = (vfa vQ);
y normas

1fllzz = ANz (v = 1Ay = IV fllz2,
[ [m@ivy = Al + 0V - Flle, (g = 1V Fllze.

Recordemos también las siguientes desigualdades de Poincaré

{ [vllmr < CplIVullr2, Vo € (Hg(Q))%

{ 4.3
|w||m < Cp||Vwllzz, Yw e HY(Q), (43)
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para alguna constante C'p independiente de v y w. Finalmente, considere las siguientes
formas trilineares, las cuales seran usadas en la formulacion del esquema numérico.

1

B(vy,v9,v3) = 5 [((vl . V>U2,U3) — ((vl . V)w,,w)], (4.4)

para todo vy, vy, v3 € (H'(Q))?, y

[((U - V)wy, wg) — ((U - V)wa, wlﬂ : (4.5)

para todo v € (H'(2))?, wy,wy € HY(Q).

N | —

A(U7 wy, w2) -

Se tiene que existen constantes positivas Cg, Cy, tales que

B(vy,v2,v3) < Cpllot || g |va g |vs| a1, (4.6)
A(v, wy, we) < Callv|| g |lws || g lJwa || g1, (4.7)

y se verifican las siguientes igualdades
B(u,v,w) = <(w -V)u, v), Vu eV, v,we (H'(Q))? (4.8)

Au, wy, we) = ((u : V)wl,w2>, Yu eV, wy,w, € H(Q). (4.9)
Ademas, se cumplen las siguientes propiedades

B(v1,v2,v9) = 0, Y vy, 09 € (H'(2))?, (4.10)
Alv,w,w) =0, Vw € HY(Q), v e (H'(Q)) (4.11)

4.3.2. Formulacion variacional

Por razones técnicas asumiremos que los datos iniciales satisfacen las siguientes condi-
ciones de regularidad:

ng € C°(Q), ny>0 en Q,
co € WH4(Q) para algin ¢ > 2, ¢y >0 in Q, (4.12)
ug € D(A*) para algin a € (3,1), Vo € CcH(Q),

donde A® denota el operador fraccional de Stokes con dominio D(A%). Asumimos €2 un
dominio acotado de R? con frontera suficientemente suave 9. En efecto, para datos
iniciales satisfaciendo (4.12), entonces podemos establecer las siguientes estimativas a
priori para el sistema (4.1)-(4.2) (ver [122])

Vn
yn <K e~ < K,
nY/2 L2y — lellz = (4.13)

||VC||L4(L4) S K, ||u||L2 S K, ||U||L2(H1) S K, ||u||L4(L4) S K.

Inllr < K, fnll < K|
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Del Teorema 1.1 en [122], tenemos la existencia de la solucién clésica para (4.1)-(4.2).
Note que si [n, ¢, u, 7] es una solucién clasica del sistema (4.1)-(4.2), entonces tenemos
la siguiente propiedad basica:

/Q n(-,t)dz — /Q nodz. (4.14)

La igualdad (4.14) es obtenida de integrar la ecuacién (4.1)q, y significa que la masa
total de bacterias se conserva en el tiempo y es igual a la masa inicial. Definamos la
densidad de células auxiliar 7 = n — ﬁ Jo, nodz, la cual satisface que [, ndz = 0.
Entonces, obtenemos el siguiente sistema equivalente a (4.1) (escribimos n = n con el
fin de simplificar la notacién):

ne+u-Vn = D,An —xV - (nVec) — xaAc,
¢t +u-Ve=D.Ac— (n+ a)c,

plur + (u-Vu) =nAu — V1 + (n+ o)V,
V-u=0,

(4.15)

donde o = ﬁ Jo, nodz la media de ng.

Primero introduciremos la formulaciéon débil para la segunda ecuacion del sistema
Keller-Segel-Navier-Stokes (4.15). Por esta razén, consideramos una variable auxiliar
o = Ve. Asi, obtenemos la siguiente formulacién variacional para (4.15)s:

a) (0,0)+(¢,V-3)=0  Voe H(div),
b) (%5) — DV -0,6)+ (u-Ve,e) = —((n+a),c) Vee L*Q). (4.16)
Tomando la derivada en el tiempo en la ecuacién a) de (4.16), tenemos
Jo _ Oc _ _ .
(§,0> + (a, % 0> =0 Vo€ H(div). (4.17)

Escogiendo ¢ = V - ¢ en b) (4.16) y sustituyendo en (4.17), obtenemos la siguiente
formulacién variacional de (4.16):

a) (%0) + DV -0,V -5) = (u-Vete(n+a),V-5) Voe H(div),

b) (% a) —(D.V-0—u-Ve— (n+a)e,d) Vee LXQ).

(4.18)
También, para la densidad y la velocidad del fluido. (ecuaciones 1 y 4 en (4.15)), tenemos
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la siguiente formulacién variacional:

@_7;’”) + (u- Vn, ) = =Dy(Vn, Vit) = X(V - (n0), 1) — xa(o, Vi), ¥a € H'(Q),

(4.19)

(%,@> + ((U : V)u,ﬁ) = —%(Vu, Vﬂ) + (%7V . I_L) + (n + av¢’ ﬂ)7 Vi € (H&(Q))Q,
(4.20)

(7, V-u) =0, V7 € LY(Q). (4.21)

Las ecuaciones integrales (4.18)-(4.21) definen una forma variacional para el modelo
(4.15).

4.3.3. Conservacion de masa para la ecuacion de la densidad

Ahora estableceremos un esquema semidiscreto adecuado para la densidad de los orga-
nismos. Con el propésito de tratar el término quimiotéctico V-(yno), siguiendo las ideas
de [103], dada la funcién vectorial o, consideramos la funcién trayectoria X y entonces,
aproximamos adecuadamente la derivada material de n a lo largo de la trayectoria X
para garantizar el balance de masa. A pesar de que el método de las caracteristicas es
mas o menos conocido, presentaremos las ideas principales de la modificacion de este
método con el fin de obtener un esquema de elementos finitos que preserva el balance
de masa.

Asumamos que el flujo o satisface la siguiente condicién de regularidad

o€ CU[0, T); Wh>(Q)). (4.22)

Notemos que 0 = Ve 'y % = 0, entonces o - v = 0 sobre 9. Sea X : (0,7] — R? la

solucién de ecuacion diferencial ordinaria

dx
2 o(X. ).
- xo(X,t)

La derivada material de n con respecto a o es dada por:

o o= Laix ), ). (4.23)

(Don)(X(1),6) = 5 y

Teniendo en cuenta (4.23), la ecuacién (4.15); puede ser expresada como
(Don)(X (t),t) + xnV -0 +u-Vn — D, An+ xaV -o = 0. (4.24)

Denotemos t™ = mAt param € Ny At > 0. Asumiendo la condicién inicial X (") = z,
usando el Método Euler, obtenemos la siguiente aproximacién al valor de X en t™ ! :

X" z) =2 — yo™(z)At, (4.25)
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donde 0™ (z) := o(x,t™). Asi, si consideramos el método clasico de la caracteristica
(ver [94, 102]) para aproximar (Dyn) por

nm—nm"lo X{”_l

At

(Don)™ = +O(A),

donde n™~! o X" ! es la composicién definida por
(e Xy ) @) = n (X7 (@)

obtenemos la siguiente formulacién semidiscreta de(4.24):

nm — nm—l o Xin_l

At

+xnV-o+u-Vn—D,An+ xyaV -0 =0. (4.26)

Sin embargo, la ecuacién (4.26) no satisface el balance de masa porque la integral sobre
) de nV - g, no necesariamente es cero. Por lo tanto, ahora aplicaremos directamente
la aproximacion por el método de la caracteristica al término

on on
(Din) := E—i—v-()mn) = E—I—XU-VR—{—XTLV'O‘.

Denotamos como Y;" ! al Jacobiano de la transformacién de z a X"~ !(x), esto es,

oxp!
ox

V"t = det ( ) = det (51']' - XAtaai ) =1—xV-o"At + O((At)?). (4.27)

ox

Usando (4.27) obtenemos la siguiente aproximacién de primer orden del término (Dyn):

a m
(Din)™ = _gt +xo™ - Vn™ + x(n™ o XI"HV - 0™ + O(At)
nm — nm—l o X{n—l nm—l o X{n—l o nm—l o X{n—ly'lm—l
= O(At
At * At o)
nm — nm—l o X{n—ly'lm—l

Q

At

Ahora, podemos reescribir la ecuacion (4.15); en la siguiente forma semidiscreta

m m—1 m—1y m—1
n™ —n""" o XY

At

+u-Vn=D,An+ xaV - o. (4.28)

En la siguiente proposicién, mostramos que la solucién de (4.28) conserva masa.

Proposicién 4.3.1. Bajo la hipétesis o € C°([0,T); Wh>°(Q)) con 0 = 0 en 99, y
considerando xAt||o||cogwrey < 1, la forma semidiscreta (4.28) satisface el balance de
masa.
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Demostracion. Multiplicando la ecuacién (4.28) por At, integrando sobre €2 y notando
que [pu-Vn= [, D,An= [,aV -0 =0, tenemos que

/nm = / n™ o Xyt (4.29)
Q Q

Asi, basta ver que el lado derecho de (4.29) es [, n~!. Dado que X{"~'(2) = Q (ver
[102], Proposicién 1), por el teorema del cambio de variables obtenemos

/nm—l oX{n—I)/lm—l :/ nm—l — / nm—l7 (430>
Q Xm Q) Q

lo cual concluye la prueba. O

En la prueba de la Proposicién 4.3.1 usamos que X" *(Q) = Q; de hecho, es suficiente
ver que X" HQ) = Q c.t.p.; ademds, como ¢ = Ve, la hipétesis ¢ = 0 sobre 5
en la Proposicién 4.3.1 implica que no hay variaciéon de la concentracién quimica en
la frontera. Sin embargo, si 2 es un rectangulo, la hipdtesis ¢ = 0 sobre 00 en la
Proposicién 4.3.1 puede ser relajada para asumir solamente que o - v = 0 sobre 0f).

Esta condicion es equivalente a % = 0 sobre 0f) como se asume en (4.2). Este es el
contenido del siguiente lema.

Lema 4.3.2. Sea Q = [a,b] X [¢,d] C R*. Asuma que o € C°([0,T]; WhH>(Q2)) con
o-v =0 sobre Q. Si xAt||o||cowrey < 1/2, entonces

X7 HQ) =Q c.tp. (4.31)

Demostracion. Sea I'ty = {a,b} x [¢,d] y I's = {c,d} x [a,b], di(z) = dist(x, 1) y
do(z) = dist(z,I'2) para z € Q. Sea z1 € I'y tal que dy(z) = | — x|, y z2 € 'y tal que
dy(x) = |x — z3]. Como Q = [a,b] X [¢,d] y o - v =0 sobre 09, de (4.25) se tiene que
X" Hz)—z = xo™(z)At
= x(0™(z) 1,0™(x) -J)At
= x((0™(z) = 0™(z1)) -1, (0™ () — 0™ (22)) - J)AL.
Note que

Ix((0™(x) — o™ (21)) - 1AL < dy(z)x|lo|lcowre) At < dy(x),
IX((0™(z) — 0™ (22)) - JA < da(@) x|l || coqwre) AL < da().

Entonces, X" '(z) € Q. Ademés, dado que X" 1(99Q) = 99 (con excepcién de los
puntos en las esquinas) y teniendo en cuenta que o™ es continua, concluimos (4.31). [J
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4.4. Aproximacion por elementos finitos

En esta seccion, construiremos y analizaremos una aproximacion por elementos finitos
mixtos para la solucién débil del sistema Keller-Segel-Navier-Stokes (4.1) con datos
iniciales y condiciones de frontera (4.2). Consideraremos una formulacién variacional
tipo splitting para la concentraciéon de la sustancia atractora dada en (4.18) y una
modificaciéon del método de las caracteristicas que conserva masa para la densidad
como lo establecimos en (4.28). Con el fin de tratar con las formas trilineales, usamos
una forma skew-symmetric para los términos convectivos.

4.4.1. Hipdtesis

Sean Tr, , Th, s The, Thy ¥ Th, familias de particiones cuasiregulares de elementos finitos de
Q) tales que sus diametros son acotados por h,, he, he, ha Yy hy, respectivamente. Sean
X, € HY X, ¢ H(div),Xs C H'(Q), X, C HN(Q) y X C L2(Q) espacios funciones
continuas, tales que su restriccion a cada elemento de la particién son polinomios. Sean
r1,...,75 a lo sumo el grado de cada polinomio para cada particion Tr,, T, , The, Thy ¥
Th.., respectivamente. También, asumamos que Xy y X5 satisfacen la siguiente condicion

inf-sup discreta:
Hipdtesis 4.4.1.
—(q, V -V
sup LY s g Ve X, (132)
vexnfoy  vlla,

donde f > 0 es una constante, independiente de h, y h,. Ademads, suponemos que
X1, ..., X5 satisfacen la siguientes propiedades de aproximacién para 1 < ¢ < ooy
algunos enteros ry,79 > 0 and 74,173,175 > 0 :

Hipédtesis 4.4.2.

inf ||s — spllpe < KR s|| g, Vs € H"T1(Q),
Sh€X1
inf ||w —wp| e < Kh2THwlpyra+1.a, Yw € Wrtha(Q),
wp,EXo
ian IV - (w—wp)||z2 < KR ||V - w|gra,  Yw € H2TH(Q),
wWp EA2
4.33
inf ||z — zp|lze < KR 2|lprs+ra, Vz € Wrstha(Q), (4.33)
ZpE€EX3
if ||v—wvpllzz < KR |o|| grats, Yo € HTH(Q),
U}L€X4
inf [|p — pulle < KhpHpllgrser, Vp € H™H(Q),
PhEXs

donde r* = ry en caso de elementos BDDM, BDM, y BDFM, o r* = r5 + 1 en caso de
elementos RT y Nedelec. Para construcciones de espacios que satisfacen (4.33) ver por
ejemplo [17, 20, 30, 97, 128]. A continuacién presentamos los operadores de proyeccién
P, : H! — Xy, Py : HY(div) = Xy, P3: HY(Q) — X5, Py HI(Q) — Xy Ps 2 LE(Q) —
Xs, tales que verifican las siguientes propiedades de aproximacién para algin s > 0 (ver
[20, 30, 97, 112, 128)]):
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Hipoétesis 4.4.3.

(™ = Pyn™|| 12 + ha|[V (0™ = Pyn™)|| 2 < KRS n)| o, Vn € H*(Q),
0™ — Poo™|| 10 < KhSHY|o|| o, Vo € H1(Q),
IV - (6™ — Pyo™)|| e < KRS ||o]| 41, Vo € H*T1(Q),
le™ = Pac™ |2 + |5 (¢ = Psc™) |2 < Khe ([[ellgssr + |[eillms+r), Ve € HPH(Q),
[ — Pyu™|| 2 < KBS || s, Yu € H(Q),

| |J7™ = Por™ 12 < KBS || s, Vi € HsHH(Q),

(4.34)

donde s* = s en caso de elementos BDDM, BDM, y BDFM, o s* = s+ 1 en caso de
elementos RT y Nedelec.

Hipotesis 4.4.4.

(V- (w—Pyw),V-w)

0, Vw e Xy, Yw e H(dw),

(z—P32,2) = 0, VzeXs; Vzel*0),
Pyl < Cllallg, Vae HYQ), (4.35)
[Pselle < Cllélle, Vee L¥(Q),
[Psallmn < Cllafm, Vae Hy(Q).

4.4.2. Principales resultados numéricos

Teniendo en cuenta las formulaciones (4.18) y (4.28), consideramos el siguiente esquema
de elementos finitos mixtos con método de las caracteristicas modificado y splitting, que
nos permitira tratar convenientemente el término de la quimiotaxis; adicionalmente, es-
te esquema iterativo 4.4.5 garantiza la conservacién de masa para la densidad. Por otra
parte las formas skew-symmetric Ay B verifican las propiedades (4.6)-(4.11), las cuales
son importantes en el analisis de convergencia.

Esquema 4.4.5. Sea [nY, 0%, ), ul] € X1 X Xy x X3 X Xy tal que

i) (ny,n) = (ng,n), Vn€ X,
) = (VCO76)7 Vo € XQa
= (Co,é), VE c Xg,

) = (UO,l_L>, Yiu € X4.

11

) (
) (
iii)  (
) (

Qi

0
Oy,

ol
~

0
Ch»

A%

N

0
Uy,

Hallar [n)*, o, ¢t upt, m™] € Xy x Xy x Xz x Xy x Xs tal que para todo
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se tiene que:

m—1

a) (P2 ) 4 DUV o — T ap +), V- 0) = (], - 0),
m—1 m—1y m—1
m_ XJTYo
by (M M Y At ng )= Dy — v}, ),
ar—ert . ~ -1 =
C) (T, C> = —A(UZL ,Czl, C) + (Z)cV : O—}T - (nzn + a)czl ’C)’
upt — ur!

d) p<A—tha I_L) —|—pB(UZL,U,hm7ﬂ): _U(vuhm7 Vﬂ) + (ﬂ-frzn + (n;znil + a)v¢7 ﬂ)v
e) (m,V-up')=0,

donde X7~y ;" son las modificaciones de X"~ y Y/~ al remplazar ¢™ por o).

Para cada entero fijo m > 1, existe una solucién (n}*, o}, ¢, up', m") del esquema
(4.4.5). La prueba se sigue del siguiente lema.

Lema 4.4.6. Sea E un espacio de Hilbert de dimension finita con producto escalar |-, -]
y norma || - |g, y sea P una funcion continua desde E en E tal que

[P(£),€] >0 para ||€]|lg =k >0.
Entonces existe £ € E, ||€||g < k tal que P(§) = 0.

Con el fin de aplicar el Lema 4.4.6, consideremos E = X} x Xy x X3 x Xy x A5, con el
producto escalar y norma naturales, esto es, si {1,& € E con & = (ny,01,¢1, U1, 1),
& = (ng, 09, Co, U, To), entonces

(€1, &) = (n1,n2) g + (o1, U2)H(div) + (€1, ¢2) + (U17U2)Hg + (1, 7T2)Lg7

y
1&llx = [lnallay + llollzz + |V - oullz2 + [lellzz + [[Vurl 2 + [l 22

Definimos P = Pm : E — E tal que dado (n}" ', "' "1 w1 7" 1) € E, tenemos

que

[P (£),

_] B (n . nz@—l o X2m—1§/2m—1
At

_ _m—1
+(%, 5) + DV 0,9 5) = (a1, V- 5) = (a1, V - 0)

—(ac V- 5) + (

,ﬁ) + A(up*" ', n,n) + D, (Vn, Vi) + xa(o, Vi)

m—1

At
m—1 = u— u;Ln_l ~ - ~ ~
+(acy",¢) +p( 1) + pB(u,u, @) + (Vu, Vi) = (7, V - )
—((ny ™t + @)V, a) + (7,V - u),

,é) + A e,e)—(D.V -0 — "', ¢)

At
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para todo ¢ = (n,0,c,u, ), £ = (0, ,¢ u,7) € E. BEs sencillo ver que P, es continuo.
Ademas, recordando las propiedades (4.10), (4.11) y 0 = V¢, tenemos que

n — nm—l o Xm—lym—l o 0-m 1
[Pn(€), €] :( : AL : 2 ,n) + D,,(Vn,Vn) + xa(o,Vn) + <—Ath ,a>
+D(V-0,V-0)— (cz%l(nhmfl +a),V-0)—=(DV-0—(n+a) L)

m—1 m—1

HEgr ) H (TR u) F (Ve Vi) = (7 )V, w)

Después de algunas estimativas, tenemos

[P (€), ()] = [IElle(Crllélle — ([ F]|22),
donde Cl(Dn, D.,n, p, At) es una constante positiva y

OXm lym 1 O_m 1 Cm 1 um 1
Fi=Z + A T Q) + ()T 4 @) V.
At At At At h ( h ) ( h ) (b

Se sigue que [P, (), ()] > 0 para ||€||g = k, y k lo suficientemente grande tal que
k> 1/C1||F|12. Asi, del Lema 4.4.6, para cada m € N, existe una solucién del esquema
numérico 4.4.5.

El esquema iterativo (4.4.5) garantiza la conservaciéon de masa para la densidad; en
efecto, note que como 1 € &), podemos tomar n = 1 en la ecuacién b) de (4.4.5), de

donde se obtiene que
/ mp o Xy (4.36)
Q

At

Note que o7 € W*°(Q); por lo tanto, aplicando el Lema 4.3.2 (ver también la Propo-
sicién 4.3.1), de (4.36) se concluye que

/nh—/ o XY = /n;;“.
Q

Antes de enunciar el teorema de convergencia, establecemos algunas estimativas a priori
del esquema 4.4.5, las cuales serdn usadas en el andlisis de convergencia. Tomando
u = 2Atuy', T = 2/)A7rh en las ecuaciones d) y e) del esquema 4.4.5, respectivamente,
usando la igualdad (a — b, 2a) = |a|* — |b]* + |a — b|* y la propiedad (4.10), obtenemos
que:

" . 2nAt " nf 1+ a "
I = o=+ B = s+ 22w = (M9 2800 ).
Aplicando las desigualdades de Holder y Young tenemos que
il = = Ze + llug = w72 + —— IV [172
(2At)?
< ellupllz> + W(Il IV ollEe + 042||V¢Hioo)- (4.37)
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At
€ = A2t

2007 de (4.37) obtenemos que

Usando la desigualdad de Poincaré (4.3), tomando

_ nAt
72 — = Ze + Nl — w1z + THVUZ”H%z + mﬂumliz

2At02
=——L(Iny M 321V B3 + PV e0). (4.38)

Aplicando la desigualdad discreta de Gronwall [37], obtenemos que

" nAt \ " nAt
I < (1+ 505 ) {\ruhuL2+AtZ(1+2 = gj+1}, (4.30)
donde
202 . .
o} = 2l Vol + V), 5= 1.2,

Notemos que
(np =~ o XYY 2np) > It [2e — [In ™ o XTIV,

por otra parte, Y;" ' < KAt + 1 y teniendo en cuenta el Lema 4.3.2, obtenemos la
siguiente estimativa

o XY < (14 KA [ e Xp Y s
Q
= (1+ KAH)|n™ 2. (4.40)
Tomando n = 2Atn}" en la ecuacién b) del esquema 4.4.5 y usando (4.40), tenemos que

I 1IZ2 = llmi' = 122 + 2D A V[ < ellny|[7:

(A1), .,
+4—€|| H%z (4.41)
Usando la desigualdad de Poincaré (4.3), y tomando € = £28¢ en (4.41) obtenemos que
P
m m— m D At
I 172 — [l =172 + Daltl[Vn? |72 + 208 [
202 2C2 At
< 2R o, (4.42)
Aplicando la desigualdad discreta de Gronwall, de (4.42) obtenemos que
DA\ e D, At
my2 n 02 1
il < (1+ 525" {nnhum ey (1+525) gjﬂ} (4
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donde

I _ 20°\*Ch

J Dn HO“;IH%27 j = 172:

Tomando ¢ = 2Ato}" en las ecuacién a) del esquema 4.4.5, usando la igualdad (a —
b,2a) = |a|* — |b|* + |a — b|?, y aplicando las desigualdades de Holder y Young tenemos
que

lo 12 = o M1Z2 + llow' — o3~ l122 + 2AtD ||V - o312
< SV -0z + 2= (™ Mzl ™ 12 + e el 1z
+a’(le 172 - (4.44)

Tomando € = 2D.At en (4.44) y usando el Lemma 4.2.7, llegamos a

loi 172 = llog Iz + llow' — o3 Iz + AtD[|V - o372

SAL/ 1, o I -
< 3 (e o+ e e~ )
3Ata?
2 e, (4.45)

Aplicando la desigualdad discreta de Gronwall, obtenemos que

. 3At \ " — 3AE O\’
ol < (14 5o {Ha%H%ﬁAtZ(HDChuhg) gﬁﬁ}, (4.46)

J=0

donde
2D, . .4 4 3%, . .
1 = el el e + e e, = 1.2,

Tomando ¢ = 2Atc}", en las ecuacién c¢) del esquema 4.4.5, respectivamente, usando la
igualdad (a — b,2a) = |a]* — |b]> + |a — b|?, la propiedad (4.10) y las desigualdades de
Holder y Young, el Lemma 4.2.7, obtenemos que

et 122 = Nlei ™ Iz + e = e~ HIZe + 28t D [V |I72 = (0 + a)ep ™", 2Atc]')

< 20t || palley ~Hlzallep oo + 28ta(|ley 72 + llel|72)

m Lo m—
< DA + 286 s
+2Ata (|72 + Iy HI72) - (4.47)
Por lo tanto,
i 12 — llei =117 m 2 . me m—
il < et DI + (ol e + 20 ) eI
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Aplicando la desigualdad discreta (mixta) de Gronwall ([37]), concluimos que
ez < bz [T ws (4.48)
j=1

donde

L (2 Ing s + 20) A
1 —2(a+1)At

wj = =12, ...

Recolectando las estimativas desde (4.37) hasta (4.48), y teniendo en consideracién que
hcA_hiL’ huA_ii, < 1, podemos concluir que
maxo<m<n ([[u™ |72 + 1072 + o™ L2 + lle™Z2) < €, (4.49)

0

donde C' depende de las normas L? de u°, n°, 0%, °. Adicionalmente, tenemos que

Y A(IVem |Gz + IVa™ (|72 + IV - o™ (|7 + [[Ve™|72) < C, (4.50)
m=0
n—1
> (= u a4 I —n e+ o™ =™ |7+ | —cM[72) < C(4.51)
m=0

donde C depende de las normas L? de u°, n°, o°, c°.

Teorema 4.4.7. Considere las Hipdtesis desde (4.4.1) hasta (4.4.4) y las considera-
ciones del Lema 4.5.2. Asumiendo que

Ui

o~ PCBCi >0, (4.52)
p

y que los parametros de malla hy,, hy, he, hy, satisfacen las relaciones
he=0(ha) y hu=0O(h),
entonces las siguientes estimativas de error a priori para el esquema 4.4.5 tenemos
I = nallee(ze) + [| 0 = onllre(rz) + lle = enlloerz) + lu = unl|poo 2y + |7 — 7ol Lo (22)
<K {(At) AT L g ety el pratl h;s-i-l},

I = mallie < K {Huzn s+ [0+l — anLz}.

Observacion 4.4.8. Para dominios acotados generales, el Teorema 4.4.7 continua
siendo vdlido, ahora bajo las suposiciones de la Proposicion 4.5.1 en lugar de las supo-
sictones del Lema 4.3.2.
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4.5. Analisis de convergencia

En esta seccién demostraremos el Teorema 4.4.7. Primero, dividiremos el error en dos
partes, e introduciremos algunas notaciones para facilitar la lectura.

(0 — ™ = (0 —Pn™) — (0™ —Pin™) =& — 0,
ot — o™ = (o) —Pyc™) — (6™ — Pyo™) =& — 07,
g — e = (e — By — (" —Bye™) = €7 — 6
upt —u" = (uft — Pyu™) — (u™ = Pyu™) =0 — 07,

| T = () — Psn™) — (7™ — Pp™) =& — 0.

Estimativas de error para la densidad n

Tomando la diferencia entre la ecuacién b) del esquema 4.4.5 y la forma variacional de
(4.28), obtenemos la siguiente ecuacién de error residual

m __ ¢m—1 Xm—lym—l
(=S 2t g 4 D (vey, va) =

At
onm o nm — nm—l o lefly'lmfl -
(G + v (o) - At )
N (nm—l o X;n—ly;n—l o nm—l o X{n—lyvlm—l ﬁ)
At ’

gm — em—l melymfl 4.53
+(" s th 2 ,ﬁ)+Dc(v9,T,Vﬁ) (4.53)
+ a(a;y — o™ Vﬁ) + A, 0™, i) — ALl 7)
== [1 + —|— [7.

Escogiendo n = £ en la ecuacién anterior, siguiendo las técnicas usadas en [129],
Seccién 3 (ver también Lema 1 en [103] y Lema 1 en [34]), podemos obtener las siguientes
estimativas para I, Iy y I3, para €,0 > 0 arbitrario

I < K(A?[nllEep2yner (rryncocazy + lénllzz, (4.54)
I < K {{lo" = o™ |72 + IV - (03" = 0™) |72} + €l &7 1172, (4.55)
o< e (N e 10z | B+ SIVER I (050)
Por otra parte, las desigualdades de Holder y Young implican que
L < K|[VO7 3+ 8IVEN I3 (4.57)
y
Is < Kllog" — o™||7> + 0[IVET 172 (4.58)
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Ahora usando (4.11), Iy + I; = A(u™ 1, n™ &™) — A(ui™ !, ni", €™) puede ser reescrita
como

I+ Iy = =A™ np &7) + APy, 07, &) + A&, ™, &7).
Asi, de (4.7)-(4.3) obtenemos
Is + I < K|V |2 LT N 1VRR Nl + 1Pae™ e (VO |2 + 105 [V |2 } -
Usando las estimativas a priori (4.49)-(4.50), obtenemos
Is+ I < K {NI€0 i + 107 15 + 100 5 b+ 0lIVE 2. (4.59)

De (4.54)-(4.59) tenemos una cota superior para el lado derecho de (4.53). Ahora aco-
taremos por abajo el lado izquierdo. Para esto, note que

(fl? — &t o XY

N ) 2 5 (63— e o X ¥ ). (4.60)

Ademss, ya que Y;" ! < KAt + 1, teniendo en cuenta el Lema 4.3.2, obtenemos la
siguiente estimativa

lem o Xp Y2, < (14 KA / (€m0 Xp 1Y da
Q
= (14 KAD)|Em12,. (4.61)

Asi, para (4.54)-(4.61), concluimos que

IV + (T2 — € 12) < K{(At) g+ 12
ot = o™ 2+ [V - (0 — o2
e + [ +|re$-1||ia}

+ 3e[| & 1172 + 0] VENIZ-. (4.62)

Estimativas de error para el flujo o

Restando la ecuacién a) en el esquema 4.4.5 y la versién semidiscreta de la ecuacién a)
n (4.18), recordando que (V - (wy — Pow;),V - ) = 0 para todo d € X, C H(div) y
tomando ¢ = &' tenemos

(=S ) v e = - puav v + (B ) + e
O )€ e )7 e
iy e vas )

(4.63)
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Reescribimos los siguientes términos de una manera conveniente

(e My~ +a), V) = (™ (n™ +a), V- &)

("™ —=n™ ), V) A (T =M V)
+a(czl_1 - Cm_la V- 5;1) + a(cm—l - Cma V- 5;71) (464>
V) — (@Y€,

Notemos que podemos estimar los dos ultimos sumandos del lado derecho de (4.64)
como

A S R (G A R S [

(™ = ™ P L V€N + (1, V- €)
+H(ETETTL VY EN IO V- €D))
(e V)

< {1 e + 0 132 + 105 132 + (At (4.65)
o [ 1027 e + min(hg, bl ]l 13 }
+0]|V - €717
Ahora, procediendo de manera similar tenemos que
[ i VR S I (T W VAR S |

|((uy ™ = ™) Poo™ ™ V- )+ (™0 V-6
+ ‘(531715?717 V- 6?)' + |(917771521717v ' 5?)‘
+ (L V)]

< K12 + 107 32 + 6 13 + (AL)? (4.66)
[ 0 3 + min(hy, byl a0 e 132 }
+ 0|V - €2

Usando las desigualdades de Holder y Young acotamos los términos restantes del lado
derecho de (4.64) y junto con las anteriores acotaciones (4.65)-(4.66), obtenemos las
siguientes estimativas para los terminos de error asociados al flujo o :
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]' m m— m m

o (168 = €22 ) + €23 + 1197 - €215 <
em_emfl 2

K{ s

e I G A e A [ 2

+le™ = ™I+ 1lEn I + 10 12

+ ™ =L 6 T + 107 L

+ (L 100 e + min(y?, oIS Iz 165 12 (4.67)
+ (L4168 e + min (g, R €8I Iller 122

- (AO2+ 67]2 + ||s$-1||%1}

+ell& Iz + 20V - €712

Estimativa de error para el campo de velocidades u

Sustrayendo (4.20) de d) en el esquema 4.4.5, tenemos

(é’” Aﬁm : >+n(V§T,Va): <€m Aim ) + ) (V& Va)

+ pB(&)" un, u) — p (Pwm §50)  (4.68)
- pB(& yun, @) = (07, V - 1)
+ (™" =n")Vo, )

Tomando @ = &))", usando las estimativas a priori (4.49)-(4.50), aplicando (4.6) y (4.12),

obtenemos que

m—1
2 2 1 <
s (IEr 1. — e HL)%Cgug 12
gm — gm—1 - . . -
|| e + Coller g €z

o+ Collg i (I s €2 + ™ s €27 )

Niem m 1 m m
+ ;l|§u e € e + ;H@ﬂ 2160

(4.69)

1 m— m m
+;Ilnh = [Vl oo €7 N -

Teniendo en cuenta la hipdtesis ( — pCpC} > 0) obtenemos
(9 em 1
m|2, m—1 ) m L < K ‘ m—1 )
sz (Vs = nez=1a) + het < & {0 1 + v
07 L + ™ = ™2

e + 672 + ||ez?-1||iz} ol
(4.70)
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Estimativa de error para la senal quimica ¢

Tomando la diferencia entre las ecuacién b) en (4.18) y la ecuacion c¢) del esquema 4.4.5,
tenemos

(§m En- 170) — <9£n_—9:«‘n_1’5> + (R + @) L (™ a)em

At At (4.71)
+ DV - (o —o™),6) — Au* L e e) + A(u™ Tt ™ e).
Tomando ¢ = £ en 4.71
é-m £m1 m\ __ 9::’”_(92”_1 m m—1 m m ¢~m
( At 75 ) ( At 7€c>+<<nh +C(>Ch (TL +&>C 7€c)
+(DeV - (o) = ™), &) = Aluy ™ 6, &) + A" ™ 6.
(4.72)

Notemos que

(e, &) — (™™ L e < (e = TP &N+ (e, &)
HEET &N+ 107 e &)
+(em e &)

< K{IE 3 + 102 3 + 107122 + (A0)2
[ 10 3+ i, By €8 2] 12

+ell&r 7
(4.73)

Procediendo como en las anteriores estimativas podemos acotar los términos restantes
del lado derecho de (4.72), obtenemos que
om — gm—1 ‘ 2

my2 m—1 22 < K m—1 22 Qm—l 22
sz (Ve = e < o (|, ner e+ e

+le™ — e + (At)?
e HIZ: + 107 IZ2 + 1671172
+ 1 107 7 + min(hg?, A€ € 17

1 s+ 1O § + el

(4.74)
Tomando € y § suficientemente pequenos y combinando (4.62), (4.67), (4.70), (4.74),
obtenemos que:
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m 1 m m— m m— m m—
IVErIlz + Q—At<||€n 22 = & MZe + 1€ 122 = 1165 IZe + € lze — € 1I|iz>

gm em—l 2 gm — em—l 2 gm — em—l 2
<K ‘ n n ‘ ‘ o o ‘ ‘ u u ‘
{ At L2 At L2 At L2
o — o

2
|| @ g s+ 19 - g +
1 + 105 + 10 e + 1102
[+ 02 e+ min (g, A€ I3l 15 + 102 12

+ (1 1077 [T + min(hZ?, Ry & 26 112

c ’''n

+ (1 1077 [T + min(hZ?, Ry & Iz N0 172

c 1''n

+ & g 107 T + 16 17 + IIG?H?Il}

(4.75)

Ahora introduciremos la siguiente hipétesis inductiva:
min(h, ' A D€ 2 — 0 ash — 0, (4.76)
min(h, D€ |2 — 0 ash — 0. (4.77)

Bajo (4.76)-(4.77) y multiplicando (4.75) por 2At, luego tomando la suma sobre m,
obtenemos

€732 + NE 3= + €m3e + 3= + A > (IVELE:)
=1

< EKOAEY{HIETHE, + €3 + 11ET 2, (4.78)

i=1

1M e+ N 5 |+ Ko {h2r 2 4 2t
X hzr3+2 X hzr4+2 X h72rr5+2 X (At)Q}.

donde K, K5 son constantes positivas independientes de h y At. Aplicando la version
discreta del lema de Gronwall, concluimos que

€0 1zoo 2y + 1€ Inoez2) + €0 | oo (z2) + 160" | Loo(z2) <
K {(At) + hIH 4 Bl okt prtl oy et} (4.79)

Con el fin de completar la demostracién de (4.78), debemos verificar que la hip6tesis
inductiva (4.76)-(4.77) se cumple. En este punto usaremos ideas presentadas en [128, 33].
Primero asumamos que

&~ Iz = O(hyt + hiz ™, (4.80)
1€ 22 = O(h ™ + By, (4.81)
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Notemos que si (4.80)-(4.81) se cumplen, entonces la hipdtesis (4.76)-(4.77) se tienen.
De hecho, vamos a mostrar que (4.80) implica (4.76). Si h, < h,, tenemos

min(h,, ", ho &S e < K (R h, "t + hi?), (4.82)

u o

para ry > 1, el lado derecho de (4.82) va para cero cuando h — 0. Para 4 = 0, entonces
debemos imponer las condicién hy < h, vy la relacién h1hs1 = O(hi/?) = O(hy), lo
cual nos permite obtener (4.76). Por otra lado si h, > h,, tenemos

min(h,, ", ho IIET e < K (Rt + by hy ') < K (b + hy?),

u o

como 14 > 1, obtenemos la verificacién de (4.76). Trabajando de manera similar, pode-
mos mostrar que (4.81) implica (4.77). Ahora, justificaremos la hipdtesis (4.80)-(4.81),
de (4.78), para t = 0, se cumple que

1€(0)ullzz 4+ 1€0)ull 2 < K {3+ + A2 4 B3 4 hIatt - psHH )

Note que si escojemos una relacion particular entre h,, h,, he, h, v hr, a saber
hiitt = pretl prstl = pratl oy prs < min(hs 1 7)) entonces (4.80)-(4.81) se cumple
ent = 0. Para fijos h,, hy, he, hy ¥ ey, tenemos (4.80)-(4.81) para 0 < t < T}, para algin
Ty, > 0. Procediendo de manera recursiva de (4.79) obtenemos que 1" = T}, es decir la
hipdtesis inductiva (4.80)-(4.81) se cumple, para un tamafio de malla suficientemente
pequeno.

Para finalizar la prueba nos resta estimar ||m, — P57/ 2. Restando la ecuacién d) del
esquema 4.4.5 de la ecuacion (4.20), tenemos

_(fjrn? V- ﬂ) - = PB(UZ%UZ%E) + pB<um7 um’ﬂ) - U(V(U? - um>7 va) (4 83)
— (07, V- a) + (g~ = ™)V, w). '

Por la Hipétesis (4.32) y del resultado (4.83), obtenemos que

1 1
- Sup +—
BEEX4 HUHHl

1€l < { B — u™5) + pB(u™ — ™, )
(VW — u"), V) — (07, - @) + (e — 0"V, a)}

<

sup

{KHU? = u" [l + 1167 2 Nl e
€

|~
I

|l

=

Oyt - nM||L2Ha||L2}

< K{IIUT P —nmum}.

(4.84)
De esta manera completamos la prueba del Teorema 4.4.7.
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4.6. Experimentos numéricos

En esta seccion presentaremos cuatro diferentes experimentos numéricos que muestran
que nuestro esquema proporciona buenas aproximaciones al fenémeno de la quimio-
taxis. En efecto, nuestro primer experimento se realiza usando el Esquema 4.4.5 para
aproximar las soluciones del sistema (4.1)-(4.2); en segundo lugar, motivados por las
observaciones de [53, 56, 114], presentamos resultados numéricos para el modelo (4.1)
bajo unas condiciones de frontera de tipo mixto; posteriormente, en nuestro tercer ex-
perimento, desacoplando las ecuaciones para el fluido, aproximaremos la soluciéon para
un modelo Keller-Segel, con senal de produccion y degradacion de la sustancia quimica
de la forma ¢ — n, y para finalizar, en un cuarto experimento, consideramos el modelo
Keller-segel del Experimento 3 acoplado con las ecuaciones de Navier-Stokes. Todos los
resultados numéricos fueron computados usando el software Freefem-++.

En los cuatro experimentos establecemos los parametros basados en los experimen-
tos y valores aproximados presentado por [114]; trabajaremos en un dominio rec-

tangular Q@ = [0, L] x [0, L] usando un método de la caracteristica modificada pa-
ra tratar con el término quimiotactico, y los espacios de aproximacion usados son
X = X, = Xy = Xy = P, (funciones continuas cuya restriccién a cada elemento

de la malla es un polinomio de grado 2) y X5 = P;.

Experimento I

En esta validacién de nuestros resultados, primero obtenemos un sistema adimensional
equivalente a (4.1) reescalando las variables como en [114]:

ni+u-Vn=An— MV - (nVc),
¢ +u-Ve=D,Ac— Hnc,

uy+u-Vu = S.Au— S.Vr — S.Bnj, (4.85)
V-u=0,
donde M, D,, H, By S, son constantes adimensionales, a saber, M = Xz D, = 3_27

H =~ 10 es la relacién entre el tiempo de difusion de los organismos y el consumo de la
sefial quimica, B ~ 10 es el andlogo al numero de Rayleigh en la conveccién térmica y
S. ~ 10? es el nimero de Schmidt.

En este experimentos usaremos las condiciones de frontera

on(z,t)  Oc(x,t)  Ov(x,t)
5 £y 5 0, wu(x,t)=0, €0, te(0,7) (4.86)
Utilizamos el Esquema 4.4.5 para aproximar la solucién de (4.85)-(4.86) en un dominio

rectangular © = [0, 2] x [0, 1], para los siguientes datos iniciales:

ng = 120 exp(—6(z — 0,3)* — 10(y — 1)?) + 80 exp(—8(x — 1,2)* — 10(y — 0,5)?),
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co = 100exp(—=5(z — 1)* = 5(y — 0,5)*) o = [0,0],

con un parametro de malla h = 1/120. El paso de tiempo es At = le — 5. En el sistema
(4.85) consideramos las constantes M = 10, D, = 5, H = 10, B = 500, y S. = 200,
y mostramos los resultados computacionales para los tiempos ¢t = 0, t = 5He — 005,
t =8e—005,t =10e — 005, t = 12e¢ — 005, t = 14e — 005, t = 16e — 005. Los resultados
se representan en la Figura 4.3 y 4.4, donde podemos observar inicialmente que los
organismos se encuentran en dos cumulos en la parte superior de nuestro dominio, y
al pasar el tiempo el efecto de atraccion es predominante en el sistema y los organis-
mos comienzan a orientar su movimiento en la direcciéon de mayor concentracion de la
senal quimica; podemos apreciar como los cimulos de organismos generan un especie
de puente entre ellos y al cabo de un tiempo vemos como los organismos tienden a
aglomerarse en el centro del rectangulo.

Figura 4.3 — Experimento numérico I, densidad de los organismos

t=0

t=5e-5




Figura 4.4 — Experimento numérico I, densidad de los organismos, concentracién
quimica y velocidad del fluido.

t=8e-5

4

La Figura 4.4 muestra los resultados del experimento I, en la columna a la izquierda
tenemos la densidad de los organismos, en la columna central observamos la concen-
tracion quimica y en la columna derecha tenemos la velocidad del fluido. La senal de
atraccion ¢, ubicada inicialmente en el centro del dominio es consumida por los orga-
nismos como apreciamos en la columna central de la Figura 4.4. En la columna de la
derecha, observamos la evolucién del campo de velocidades, influenciado por el movi-
miento de los organismos.

Experimento 11

En este experimento aproximaremos las solucién de (4.85) con las siguientes condiciones
de frontera mixtas: las condiciones en la capa superior €2, describen una superficie libre
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en contacto con el aire donde el flujo de organismos se considera nulo, la senal quimica
se satura a la concentracion c,;,., la velocidad vertical y el esfuerzo tangencial del fluido
son cero. Por otra parte en el resto del dominio €2; el flujo de organismos, el flujo de la
senal quimica y la velocidad del fluido son cero.

Figura 4.5 — Condiciones de frontera mixtas.

6QS C=Cairr U, =0, %70
xmvVc—D,¥n=0, 9y

<—0(),
u, =0,
u, =0,
é‘n_ac_o
v v

Las condiciones de frontera ilustradas en la Figura 4.5, son resumidas asi:

c(x,t) =1, xnVe—Vn = &g—g’t) =u(x,t) =0, xe€ 0, te(0,T), (487
o)  0cel) — ol — () gz, t) =0, x €, te(0,7).

Ahora, adaptaremos el Esquema 4.4.5 para aproximar la solucién de (4.85)-(4.87) en
un dominio rectangular Q2 = [0, 3] x [0, 1], para los siguientes datos iniciales:
ng = 30[(—10(z — 0,8)% — 60(y — 1)?) + exp(—10(z — 2,1)* — 60(y — 1))
co=1/(1+ (4y —4)»*, uo=[0,0].

Vale la pena resaltar que después de realizar diferentes experimentos, podemos concluir
que la evolucién del modelo esta fuertemente determina por los valores dados a los
parametros M, D,, H, B,y S..
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Figura 4.6 — Experimento numérico II, densidad de los organismos vs concentracién
vs velocidad del fluido
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La solucién numérica el Experimento II fue calculada para un parametro de malla
= 1/120. El paso de tiempo es At = le — 5. La densidad celular ny, es calculada
para las constantes M = 20, D, = 5, H = 10, B = 2000, y S. = 500, para diferentes
tiempos t =8¢ — 5, t = 12e — 5, t = 16e — 5, t = 20e — 5, t = 24e — 5 y los resultados
se representan en la Figura 4.6. Podemos notar la aparicién de plumas hidrostéaticas
en forma de dedos, coincidiendo con las observaciones experimentales registradas en
[53, 56, 114]. Los resultados para la concentracién de la senal quimica columna central
y las lineas de corriente para velocidad a la derecha en diferentes tiempos t = 8¢ — 5,
t=12e — 5,1t = 16e — 5, t = 20e — 5, t = 24e — 5, se presentan en la Figura 4.6.
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Experimento IIT

Presentamos los resultados de la evolucion de la solucion aproximada de la densidad
celular bajo la influencia de una senal atractora descrita por el siguiente sistema de
EDP’s:

ny = Dp,An — xV - (nVe),
{ ¢ = D.Ac+n—c, (4.88)
para un dominio rectangular 2 = [—1/2,1/2] x [-1/2,1/2] y datos iniciales escogidos

de la siguiente manera:

ng = 1000 exp(—1002* — 100y?), ¢o = 500 exp(—502? — 504?)

Figura 4.7 — Experimento numérico III, densidad de los organismos
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De acuerdo con los resultados en [52], se espera que tanto los componentes n y ¢ de
la solucion exploten en el origen en un tiempo finito. Esta situacion es especialmente
desafiante ya que capturar el blow-up de las soluciones es extremadamente dificil. La
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solucién numérica de este problema es calculada con el pardmetro de malla h = 1/120.
El paso de tiempo es At = 1le — 5. Las densidades celulares calculadas, ny, en diferentes
tiempos t = 0, t = 3e — 005, t = 6e — 005, t = 9e — 005 se representan en la Figura 4.7.
Como se muestra en la figura, la solucién se acumula en el centro del dominio como se
esperaba; esta vez utilizamos una representacién 3-D para que el lector pueda apreciar
de una mejor manera la evolucién de la densidad.

Experimento IV

Para nuestro cuarto experimento, incluiremos los efectos de un fluido al Experimento
ITI. Consideraremos un modelo tipo Keller-Segel-Navier-Stokes descrito por el siguiente
sistema de ecuaciones:

ny+u-Vn=D,An — xV - (nVe),
¢ +u-Ve=D,Ac+n—c,

p(uy+ (u-V)u) = nAu — Vr +nVeo,
V-u=0.

(4.89)

Con el objetivo de comparar estos resultados con los obtenidos en el experimento III,
consideramos el mismo dominio y datos iniciales anteriores, esto es, un dominio rectan-
gular Q = [—1/2,1/2] x [-1/2,1/2] y datos iniciales:

ng = 1000 exp(—100z* — 100y?), co = 500 exp(—50z* — 50y2), ug = [0,0].

Podemos observar como el sistema evoluciona de una manera diferente en presencia
del fluido, en efecto, la densidad celular se desplaza del centro del dominio hacia el
borde inferior; esto se debe a la diferencia de densidad entre el cimulo de organismo
y el fluido, también podemos notar como en este experimento la densidad celular se
desplaza y no se acumula de manera apresurada en los primeros instantes de tiempo a
diferencia del experimento anterior. La solucién numérica de este problema es calculada
con el pardmetro de malla h = 1/120. El paso de tiempo es At = le—5. Las densidades
celulares calculadas, ny, en diferentes tiempos t =0,t =3e —5,t =6e —5,t =9 —5
se representan en la Figura 4.8. La concentracién de la senal quimica que es arrastrada
(izquierda) y el campo de velocidad (derecha) en diferentes tiempos t = le—5,t = 3e—5,
t =be—5,1=9e — 5 se presentan en la Figura 4.9. Podemos apreciar como la senal
atractor también es arrastrada por el fluido y como el arrastre de los organismos genera
perturbaciones en el campo de velocidades.
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Figura 4.8 — Experimento numérico IV, densidad de los organismos.
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Conclusiones

¢ Se realizé6 un estudio introductorio sobre el origen biofisico de modelos tipo
KellerSegel-Navier-Stokes, incluyendo la deduccion de las ecuaciones clasicas para
el fenomeno de la quimiotaxis.

o Se planted6 un modelo matematico que describe el proceso biofisico de la qui-
miotaxis, para una especie y dos senales quimicas, una de atraccion y la otra de
repulsion, que desarrollan su dindmica dentro de un fluido viscoso e incompresible;
ademas, permitiendo un crecimiento logistico de los organismos.

o Se probé la existencia de solucién blanda global para el sistema (1.10)-(1.11), en
dominios acotados de RY o todo el espacio, con N = 2,3, para datos iniciales
pequenos en espacios tipo L.

¢ Como complemento de los resultados de existencia de solucién obtenidos sobre el
sistema (1.10)-(1.11), se desarrollé un andlisis de convergencia para un esquema
de elementos finitos que aproxima la solucién del modelo (4.1), el cual preserva
la masa para la funcién densidad. Adicionalmente, se realizaron experimentos
numéricos para validar el analisis del esquema.
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Trabajos futuros

A lo largo del desarrollo de este trabajo de maestria fueron quedando algunas preguntas
de investigacion, las cuales pueden ser analizadas en trabajos futuros, a saber:

¢ Analizar otras extensiones naturales del modelo como son la consideracién de
funciones de sensibilidad mas complejas que dependan de las senales quimicas y
la concentracion de los organismos, difusiéon no lineal, el efecto de otro tipo de
funciones que describan la produccién o degradacion de las senales quimicas, la
interaccién de multiples especies, entre otros.

o Extender los resultados obtenidos a espacios de funciones mas generales, como
por ejemplo espacios tipo Besov.

¢ Explorar otros métodos numéricos para la soluciéon de modelos tipo Keller-Segel-
Navier-Stokes, como pueden ser el uso de métodos de voliimenes finitos o métodos
espectrales.

¢ Ahondar en el andlisis numérico para garantizar la conservacion de otras propie-
dades del modelo continuo, como por ejemplo la positividad o la capacidad del
medio, esta ultima propiedad en el caso en el cual el modelo incluya un término
logistico.

¢ Extender los resultados numéricos obtenidos para el caso de dominios tridimen-
sionales.
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