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RESUMEN

TITULO: DESARROLLO DE PENSAMIENTO FUNCIONAL: UNA
EXPERIENCIA EN UN PROGRAMA DE
ENRIQUECIMIENTO EXTRACURRICULAR

AUTOR: MONICA ADRIANA PINEDA BALLESTEROS

PALABRAS CLAVE: PENSAMIENTO FUNCIONAL, TALENTO MATEMATICO
POTENCIAL Y PROGRAMAS EXTRACURRICULARES.

DESCRIPCION:

En este documento se presentan los resultados de una investigacion cualitativa, que surgié a
partir de la conformacién de un grupo extracurricular que busca atender a estudiantes de colegios
publicos con edades comprendidas entre los 9 y 14 afios, considerados potencialmente talentosos
en matematicas. Este programa recibe el nombre de Grupo Talento Matematico UIS (GTM-UIS),
de acuerdo a las caracteristicas de sus integrantes.

La dinamica de trabajo establecida en dicho grupo estd normada por un Marco Institucional, que
parte de la posibilidad de potenciar el pensamiento funcional a partir de las relaciones
funcionales de Recurrencia, Correspondencia y Covariacion, entendidas como categorias de
andlisis. Como se muestra en el desarrollo de este documento, esta investigacion tiene una
perspectiva incluyente del talento matematico que contempla la posibilidad de su desarrollo y
seguimiento gracias a las condiciones establecidas, en este caso, por el GTM-UIS.

El trabajo de disefio y experimentacion se desarrollé durante dos semestres en los que se video-
grabaron y se recogieron las producciones escritas. A partir de la primera aplicacién surgen unas
Categorias emergentes (cuatro momentos) que guian la actividad generada por cada Tarea: 1.
Participar de una situacion funcional; 2. Centrar la atencion en la relacion entre las variables
identificadas en el primer momento; 3. Registrar los valores correspondientes a las cantidades
que varian y 4. Construccién de una expresion.

A partir de los resultados encontrados en esta investigacion se espera contribuir al desarrollo
tedrico y practico de la Educacion Matematica, contribuyendo a la caracterizacion de grupos
extracurriculares, como es el caso del GTM-UIS en el cual fue desarrollada la investigacion.

Trabajo de grado
Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Directora: Solange Roa Fuentes. Doctora en Ciencias
Especialidad Matematica Educativa.
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ABSTRACT
TITLE: DEVELOPMENT OF FUNCTIONAL THINKING: AN
EXPERIENCE IN AN EXTRACURRICULAR

ENRICHMENT PROGRAM

AUTHOR: MONICA ADRIANA PINEDA BALLESTEROS

KEY WORDS: FUNCTIONAL THINKING, POTENTIAL
MATHEMATICAL TALENT AND EXTRACURRICULAR
PROGRAMS.

DESCRIPTION:

This document presents the results of a qualitative research, which arose from the creation of an
extracurricular group that seeks to serve students of public schools aged between 9 and 14,
considered potentially talented in mathematics. This program is called Mathematical Talent
Group UIS (GTM-UIS), according to the characteristics of its members.

The work dynamics established in this group is governed by an Institutional Framework, which
starts from the possibility of enhancing functional thinking based on the functional relations of
Recurrence, Correspondence and Covariation, understood as analysis categories. As shown in the
development of this document, this research has an inclusive perspective of mathematical talent
that considers the possibility of its development and follow-up thanks to the designated
conditions, in this case, by the GTM-UIS.

The design and experiment work was developed during two semesters in which the written
productions were videotaped and collected. From the first implementation a number of emerging
categories (four moments) arose which guided the activity generated by each Task: 1. Participate
in a functional situation; 2. Focus on the relationship between the variables identified in the first
moment; 3. Record the values corresponding to the quantities that vary and 4. Construction of an
expression.

From the results found in this research it is expected to contribute to the theoretical and practical
development of Mathematics Education, contributing to the characterization of extracurricular
groups, as it is the case of the GTM-UIS in which the research was developed.

Trabajo de grado
Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Directora: Solange Roa Fuentes. Doctora en Ciencias
Especialidad Matematica Educativa.
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Introduccion

Iniciar con el desarrollo del pensamiento algebraico desde edades tempranas es una mision que
desde 1998 se ha impulsado, cada vez con mas empefio. Esto en parte, gracias a los trabajos
realizados por Kaput quien da inicio a una nueva corriente Illamada Early Algebra. EIl principal
objetivo de esta corriente es insertar procesos que motiven y promuevan el desarrollo del
pensamiento algebraico en estudiantes de basica primaria. Cabe aclarar que esta propuesta no
busca que los estudiantes en los primeros afos escolares construyan y manipulen expresiones
alfanuméricas, sino que participen en actividades que contribuyan al desarrollo de estrategias
como: comparar, representar, comunicar, entre otras; y ademas, que su participacion en dichas
actividades contribuya al desarrollo de razonamiento deductivo (Rusell, Schifter y Bastable,
2011). Especificamente, Kaput (2000) propone esta insercion como una via para evitar que el
algebra se constituya en un factor de exclusion escolar.

Esta nueva corriente ha motivado el interés de investigadores que han impulsado el desarrollo
curricular en algunos paises. Por ejemplo Lannin (2005) hace referencia a los documentos
internacionales disefiados para guiar el desarrollo curricular de matematicas en Australia,
Estados Unidos y Gran Bretaiia (Australian Education Council, 1994; National Council of
Teachers of Mathematics, 2000; Department for Education and Skills, 2001) donde se sugiere
que los estudiantes de la escuela basica y media deben desarrollar el proceso de generalizacion a
partir del estudio de patrones para dar el paso al algebra formal. Esta propuesta no s6lo ha sido
planteada en el curriculo internacional, los Lineamientos y Estandares que actualmente rigen la
educacion colombiana (MEN, 1998; 2006), estipulan la introduccion del pensamiento variacional

en primaria, desafortunadamente aun existe una gran brecha entre la teoria y la practica.
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La investigacion que aqui se reporta, se ubica dentro del desarrollo del pensamiento
variacional. Cabe aclarar que en algunos paises se hace referencia a dicho pensamiento como
pensamiento algebraico. En este caso entendemos que el pensamiento algebraico esta contenido
dentro del pensamiento variacional, ademas, especificamente en lo relacionado con el estudio de
las funciones, este tipo de pensamiento a sido denominado pensamiento funcional. Desde la
perspectiva de Cafiadas y Molina (2016) que se toma para esta investigacion, dicho pensamiento
se define como “un proceso cognitivo clave, entendido como un componente del pensamiento
algebraico, basado en la construccion, descripcion, representacion y razonamiento con y sobre
las funciones y los elementos que las constituyen” (p. 3). En particular Smith (2008) establece
tres relaciones funcionales que pueden determinar el desarrollo del pensamiento funcional, estas

son: la Recurrencia, la Correspondencia y la Covariacion.

En esta investigacion estas relaciones se definen como Categorias de Andlisis para establecer
cémo un grupo de estudiantes que participan en un programa extracurricular denominado Grupo
Talento Matemaético — UIS (GTM-UIS), pueden desarrollar pensamiento funcional. La dindmica
de trabajo establecida en dicho grupo esta normada por un Marco Institucional, que parte de la
posiblidad de potenciar el Talento Matematico. Como se muestra en el desarrollo de este
documento, esta investigacion tiene una perspectiva incluyente del talento matematico que
contempla la posibilidad de su desarrollo y seguimiento gracias a las condiciones establecidas, en

este caso, por el GTM-UIS.

Entonces tomando como ejes conductores principales el pensamiento funcional y el talento
matematico, se propone la siguiente pregunta que guia el desarrollo de esta investigacion: ¢ Qué
caracteriza el pensamiento funcional que desarrolla un grupo de individuos que participa en el

GTM-UIS?
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En este documento se presenta el reporte final de la investigacion, conformado por seis
capitulos. El primero presenta los principales antecedentes, por un lado en lo referente al
pensamiento funcional y por el otro sobre el talento, el talento matematico y el talento
potencial. El capitlo 2 presenta con detalle la problematica de la investigacion, la pregunta
y los objetivos. El capitulo 3 muestra los elementos teéricos que conforman el marco
conceptual empleado para la interpretacion y andlisis de datos que se constituye como un
Marco Institucional. Los aspectos metodolégicos son presentados y explicados en el
capitulo 4. En el capitulo 5 se presenta el analisis de tres tareas, que muestran la actividad
desarrollada por los estudiantes; aqui se presenta una seleccién de episodios estudiados
tomando las categorias de analisis a través del desarrollo de cuatro momentos: 1.
Participar de una situacion funcional; 2. Centrar la atencion en la relacion entre variables;
3. Registrar los valores correspondientes a las cantidades que varian y 4. Construccién de
una expresion.

Finalmente el capitulo 6 muestra las principales cunclusiones que surgen de esta

investigacion.
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1 Antecedentes
En este capitulo se analizan diferentes investigaciones sobre el pensamiento funcional (Blanton y
Kaput, 2011; Cafadas y Molina 2016; Brizuela y Alvarado 2010; Cafadas y Fuentes 2015;
Blanton 2008; Cafiadas, Brizuela y Blanton, 2016; Pinto, 2016; Smith 2008; Molina 2006;
Schliemann et al. 2007; Schliemann, Carraher y Brizuela 2012); que permiten evidenciar la
forma en que éste ha sido estudiado y caracterizado. Esto con el objetivo de reconocer como el
pensamiento funcional puede ser desarrollado en un grupo de estudiantes con edades
comprendidas entre los 9 y los 14 afios, que participan en un programa de enriquecimiento

extracurricular.

Dicho programa busca generar un espacio que motive el desarrollo del talento matematico
potencial (UNESCO, 2004); por tanto también se analiza la evolucion de los estudios sobre la
definicion de talento y sobre el talento matematico (Mason 2008; Passow 1993; Villarraga,
Martinez y Benavides 2004 y Oktag, Roa-Fuentes y Rodriguez 2011).

1.1 Pensamiento Funcional
El pensamiento funcional se asocia generalmente con el estudio de las funciones en los
altimos grados de secundaria o en el primer afio de universidad. Sin embargo, desde la
perspectiva de Early Algebra expuesta ampliamente por Blanton y Kaput (2011), se considera
que el pensamiento funcional puede potenciarse con buenos resultados desde los primeros afios
escolares. Al respecto Cafiadas y Molina (2016) afirman:
El pensamiento funcional promueve en los estudiantes la identificacion de patrones y la
generalizacion a través de las relaciones funcionales. Esto permite que fomente el razonamiento

inductivo y, como consecuencia, proporcione a los estudiantes herramientas para la adquisicion de

conocimiento matematico (p. 3).



PENSAMIENTO FUNCIONAL 16

Cafadas y Molina (2016) rescatan los beneficios de introducir el pensamiento funcional desde
edades tempranas, ya que esto contribuye de manera significativa en la construccion de
conceptos méas avanzados. En dicha investigacion se reportd que los estudiantes en los primeros
afios escolares pueden:

Establecer relaciones de covariacion entre cantidades variables a partir de una relacion aditiva.
Ademas, son capaces de descubrir el patron de la paridad entre esas cantidades. Los estudiantes de
primero de primaria identifican y utilizan patrones basados en las relaciones aditivas y
multiplicativas para predecir cantidades. También emplean estrategias como conteos sobre dibujos
y utilizan diversos sistemas de representacion predominando el pictérico y el simbdlico (nimeros)
para dar respuesta a preguntas sobre cantidades variables, y estrategias verbales para expresar
generalizaciones lejanas (p. 9).

La investigacion reportada por Cafiadas y Molina (2016), muestra una aproximacion al marco
conceptual y principales antecedentes del pensamiento funcional en las primeras edades; en este
escrito se analizan trabajos recientes realizados en Esparia y otros lugares del mundo. Las autoras
reportan un estudio hecho en México por Brizuela y Alvarado (2010), donde sugieren que el uso
de diferentes representaciones puede servir como mediador y apoyo para el desarrollo del
pensamiento funcional. Por ejemplo, cuando los estudiantes de primaria usan una tabla de datos,
que les permite establecer relaciones de correspondencia entre la cantidad y el numeral. Las
autoras constatan que estos estudiantes pueden crear tablas de valores como herramientas para
organizar la covariacion de datos. Para ilustrarlo, se muestra el siguiente ejemplo:

Bruno juega dos rondas de canicas. El juega la primera ronda, y después de la segunda ronda pierde

7 canicas. Después de las dos rondas, ha ganado 3 canicas en total. ;Qué pasé durante la primera

ronda del juego?



PENSAMIENTO FUNCIONAL 17

Figura 1. Ejemplo implementacién de tablas (Brizuela y Alvarado, 2010, p. 43).

Otros investigadores han dado definiciones especificas de pensamiento funcional. Por
ejemplo Blanton y Kaput (2004) plantean que el pensamiento funcional es:

El pensamiento representativo que se centra en la relacion entre dos (0 mas) cantidades variables y
para las cuales las funciones denotan los “sistemas de representacion inventados o apropiados” por
los nifios para representar una generalizacion de una relacién entre cantidades (p. 135).

Con base en esta definicion Blanton y Kaput (2004) desarrollan un trabajo experimental con
grupos de estudiantes desde prekinder hasta quinto grado de primaria. Para esto plantean la tarea
llamada “Ojos y Colas”.

Supongamos que estabas en un refugio de perros y querias contar todos los ojos de los perros que
viste. Si hubiera un perro, ¢cuantos ojos habria? ¢Y si hubiera dos perros? ;Tres perros? (100

perros? ¢ Ves una relacion entre el nimero de perros y el nimero total de ojos? ¢Como describirias

dicha relacion? ¢ Como sabes que esto funciona?

Supongamos que quieres averiguar cuantos 0jos y colas habian. ¢Cuantos ojos y colas hay para un
perro? ¢Dos perros? ¢ Tres perros? ¢100 perros? ;Como describirias la relacion entre el nimero de
perros y el nimero total de ojos y colas? ;Cémo sabes que esto funciona? (p. 136).

Con esta investigacion, los autores sustentan que los estudiantes de basica primaria tienen la

capacidad de desarrollar habilidades propias del pensamiento funcional; también se plantea la
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inclusién de situaciones que potencien este tipo de pensamiento desde edades tempranas.
Blanton y Kaput (2004) sugieren que los planes de estudio para los grados de preescolar hasta
quinto deben plantear situaciones donde se evidencie como dos o mas cantidades varian
simultdneamente, posibilitando la adquisicion de procesos como la identificacién de patrones

recursivos, la correlacion y la covariacion, procesos propios del pensamiento funcional.

La lectura de los trabajos descritos resulta pertinente en esta investigacion, en primer lugar
porque abordan estudios con individuos de basica primaria que evidencian el uso de relaciones
funcionales en el desarrollo de las tareas propuestas. Y en segundo lugar, se abordan situaciones
cuyo principal objetivo es potenciar relaciones funcionales. Este tipo de situaciones no solo
pueden ser abordadas en primaria, basta con darles un ajuste adecuado, para implementarlas en
grados méas avanzados. Se pone de manifiesto que es posible desarrollar el pensamiento
funcional en estudiantes de basica primaria, por tanto se convierten en argumentos que respaldan
este trabajo; es decir, si es posible que estudiantes en edades tempranas manifiesten
caracteristicas del pensamiento funcional, con mayor razén y quiza con un grado mayor de

profundizacién, puede lograrse con estudiantes que cursan los primeros afios de secundaria.

1.1.1 Las formas de representacion y la caracterizacion del pensamiento funcional
Al trabajar en el desarrollo de situaciones que involucran el pensamiento funcional, surgen
formas de representacion de los elementos involucrados. Cafiadas y Fuentes (2015) por ejemplo,
evidencian la presencia de diferentes sistemas de representacion: Pictorico, simbdlico y verbal; y
comentan que el sistema pictorico fue el méas destacado en el trabajo de los estudiantes. Cafiadas
y Fuentes (2015) analizan las estrategias que usan los estudiantes al resolver el siguiente

problema: “Juanita quiere celebrar su cumpleafios, para esta actividad ella desea regalarle 5
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globos a cada nifio asistente” (p. 214). La situacion en este caso consiste en establecer la relacion

entre el nimero de nifios y el namero de globos que se deben comprar para la fiesta.

La profesora encargada de la actividad da a los nifios la relacion escrita “1 nifio - 5 globos” y
frente al grupo explica la relacion “2 nifos - 10 globos”. Se pregunta a los participantes por los
siguientes apartados: 3 nifios, 4 nifios, 5 nifios y 20 nifios; también se pide explicar cuantos

globos deben comprar, si asisten 100 invitados a la fiesta.

La siguiente figura ilustra la relaciéon 1 a 5, al plantear la pregunta: ¢Cuantos globos debemos

comprar si asisten 10 nifios a la fiesta de cumpleafios?

10 ¢6 6 0886|507 799097757 990
ﬁ (;.])I!ﬁ cf] '/t#'ljr‘]:l:_f r"”r\";l?
ad g § o
099909799 8927999¢

Figura 2. Conteo de dibujos en relacion 1 a 5. Alumno 15. Tarea 3 (Cafiadas y Fuentes, 2015, p.

64).
Las autoras muestran que los estudiantes utilizan una relacion 1-1, n + 5 para dar soluciones
a la situacion. Este error se asocia con el concepto de adicion, que en ese momento trabajaban
los estudiantes en clase. Cafiadas y Fuentes (2015) concluyen su trabajo afirmando que los
estudiantes son capaces de desarrollar estrategias e identificar patrones de forma general, méas

alla de lo que se esperaba teniendo en cuenta sus conocimientos previos.

Con base en el analisis de datos Cafadas y Fuentes (2015), proponen una forma de

caracterizar el pensamiento funcional:

Podemos identificar el pensamiento funcional cuando el nifio hace explicita la relacion entre las

variables o entre los conjuntos, y con esa relacion puede abstraer el razonamiento hacia una regla
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general o generalizacién. Esta regla puede ser descubierta a través de un proceso inductivo donde, a
través de la recursividad, se llega a la generalizacion. Para llegar a la generalizacion es necesario ir

mas alla de una relacion recurrente entre los valores de una variable (p. 213).
Con esta vision las autoras dejan clara la evidente necesidad de trabajar conscientemente
relaciones funcionales, dedicando especial atencidn a las relaciones entre variables. Esto sin

dejar de lado la importancia que tiene el proceso de generalizacion en la actividad matematica.

Por su parte, Blanton (2008) considera el pensamiento funcional como “un proceso de
construccion, descripcion y razonamiento con y sobre las funciones. Este involucra el
pensamiento algebraico que incluye la construccion de una generalizacion sobre variables que se
encuentran relacionadas” (p. 30). Esta reflexion coincide con los resultados que se han obtenido
a partir de investigaciones mas recientes; por ejemplo, las hechas por Cafiadas, Brizuela y
Blanton, 2016; Cafadas y Molina, 2016; Pinto, 2016, quienes afirman que cuando el foco
matematico del pensamiento algebraico estd en las funciones, se habla de pensamiento
funcional. Este acercamiento evidencia la relacion que existe entre el pensamiento algebraico y
el pensamiento funcional, ademas de dar luces sobre la manera en que a partir del algebra

elemental se puede trabajar en el desarrollo del pensamiento funcional.

La cuestion que emerge es ¢Como esta relacién puede generarse en los estudiantes? Los
trabajos de Pinto (2016), Penfold (2016) y Bastias (2016) muestran diferentes Tareas que
posibilitan dicha relacion ya que solicitan el uso de las capacidades para representar, argumentar,

visualizar e identificar elementos que intervienen en una situacion funcional.

Asi, Bastias (2016) centra su atencion en identificar evidencias de pensamiento funcional en
estudiantes de quinto de primaria. La situacion que emplea para desarrollar su investigacion

propone una situacion de venta de camisetas para un viaje de estudios, cuya modelizacion es la
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funcion f(x) = 3x, esta situacion se propone a los estudiantes de la siguiente forma: “Carlos
quiere vender camisetas con el escudo de su colegio para poder ir de viaje de estudios con su
clase. Por cada camiseta ganaria 3 €. ;Cuanto dinero podria conseguir Carlos?” (p. 29). Una
evidencia de pensamiento funcional se puede visualizar en el siguiente ejemplo, donde se logra
identificar la relacion de Covariacion, descrito por la autora como: “el alumno reconoce que el
valor de una cantidad varia en funcién del valor de otra cantidad. Un ejemplo para esta categoria

es la respuesta que se observa en la siguiente figura”.

Por cada camiseta vendida, jcudnto gana?

= £

-

Si vende 1 camisetad mds, ;cuinto gana?

£ ; »@ en e Y 3 ENTE v erg
E al ( heSan

£

L Y Qloco POne e

Figura 3. Evidencia de Covariacion (Bastias, 2016, p.35).
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Uno de los resultados de esta investigacion es que el desarrollo de esta situacion permite a los
estudiantes reconocer la relacion entre las cantidades variables y el patron funcional, utilizado
para obtener la ganancia total. Estos reconocimientos prueban la existencia de pensamiento
funcional en la mayoria de los estudiantes, siendo la relacion de correspondencia la que se

manifiesta con mayor claridad en el desarrollo de la actividad.

Pinto (2016) analiza el trabajo de estudiantes de tercero de educacion primaria que ponen de
manifiesto el pensamiento funcional en la resolucién de situciones que requieren del proceso de
generalizacion. En su analisis, parte de las tres relaciones funcionales propuestas por Smith
(2008): (a) patrones recursivos o recurrencia, que implica encontrar la variacion o el patrén
dentro de una secuencia de valores; (b) la correspondencia o relacion de correspondencia, en la

que se hace hincapié en la relacion entre los pares correspondientes de la variable; y (c)
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pensamiento covariacional o covariacién, donde el foco esta dado por el analisis de como dos
cantidades varian al mismo tiempo y como los cambios que se producen en una afectan a la otra.
El autor menciona en su andlisis que “consideraremos presencia de pensamiento funcional en las
respuestas de los estudiantes cuando al analizar de forma conjunta la totalidad de las respuestas,
identificamos, al menos, una relacion funcional en, al menos, dos de las cuestiones empleadas”
(p. 40). La investigacion se llevo a cabo a partir del anlisis del problema de las baldosas que se

muestra a continuacion, este problema involucra la funcion f(x) = 2x + 6.

Un colegio quiere reformar el suelo de todos sus pasillos porque esta ya muy estropeado. El equipo
directivo decide enlosar los pasillos con baldosas blancas y con baldosas grises. Todas las baldosas
son cuadradas y tienen el mismo tamafio. Las baldosas se van a colocar en cada pasillo de la

manera que Vves en la siguiente imagen.

El colegio contrata a una empresa para que reforme los pasillos de las tres plantas del colegio. Te

pedimos que ayudes a los albafiles a contestar algunas preguntas que necesitan responder para
hacer este trabajo. (Pinto, 2016, p. 38)

En el analisis de esta situacion, Pinto muestra la forma en que identificaron la presencia de

pensamiento funcional en una de las respuestas de los estudiantes a partir de la relacion funcional

de Correspondencia. Lo explica de la siguiente manera:
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Unos pasillos son mas largos que otros. Por eso, los albafiiles necesitan diferente nimero de
baldosas para cada pasillo. ;Cudntas baldosas grises necesitan para el suelo de un pasillo en el
que colocan 8 baldosas blancas?

22
+Coémo lo sabes?

He sumado las baldosas de grises de arriba, las de abajo, las de la derecha y la de la iz-
quierda. Entonces, 8 + 8+ 3 + 3 =22.

Figura 4. Ejemplo de relacién funcional de Correspondencia (Pinto, 2016, p. 40).

El estudiante consideraria la cantidad de baldosas superiores (8) e inferiores (8), la cantidad
de baldosas laterales derechas (3) y la cantidad de baldosas laterales izquierdas (3), a
continuacion, realiza una suma entre los valores de la figura descompuesta, con lo que obtiene la
cantidad total de baldosas grises. Utiliza esta misma relacion funcional para los casos de 10
baldosas blancas. En estos casos, se observa que relaciona pares de valores (a, f(a)) para
valores de a correspondientes a los casos particulares (8 y 10), y establece la relacion con los
numeros de baldosas grises 22 y 26, respectivamente. Por eso interpretamos que un estudiante
con esas respuestas identificaria una relacion de correspondencia (Pinto, 2016, p. 41).

Como resultado de esta investigacion se evidencio la existencia de pensamiento funcional en
los estudiantes, mediante el uso de diversas representaciones que elucidan la relacion de
correspondencia.

Penfold (2016) cataloga su investigacion como un primer acercamiento al pensamiento
funcional de alumnos de tercero de educacion primaria. Trabaja sobre la capacidad para
identificar patrones y hacer uso del patrén identificado. Esta investigacion no sélo se interesa en
la capacidad de los alumnos para emplear el pensamiento funcional, sino en saber qué tipo de
representaciones y estrategias emplean. El autor cita a Blanton y Kaput (2004) para mencionar
que el objetivo del pensamiento funcional en la educacion primaria es que los alumnos se centren

en la observacion, analisis, identificacion y comprobacion de patrones, a partir de los cuales
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podran establecer generalizaciones, argumentarlas y defenderlas de manera justificada. Es decir,

que los estudiantes sean capaces de establecer una relacion de recurrencia.

La situacion propuesta en Penfold (2016) es la siguiente: “Maria y Raul son dos hermanos que
viven en la Zubia. Maria es la hermana mayor. Sabemos que Maria es 5 afios mayor que Raul.
(Qué edad tiene cada uno?” (p. 25). La funcion que describe el problema es f(x) = x + 5.
Dentro de las instrucciones se pide a los alumnos el empleo de diferentes sistemas de
representacion, como el lenguaje verbal, tanto escrito como oral, tablas para organizar datos y
una expresion alfanumérica para poner de manifiesto la relacion entre las edades de los dos
hermanos. Se busca que los alumnos exploren la relacion funcional mediante el estudio de casos
concretos, trabajando Unicamente con nimeros naturales, en los casos en que Radl tiene 7, 15y
80 afios; para cada caso se pide hallar la edad de Maria y la forma en que la determinaron. Los
investigadores reportan dos tipos de representaciones, la verbal y la numérica, siendo la
numérica la mas comin; de 25 estudiantes, 20 respondieron de forma numérica y 5 de forma

verbal. A continuacion, se muestra un ejemplo de cada representacion.

1. Cuando Rail tiene @ 7 afios jcuéntos afios tiene Maria?

12 g
. Como lo sabes?

A
1
— I

Figura 5. Representacion numérica (Penfold, 2016, p. 29).

J 1 Cuando Raiil tienc ¢ 7 afos (‘,@mos afios tiene Maria? /
_/1 ? AL DN t( ee.
= i M"h
| ¢Cémo lo sabes?
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T:igura 6. Representaciéﬁ verbal (Pen?old, 20167, p. 30).
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Las representaciones planteadas por los estudiantes, en su gran mayoria los llevaban a
respuestas concretas, es decir, fueron pocos los estudiantes que no acudieron a ejemplos al tratar
de expresar la funcién que describia la tarea. Penfold (2016) resalta la importancia de motivar en
los estudiantes la habilidad de expresar de manera verbal y escrita la forma en que se esta
interpretando el problema, y menciona: “para desarrollar el pensamiento funcional dentro de las
clases de matemaéticas es necesario también dedicar tiempo a fomentar la expresion verbal de los
alumnos con el objetivo de facilitarles la tarea de explicar y argumentar los procesos seguidos y
resultados obtenidos en las tareas de pensamiento funcional” (p. 57). El reporte de investigacion

menciona que dentro de las representaciones, la mas empleada por los estudiantes es la tabular.

Las anteriores investigaciones muestran la posibilidad de desarrollar habilidades propias del
pensamiento funcional desde la primaria, aludiendo a la simplicidad con que éste se puede
abordar. Ser recursivos al manipular los temas cotidianos, podria significar la inclusion de este
pensamiento en el curriculo. Pinto (2016) cita a Carraher y Schliemann (2007, 2014) para ilustrar
la manera en que se puede motivar, promover y desarrollar el pensamiento funcional en la

primaria.

[...] el enfoque funcional, donde el concepto de funcién opera como soporte para este tipo de
pensamiento, se encuentra mas subordinado a temas aritméticos que permitiran abstraer ideas y
conceptos. A la luz de esta idea, la nocion de adicion, sustraccion, multiplicacion y division pueden
ser tratadas como funciones, especificamente por las relaciones entre cantidades que pueden
producirse. Por ejemplo, estos autores plantean que la multiplicacion por tres puede verse como un
subconjunto de la funcion 3n. Ademds, este enfoque se basa en la multiplicidad de

representaciones de las funciones, entre las cuales se destaca el lenguaje natural, tablas de
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funciones, graficos y notaciones simbdlicas. Es en este sentido, la funcion adquiere un rol

importante que puede facilitar la integracion del lgebra en los planes de estudios vigentes (p. 14).
1.1.2 El pensamiento funcional en la clase de matematicas
Las diferentes perspectivas de las investigaciones que han estudiado el desarrollo del
pensamiento funcional han generado opciones respecto a la manera como este pensamiento
puede surgir en el aula. En esta via Blanton y Kaput (2011) basados en Smit (2008), proponen
las siguientes relaciones funcionales:
1. Patrdn recursivo (Recurreancia), que implica encontrar el patron de variacion que se puede
identificar en una secuencia de valores. 2. Una relacion de correspondencia, se basa en la
identificacion de una correlacion entre variables (y es 3 veces x mas 2). 3. Pensamiento
covariacional, se basa en el anlisis sobre como dos cantidades varian simultaneamente y como los
cambios en los valores de una variable producen cambios en la otra (mientras x incrementa por
uno, y incrementa por tres) (p. 8).
La siguiente figura muestra la Tarea de “ojos y colas” para ilustrar, a manera de ejemplo, las

tres relaciones funcionales antes descritas.

Cantidad total Cantidad total
[ \ de perros (x) de ojos(y)
2

1

Correspondencia: Se basa 2 4 Recurrencia: Implica encontrar
en la identificacion de una : 585 el patron de variacién. Por
correlacion entre variables. . . . .

. o 5 10 ejemplo: “La cantidad de ojos va
Por  ejemplo: si la 6

12 -
. variando de dos en dos”.
cantidad de perros es 1, la :

cantidad de ojos es el ) ,
doble”. n Zn
\§ J v

( : Se basa en el estudio de
como dos cantidades varian
simultdneamente y como los cambios en
los valores de una variable producen
cambios en la otra. Ejemplo: “cuando x
aumenta en 1, y aumenta en 2”. )

Figura 7. Ejemplo de relaciones funcionales (Adaptado de Pinto (2016)).
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En esta investigacion se resalta la necesidad de enriquecer la experiencia matematica en
primaria, brindando experiencias que vayan mas alla de la aritmética y le proporcione a los
estudiantes herramientas para fortalecer su razonamiento matematico; partiendo de que en estas
experiencias tempranas es posible promover el éxito en la construccion de pensamiento
algebraico. Blanton y Kaput (2011) se cuestionan sobre cémo abordar el pensamiento funcional
desde edades tempranas con miras a mejorar el rendimiento de los estudiantes en grados
posteriores y como transformar los recursos y la instruccion de los profesores de primaria, para

que el cambio en el curriculo se haga realidad.

Blanton y Kaput (2011) analizan durante cinco afios como piensan los nifios sobre relaciones
funcionales, sus implicaciones matematicas para grados posteriores, y como los materiales y las
actividades cotidianas pueden profundizarse y ampliarse para apoyar el desarrollo del
pensamiento funcional en primaria. Estos autores también reportan que investigaciones como:
Blanton 2008; Brizuela y Schliemann 2003; Brizuela et al., 2000; Carraher et al., 2008; Kaput y
Blanton 2005; Moss et al. 2008; Schliemann y Carraher, 2002; Schliemann et al., 2001, han
evidenciado que los nifios de la escuela primaria pueden desarrollar y usar una variedad de
herramientas de representacion para razonar acerca de las funciones. Ellos pueden describir en
palabras y simbolos recursivos, identificar variacion y relaciones de correspondencia en un
conjunto de datos, también pueden usar un lenguaje simbolico para modelar y resolver

ecuaciones con cantidades no conocidas.

Blanton y Kaput (2011) afirman que los nifios que han tenido la oportunidad de participar
activamente en el desarrollo de conjeturas, la construccion de argumentos, el establecimiento de
generalizaciones o el uso de notacidn, el lenguaje y las herramientas para razonar acerca de las

funciones, tienen garantizado el éxito en la matematica para los grados posteriores. En dicha
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investigacion se muestra como el comentario de una profesora sobre el crecimiento de una
serpiente, desata en los estudiantes una serie de discusiones sobre su posible solucion y los lleva

a representar la informacion de manera tabular. Al respecto Blanton y Kaput (2011) mencionan:

Las tablas y gréficos se convierten en configuraciones no sélo visuales, sino en estructuras
incrustadas con significado acerca de las relaciones; los simbolos ya no son inscripciones abstractas
sin significado, sino instrumentos mediante los cuales las ideas pueden ser mejor mediadas y
comunicadas (p.16).

En esta investigacion se enfatiza en la importancia de inculcar en los profesores de primaria
la necesidad de trabajar la aritmética desde otra perspectiva, buscando desarrollar en los nifios
habilidades propias de la matematica. Mason (2008) apoya esta idea argumentando que la
generalizacion es un proceso innato que los nifios pequerios traen a la clase; entonces contamos

con la materia prima, y sélo requerimos del empefio y la disposicion para ponerlo en marcha.

Pero, ¢realmente puede un individuo desarrollar habilidades matematicas a partir de la
potencializacion de su pensamiento funcional? Es probable que continGen surgiendo preguntas
de este tipo cuando pensamos en la construccion del pensamiento funcional en estudiantes de
basica primaria. Sin embargo, el verdadero reto esta en desarrollar investigaciones que permitan
evidenciar la importancia y pertinencia de potenciar dicho pensamiento desde edades tempranas.
Ademas, el pensamiento funcional, favorece el desarrollo de habilidades propias de la
matematica y brinda al estudiante la posibilidad de enfrentarse a situaciones que puede encontrar
en su entorno, contribuyendo de manera significativa en la ampliacion del concepto de

variacion. Ante este panorama Rojas, Martinez y Garcia (2011) sefialan:

Uno de los contenidos mateméticos importantes del aprendizaje escolar es el pensamiento

funcional, no solo por la importancia que tiene como nicleo de contenido de las matematicas
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escolares, sino porque esta asociado a una diversidad de préacticas sociales tanto de los entornos de
los estudiantes como de la cultura y el campo cientifico (p. 273).

Esta concepcién surge como argumento para integrar el pensamiento funcional en el aula
regular, en esta investigacion Rojas et al., (2011) argumentan que gran parte del fracaso escolar
matematicas esta relacionado con la forma en como éste es abordado. Los estudiantes no se
sienten motivados y esto desencadena actitudes apéticas y desagrado hacia la matematica;
principalmente cuando los estudiantes han perdido sus cursos y deben repetirlos. En este sentido
Bastias (2016) cita a Smith (2008) para hacer referencia al papel del docente en la construccién

del pensamiento funcional, como un agente mediador y potenciador.

Por tanto, es una actividad de construccion individual, que debe contar con la participacion del
profesor, quien a través de la creacion de actividades, la descripcion de cantidades variables,
planteamiento de preguntas apropiadas y promoviendo la participar en el aula, proporciona la
oportunidad a los estudiantes de participar en instancias de desarrollo del pensamiento funcional (p.
12).
1.1.3 Concidiciones insitucionales propicias y su rol en el desarrollo del
pensamiento funcional
Otras investigaciones se han centrado en documentar los avances y destrezas que pueden
desarrollar los nifios en edades tempranas bajo las condiciones apropiadas. Estos estudios han
comprobado que los nifios de basica primaria pueden llegar a relacionar, razonar, identificar
relaciones entre variables, generalizar, conceptualizar e incluso expresar notacion de variables
en sus producciones (Cafadas, Brizuela, y Blanton 2016; Cafiadas y Fuentes 2014; Molina
2006; Schliemann et al. 2007; Schliemann, Carraher y Brizuela 2012; entre otros). Estos trabajos

también destacan la capacidad de los estudiantes para abordar tareas contextualizadas que
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involucran relaciones funcionales desde las primeras edades, dando argumentos teéricos que

justifican el rumbo de esta investigacion.

De manera general, se puede sefialar que todas estas investigaciones muestran que el
desarrollo del pensamiento funcional, visto mediante las relaciones de correspondencia,
recurrencia y covariacion, es posible en nifios desde edades tempranas, en escuelas regulares,
pero bajo ciertas condiciones institucionales: disefio e implementacion de un cierto tipo de
Tareas, el rol autonomo de los estudiantes, el rol del docente como mediador u orientador en el
desarrollo de la tarea, posibilidad de verbalizacidn de las técnicas empleadas por los estudiantes,
socializacion de las producciones realizadas y validacion comun de las mismas. Ahora bien, esto
lleva a cuestionarse si todas estas condiciones institucionales son las que debieran determinar un
programa extracurricular disefiado para nifios talentosos en matematicas. Con el objetivo de
abordar este cuestionamiento, se analiza a continuacion los estudios que se han centrado en
caracterizar el talento y el talento matematico.

1.2 Talento

A nivel general las capacidades o talentos excepcionales estan directamente relacionados con la
nocioén de inteligencia. Segun el documento Orientaciones para la Atencién Educativa a
Estudiantes con Capacidades o Talentos excepcionales presentado por el Ministerio de
Educacion Nacional (MEN, 2006) a partir del siglo XX se ha incrementado el interés por
describir e identificar las caracteristicas que definen a un individuo con talento, esto a partir de
una medicion numérica (relacionada con el coeficiente intelectual). Desde Galton (1869) con su
publicacion “Talento hereditario y caracter” y posteriormente con Catell (1890), Binet y Simén
(1904) y Terman (1916) aparece el rétulo de “inteligencia muy superior” y con éste el de

“superdotado”. Estos trabajos motivaron un creciente interés por generar técnicas que
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permitieran una temprana y eficaz forma de identificar el talento excepcional. Esta tarea en
principio fue asumida por la psicologia, que a partir de la aplicacién de pruebas psicométricas,

busca identificar caracteristicas que definan una persona con talento superior al promedio.

En la actualidad hablar de talento requiere de un contexto particular, ya que se cuenta con una
gama amplia de posturas, por tal razdn se hace necesario retomar algunas de estas concepciones
para dar claridad conceptual.

En primer lugar, Monks y Mason (2000), tratan los siguientes términos como sinénimos:
dotado (gifted), altamente capaz (highly able) y talentoso (talented). Estos autores definen
superdotaciéon como: “un potencial individual para el logro excepcional en uno o mas dominios”
(p. 144). Ademas, admiten que existen mas de cien definiciones de superdotacion y sus

sinébnimos.

Segun el diccionario de Real Academia Espanola talento es: “La capacidad de entender,
referente a la inteligencia”, esto una vez mas muestra la realidad mundial, donde el talento se
asocia casi de inmediato con la inteligencia y su medicidn, sin tener en cuenta otros aspectos. Al
respecto Clark (1997) menciona que los conceptos mas amplios de inteligencia y de talento se
pueden expresar a través de: la resolucion de problemas, el comportamiento creativo, la aptitud
académica, el liderazgo, el desempefio en las artes visuales y escénicas, la invencion o
innumerables habilidades humanas que pueden pasar desapercibidas con el uso de pruebas

psicométricas.

Al analizar la postura de Clark (1997), se pude percibir cierta relacion con las inteligencias
multiples propuesta por Gardner (1995), donde se desafia la nocion de la inteligencia en la que se

basan la mayoria de los test. Gardner (1995) define la inteligencia como una habilidad o un
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conjunto de habilidades que permiten al individuo resolver problemas o desarrollar productos

que son consecuencia de un determinado contexto cultural.

Desde el punto de vista de Gardner y la teoria de las inteligencias multiples, se considera que:

La superdotacion resulta de habilidades innatas en interaccion con un medio ambiente apropiado y
favorable. Esto va mas alla de la opinidn de que la superdotacion es inteligencia alta como tal, pues
dice que ésta se expresa en los diferentes dominios con ejemplos como los siguientes: lingistico
(T.S. Elliot), I6gica y matematica (Albert Einstein), visual y espacial (Pablo Picasso), musical (Igor
Strawinsky), corporal y motriz (Martha Graham), intrapersonal (Sigmund Freud) y, finalmente,
interpersonal (Mahatma Gandhi) (Villaraga, Martinez y Benavides, 2004. p.30).

Es posible notar que no hay una especificacion sobre cierto tipo de talento, sino que éste es

innato y se expresara si el sujeto se encuentra en un medio propicio, estas dos condiciones deben

por tanto estar presentes.

Al hablar de talento, muchas de las referencias apuntan a Monks (1992), quien basa su estudio
en la teoria de los tres anillos propuesta por Renzulli (1977) (Habilidad muy por encima de la
media, Creatividad y Fuerte compromiso con la tarea). En esta investigacion Renzulli define el

talento como:

Una interaccién entre tres grupos basicos de rasgos humanos, consistentes en capacidades por
encima de la media, fuertes niveles de compromiso con la tarea, y fuertes dotes de creatividad. Los
nifios que manifiestan o son capaces de desarrollar una interaccion entre estos tres anillos requieren
una gran variedad de oportunidades y servicios educativos, que habitualmente no proporcionan los

programas regulares de ensefianza (p. 182).

Lo innovador de la investigacion de Monks (1992) es que define una nueva trilogia social

como promotora del talento que incluye la familia, el colegio y los compafieros o amigos, a lo
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que denomina factores ambientales. Los elementos principales de esta propuesta se presentan en

la figura 8, que presenta el Modelo Multifactorial propuesto por Monks (1992).

Escuela

Iguales

Motivacion

<]

Capacidad
Intelectual alta
Talento

Familia

Figura 8. Modelo Multifactorial de Talento (Mdnks, 1992).

Con el modelo multifactorial, Mdnks incluye como elementos influyentes en el desarrollo del

talento a la familia, la escuela y los compafieros de estudio.

Los autores que hasta ahora fueron citados, coinciden al considerar varios campos de accion
donde es posible evidenciar sujetos con capacidades excepcionales, pero no es suficiente con
identificar a un sujeto talentoso en cierto campo. Por ejemplo, en matematicas es necesario
brindar las condiciones adecuadas que permitan desarrollar dicho talento, de lo contrario, es
posible que éste no se exprese, como lo sefialan Gadner (1995) y Villaraga, Martinez y
Benavides, 2004 citados mas arriba. Es comun encontrarse con una gran cantidad de términos
que pueden estar relacionados con el talento excepcional, pero que en el fondo son muy
diferentes; los términos que a continuacion se presentan, a menudo son asociados e incluso

errbneamente se toman como sinénimos de talento.
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Superdotacion: esta nocion ha sido asociada a una “...visibn monolitica, estatica y
permanente de la inteligencia” (De Zubiria, 1994, p. 8); por su parte, en la literatura internacional
prevalece el término Superdotado o gifted. El término gifted, traducido literalmente del inglés

como “dotado o talentoso”.

Segun Winner (2004) “Brillante”, es un término que se ha utilizado para denominar un sujeto
con alto grado de inteligencia, en comparacion con sus pares. También ha sido asociado al

superdotado intelectual moderado.

Fernandez y Pérez (2011) definen al talento como “la capacidad de rendimiento superior en
un area concreta. El alumno o alumna que lo posee muestra habilidades especificas en areas muy
concretas. Hay muchos tipos de talento: académico, matematico, verbal, musical, motriz,
creativo, estético, cientifico, social, mecanico y artistico” (p. 90). Este trabajo, resalta la
importancia de favorecer el desarrollo de las capacidades y atender las necesidades tanto de los
estudiantes que manifiestan un déficit, como los que demuestran altas capacidades. El estudio
fue realizado en colaboracion con el proyecto de Estimulo del Talento Matematico
(ESTALMAT) en Andalucia Espafia; su principal interés se baso en identificar las principales

caracteristicas de un sujeto con Talento Matematico.

Hallar un consenso respecto a la definicion de sujetos con talento excepcional es una tarea ain
por resolver, pues son muchas las posturas y definiciones que existen. Al respecto Singer,
Sheffield, Freiman y Brandl (2016) comentan que “existe en la actualidad un continuo debate

sobre la concepcion del talento y su definicion” (p.1).
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1.2.1 Talento Matematico
Como se menciond anteriormente, el talento puede evidenciarse en muchas éareas del
conocimiento, en particular, en esta investigcion se habla de Talento en Matematicas, abordando
algunas definiciones y posturas que han sido analizadas en estudios recientes.
Se da inicio a este apartado con Miller (1990) citado por Benavides y Maz-Machaco (2012),
quien considera que ‘el talento matematico se refiere a una habilidad inusual para entender las
ideas matematicas y razonar matematicamente, en lugar de saber hacer solo célculos aritméticos
o conseguir calificaciones excelentes en matematicas” (p. 171). Miller en su definicion deja clara
la importancia de ir mas alla de los resultados que surjen a partir de las evaluaciones en el aula
de clase, pues para identificar y desarrollar talento matematico, es pertinente enfrentar a los
estudiantes con situaciones que exijan un alto nivel de andlisis y logren sacar el mejor de sus
esfuerzos. Al respecto Benavides y Maz-Machado (2012) sefialan:
Es importante que tanto los profesores como los propios padres conozcan que el talento
matematico no es solamente la habilidad para resolver gjercicios, sino que implica otras habilidades

matematicas tales como comprender, razonar, relacionar, aplicar, abstraer de una forma

significativamente mejor que la media de los demas alumnos (p. 177).
Otra vision del talento matematico es la presentada por Pasarin, Feijoo, Diaz y Rodriguez,
(2004) quienes comentan que “una de las formas mas sencillas de definir el talento matematico
y quizas la mas difundida, es la de considerarlo como la capacidad matematica de un sujeto que

se sita significativamente por encima de la media” (p.84).

Respecto a esa capacidad matematica que brinda la posibilidad de hallar evidencias y/o

elementos que faciliten la identificacion y guien tanto a docentes como a investigadores hacia la
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deteccion del talento, encontramos la postura de Wenderlin (1958) citado por Pasarin et al.,

(2004), quien menciona los aspectos que caracterizan la capacidad matematica:

La capacidad matematica de una persona estd formada por cuatro aspectos fundamentales: 1) la
habilidad para comprender la naturaleza de los problemas, simbolos y reglas matematicas; 2)
aptitud para aprenderlas, retenerlas en la memoria y reproducirlas; 3) facilidad para combinarlas
con otros problemas, simbolos, métodos y reglas, y 4) la competencia para emplearlas en la

resolucion de tareas matematicas (p.84).

Por su parrte Fernandez y Pérez (2011) mencionan que:

El talento matematico dota al alumno que lo posee de una alta capacidad para el manejo de la
informacion cuantitativa y numérica, y también para la representacion espacial y la resolucion de
problemas. El talento matematico es un talento simple que podria ser a su vez uno de los
componentes de un talento maltiple o complejo (p. 91).

La postura de Fernandez y Pérez (2011) evidencia la constante busqueda que en los Gltimos
afios se ha llevado a cabo para lograr unificar algunas caracteristicas que faciliten la
caracterizacion del talento. Los avances que en este aspecto se han adelantado no solamente
permiten la identificacion, sino el tratamiento que debe brindarse a los estudiantes que lo
evidencian. Ramirez (2012) presenta un estudio donde busca disefiar buenas précticas docentes
para atender a los alumnos con talento matematico, en su investigacion identifica las principales
caracteristicas de esta poblacidn, para realizar el estudio de estas habilidades, centra la atencion

en la visualizacion.

Como resultado a la busqueda de antecedentes y definiciones que Ramirez (2012) presenta
durante su investigacion, crea una tabla donde muestra desde el punto de vista de tres

investigadores, las principales caracteristicas del Talento Matematico, tal como se muestra a



PENSAMIENTO FUNCIONAL

continuacion.

Tabla 1.

Relacion entre las caracteristicas del talento matematico expuestas por Greenes (1981), Miller (1990) y

Freiman (2006).

Caracteristicas del talento matematico

Greenes (10981)

Formulacién espontanea

de problemas

Flexibilidad en la

manipulacion de datos

Habilidad

organizacion de datos

para la

Agilidad mental para el
flujo de ideas

(pensamiento divergente)

Originalidad de
interpretacion
Habilidad para

transferir ideas

Miller (1990)
Gran  capacidad  para
pensar y trabajar con

problemas matematicos de
una forma flexible vy

creativa

Rapidez para aprender,
entender y aplicar las

ideas matematicas

Especial destreza para
transferir los
conocimientos adquiridos
a nuevas situaciones

matematicas

Freiman (2006)

Pregunta espontaneamente
cuestiones que van mas alla
de las tareas matematicas
que se le plantean

Cambia facilmente de una
estrategia a otra, de una

estructura a otra

Localiza la clave de los

problemas
Busca patrones y relaciones,
construye nexos, lazos y

estructuras matematicas
Mantiene bajo control los
problemas y su resolucion
Presta atencién a los detalles
Produce ideas originales,
valiosas y extensas
Desarrolla estrategias
eficientes

Piensa de modo critico
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Habilidad para Habilidad especial para
generalizar trabajar de forma abstracta
y ver relaciones entre
objetos matematicos
Entusiasmo inusual y una Persiste en la consecucion
gran curiosidad sobre la de los objetivos que se

informacién numérica propone

Nota: Adaptado de (Ramirez, 2012, p. 24).

Otro investigador que también trabajo sobre las clasificaciones asociadas con el talento
matematico es Castro (2008), quien menciona que “los estudios realizados sobre el talento
matematico se han centrado en tres grandes focos de investigacion: la caracterizacion del talento
matematico, el establecer mecanismos de identificacion y ofrecer alternativas de intervencion”
(p.25). En esta investigacion el autor sefiala que en ese entonces eran escasas las investigaciones
sobre talento matematico y los estudios emergian principalmente de propuestas curriculares.
Lamentablemente méas de ocho afios después, el panorama, al menos en Colombia no es muy
alentador, y sigue siendo una necesidad latente la atencién, deteccién y promocion de los nifios

con talento excepcional.

Por su parte Banfield (2005), recoge con base en varias fuentes (House, 1987; Thales, 2003;
Wieczerkoski y Prado, 1993) un conjunto de caracteristicas especificas de los nifios con talento
matematico en los dominios afectivo y cognitivo; entre ellas se pueden citar las siguientes: a)
aprenden conceptos y procesos matematicos mas rapido que otros estudiantes, b) son capaces de
resolver problemas complejos, c) realizan un razonamiento légico sobre relaciones cuantitativas
y especiales, d) organizan datos para observar patrones o relaciones, f) analizan conceptos y
procesos matematicos mas rapidamente que otros estudiantes y g) son capaces de verbalizar

conceptos, procesos Yy soluciones matematicas. Estos estudios caracterizan la poblacion con
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talento excepcional en matemaéticas, brindando claridad sobre todo en la deteccion de las

caracteristicas propias de estos sujetos.

En lo referente a la capacidad de aprender matematica, Espinoza (2011) menciona que los
estudios relacionados con el talento matematico se han venido realizando desde el siglo XX,
especificamente se hace referencia a esta necesidad educativa en el National Council of Teacher
of Mathematics (NCTM por sus siglas en inglés, 1989) donde aparece que “Los estudiantes mas
olvidados en términos de alcanzar su desarrollo potencial, son los estudiantes con talento en
matematicas. La habilidad matematica resultante es un recurso valioso para la sociedad, tan
necesario para mantener el liderazgo en un mundo tecnoldgico” (p. 18). Este punto de vista
resalta la importancia de potenciar este talento, pues no solamente estamos aportando en el
desarrollo personal de un grupo de individuos sino, al desarrollo cientifico y tecnolégico de todo
un pais, siendo los estudiantes talentosos en matematicas, potenciales contructores de un futuro

pais mejor preparado.

Las investigaciones y definiciones que sobre le talento matematico se han reportado,
evidencian gque aun hay mucho trabajo por hacer en lo referente a su etencion y tratamiento;
también se aprecia que las buenas calificaciones en matematicas no son un indicativo del talento,
se requieren profesores comprometidos que estén dispuestos a brindar el contexto adecuado, que
les permita no solo identificar a estudiantes talentosos, sino potenciar y promover actividades
gue motiven el desarrollo del talento. A continuacién, se muestran algunos enfoques y posturas

que buscan definir el Talento Potencial, término relevante en esta investigacion.
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1.2.2 Talento potencial

Abordar un término relativamente nuevo en la Educacion Matematica, no es nada fécil,
principalmente porque la literatura que se encuentra al respecto es muy escasa y evidencia un
obstaculo a la hora de sentar bases que sustenten tedricamente la investigacion. En esta
investigacion se propone trabajar con el talento potencial en matematicas, pero antes se expone
la definicion de talento potencial que brinda la Organizacion de Naciones Unidas para la

Educacion, la Ciencia y la cultura (UNESCO, 2004) donde se define como:

Aguel gue ain no se ha desarrollado o evidenciado, es decir que el sujeto estd en potencia de
desarrollar y demostrar su talento o talentos, pero por uno o mas factores no lo ha podido afirmar

en sus esquemas de accion (p.27).
En esta investigacion se toma como fundamento la definicion de la UNESCO, pues se
considera la familia, la sociedad, la condicion econdmica, el colegio, entre otros, como factores
que influyen positiva o negativamente en la evolucion o retroceso del talento potencial de un

individuo.

En este trabajo se aborda la probleméatica de atencion al Talento Potencial desde una
panordmica incluyente, en el siguiente sentido; si al sujeto le gusta la matematica, el entorno le
permite ingresar a un programa de formacion extracurricular, donde el sujeto va a encontrar
elementos como: Espacio, acompafiamiento, materiales, ambiente de discusion, entre otros, es
muy posible que el talento en matematicas sea desarrollado, y en la medida de las capacidades de
los estudiantes, evolucione. Uno de los elementos mas importantes es el agrado, las actitudes de
un individuo que surgen a partir de este “estado” se presentan a continuacion a la luz de
investigaciones como: Ramirez (2012), Fernandez y Perez (2011), Monks (1992), entre otros.

Estas carateristicas son: el entusiasmo inusual ante una nueva situacion matematica, el interés
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por entender y comprender el contexto y la utilidad de los conceptos aprendidos, la participacion
activa en cada actividad extracurricular que implique un nuevo reto en matemaéticas, la
socializacion y explicacion de sus propias conjeturas, con el fin de exponer ideas posiblemente

méas comprensibles para sus pares, entre otras.

Referente a esas condiciones adecuadas en las que el sujeto puede desarrollar su talento, se

muestra la postura de Benavides (2008) quien afirma:

En la literatura se hace énfasis en que el talento y la superdotacién no solamente son innatos, se
puede nacer con ellos, sino que también el talento actual de un sujeto puede desarrollarse de
acuerdo a las potencialidades del sujeto, y esto Gltimo depende de multiples factores: contextuales,
familiares, institucionales. Por lo tanto, el concepto de superdotacion o talento, es relativo porgque
depende de cada sujeto, su potencial de desarrollo y sus circunstancias personales de todo orden.
En la educacion de los sujetos con talento se deberian tener en cuenta estas consideraciones de

orden tedrico y pragmatico (p. 52).
De otro lado Passow (1993) reconoce los nifios dotados y talentosos potencialmente como

aquellos que:

[...] en virtud de sus habilidades sobresalientes, son capaces de un alto rendimiento. Los nifios
capaces de un alto rendimiento incluyen aquellos que han demostrado sus logros y/o habilidades
potenciales en cualquiera de las siguientes areas, sea aisladamente o combinadas: habilidad
intelectual general, aptitudes académicas especificas, pensamiento creativo o productivo, habilidad
de liderazgo, artes visuales e interpretativas y habilidades psicomotoras. Se supone que la
utilizacion de estos criterios de identificacion de los nifios dotados y talentosos abarcara un minimo

entre 3% y 5% de la poblacion escolar (p. 30).
Con la investigacion que aqui se reporta, se resalta la importancia que tiene el contexto en el

que el estudiante construye conocimiento, coincidimos con la postura de investigadores como
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Gagné (1993) quien propone un esquema que deja claro que el talento no solamente existe de
manera innata, sino que bajo las condiciones adecuadas éste puede llegar a desarrollarse,
pasando de ser un talento potencial a un talento actual. La figura 9, muestra como esa
interaccion del sujeto con el medio, la sociedad, y otros elementos puede llevarlo a desarrollar el

talento.

Medio y
Habilidades sociedad Habilidades
naturales |:> |:> desarrolladas
(POTENCIAL) ﬁ (TALENTO)

Caracteristicas

Figura 9. Esquema del paso del potencial de un individuo hacia el talento (Benavides y Mz-Machado,
2012, p. 170).

Otros investigadores que también coinciden con la vision de talento que se asume en esta

investigacion son Benavides y Mz-Machado (2012) quienes comentan que:

De forma general, en la literatura cientifica se hace énfasis en que el talento no solamente puede
nacer sino que puede desarrollarse en los sujetos, de ahi la importancia de saber identificarlo asi

como planificar las intervenciones curriculares mas adecuadas en el entorno educativo (p. 170).
Con los trabajos expuestos respecto al desarrollo del talento potencial, se resalta no solamente
la identificacion de caracteristicas que evidencien un potencial en los estudiantes, el papel de
docente como mediador y facilitador entre el estudiante y el conocimiento es indispensable; el
sentido de compromiso para recrear los escenarios adecuados y las actividades pertinentes que
promuevan esa evolucién del talento potencial al desarrollo de un verdadero talento. Al respecto

Benavides y Mz-Machado (2012) comentan:
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El talento tiene un carécter evolutivo en el sentido de que no solamente el talento actual de un
individuo es relevante sino que el talento potencial es fundamental, porque a partir de este es
posible realizar intervenciones para fomentar y desarrollar el talento (Benavides y Maz-Machado,
2012, p. 170).

Las investigaciones analizadas sobre el talento y el talento matematico consideran como
elemento base la identificacion del talento, es decir es necesario determinar bajo ciertas
“pruebas” que un sujeto es talentoso. Sin embargo, se ha notado que en muchos de los casos la
prueba misma es el trabajo producido por los sujetos “talentosos”, Elliot, Einstein, Gandhi, por
ejemplo. En otros casos la identificacion se hace a partir de evidenciar un alto 1.Q. que resulta de
una prueba de inteligencia, que es bastante general. Por tanto, estas posturas no permiten
analizar como el talento matematico puede ser desarrollado en sujetos “cuyo talento no haya
sido identificado”. Es por ello, que a continuacion vamos a abordar el talento matematico
potencial, como una postura alternativa, que permite bajo “ciertas condiciones institucionales
propicias” promover en los sujetos una actividad matematica sobresaliente.

1.2.3 Talento Matematico Potencial

En la investigacion se propone una postura sobre el Talento Matematico Potencial, cuyo sustento
esta en el talento potencial definido por la UNESCO citado mas arriba, pero precisandose para el
caso de las matematicas, donde uno de sus rasgos es la inclusion. Asi, se parte del supuesto que
todo estudiante cuenta con un talento potencial y requiere las condiciones adecuadas para
desarrollarlo. En particular se busca potenciar el talento mateméatico en un programa

extracurricular, que parte de su conformacién teniendo en cuenta tres caracteristicas:

1. Ser elegidos por sus profesores. Ser escogido por el docente de matematicas como

participante del grupo, se considera un elemento importante de partida. Dado que el
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maestro, que interacta continuamente con sus estudiantes, tiene la posibilidad de ver
caracteristicas en ellos que de una u otra manera les permite destacarse sobre sus

companeros.

2. Gusto por las mateméticas. Cuando un estudiante ha manifestado que hay cierto agrado o
empatia con la matematica, se considera que tiene disposicion positiva hacia su estudio.
Esta caracteristica se asocia con las preferencias positivas hacia esta materia en la
escuela, hacia los maestros y con el desarrollo de actividades extracurriculares
relacionadas con el area; y ante todo, una actitud de trabajo para sobresalir en
matematicas. No se considera como requisito que el estudiantes sea el mejor en la
asignatura, es méas importante el hecho de que disfrute de la interaccion con esta ciencia.
El gusto por la asignatura, segin proponen Mora, Casas y Gonzales (2009) va

acompafiado de una actitud de trabajo.

3. Interés para participar en un programa extracurricular. Hacer parte de un grupo de
trabajo extracurricular implica ir mas alla de un simple compromiso académico, requiere
participacién regular y dedicacion. Desde el contexto de un estudiante entre 9 y 14 afios
puede resultar méas interesante dedicar la tarde del viernes a otras actividades. Por tanto,
se considera un buen punto de partida contar con la asistencia voluntaria de los
estudiantes, sin mas motivaciéon que la de aprender y enfrentarse a nuevos retos
académicos.

Las caracteristicas descritas fueron los elementos que desde esta investigacion se tuvieron en

cuenta para la creacion del Grupo Talento Matematico (GTM-UIS), que se desarrollo bajo las

condiciones de un Marco Institucional que sera presentado con detalle méas adelante.
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La atencidn y seguimiento al talento matematico potencial, puede formularse como un asusnto
de equidad. En donde se centre la mirada en ofrecer a cada quien lo necesario para que pueda

desarrollar su potencial al méximo. Al respecto Delors (1996) comenta:

... El respeto de la diversidad y de la especificidad de los individuos constituye, en efecto, un
principio fundamental, que debe llevar a proscribir toda forma de ensefianza normalizada. A
menudo se acusa con razén a los sistemas educativos formales de limitar el pleno desarrollo
personal al imponer a todos los nifios el mismo molde cultural e intelectual, sin tener
suficientemente en cuenta la diversidad de los talentos individuales (p. 59).

Entonces, la invitacion que surge a partir de esta reflexion, es aplicar estrategias que desde la
regularidad del aula, pueda contribuir al desarrollo del potencial con que cada estudiante cuenta.
Estas acciones que estan al alcance de todo docente, pueden generar un cambio real que podra
traer grandes beneficios no solo a nivel personal en cada individuo, sino al desarrollo y

fortalecimiento de la cientifico.

Como se ha mencionado hasta el momento, hay elementos que intervienen de manera directa
o indirecta en el desarrollo del talento y a su vez proporcionan una vision social del talento. A
continuacion se presentan algunas definiciones y un modelo que integra los principales

elementos que intervienen en el desarrollo del talento.

1.3 Una vision social del talento

Desde la perspectiva de esta investigacion, el talento matematico esta compuesto por una serie de
elementos que de manera directa o indirecta influyen en su evolucion. Este conjunto de
elementos se presenta de manera apropiada en el modelo nacional del talento matematico (ver

Figura 10) planteado por Mora, Casas y Gonzalez (2009) para estudiar el talento en Colombia. El
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modelo de Mora et al., toma los elementos fundamentales del Modelo multifactorial del talento
expuestos por Monks (1992). Para esta investigacion se ha adaptado el modelo de Mora et al.,
que contempla el desarrollo del talento dentro de un contexto social que incluye la familia, la
escuela regular y los programas de enriquecimiento como potenciadores del talento matematico

potencial.

Escuela regular
(profesores-
compafieros)

PENSAMIENTO
DIVERGENTE EN
MATEMATICAS

Familia

ACTITUDES
POSITIVAS HACIA
LA MATEMATICA

PENSAMIENTO
CONVERGENTE EN
MATEMATICAS

SOCIEDAD

Figura 10. Modelo del talento Matematico (Mora et al., 2009, p.59).

Esta investigacion se ubica en la sociedad, especificamente en los programas de
enriquecimiento, dado que la propuesta se desarrolla en un ambiente extracurricular, donde se
promueve el talento en matematicas. Al interior del modelo (ver figura 10) se encuentran tres
elementos importantes: el pensamiento divergente en matematicas, el pensamiento convergente

en matematicas y la actitud positiva hacia la matematica.

En este modelo, la interseccion de los tres elementos mencionados da origen al talento
matematico. Feldhusen (2003) menciona que “la influencia de las personas, los recursos, los

ambientes es una parte del desarrollo sistematico del talento” (p. 44). Por tanto todo programa de
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enriguecimineto extracurricular debe propiciar un espacio adecuado para potenciar el talento. A

continuacion se describen los elementos que componen el modelo (Mora et al., (2009).

Caracteristicas asociadas al pensamiento divergente en matematicas. Estas caracteristicas se
asocian con la variedad de caminos que un individuo talentoso puede tomar al solucionar una
situacion. Esto implica “ver soluciones desde diferentes angulos, desde perspectivas propias y
ajenas, utilizando o construyendo estratégias multiples... sin estar sujetos a técnicas de solucion
y modificandolas cuando estas fallan” (Guilfor, 1983 tomado de Mora et al., 2009). De la misma
manera se hace referencia a la desarticulacion de esquemas rigidos. Esto se refiere a la
modificacion de las condiciones iniciales del problema, la busqueda de multiples soluciones y la

formulacion de problemas de manera expontanea (Mora et al., 2009).

Caracteristicas asociadas a habilidades superiores a la media. Estas estan relacionadas con las
capacidades y habilidades superiores a la hora de razonar sobre una situacién matematica. Por
ejemplo, se plantea la capacidad de organizacion, visualizacion y generalizacion. Asi como la
habilidad para formular y transmitir ideas; ademas de la habilidad para captar rapidamente los

problemas matematicos y estructurarlos (Tuorén et al., 1998).

Caracteristicas asociadas a las actitudes positivas hacia las matematicas. En esta componente se
hace énfasis en el gusto por las matematicas. Este se asocia con las preferencias positivas hacia
esta materia en la escuela, hacia los maestros, con el desarrollo de actividades extracurriculares
relacionadas con el area. Y ante todo, una actitud de trabajo para sobresalir en matematicas. El
gusto segun proponen Mora y otros (2009) va acompafiado de una actitud de trabajo. El
individuo es consciente de la necesidad de trabajar sobre situaciones matematicas para mejorar y

potenciar sus habilidades (Mora et al., 2009).

Otros Factores. Dentro de los factores considerados por Mora et al., (2009) se plantean los

individuales y sociales. Que implican de manera individual una elevada autoestima, iniciativa y
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perfeccionamiento en la realizacién de tareas. Ademas de factores sociales relacionados con su
capacidad de sensibilidad hacia los demas, capacidad para tomar decisiones y para enfrentar

tensiones interpersonales (Mora et al., 2009).

Frente a esta realidad y entendiendo el talento matematico como una necesidad educativa
especial, la investigacion que aqui se reporta, se enfoca en la atencién y promocion. Por tanto se
da paso a la descripcion de algunos programas que desde diferentes pesrpectivas buscan atender
el talento matematico.

1.4 Algunos programas que potencian el talento en matematicas

En diferentes lugares del mundo se desarrollan programas extracurriculares que buscan
identificar y atender el talento matematico. A continuacion, se describen algunos de ellos, asi
como algunas caracteristicas generales sobre sus intereses.

1.4.1 Proyectos en Espafna

Segun Carrillo y Jiménez (2015), el programa Estimulo del Talento Matematico (ESTALMAT)
es un proyecto de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales en Espafa, cuenta
con varias sedes en este pais. Su objetivo es detectar, orientar y estimular de manera continua, a
lo largo de dos cursos, el talento matematico excepcional de estudiantes de 12-13 afios, sin
desarraigarlos de su entorno, mediante una orientacion semanal, que se efectlia cada semana por
tres horas. Los estudiantes que hacen parte de este programa son propuestos por sus profesores y
posteriormente son sometidos a una evaluacién de resolucion de problemas y a una entrevista
para seleccionar a los 25 alumnos que pueden recibir el programa en un ciclo escolar. Las clases
son desarrolladas considerando el aprendizaje gradual, partiendo de temas muy sencillos hasta
llegar a temas un poco més complejos. Carrillo y Jiménez comentan que “Estas actividades

facilitan la potencializacion del talento matematico ya que los alumnos van construyendo nuevos
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aprendizajes entorno al tema de manera divertida y diferente a lo que se desarrolla en sus

escuelas” (p.139).

Tambien se encuentra el programa de la Asociacion Valenciana de Apoyo al Superdotado y
Talentoso (AVAST). Este programa se encarga de la asistencia a las personas con altas
capacidades, especialmente a los nifios y jovenes que necesiten acciones preventivas
asistenciales o rehabilitadoras. Asi como la difusion de informacion referente a las altas
capacidades y la formacién de profesionales que estén en contacto con las altas capacidades. Su
principal objetivo es atender a los nifios y jovenes con altas capacidades y talentosos. Trabajan
con alumnos desde los primeros afios de primaria y también con alumnos de secundaria. Para
hacer parte del programa, hay que comprobar que el alumno sea “superdotado” o poseedor de
“alta capacidad”, mediante un informe psicoldgico, firmado y avalado por profesionales en el

tema.

1.4.2 Proyectos en Estados Unidos

Este pais, considerado un pionero en la atencion a la poblacion con altas capacidades, cuenta con
el el programa Proceso Sistematico para Identificar el Talento Matematico, cuya institucion a
cargo es la National Association for Gifted Children, donde su principal objetivo es la deteccién

de la poblacidn con talento excepcional.

También esta el programa Center of Talent Youth, la institucion a cargo es John Hopkins
University, donde el principal objetivo es la identificacion y atencion de nifios talentosos, con

edades comprendidas entre los 7 y 15 afios.
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De otro lado esta el programa USA Mathematical Talent Search (USAMTS), la institucion a
cargo es la National Security Agency (NSA), cuyo principal objetivo es la identificacion de

jovenes talentosos entre 13 y 17 afos.

1.4.3 Proyecto en Chile

En este pais se encuentra un importante proyecto llamado Programa de Estudios y Desarrollo de
Talentos Académicos (PENTA), dirigido a nifios y jovenes con talento. Este proyecto ha sido
liderado por la Universidad Catdlica de Chile (UC). Se trata de un innovador programa de
enriquecimiento extracurricular dirigido a escolares de 6° afio bésico a 4° afio medio, en su
mayoria de escasos recursos. Su principal objetivo es identificar, estimular y desarrollar el
talento académico en nifios y jovenes cuyo entorno natural no les brinda suficientes

oportunidades para cultivar su potencial.

Los exitosos resultados impulsaron la transferencia del modelo PENTA UC a otras
universidades para ser implementado en otras regiones. Hoy existen cinco proyectos de
desarrollo de talentos creados a partir del modelo de la UC: la Universidad Catélica del Norte
con DeLTA UCN, la Pontificia Universidad Cat6lica de Valparaiso con BETA, la Universidad
de Concepcion con Talentos UdeC, la Universidad de la Frontera con PROENTA-UFRO, vy la

Universidad Austral de Chile con Alta UACh.

1.4.4 Proyecto en México

En la ciudad de México se encuentra el centro de Alto Rendimiento en Matematicas (CARMA),
la institucion a cargo es la Institucion privada a cargo de Instructores de la Olimpiada de
Matematicas en San Luis Potosi, cuyo objetivo es la atencion a nifios y jovenes talentosos entre

los 7 y 17 afios.
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También encontramos la Fundacion Telegenio, su principal objetivo es apoyar y fomentar el
pleno desarrollo fisico, emocional, intelectual y espiritual de nifios y jovenes con alto potencial,
superdotados, con aptitudes sobresalientes o talentos especiales, ya sea de forma presencial,
mediante el establecimiento de centros de enriquecimiento educativo o de metahabilitacion, o de
forma virtual o a distancia, mediante la ayuda de medios de comunicacion televisivos, de radio,

prensa o internet.

Otro programa relevante en este pais es el Centro de Atencion al Talento (CEDAT), es una
Asociacion Civil que retne lo mejor del talento local y la experiencia internacional inspirando a
los jovenes y sus comunidades en la construccién de paz y prevencion de la violencia, cuyo
objetivo es brindar una atencion de excelencia con un enfoque multidisciplinario a los nifios y
jovenes con sobrecapacidad intelectual, encontrar a estos nifios que con certeza se encuentran

extraviados en el camino educativo e identificarlos para atenderlos a tiempo.

1.4.5 Proyectos en Colombia

A nivel nacional se encuentran el proyecto Semicirculo, liderado por la Universidad Sergio
Arboleda de la ciudad de Bogota. Este proyecto ofrece una metodologia basada en el trabajo en
un ambiente universitario y con matematicos profesionales para atender a las personas que
deseen, por su propia iniciativa y contando con el apoyo decidido de sus padres y de sus

colegios, vincularse al programa.

La educacion especial comprende dos grandes ambitos de trabajo: con estudiantes que tienen
dificultades de aprendizaje y con estudiantes cuyo rendimiento académico es mas alto que el
promedio. Existen en consecuencia dos modalidades de proyectos para trabajar el tema de
educacion especial. Para el caso del conocimiento matematico existen, a su vez, varias

propuestas metodoldgicas para cada modalidad y dentro del segundo tipo las mas conocidas son
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las Olimpiadas Matematicas, los Semilleros de Matematicas y organizaciones educativas de nivel

bésico que promueven actividades especiales para atender a los estudiantes de alto rendimiento.

Los programas descritos, ademas de los no mencionados en este documento, evidencian la
gestion de algunos paises en funcion de atender la poblacion con talento excepcional. La
importancia que para esta investigacion implica el reconocer estos programas, radica en resaltar
el poco manejo que a nivel nacional se le esta dando a esta poblacion. Incluso algunas de las
organizaciones mencionadas soélo se dedican al trabajo con estudiantes que ya han sido

diagnosticados como talentosos mediante un test, entrevistas, exdmenes, entre otros.

El interés de esta investigacion se centra en resaltar la necesidad de brindar apoyo y estimular
no solo a los estudiantes talentosos, si no a los que presentan las caracteristicas descritas

asociadas al talento matematico potencial.

2 Problema de Investigacion

El talento matematico, como se mostré en el capitulo anterior, ha sido poco estudiado, por tanto
no existe un consenso sobre cémo éste puede ser atendido desde la escuela regular ni tampoco
desde los programas extracurriculares. Los programas de talento que se presentaron, son pocos y
entre ellos no se logran identificar elementos comunes y sélidos que indiquen como cada uno de
ellos ha logrado tratar el talento; no hay metodologias didacticas claras, sino propuestas que
pretenden poco a poco dar indicios de como éste puede ser desarrollado, para potenciar la
formacion sélida de futuros cientificos, particularmente de matematicos.

Aunque las investigaciones sobre el talento y en particular sobre el talento matematico pueden
reunirse en dos granes grupo: unas centradas en la deteccion y otras en el seguimiento, en esta
investigacion interesa centrar la mirada en generar condiciones adecuadas en un contexto

particular que permita potenciar el talento matematico. Es por ello, que se considera importante
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realizar una investigacion, enmarcada en la postura del talento potencial propuesta por la
UNESCO, que dotada de un Marco Institucional propicio, es decir de condiciones que sean
reconocidas como necesarias, para desarrollar pensamiento matematico. Dado que no existe ain
una definicion “universal” de talento matematico, se considera necesario centrar la mirada sobre
una forma especifica de pensar en matematicas. Por tanto se elige el pensamiento funcional por
la necesidad de desarrollarlo desde edades tempranas y por su importancia en el estudio de

conceptos y nociones matematicas avanzadas.

Por tanto el interés de esta investigacion se enfoca en desarrollar el talento matematico
potencial de estudiantes con edades conprendidas entre los 9 y los 14 afios que participan en un
programa extracurricular, que serd desarrollado bajo caracteristicas que se detallan a

continuacion:

El Grupo extracurricular es llamado Grupo Talento Matematico UIS (GTM-UIS), su hombre
lo recibe gracias a que los sujetos que hacen parte del grupo, son considerados talentosos
potencialmente en matematicas, ésto de acuerdo a las siguientes caracteristicas: 1. Ser elegidos
por un docente de matematicas, 2. Manifestar agrado y empatia con la mateméatica mostrando
predisposicion para desarrollar Traeas matematicas y 3. Estar interesado en participar de un

grupo extracurricular enfocado en la matematica.

Asi, la hipotesis de trabajo que se sigue en esta investigacion plantea que un Marco
Institucional adecuado para un programa extracurricular, GTM-UIS, puede propiciar el
desarrollo del talento matematico potencial; el cual serd visto particularmente a partir del
pensamiento funcional. El desarrollo de dicho pensamiento estard definido por la participacion
de los estudiantes en la actividad generada por Tareas matematicas redisefiadas, con el proposito

de motivar el desarrollo de tres relaciones funcionales (Recurrencia, Correlacion y Covariacion).
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A partir del andlisis de las investigaciones y posturas expuestas, surge la siguiente pregunta de

investigacion:

¢Qué caracteriza el pensamiento funcional que desarrolla un grupo de individuos

que participa en el GTM-UIS?
A partir de esta pregunta se establecen los objetivos de la investigacion.
Objetivo general

Describir las relaciones de Recurrencia, Correspondencia y Covariacion que desarrollan

individuos en el GTM-UIS.

Objetivos Especificos

o Disefiar Tareas que potencien el pensamiento funcional y fomenten su
desarrollo en la solucion de diferentes Tareas relacionadas con las relaciones
funcionales de Recursividad, Correspondencia y Covariacion.

o Analizar las caracteristicas de creacion y desarrollo de un grupo

extracurricular de estudiantes que propicie y fomente su talento matematico potencial.

3 Marco Conceptual

A continuacion, se presentan los aspectos teoricos que fundamentan la investigacion. Los
elementos conceptuales definen la perspectiva de esta investigacion sobre: el pensamiento

funcional y el talento matematico.
La figura 11 redne los principales componentes que sustentan la investigacion que aqui se

presenta; se muestra una composicion que incluye el talento matematico potencial como foco
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central. Las tres relaciones funcionales propuestas por Smith (2008): Recurrencia,
Correspondencia y Covariacion que dan soporte al desarrollo del pensamiento funcional. Como
pilares fundamentales la familia, la escuela regular y los programas extracurriculares (GTM-
UIS), considerados como elementos significativos a la hora de potenciar o no el talento; estos
altimos elementos son tomados en cuenta de acuerdo al Modelo Multifactorial de Talento
(Mdnks, 1992) y la adaptacion de dicho modelo realizada por Mora, et al., (2009) para

estudiantes colombianos.
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Figura 11. Relacion entre los principales elementos que potencian el talento matematico.

A continuacion se definen los elementos que conforman este Marco Conceptual y se explica

la manera como dicho marco fue empleado para la recoleccién y andlisis de datos.

3.1 Marco Institucional

En este trabajo se ha denominado Marco institucional al contexto que fue creado al interior del
GTM-UIS, pensado para desarrollar pensamiento funcional en un grupo de sujetos considerados
con Talento Matematico Potencial, de acuerdo a las condiciones expuestas en el capitulo 2. A
continuacion se presentan de manera explicita los elementos que conforman este Marco

Institucional.
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1. El rol del docente como mediador u orientador. Aqui se resalta la influencia que ejerce en
este contexto, la apropiacion de un rol que implica cuestionar, generar en los estudiantes la
necesidad de expresar sus ideas y conjeturas de forma clara. Conducir a partir de preguntas (que
pueden o no estar formuladas en la Tarea) hacia la manera general de ver lo que se estd

proponiendo, por ejemplo, la forma en que se construye una secuencia.

2. El rol del estudiante. Lo que al interior del GTM-UIS se busca, es que el estudiante haga
parte activa de la actividad que se genera a partir de la Tarea. Esto implica tener una actitud
critica, no solo de las producciones personales, sino de las produsciones del otro. Que se generen
discusiones, que permitan defender el punto de vista propio y a su vez, conocer el de los

compafieros; tomando gran importancia aqui la comunicacion y la verbalizacion.

3. Tipos de Tareas. Fueron disefiadas con dos intenciones, la primera tiene que ver con el
desarrollo de pensamiento funcional y la segunda con la potencializacién de Talento Matematico
Potencial. La primera de las intenciones se plantea de acuerdo a investigaciones expuestas en lo
antecedentes (Pinto 2016; Cafiadas y Molina 2016; Batias 2016, Blanton y Kaput 2011, entre
otros), estas Tareas siguen ciertas caracteristicas, por ejemplo, requieren el trabajar a partir de
una secuencia, se presentan los primeros elementos (3 0 4) y se cuestiona sobre los posteriores,
guiando estas preguntas hacia una generalizacion de la manera en que se va construyendo la
secuencia. Para responder a la segunda intension, estas Tareas fueron planteadas con un nivel de
dificultad situado por encima del que tenian los participantes del GTM-UIS, la intension fue
exigir al maximo sus capacidades. También se pretendia que estas Tareas fueran retadoras, en el

sentido de que generaran en el estudiante la motivacion para enfrentarlas.

4. Analisis de Tareas. Cada Tarea fue analizada de acuerdo a las relaciones funcionales que

propone Smith (2008) de Recurrencia, Correspondencia y Covariacion. Estas relaciones son
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entendidas en este documento como las categorias de andlisis que permiten evidenciar
pensamiento funcional en la actividad que genera la Tarea. Ademas de las relaciones
funcionales, surgen cuatro momentos (Categorias emergentes), que marcan un camino en el
desarrollo de las Tareas, a continuacion, se muestra la relacidén que en esta investigacién se logro

establecer entre las relaciones funcionales y los cuatro momentos (Categorias emergentes).

Momento 1 (Participar de una situacion funcional). Este momento puede asociarse con la
relacion de Recurrencia, aqui el estudiante empieza a ver la forma en que se construye la
secuencia, pero a partir de lo que es evidente ante sus 0jos, observando esos primeros elementos
de la secuencia (los que son dados), viendo la variacion e intentando identificar el patron de

variacion, que es lo que define la relacion de Recurrencia.

Momento 2 (Centrar la atencion en la relacion entre las variables identificadas en el momento
1). Este momento se ha asociado con la relacion de Correspondencia y la relacion de Covariacion
de manera preliminar; dado que la intension en este primer momento es que el estudiante
empiece a identificar las variables y como estas se relacionan; esto debe ser guiado por las

preguntas que se formulan en la Tarea.

Momento 3 (Registrar los valores correspondientes a las cantidades que varian). Este
momento se asocia con la Relacion de Covariacion, esto de acuerdo a lo planteado por Doorman,
Drijvers, Gravemeijer, Boon y Reed (2012), quienes afirman que se destacan como
representaciones Utiles para el studio de la covariacion el uso de tablas y gréaficos; ésto coincide
con lo que se pretende alcanzar a partir de este tercer momento, que los estudiantes registren los
datos de las catidades que varian, de manera tabular, numerica, grafica, verbal, entre otras; el
registro escogido va a depender de las capacidades del estudiante y del mismo contexto que

proponga la secuencia.



PENSAMIENTO FUNCIONAL 58

Momento 4 (Construccion de una expresion). A este momento se le asocia la relacion de
Correspondencia; esto de acuerdo a lo propuesto por Smith (2008), quien explica que es con la
relacion de Correspondencia que el elumno logra identificar la notacion algebraica convencional.
Esta asociacion tiene que ver con esa expression algebraica, pero en este caso no se pretende que
el sujeto perteneciente al GTM-UIS construya una expression alfanumeérica, entendiendo que una
espresion algebraica puede darse de manera verbal, o escrita en palabras. Aqui se pretende que el
estudiante describa (de acuerdo a sus posibilidades) la forma en que la secuencia se va

construyendo, si es possible de manera general.

3.2 Familia e institucion

Como se ha estudiado hasta el momento (modelo multifactorial de talento, Ménks (1992), Teoria
de los tres anillos Renzulli (1977), modelo de talento matematico, Mora et al. (2009), esquema
del paso del potencial de un individuo hacia le talento (Benavides y Mz-Machado (2012), entre
otros), son diversos los factores que intervienen en la determinacion del talento matematico de
un individuo. En particular, se considera fundamental la actitud de los estudiantes hacia la
matematica, el interés por entender y comprender el contexto y la utilidad de los conceptos
aprendidos, la participacion activa en cada actividad extracurricular que implique un nuevo reto
en matematicas, entre otros. El enriquecimiento, tratamiento y potenciacion de estas
caracteristicas identificadas en los participantes del GTM-UIS, corre en gran parte por cuenta de
sus familias, algunos maestros y la promocion de actividades por parte de los colegios que
generen motivacion. Aqui se resalta el papel de la familia e institucion en la adquisicion de
habilidades matematicas que pueden ser desarrolladas y potenciadas para motivar el desarrollo

del talento. Al respecto Roa-Fuentes (2012) comenta:

El talento s6lo puede desarrollarse mediante las diferentes relaciones individuales y colectivas, de tal



PENSAMIENTO FUNCIONAL 59

manera, que el desarrollo del talento de un individuo depende de las condiciones de su contexto y de

las oportunidades de enriquecimiento que éste le ofrezca (p.45).

Cabe destacar que el trabajo individual es un aspecto fundamental. Desde la perspectiva
que presenta esta investigacion, no es posible el desarrollo del talento matematico sin un
compromiso personal. El individuo debe garantizar su participacién activa en todo aquello
que su contexto le ofrezca. Feldhusen (2003) afirma que es imperativo que los alumnos

Ileguen a conocer y entender su propio talento y tomen parte activa en su desarrollo.

A continuacion, se describen las caracteristicas generales que en este caso particular,
ofrece un programa de Enriquecimiento Extracurricular. Donde la participacion activa de los
estudiantes es fundamental para generar un ambiente propicio para potenciar el talento

matematico.

3.3 Caracteristicas de la Tarea y Actvidad generada

La propuesta que en esta investigacion se presenta, busca integrar caracteristicas que se asemejan
a las de una comunidad matematica, por ejemplo: espacios de discusidn, reflexién, comunicacion
y exposicion de conjeturas, materiales apropiados y suficientes para el desarrollo de cada Tarea,
asesoria personalizada, entre otros. A continuacion, se describen dos términos que desde esta
investigacion tienen mucha relevancia, y que en algunos casos tienden a confundirse o tomarse
como sindnimos, por esa razén surge la necesidad de clarificar como se entiende la Tarea y la

Actividad desde esta investigacion.

El término Tarea, toma una connotacidn desde la perspectiva de la teoria de la Objetivacion,

entendida como la encargada de generar la Actividad. La Tarea encierra todo el proceso de
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investigacion, analisis, disefio, construccién, planificacién, entre otros procesos, que toma como

sustrato el profesor.

En el GTM-UIS, el disefio de Tareas busca construir un ambiente desafiante, que promueva
la implementacion de razonamientos, estrategias y habilidades que no son propias de la edad y
formacion escolar de los individuos participantes del proyecto. Es precisamente en este punto
donde se espera encontrar evidencias de la presencia de habilidades sobresalientes, que han sido
promovidas o impulsadas, gracias a las condiciones que el GTM-UIS brinda. En el desarrollo y
analisis de este trabajo, dichas habilidades se asocian con las relaciones funcionales antes

descritas.

Como muestra Martinez (2016), la Actividad desde la perspectiva de la Objetivacion se
entiende como un proceso social cuyo propdsito es alcanzar un objeto impregnado desde el

primer momento de significados culturales y conceptuales.

El desarrollo de la Actividad motiva una reflexion constante y genera dindmicas de discusion,
se busca que cada estudiante como miembro activo, logre alcanzar unas expectativas, que
Radford (2013) formula en términos de una ética comunitaria, donde los estudiantes:

a) Participan activamente en el espacio publico.

b) Muestran una apertura de espiritu en las discusiones y debates.
¢) Se muestran solidarios con los otros alumnos.

d) Laboran hacia la constitucion de una conciencia critica. (p. 8)

El rol del profesor es fundamental para promover esas formas alternativas de interaccion y
produccién de saber que tengan una vision mas comunitaria. La intervencion del profesor mas

gue contestar preguntas va encaminada a problematizar para que los estudiantes logren reconocer
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diferentes elementos de los objetos matematicos por si mismos. El rol del profesor se puede
entender mejor en la interaccion entre estudiantes y entre estudiantes y profesores. De acuerdo
con Radford (2010), el profesor no puede transmitir saberes, pero si puede crear las condiciones
de posibilidad para que los estudiantes transformen el objeto de conocimiento en un objeto de

conciencia.

3.4 Pensamiento Funcional
La definicion de pensamiento funcional que guia el desarrollo de esta investigacion, toma
elementos principalmente de Cafiadas y Molina (2016) quienes describen al Pensamiento
Funcional como: “un proceso cognitivo clave... basado en la construccion, descripcion,
representacion y razonamiento con y sobre las funciones y los elementos que las constituyen” (p.
3). Esta definicion reune elementos que fueron tomados en cuenta para el disefio de las Tareas
propuestas a los estudiantes del programa GTM-UIS. En esta investigacion se considera al
pensamiento Funcional como un proceso de cognitivo, que centra su potencial en las
caracteristicas necesarias para que un estudiante logre enfrentar una situacion funcional,
evidenciando acciones especificas como: hallar relaciones entre variables, identificar como se
construye cada variable, analizar las implicaciones de una variable respecto a la otra, recurrir a
diferentes representaciones, describir verbalmente la manera en que la funcion se va
construyendo, predecir el comportamiento de la funcién en casos posteriores, entre otros. Estas
caracteristicas no son consideradas innatas dentro de este estudio, por el contrario, se parte de la
posibilidad de impulsar su adquisicién a partir de un contexto adecuado que contribuya a su
desarrollo y en la medida de las posibilidades de cada individuo, se evidencie una evolucion.
Smith (2008) propone tres relaciones funcionales que permiten identificar la presencia de

pensamiento funcional, esas relaciones han sido retomadas por Blanton y Kaput (2004), Pinto
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(2016), Cafiadas y Pinto (2016), Bastias (2016), entre otros. Como resultado de las
investigaciones mencionadas, se concluye que es posible evidenciar el desarrollo de Pensamiento
Funcional a partir estas Relaciones Funcionales. A continuacion, se presenta la definicion que
surge a partir de las anteriores investigaciones. Esas definiciones son presentadas de acuerdo a lo

propuesto por Blanton y Kaput (2004).

3.4.1 Relaciones Funcionales (Recurrencia, Correspondencia y Covariacion)

En esta investigacion las relaciones funcionales propuestas por Smith (2008) y trabajadas
ampliamente por Cafiadas y Pinto (2016); Batias (2016); Pinto (2016); entre otros, son las
categorias de analisis que permiten evidenciar la existencia de pensamiento funcional en los
estudiantes que pertenecen al GTM-UIS. Estas relaciones han sido identificadas al trabajar
Tareas que implican el uso de secuencias con estudiantes de bésica primaria. Los resultados
obtenidos a partir de investigaciones centradas en el desarrollo de pensamiento funcional
(Blanton y Kaput 2011; Cafadas y Molina 2016; Pinto 2016, Batias 2016, entre otros) también
favorecen la aparicion de habilidades matematicas que posibilitan un mejor desempefio en el area

de matematicas para grados posteriores.

La relacion de Recurrencia es entendida desde el punto de vista de Smith (2008) como una
relacion que implica encontrar la variacion o el patron dentro de una secuencia de valores; es
decir que centra su atencién en la variacidn ya sea de la variable dependiente o independiente.
De acuerdo a Pinto (2016), esta relacion suele trabajarse a través de patrones en educacién
infantil, en primeros cursos de educacién primaria y se considera la mas basica.

La relacion de correspondencia centra el foco en la relacion entre las variables; de acuerdo a
Smith (2008) se entiende como la relacién entre los pares correspondientes de la variable.

La relacion de covariacion implica la comprension de como varian los valores de la variable
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dependiente en funcion de como varian, los valores de la variable independiente. (Smith, 2008 p.
147); Batias (2016) cita a (Confrey y Smith, 1995) para dejar explicita la diferencia entre la

relacion de Correspondencia y Covariacion como se cita a continuacion:

El enfoque covariacion difiere del enfoque de la correspondencia, principalmente en su definicion
abstracta que enfatiza la regla que indica de manera explicita (notacion algebraica) y en una
direccionalidad de x a f (x). La covariacion ofrece una idea en donde la construccion del dominio
se establece como una estructura matematica ordenada, el caracter operativo del dominio y del
recorrido (ambos valores que ven en escala) se vuelven esenciales, su vinculo se torna relacional y
espacial, pues la regla se vuelve una caracteristica provenida de las acciones reiteradas que crea la
base para las operaciones. La diferencia radica, en que la relacion de correspondencia enfatiza que
el alumno logre identificar la notacion algebraica convencional, mientras que el enfoque de la
covariacién sitla su atencion en los cambios correspondientes en las variables individuales (p.18).

Es precisamenete a partir de las relaciones funcionales anteriormente descritas que se pretende

hallar evidencias de pensamiento functional en los sujetos que participan del GTM-UIS.

3.5 Talento Matematico Potencial

La concepcion de talento matematico potencial en esta investigacion busca disefiar Tareas
relacionadas con el pensamiento funcional, de tal manera que todos los estudiantes participantes
del proyecto tengan la oportunidad de desarrollar al maximo sus habilidades matematicas. Dadas
las condiciones de ingreso al GTM-UIS, Ser elegidos por sus profesores, Manifestar gusto por
las matematicas e Interesarse en participar en el GTM-UIS, se espera generar un ambiente de

trabajo que potencie el pensamiento funcional.

Para definir la postura que el Talento asume en esta investigacion, se muestra la

reconstruccion del modelo planteado por Mora, Casas y Gonzélez (2009), donde se destacan
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algunos elementos que hacen parte del entorno del estudiante y que desde esta investigacion

impactan en la evolucion o no del talento, definido como Talento Matemético Potencial.

Escuela regular
(profesores-
compafieros)

Familia

DTVERGENTE-EN
ATEMATICAS
A
MA
*PENSAMIENTO i A ACTITUDES
FUNCIONAL POSITIVAS HACIA
PENSAMIENTO LA MATEMATICA
CONVERGENTE EN
MATEMATICAS

GTM- UIS

SOCIEDAD

Figura 12. Reconstruccién del modelo del talento Matematico.

Los elementos que constituyen el modelo de Mora et al., (2009) han sido explicados en el
capitulo | de esta investigacion; lo novedoso de la reconstruccion que aqui se presenta, es la
contemplacion del Pensamiento Funcional como parte del pensamiento convergente en
matematicas, también el fijar la interseccion no solo como Talento, sino como talento
matematico potencial y finalmente la inclusién de GTM-UIS como un grupo extracurricular que

forma parte de la sociedad.

Como muestra la figura 12, en esta investigacion el talento matematico potencial es la
interseccion de tres caracteristicas que pueden ser desarrolladas por los estudiantes: una actitud
positiva hacia las matematicas, un pensamiento divergente en matematicas y el pensamiento

convergente en matematicas que desde esta perspectiva se centra en el desarrollo del



PENSAMIENTO FUNCIONAL 65

Pensamiento Funcional. Estas caracteristicas sustentan el criterio de seleccion de los integrantes

del GTM-UIS.

Actitud positiva hacia las matematicas: Esta caracteristica estd propuesta como uno de los
requisitos de ingreso al GTM-UIS. A partir de ella, se postula que las otras dos pueden ser

desarrolladas dentro de un contexto de enriquecimiento extracurricular.

Pensamiento divergente en matematicas: El trabajo que puede ser desarrollado en un
programa extracurricular, permite una actividad matematica alterna a la propuesta por la escuela
regular. En este sentido la actividad matematica de los estudiantes puede ser no esperada en
relacion con su edad y formacién. Por tanto, pueden emerger formas de pensamiento matematico
divergentes, es decir, que no estan asociadas con una forma matematica “convencional” pero que
muestran el desarrollo de habilidades en los estudiantes que pueden coordinarse y encaminarse a

formas de pensamiento matematico formal.

Pensamiento convergente en matematicas: Como objeto que fundamenta la actividad
matematica desde el enfoque convergente, se propone el pensamiento funcional. Asi el disefio de
Tareas y desarrollo de la actividad matemética de los estudiantes se centrard en el andlisis de
Tareas que implican una situacion funcional. Para las edades de los estudiantes que participan en
el GTM-UIS esto resulta en matematicas no convencionales que dan lugar a la construccion de

un espacio de trabajo desafiante y retador.

En esta investigacion se define un concepto, que a pesar de tenerse en cuenta en otras
investigaciones relacionadas con la Educacién Matematica, no cuenta con un soporte tedrico que
lo posicione dentro de la comunidad; este término es el Talento Matematico Potencial, que

cuenta con muchas de las caréateristicas tipicas del talento matematico, pero se diferencia en que
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no se trabaja con sujetos que hayan sido diagnosticados como talentosos en matematicas, sino
con sujetos que presentan tres caracteristicas: Ser elegidos por sus profesores, manifestar gusto
por las matematicas e Interesarse en participar en el GTM-UIS. Estas caracteristicas son
consideradas suficientes como punto de partida, para desarrollar un talento actual. Esta vision del
Talento esta asociada al esquema del paso del potencial de un individuo hacia el talento, que
propone Benavides y Mz-Machado (2012), a partir del modelo de Potencial y Talento que
analiza Gagné (1993). Por tanto, en este trabajo se contempla al talento como un proceso

inacabado que puede llegar a desarrollarse si se porporionan las condiciones apropiadas.

El siguiente capitulo presenta los elementos referentes a la metodologia disefiada para el

desarrollo de la propuesta.

4  Metodologia

A continuacién, se presentan los componentes del marco metodoldgico que enmarca este trabajo
de investigacion. Se presenta el tipo de investigacion, la poblacién de estudio, el disefio de la
recoleccion de informacion, la implementacion, las categorias para el andlisis de datos y la

manera como se realiza dicho analisis.

La investigacion reportada en este documento es de tipo cualitativo; de acuerdo a Stake, 2010
“el objetivo de la investigacion cualitativa es la comprension, centrando la indagacion en los
hechos” (p. 32). Partiendo de este enfoque, se pretende analizar la actividad que se genera al
desarrollar cada una de las Tareas propuestas, caracterizando el pensamiento funcional asociado,
mediante la identificacion de relaciones funcionales como la Recurrencia, la Correspondencia y

la Covariacion.

La siguiente figura muestra de manera general las fases que guiaron el desarrollo de este

trabajo.
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Fase 1: Marco Fase 2- Fase 3: Analisis
Conceptual L de datos y
y Disefio de - Implementacion <> Conclusiones
Tareas de Tareas
(ay ) ((BAD)]

Ly

Figura 13. Modelo de la metodologia de investigacion.

A continuacién, se describen cada una de estas fases, incluyendo los elementos principales

que fueron constituyendo el método que guid esta investigacion.

4.1 Construccion del Marco Conceptual y Disefio de Tareas
Esta fase permiti6 en primer lugar aclarar el rumbo de la investigacién y en segundo lugar, dar
peso conceptual y tedrico a cada uno de los elementos que sustentan y dan sentido a la

investigacion.

En esta investigacion se entiende la Tarea desde el punto de vista de la teoria de la
objetivacion como la que genera la actividad. Pero no solamente esto constituye una Tarea, se
entiende una Tarea como un conjunto de elementos que toma el profesor como base para su
ensefianza: caracteristicas de las Tareas (abiertas, cerradas, ejercicios, retadoras), analisis a
priori, la implementacion en clase y el anélisis a posteriori. Diezmann (2004) sefiala: “las tareas
matematicas retadoras para estudiantes dotados deben ser auténticas tareas que les ofrezcan
oportunidades para emular la practica de los matematicos, en un nivel menos sofisticado” (p. 14).

La Tarea debe ser suficiente para cada individuo, dependiendo de su necesidad y de su potencial.
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Las Tareas que fueron implementadas en el GTM-UIS durante el segundo semestre del 2016
y el primer semestre de 2017, son retadoras, solicitan el desarrollo del pensamiento funcional
para su realizacion, mediante la aparicion de al menos una de las tres relaciones, Recurrencia,
Correspondencia y Convariacion, y posibilitan el uso de diferentes representaciones. Las Tareas
se presentan en forma de tabla, precisando la funcion que describe la Tarea (columna 3), el

nombre de la Tarea (columna 4) y una descripcion de los cuestionamientos principales.

Tabla 2.
Secuencia de las Tareas implementadas en las dos aplicaciones del GTM-UIS.
Fecha Forma de la Funcion Nombre de Principales cuestionamientos
Tarea
05/08/16 Si una barra de bubbaloo cuesta
y = 650x 650 ¢ Cuanto cuestan 36 barras?
x = ndmero de barras de
Bubbaloo ¢Cuéntos ojos hay en 100
y = Precio Actividad perros?
y = 2x diagnostica inicial
x = cantidad de perros ¢Cuantos centimetros crecio la
y = Cantidad de ojos planta en 2 meses?
y = (x"x)+1

x = Cantidad de semanas
y = Altura de la planta

12/08/16 v=ux-(28-2x) (22 -2x)
para el volumen maximo se
busca que mediante una ¢Es posible hallar un volumen
animacién en un software de Construyendo maximo para la caja, dadas las
geometria dinamica (geogebra), cajas condiciones iniciales? ¢por qué?

los estudiantes puedan analizar
las caracteristicas de la caja,
cuando alcanza ese volumen

maximo.
v=x-(28—-2x)-(22 —2x)

19/08/16 para el volumen maximo se
busca que mediante una ¢Es posible hallar un volumen
animacién en un software de Construyendo maximo para la caja, dadas las
geometria dinamica (geogebra), cajas condiciones iniciales? ¢por qué?

los estudiantes puedan analizar
las caracteristicas de la caja,
cuando alcanza ese volumen
maximo.

26/08/16 v=ux-(28-2x) (22 -2x)
para el volumen maximo se
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busca que mediante una
animacion en un software de Construyendo

¢Es posible hallar un volumen
méaximo para la caja, dadas las

geometria dinamica (geogebra), cajas condiciones iniciales? ¢por qué?
los estudiantes puedan analizar
las caracteristicas de la caja,
cuando alcanza ese volumen
maximo.
02/09/16 Optimizando Hallar la medida de a y b para
A(cuadrado) =L X L qgue la suma de las areas del
| | 100cm cuadrado y del circulo sea
A(circulo) = nr? I 5 maxima.
()
._\q_jl
cuerdas
09/09/16 Esta experimentacion se dio por Optimizando Hallar la medida de a y b para
ensayo y error tras la cuerdas qgue la suma de las areas del
manipulacion de los objetos cuadrado y del circulo sea
llegando a una respuesta maxima.
aproximada.
16/09/16 Actividad Extra Descubriendo la Actividad Extra
matematica en el
arte (video vy
teselados)
23/09/16 V (prisma) =a-b-h ¢Qué capacidad tiene la piscina?
Vamos a la
V(cuiia) = %(a *b-h) piscina
30/09/16 V (prisma) =a-b-h ¢Qué capacidad tiene la piscina?
Vamos a la
V(cuiia) = %(a “b-h) piscina
07/10/16 Compresion  de lectura vy Si tuvieras que representar el
pensamiento espacial. Es hora  de movimiento de los tres
competir participantes, ;cémo lo harias?
¢Quién crees que ganarda la
carrera? ¢ Por qué?
14/10/16 Compresion  de lectura vy Si tuvieras que representar el
pensamiento espacial. Es hora  de movimiento de los  tres
competir participantes, ;como lo harias?
¢Quién crees que ganara la
carrera? ;Por qué?
28/10/16 G=2x+2 Entrevista Final Sara quiere contarle a su mejor
B=x+4 Baldosas amiga por teléfono cémo
G = Baldosas grises encontrar el nimero de baldosas
B = Baldosas blancas grises y baldosas blancas para la
X = posicion de la figura figura 100 de la secuencia.
Secuencia de Escribe qué como podria hacer

y=2x+1
y = Cantidad de rectangulos

rectangulos

esto.
La profesora Monica quiere
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16/02/17

17/02/17

24/02/17

03/03/17

10/03/17

17/03/17

24/03/17

31/03/17

x = Posicién de la figura

y=x%+1
y = Numero de dias.
x =Numero de partes del
cuerpo.
y=(x-3)+2

y =N0mero de partes de la

flor.

x = Numero de la aplicacion.
y=x?+1

y = Numero de dias

x =Ndmero de

cuerpo.

y=(x-3)+2

y =Numero de partes de la

flor.

x = Numero de la aplicacién.

G=2x+2

b=x+4

g = Baldosas grises

b = Baldosas blancas

x = posicién de la figura

partes del

y=3x+6

y = Namero total de baldosas

x = Posicion de la figura
G=2x+2

B=x+4

g = Baldosas grises

b= Baldosas blancas

X = posicién de la figura

y=3x+6

y = Numero total de baldosas

x = Posicién de la figura
Representacion tabular

Representacion tabular

Representacioén tabular

Representacién tabular

Entrevista Inicial
(problema de la
serpiente y

problema de la
flor)

Entrevista Inicial
(problema de la
serpiente y

problema de la
flor)

Secuencia de
baldosas
Secuencia de
baldosas

Monitoreando el
ritmo cardiaco.

Monitoreando el
ritmo cardiaco.

Analizando
diferentes
representaciones
(vela
derritiéndose y
algodonero).
Analizando

construir una Figura grande.
Explicale a la profe qué debe
hacer para construirla.

¢Cuéntas partes tendrd la
serpiente en el dia 100?

;Como se vera la flor tras la
aplicacién 1000?

¢(Cuéntas partes tendra la
serpiente en el dia 100?

;Como se vera la flor tras la
aplicacién 1000?

¢Cuéntas baldosas grises Yy
blancas tendra cualquier figura
de la secuencia?

(Cuantas baldosas tendra en
total?

¢Cuéntas baldosas grises Yy
blancas tendrd cualquier figura
de la secuencia?

(Cuantas baldosas tendra en
total?

Representa el ritmo cardiaco a
medida que avanzaba en el
recorrido.
Representa el ritmo cardiaco a
medida que avanzaba en el
recorrido.
Representa de otra forma la
situacion.

Representa de otra forma la
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diferentes situacion.
representaciones

(vela

derritiéndose y
algodonero).

06/04/17 y = 2%+t Entrevista final Un tren parte con dos vagones y
y = Namero de vagones (tren en va recogiendo el doble de la
x = Ndmero de paradas movimiento). anterior en cada parada.

07/04/17 y = 2**t1 Entrevista final Un tren parte con dos vagones y
y = Namero de vagones (tren en va recogiendo el doble de la
x = Ndmero de paradas movimiento). anterior en cada parada.

4.2 Contexto experimental
Este aparte muestra la forma en que fueron seleccionados los participantes del GTM-UIS, el
contexto en el que fueron impementadas las Tareas y la manera como se recogieron y analizaron

los datos.

4.2.1 Seleccion de los participantes del GTM-UIS
Este trabajo inicia con la convocatoria de un grupo de estudiantes pertenecientes a tres
instituciones publicas cercanas a la Universidad Industrial de Santander, los criterios de
seleccidn fueron tres:
1. Ser elegidos por sus docentes de matematicas.
2. Manifestacion de empatia con la matematica y predisposicion para trabajar Tareas
relacionadas con esta asignatura.

3. Interés en participar de un grupo extracurricular enfocado en la matemética.

4.3 Caracteristicas de la implementacion de las Tareas
Las condiciones generadas al interior del GTM-UIS representan para los estudiantes un espacio
que no coincide con su experiencia escolar. Estas condiciones, ademas de exigir en los

estudiantes una participacion activa, contaba con elementos ajenos a su cotidianiedad. Por
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ejemplo, la cdAmara de grabacién, que generaba distracciones y coibiciones en los estudiantes, al
momento de expresar sus ideas en publico.

Se trabajaron dos aplicaciones, la primera fue realizada en el segundo semestre del 2016 y la
segunda en el primer semestre de 2017. Se inicié con un total de 21 estudiantes con edades
comprendidas entre los 9 y 14 afios; durante esta aplicacion se trabajaron 7 Tareas desarrolladas
en 12 sesiones, cada sesion con una duracion de tres horas. La intencion principal de esa primera
aplicacion fue que los estudiantes lograran adaptarse al contexto que se ofrecid al interior del
GTM-UIS, ese contexto tiene que ver con un espacio donde el estudiante tenia la libertad de
expresar sus ideas y conjeturas. La actividad generada por la Tarea estaba encaminada a
propiciar un ambiente de discusion, reflexion y busqueda de soluciones autenticas por parte de

cada individuo perteneciente al grupo.

Para implementar la segunda aplicacion fueron escogidos 7 estudiantes bajo los siguientes

criterios de seleccion:

1. Haber participado en la mayoria de las sesiones de la primera aplicacion.

2. Destacarse por una participacion activa, curiosidad por la nueva informacion matematica,
disposicion para trabajar en grupo, exponiendo y defendiendo sus ideas y conjeturas.

3. Que en sus producciones haya evidenciado al menos una de las relaciones funcionales:

Recurrencia, Correspondencia y Covariacion.

Durante esta aplicacién se trabajaron 6 Tareas desarrolladas en 10 sesiones, cada sesién con
una duracion de tres horas. La eleccién de 7 estudiantes se justificd por la necesidad de delimitar
aquellas nuevas etapas y categorias, que permitirian caracterizar el pensamiento funcional

mediante las relaciones funcionales presentes en el desarrollo de las Tareas, y el rendimiento de
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los estudiantes a la hora de abordarlas. Ademas, esta perspectiva metodoldgica sustenta el
ejercicio investigativo propuesto, que busca identificar y describir lo més explicito posible las
estrategias que caracterizan el desarrollo y evolucion del pensamiento funcional.
Particularmente, en situaciones matematicas que impliquen la participacion de los estudiantes en

una situacién funcional.

Cada sesion se desarrollo en las instalaciones de la Universidad Industrial de Santander, con
una duracién de tres horas por sesion. La dinamica de clase se caracterizd por impulsar la
participacién activa de los estudiantes, motivar las disusiones alrededor de un tema, establecer
conjeturas que debian exponerse para concluir su veracidad o no, entre otros. Otro elemento a
destacar dentro de la dinamica de clase, es el papel del profesor, no como Unico poseedor de la
verdad, sino como una parte activa en la construccion de ideas, conceptos y conjeturas, que se
plantean para ser discutidas y analizadas, en la busqueda constante de una mejor experiencia

tanto de ensefianza como de aprendizaje.

4.6 Recoleccion de datos
Todas las sesiones fueron video-grabadas y fue recogido el material escrito por los estudiantes.
De las sesiones Video-grabadas fueron seleccionadas tres para su transcripcion, bajo los
siguientes criterios:

1. Que impliquen trabajo con secuencias.

2. Que evidencie los dos tipos de desarrollo (entrevistas y sesiones intermedias).

3. Que después de ver todos los videos (2 0 3 veces), se logre evidenciar en la actividad que

generaron esas Tareas, la existencia de pensamiento funcional, a partir de la presencia de

las relaciones de Recurrencia, Correspondencia y Covariacion.
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4.6.1 Categorias de anlisis

Para realizar el analisis de datos se tuvo en cuenta la Teoria Fundamentada de (Corbin y Strauss,
1990) en lo referente a procedimientos, recogida y andlisis de datos; la construccion de las
categorias se dio con base a los elementos tedricos presentados en los capitulos previos. También
se implemento el uso de “categorias emergentes” que mas adelante, en este mismo capitulo son
explicados como los cuatro momentos que guian el desarrollo de la Tarea, estos momentos

surgieron como resultado del analisis de la primera aplicacion de Tareas.

4.6.2 Categorias de analisis emergentes

A partir del estudio del contexto generado al interior del GTM-UIS y la manera en que se
implemento la primera aplicacién de Tareas, surgen Categorias de Anélisis emergentes que se

han considerado como los cuatro momentos que se describen a continuacion.

1. Participar en una “Situacion Funcional”: Este primer momento obedece al primer
encuentro del estudiante con la Tarea, aqui se busca que los enunciados y la informacion
sean claros y permitan al estudiante comprender la actividad que busca ser generada por
la Tarea.

2. Centrar de la atencion en las relaciones definidas entre las variables, este segundo
momento obedece al tipo de cuestionamentos que fueron pensados para conducir al
estudiante al encuentro con las variables que intervienen en la Tarea, y a identificar como
se van relacionando dichas variables.

3. Registrar los valores correspondientes de las cantidades que varian; este tercer momento
va a depender de las habilidades de cada estudiante, y el contexto en que se desarrolle la

Tarea. En este momento pueden aparecer registros tabulares, graficos, numéricos,
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verbales, entre otros.

4. Construir una expresion; este cuarto momento busca conducir al estudiante hacia una
expresion que le permita saber la manera en que se va construyendo la secuencia de
manera general. Con este momento no se pretende que el estudiante llegue a manipular
expresiones alfanuméricas, sino que logre expresar de manera verbal la forma en que esta
cosntruyendose la secuencia. A este momento se le ha considerado como un momento de
validacion, esto porque corresponde a ese momento final en cada Tarea, donde se pide al
estudiante explicar a otra persona la manera en que esta entendiendo la construccion de la
secuencia. Este momento podria pensarse como una validacion en un segundo nivel, pues
se considera como primer nivel el convencerse a si mismo, y en éste se trata de convencer

a otro de la validez de lo que se esta haciendo.

A continuacién, se presenta el capitulo de andlisis de datos, donde se trabaja sobre tres de las
Tareas implementadas y el desarrollo de la Actividad que a partir de esas Tareas se genero.
También se presenta un aparte que habla sobre los resultados que surgen a partir del analisis de
las Tareas, centrando su atencidn en la aparicion de pensamiento funcional, que para este caso, se
evidencia a partir de las relaciones funcionales propuestas por Smith (2008), Recurrencia,
Correspondencia y Covariacion.

5 Analisis de datos y Resultados
En este capitulo se presentan tres de las tareas que se implementaron durante la segunda
aplicacion del GTM-UIS. Estas tareas fueron escogidas porque desde su disefio y andlisis a
priori, se puede ver una alta intencionalidad de desarrollar pensamiento funcional a partir de su

aplicaciéon. El principal objetivo con la aplicacion y analisis de estas tareas es evidenciar el
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desarrollo de pensamiento funcional en la produccidn intelectual de los participantes del GTM—
UIS.
5.1 Analisis a priori

Se realiz6 un analisis a priori sobre las tareas, sefialando las posibles formas en que los
estudiantes podian desarrollarlas, destacando los tipos de representaciones, asi como las tres

relaciones funcionales que podrian aparecer.

A continuacion, se presentan las tres Tareas, asi como su respectivo analisis a priori, en el
cual se toman en cuenta los cuatro momentos por los que puede pasar un estudiante al

enfrentarse a una situacion funcional.

5.1.1 Entrevista Inicial (Tarea de la flor y Tarea de la serpiente)

Esta tarea estd conformada por dos problemas, cada uno de ellos involucra como minimo dos
preguntas que fueron pensadas y disefiadas con el fin de contribuir en el desarrollo del
pensamiento funcional, a partir de las tres relaciones funcionales propuestas por Smith (2008):

Recurrencia, Correspondencia y Covariacion.

La primera Tarea es la de la serpiente, la relacion funcional que entra en juego es f(x) =
x% + 1. La segunda Tarea es la de la flor, representada por la relacién funcional f(x) = (n x
3) + 2. Las dos relaciones funcionales propuestas involucran adicion, multiplicacion y
potenciacion, operaciones béasicas que fueron planteadas pensando en la capacidad y nivel

académico de los participantes del GTM-UIS.

En particular Pinto (2016), hace referencia a un documento propuesto por el Ministerio de
Educacion de Canada (Ministry of Education, 2008), donde se presenta una guia para la

ensefianza de las matematicas desde la educacion infantil hasta sexto grado de primaria; en esta
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guia se muestra una serie de tareas con caracteristicas similares a las Tareas que proponemos en
esta aplicacion del GTM-UIS. El documento del Ministerio de Educacion de Canada se presenta
como un apoyo para los docentes de matematicas, alli se resalta la necesidad de emplear sistemas
de representaciones pictdricos, tabulares y gréficos para dar cuenta de diferentes maneras de

expresar la relacion entre variables.

A continuacion, se presenta el andlisis a priori de esta Tarea, donde se plantean algunos de los
posibles caminos de solucion. En este analisis se muestra la Tarea tal y como se presentd a los

estudiantes y el desarrollo que se espera de la misma, momento a momento.
Situacion 1: Problema de la serpiente

En el zooldgico de reptiles de la Universidad Estatal estan estudiando el crecimiento de una
serpiente Piton cada dia. Para ayudarlos, debes encontrar el nimero de partes que tendra una
serpiente en crecimiento cada dia. Debes tener en cuenta que cada triangulo equivale a una parte

del cuerpo.

Dia 1 Dia 2 Dia 3

Figura 14. Tarea de la serpiente, adaptaciéon de Blanton y Kaput, 2011, p.11.

a) ¢Cuantas partes tendra una serpiente en el dia 6?
b) ¢Cuéntas partes tendra una serpiente en el dia 10?
c) ¢Cuantas partes tendra una serpiente el dia 100?

d) Situvieras que explicar como hallaste el nimero de partes para el dia 100.
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¢COmo lo harias?

Momento 1 (Participar de una situacion funcional): se presenta la situacién al estudiante
buscando brindarle un contexto “familiar”. Se espera que con la lectura del enunciado el
estudiante pueda encontrar elementos (lugares, imagenes, personajes, objetos, entre otros), que le

permitan iniciar el primer acercamiento hacia la solucion de la situacion planteada.

En este primer momento, puede evidenciarse la relacion de Recurrencia, en el instante en que
el estudiante observa las primeras imagenes graficas, y continla generando las serpientes
correspondientes a los dias consecutivos. Este primer momento se podria relacionar con el item a

de la tarea.

Dia1 Dia 2 Dia 3 Dia 4

Momento 2 (Centrar la atencion en las relaciones entre las variables identificadas en el
momento 1): En este momento los estudiantes pueden dar evidencias sobre la construccion
preliminar de la relacion funcional de Covariacion; estableciendo por ejemplo que “los dias
aumentan de uno en uno y las partes de las serpientes también aumentan”; esto es, centrar la
atencion en los cambios de las variables individuales (Bastias, 2016, p.18). Es posible que los
estudiantes identifiquen que del dia uno al dia dos la serpiente aumenta en tres partes; del dia dos
al dia tres en cinco partes. Este razonamiento les podria hacer pensar que los cambios se
realizaran de esta manera para los casos cercanos en la secuencia. Esta parte de la tarea se podria

relacionar con el item b.
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Momento 3 (Registrar los valores correspondientes de las cantidades que varian): Estas
representaciones podran ser tabulares, gréaficas o iconicas como se muestra a continuacion. Esto
dependerd de la representacion que mejor entienda el estudiante o que mas se adapte a las

condiciones del problema.

Dia 1 Dia 2  Dia3
Es posible que en este momento, a partir de las representaciones que logren evidenciar los
estudiantes, se pueda construir la relaciéon funcional de Correspondencia. A este momento se le
podria asociar el item c de la tarea, dado que para el estudiante se hara mas complicado continuar
dibujando las serpientes hasta el dia 100, que hallar caracteristicas que le permitan determinar el
namero de partes de la serpiente de una forma mas sencilla. Por ejemplo, “si la cantidad de dias
es 1, la cantidad de partes seran 12 + 1", identificando que la cantidad de triangulos que posee

cada serpiente se halla al elevar el nimero de la figura al cuadrado y sumarle uno.

Cuando el estudiante ya ha construido las relaciones mencionadas (Recurrencia vy
Correspondencia), a partir de la interaccion con los items a, b y parte del c, se espera que a partir
la reflexion que pueda generar el item c, se abra paso a la construccion de la relacion de
covariacion; movidos por la necesidad de hallar una expresién que les permita hallar la cantidad

de partes del cuerpo de la serpiente, en cualquier dia.

Un caso que posiblemente les permita observar de manera clara lo que sucede a medida que la

secuencia avanza, podria ser la representacion icénica, como se puede ver en la siguiente figura.

. == 10002 +1

10002 ",
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Otra representacion con la cual podria evidenciarse la relacion que hay entre las variables de
la tarea, es la tabular. A partir de ella, es posible que se logre identificar la funcion que describe

la tarea.

Dia  Ndmero de partes

1 AxD+ 1
2 2x2)+1
3 (B3x3)+1

A partir de la construccién de la tabla, se espera que los estudiantes inicialmente procedan a
realizar los primeros dibujos, y a medida que vayan avanzando sientan la necesidad de recurrir a

formas mas elaboradas para dar respuesta a las preguntas planteadas.

Momento 4 (Construccion de una expresion): En este momento se espera que el estudiante a
partir de los registros hechos en los momentos anteriores, logre plasmar la relacion que describe
la cantidad de partes del cuerpo de la serpiente en cualquier dia. Esta representacion podria darse

de la siguiente forma:

Dia  Numero de partes

1 (Ix1)+ 1
2 @2x2)+1
3 Bx3)+1

* (dxP)+1
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Donde (figura rombo) representa el dia en que se observa la serpiente. Con este momento no
se pretende que el estudiante haga uso de formulas o expresiones algebraicas, si no que pueda
evidenciar a partir de su trabajo, la manera en que la relacion funcional que describe la tarea, se
va construyendo.

Tarea: Problema de la flor

En el jardin botanico Eloy Valenzuela se ha venido estudiando los cambios que sufre una flor tras
la aplicacion de un fertilizante, que al parecer genera una mutacion.

La siguiente figura muestra lo que sucede a la flor después de tres aplicaciones del fertilizante:

Aplicacion 1 Aplicacion 2 Aplicacién 3

Figura 15. Tarea de la flor, adaptacién de Ferdinand, 2012, p.112.

a) ¢Cbémo estard la flor tras la aplicacion 4 y 5?
b) ¢Describir con palabras como se vera la flor en la aplicacion 10 y en la aplicacion 20 y en la
10007 Explica por qué sabes que funciona de este modo.

Momento 1 (Participar de una situacion funcional): Este momento busca brindarle un
contexto “familiar” al estudiante. Al hacer una primera lectura de la situacion propuesta, el
estudiante pueda encontrar elementos (lugares, imagenes, personajes, objetos, entre otros), que le

permitan iniciar con cierta seguridad, la solucién de la tarea planteada.

En este primer momento, puede evidenciarse la relacion de Recurrencia, en el instante en que
el estudiante observa las primeras imagenes graficas, y continla generando las flores
correspondientes a las aplicaciones consecutivas cercanas. Este primer momento se podria

relacionar con el item a de la tarea.
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Momento 2 (Centrar la atencion en las relaciones entre las variables identificadas en el
momento 1): En este momento los estudiantes pueden dar evidencias sobre la construccion
preliminar de la relacion funcional de Covariacion; estableciendo por ejemplo que “las
aplicaciones aumentan de una en una y las partes de la flor aumentan de tres en tres”; esto es,
centrar la atencion en los cambios de las variables individuales (Bastias, 2016, p.18). Es posible
que los estudiantes identifiquen que de la aplicacion uno a la aplicacion dos, la flor aumenta en
tres partes; de la aplicacion dos a la aplicacion tres, también lo hace en tres partes. Este
razonamiento podria llevar a los estudiantes a pensar que los cambios se realizardn de esta
manera para los casos cercanos en la secuencia, aumentando siempre tres partes, lo cual es cierto
para esta tarea. Esta parte de la tarea se podria relacionar con la primera parte del item b (en el

caso de la aplicacion 10).

Momento 3 (Registrar los valores correspondientes de las cantidades que varian): Estas

representaciones podran ser tabulares, gréaficas o icénicas como se muestra a continuacion.

La primera representacion a la que posiblemente acudan los estudiantes es gréafica, siguiendo

el modelo que se presenta en la secuencia dada, por ejemplo:

Aplicacion 1 Aplicacion 2 Aplicacion 3 rolcacina
plicacion

Es posible que, en este momento, a partir de las representaciones que logren evidenciar los
estudiantes, se pueda construir la relacion funcional de Correspondencia entre las variables. A
este momento se le podria asociar la segunda parte item b (aplicacion 20). Dado que para el

estudiante se hara mas complicado continuar dibujando las flores hasta el dia 20, que hallar
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caracteristicas que le permitan hallar el nimero de partes de la flor. Por ejemplo, “si la cantidad
de aplicaciones es 1, la cantidad de partes seran (1 x 3) + 2", identificando que la cantidad de

partes de cada flor, se halla al multiplicar el nimero de la aplicacion por tres y sumarle dos.

Cuando el estudiante ha construido las relaciones descritas (Recurrencia y Correspondencia),
a partir de la interaccion con los items a y las dos primeras partes del b, se espera que a partir de
su reflexion sobre la tarea, pueda generar la parte final item b (aplicacion 1000), se abra paso a la
construccién de la relacion de covariacion; movidos por la necesidad de hallar una expresion

que les permita hallar de manera sencilla la cantidad de partes de la flor, en cualquier aplicacion.

La siguiente es una representacion icénica, puede contribuir significativamente en la

identificacion de las variables y su rol, para la construccién de la funcion que describe la tarea.

4000,

1110001 = —— 1000 x 3 +2
1000

Aplicacién 1000

Otra representacion muy empleada para identificar la funcion que describe la tarea es la
tabular, a partir de esta representacion se espera que el estudiante logre hallar las caracteristicas

que definen la funcién que muestra la cantidad de partes de la flor para cualquier aplicacion.

Aplicacion Partes de la flor

1 (1x3)+ 2
2 (2x3)+2
3 (3x3)+2
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La representacion escogida dependera de lo que mejor entienda el estudiante 0 que mas se

adapte a las condiciones del problema.

Se espera que a medida que los estudiantes vayan avanzando, sientan la necesidad de recurrir

a formas mas elaboradas para dar respuesta a las preguntas planteadas.

Momento 4 (Construccion de una expresion): En este momento se espera que el estudiante a
partir de los registros hechos en los momentos anteriores, logre plasmar la relacién que describa
la cantidad de partes de la flor en cualquier aplicacion. Esta representacion podria darse de la

siguiente forma.

Aplicacion Numero de partes

1 (1x3)+ 2
2 (2x3)+2
3 (3x3)+2
é) @xé+2

Donde (figura circulo con asterisco) representa el nimero de la aplicacion. Con este momento
no se busca que el estudiante haga uso de formulas o expresiones algebraicas, si no que pueda
evidenciar a partir de su trabajo, la manera en que la relacion funcional que describe la tarea se

va construyendo.

Como se puede evidenciar en las dos tareas propuestas, el tipo de pregunta que se presenta

corresponde a una funcion directa, donde se presentan casos particulares donde se pide a los
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estudiantes pensar en numeros cada vez mas grandes, con la intencion de llegar a una expresion

verbal, iconica o escrita, de la funcion que representa cada tarea.

5.1.2 Tarea de las baldosas

La relacién funcional que entra en juego, cuando se pide el nimero total de baldosas es f(x) =
3x + 6 6 vista de otra manera f(x) = 3(x + 2). Cuando se le pide a los estudiantes la cantidad
de baldosas blancas, la relacion funcional es s(x) = x + 4 ; y cuando se les pide la cantidad de
baldosas grises la relacion funcional es g(x) = 2x + 2. Estas relaciones funcionales involucran
adicién y multiplicacion, operaciones basicas que fueron planteadas pensando en la capacidad y

desempefio de los participantes del GTM-UIS.

A continuacién se presenta el andlisis a priori de esta tarea, donde se plantean algunos
posibles caminos de solucion. El analisis muestra la tarea tal y como se le presentd a los

estudiantes y el desarrollo que se espera de la misma, momento a momento.

Tarea: Problema de las baldosas.

Sara construye una secuencia de figuras utilizando baldosas grises y blancas acomodandolas de la

siguiente manera:

Responde las siguientes preguntas, explica todo tu razonamiento con tus propias palabras, con

dibujos o célculos.

a. Representa la 52 y 62 figura de la secuencia.



PENSAMIENTO FUNCIONAL 86

b. ¢Cuéntas baldosas tendra en total la figura 30?
c. ¢Qué figura de la secuencia tiene 81 baldosas?
d. Ayuda a Sara a completar la siguiente tabla, teniendo en cuenta las figuras formadas con las

baldosas.

NuUmero de NUmero de NUmero Total de
la figura baldosas de baldosas
grises baldosas
blancas

1

2

3 8 7 15

4

5

6

7

Ayuda a Sara a encontrar una expresion que le permita saber cuantas baldosas grises y cuantas

blancas tendra cualquier figura de la secuencia.

Momento 1 (Participar de una situacion funcional): Este podria llamarse el momento de
exploracion, el estudiante entra en contacto con la Tarea que se propone e inicia su propio
proceso de solucion que, de acuerdo a sus capacidades y destrezas podra ir modificando y/o
mejorando, a medida que avanza en cada momento. Este tipo de Tareas proporcionan lugares,
iméagenes, personajes, objetos, entre otros, con los cuales el estudiante se sienta comodo y

familiarizado, para iniciar un primer acercamiento hacia la solucion de la Tarea planteada.
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En este primer momento, puede evidenciarse la relacién Recursiva, cuando el estudiante
observa los primeros nimeros que se dan en la tabla y continGa generando columna a columna
los datos correspondientes a la cantidad de baldosas grises, blancas y al total de las mismas. Con
esta Tarea se induce el uso de la tabla (que también es una representacion de la funcion), se
espera que el estudiante pueda identificar las relaciones funcionales que surgen. Este primer

momento se podria relacionar con el item a de la Tarea.

Momento 2 (Centrar la atencion en las relaciones entre las variables identificadas en el
momento 1): Completando la tabla que se proporciona en esta Tarea, se espera que el estudiante
pueda identificar la correspondencia entre las variables. Por ejemplo, “si el nimero de la figura
es 1, la cantidad de baldosas blancas serd 1. Esta baldosa esta ubicada en el centro més las 4
baldosas de las esquinas™; “si el nimero de la figura es 1, la cantidad de baldosas grises sera
1x2 mas las 2 de los lados que permanecen constantes en todas las figuras”. Por otra parte, se
espera que el estudiante identifique la Covariacion entre las variables, por ejemplo, “las baldosas

grises aumentan de 2 en 2 a partir del 4 y las baldosas blancas aumentan de 1 en 1 a partir del 5”.

Momento 3 (Registrar los valores correspondientes de las cantidades que varian): Estas
representaciones pueden ser tabulares, gréaficas, iconicas u otro tipo de representacion que pueda

surgir.

En esta Tarea se induce la representacion tabular y se espera que las figuras consecutivas
cercanas surjan de manera natural. Se espera que a partir de los datos que suministra la tabla, se
hagan evidentes las relaciones funcionales que involucran esta Tarea. Por ejemplo la
representacion del total de baldosas mediante la espresion “el namero de la figura multiplicado
por tres mas seis, que corresponde a las baldosas laterales”. La representacion escogida

dependera de la capacidad interpretativa del estudiante o la que mas se adapte a las condiciones
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del problema. Se espera que a medida que los estudiantes vayan avanzando, sientan la necesidad

de recurrir a formas mas elaboradas para dar respuesta a las preguntas planteadas.

Momento 4 (Construccion de una expresion): En este momento se espera que el estudiante a
partir de los registros hechos en los momentos anteriores, logre plasmar la relacién que describe
la cantidad de baldosas blancas, grises y el total de baldosas para cualquier término de la

secuencia. Podrian presentarse algunas de las siguientes soluciones.

Primera solucion:

-

Se espera que los estudiantes establezcan una relacion entre la posicion de la figura y los
cuadrados del centro (azul); teniendo en cuenta que el namero de columnas centrales indica la
posicidén y se mantienen seis cuadrados constantes en los laterales (haranja). De acuerdo a lo
expuesto por Pinto (2016), este primer acercamiento, se puede relacionar con la Recurrencia (la
mas elemental), pues el alumno esta identificando algunas caracteristicas en la secuencia que le
van a permitir construir la figura correspondiente a cualquier posicion. Entonces, con esta
solucion es posible evidenciar un primer acercamiento al desarrollo de pensamiento funcional, a
partir de la identificacion de una de las relaciones funcionales (Recurrencia) expuestas por Smith

(2008).
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A continuacion se muestra una manera que posiblemente surja para la construccion de la

secuencia:

La primera posicion: (3-1) + 6 representa el total de cuadrados, ya que la baldosa blanca,
que representa el nimero de la posicion, se repite tres veces. Luego se suman los seis cuadrados

que van a permanecer siempre constantes.

En la segunda posicion: (3-2)+6
En la tercera posicion: (3-3)+6
En la cuarta posicion: B-4H+6
Mediante este proceso podemos observar que la variacion corresponde especificamente a la

posicién de la figura.
(b) ¢Cuéntas baldosas tendré en total la figura 30?
Segun el analisis anterior seria: (3-30) + 6 = 96

Se espera que las dos actividades anteriores, propicien en los estudiantes la capacidad para
relacionar las tabletas con el nimero de la posicion para responder a la pregunta ¢Qué figura de

la secuencia tiene 81 baldosas?

Para la realizacion de este punto se espera que los estudiantes inviertan el proceso que

realizaron para el anterior item; 81 — 6 = 7?5 = 25. La figura tendra la posicion 25.

Finalmente se espera que los estudiantes a partir de los datos de la tabla y el analisis realizado
en los anteriores items, puedan llegar a la siguiente expresion: 3 ® +6. Donde la figura asterisco

(®) representa la posicion de la figura.
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A partir de las anteriores respuestas y de acuerdo a lo expuesto por Cafadas y Pinto (2016),
puede evidenciarse Pensamiento Funcional, inicialmente a partir de la relacion de Recurrencia,
cuando el estudiante encuentra las principales caracteristicas de la secuencia, identificando los
elementos que varian (baldosas blancas y baldosas grises en la parte central de cada figura) o
permanecen constantes (las seis baldosas de los lados), con el fin de hallar el patrén que describe
la secuencia. También es posible ver en esta solucion la Correlacion, pues el estudiante para
llegar a la expresion mostrada, debe identificar que la figura asterisco (®) representa la posicion
de la figura y ademaés debe establecer una relacién entre la posicion de la figura y la cantidad de
baldosas en total, interpretando que debe multiplicar por tres y sumarle las seis baldosas

constantes de los lados.

Otra solucion:

BEDE BEEELE

En esta solucién los estudiantes relacionan la posicién de la figura con las tabletas grises
(rojo) y observan que las dos tabletas blancas de los laterales permanecen constantes (azul).
Tomando lo anterior como la base de un rectangulo cuya altura constante es de tres tabletas, los

estudiantes podran predecir la cantidad de tabletas para cualquier figura.

Es posible que los estudiantes realicen el siguiente proceso para hallar la cantidad de tabletas:
donde (1 + 2) - 3 representa el total de cuadrados en la primera posicion.

En la segunda posicion: (2+2)-3

En la tercera posicion: 3+2)-3
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En la cuarta posicion: 4+2)-3..

En la secuencia varia un solo término, que representa la posicion de la figura, mientras que el
tres, que representa las filas y el dos, que representa las baldosas laterales, permanecen

constantes.

Se espera que los estudiantes mediante la realizacion de la tabla y el analisis realizado en los
anteriores items, puedan llegar a la siguiente expresion : (x +2) - 3, donde la figura % representa

el nimero de la figura.

Con esta solucion, se evidencia desde el inicio la Recurrencia y la Correlacion, pues los
estudiantes empiezan por identificar las principales caracteristicas de la secuencia, logran hallar
la manera en que se va formando el patron que la describe y terminan relacionando la posicion
de la figura con la cantidad de baldosas en total. Para esta solucion no hay presencia de la
Covariacion, pues no se observa un enfoque en el que se analicen las variables por separado y

como una afecta a la otra.

5.1.3 Entrevista Final (Tarea del tren en movimiento)
En esta Tarea la relacion funcional que se estudia es es f(x) = 2**1. Esta relacion funcional
involucra adicién y potenciacion, operaciones basicas que fueron planteadas pensando en la

capacidad y desemperio de los participantes del GTM-UIS.

A continuacién, se presenta el analisis a priori en la cual se plantean algunos de los posibles
caminos de solucién. El analisis muestra la Tarea tal y como se le presenté a los estudiantes y el

desarrollo que se espera de la misma, momento a momento.

Tarea: Tren en movimiento
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Habia un tren que corria la misma ruta todos los dias. Mientras avanzaba, enganchaba vagones en
cada parada. Su recorrido inicia con la locomotora y 2 vagones. La siguiente tabla ilustra las

primeras paradas del tren y sus respectivos vagones.

NUmero de parada NUmero de
vagones

1 4

2 8

3 16

4 32

5

6
a. ¢Cuantos vagones tiene el tren después de la parada 10?
b. ¢Cuéntos vagones tiene el tren después de la parada 100?
c. ¢Cuéantos vagones recoge en cada parada?

d. ¢Puedes encontrar una relacion entre el nimero de paradas que hace el tren y el nimero total
de vagones?
e. ¢Como le explicarias a un amigo el proceso para calcular el nimero de vagones del tren para

cualquier nimero de paradas?

Momento 1 (Participar de una situacion funcional): Con la lectura del enunciado se espera
que el estudiante pueda encontrar elementos (lugares, imagenes, personajes, objetos, entre otros),

que le permitan iniciar un primer acercamiento hacia la solucién de la situacion planteada.

En este primer momento, puede evidenciarse la relacion Recursiva, cuando el estudiante
observa los primeros nimeros que se dan en la tabla y continda generando la cantidad de
vagones correspondientes a los dias consecutivos. Este primer momento se podria relacionar con

el item a de la tarea.
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Momento 2 (Centrar la atencion en las relaciones entre las variables identificadas en el
momento 1): En este momento se espera que el estudiante pueda identificar la Correspondencia
entre las variables, por ejemplo, “si la cantidad de paradas es 1, el nimero de vagones
sera 21*1" o si “dos elevado al niimero de paradas més uno, me permite encontrar la cantidad de
vagones”. Por otra parte, se espera que el estudiante identifique la covariacion entre las
variables, por ejemplo, al expresar de manera verbal o escrita que “las paradas aumentan de una
en una y la cantidad de vagones aumenta al doble del inmediatamente anterior (teniendo en

cuenta que la locomotora arranca con dos vagones)”.

Momento 3 (Registrar los valores correspondientes de las cantidades que varian): Estas
representaciones pueden ser tabulares, graficas, iconicas u otro tipo de representacion que pueda

surgir.

Es posible que la primera representacion que emerja sea la tabular, dada la presentacién de la
Tarea. Seguidamente es posible que los estudiantes recurran a una expresion iconica que les
permita comunicar la cantidad de vagones en cualquier parada. Por ejemplo que en la parada ®

la cantidad de vagones es 2©+1,

La representacion escogida dependera de la capacidad interpretativa del estudiante o la que

mas se adapte a dadas las condiciones del problema.

Se espera que a medida que los estudiantes vayan avanzando, sientan la necesidad de recurrir

a formas mas elaboradas para dar respuesta a las preguntas planteadas.

Momento 4 (Construccion de una expresién): En este momento se espera que el estudiante a

partir de los registros hechos en los momentos anteriores, logre plasmar la relacién que describe
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la cantidad de vagones en cualquier nimero de paradas. Esta representacion podria darse de la

siguiente forma:

NuUmero de Numero de
paradas vagones

1 21+1

2 22+1

3 23+1

4 24+1

® 2®+1

Donde ® (figura circulo con asterisco) representa el nimero de paradas.

Como se puede evidenciar en la Tarea propuesta, el tipo de pregunta corresponde a una
funcion directa. Se presentan casos particulares en los que se pide a los estudiantes pensar en
nameros cada vez mas grandes, con la intencion de llegar una expresion ya sea verbal, icdnica o
escrita, de la funcion que representa la Tarea.

5.2 Analisis a posteriori
Para este analisis se tendra en cuenta la produccion escrita y verbal de nuestros estudiantes, asi

como las diferentes representaciones que logren evidenciar. De acuerdo con Bastias (2016):

El pensamiento funcional incorpora la construccién y generalizacion de patrones y relaciones usando
diversas herramientas linguisticas y representacionales. Por tanto, se considera que forman parte de
esta categoria todas las respuestas o estrategias en las que se aprecia que el alumno identifica una
relacion entre dos cantidades variables y describen el patron funcional apropiado que exprese dicha

relacion (p. 34).
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Para evidenciar la existencia de pensamiento funcional, se tendra en cuenta la aparicion de las
relaciones funcionales: Recurrencia, Correspondencia y Covariacién. De acuerdo a
investigaciones sobre el desarrollo de pensamiento funcional (Smith (2008); Pinto (2016),
Cafadas y Molina (2016), Batias (2016), entre otros), estas tres relaciones permitiran evidenciar
la existencia 0 no de pensamiento funcional. Se considera evidencia del desarrollo de
pensamiento funcional en las respuestas de los estudiantes, cuando al analizar las respuestas, se
identifique al menos una relacion funcional en, al menos, dos de las cuestiones empleadas en las
dos Tareas.

Por tanto, en esta fase se realiza el andlisis a posteriori, dando cuenta del desarrollo del

pensamiento funcional de los estudiantes, a partir de la Actividad generada en el GTM-UIS.

A conticuacion se presenta un andlisis Tarea a Tarea que evidencia la aparicion de relaciones

fucionales de acuerdo a las categorias emergentes.

5.2.1 Entrevista Inicial (Tarea de la flor y Tarea de la serpiente)

En este aparte se van a mostrar unos fragmentos que hacen parte de la entrevista inicial, donde se
evidencia desarrollo de pensamiento funcional a partir de la aparicion de cada una de las
relaciones funcionales, como categorias de analisis que se evidencia en la medida que se avanza

en las categorias emergentes.

Recurrencia: La siguiente tabla muestra un episodio de la entrevista, donde intervienen el
investigador en su papel de mediador y el estudiante 2 exponiendo la forma como aborda la

Tarea en su primer momento, es decir, al iniciar su participacion en una situacion funcional.
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Tabla 3.
Evidencia de la Relacion Funcional de Recurrencia.

Pregunta Evidencia

¢Cuéntas partes E2: Que en el dia 1 tenia dos tridngulos, a ese le sumaba cuénto le faltaba para
tendré la llegar al dia 2 y a ese le sumaba cuénto le faltaba para el siguiente [Indicaba en su

serpiente en el hoja de trabajo como se muestra en las anteriores figuras].

dia 62 [
AL
N «N\\N\
Day 1 Day 2 Day 3

Con esta evidencia, el estudiante muestra que estd enfocado so6lo en la variacion de una de las
variables, en este caso de la cantidad de partes del cuerpo de la serpiente. Aqui su atencion esta
fija en la identificacion del patrén de variacion, sin tener en cuenta otras variables, como es el

caso de los dias; por tanto se evidencia una relacion de Recurrencia.

Correspondencia: La siguiente tabla muestra un episodio de la entrevista, donde intervienen
el investigador en su papel de mediador y el estudiante 1 exponiendo la forma como aborda la
Tarea. Es decir, el estudiante se encuentra en ese segundo momento, donde centra su atencion en
la relacién entre vaiables y al mismo tiempo de acuerdo a lo propuesto por Smith (2008) para
esta relacion, empieza a establecer esas generalidades de la secuencia, que lo conduciran a la

construccién de una expresion algebraica, posiblemente de manera verbal.

Tabla 4.

Evidencia de la Relacion Funcional de Correspondencia.

Pregunta Evidencia

¢Cuantas partes tendra la serpiente en el E1l: Multiplicamos el ndmero del dia por el mismo
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dia 6? nimero y le sumamos uno.

Inv: (Como saben que eso funciona? ¢Cual fue su
Como hiciste eso [Dirigiéndose a E1] respuesta?

E2: Por ejemplo, en el dia 6 ... 6x6 que da 36 mas uno
que seria la cabeza, 37.

Con esta evidencia, el estudiante muestra que esta hallando la cantidad de partes del cuerpo de
la serpiente, al establecer una relacion que involucra la manera como aumentan las partes de la
serpiente dia a dia. Aqui su atencion esta fija en la identificacion de como se relacionan las

variables que intervienen en la Tarea; por tanto se evidencia una relacion de Correspondencia.

Covariacion: La siguiente tabla muestra un episodio de la entrevista, donde intervienen el
investigador en su papel de mediador y los estudiantes 3 y 4 exponiendo la forma como abordan
la Tarea. De acuerdo a lo propuesto por Doorman et al., (2012) se destacan como
representaciones Utiles para el estudio de la Covariacion, el uso de tablas. Aqui se puede
establecer una relacion con el tercer momento, cuando se busca llegar a un registro de los valores

correspondientes a las cantidades que varian.

Tabla 5.

Evidencia de la Relacion Funcional de Covariacion.

Pregunta Evidencia

Si tuvieras que explicar como hallaste el E3: Observando la figura y el nimero de dias se eleva a la
dos y el resultado es el nimero de partes del cuerpo.

namero de partes para el dia 100. ;Cémo )
Inv: ¢Siempre se eleva al cuadrado?

lo harias? E3: Si.

E4: El nimero de dias se eleva a la dos y se suma uno.




PENSAMIENTO FUNCIONAL 98

l Dia Pardes del cverpe
D4 A4d-2
D2 2x2= 94 +14-5
D 3 SR = G0
al D6 G 16 =36 t] = 2F
bt DAc Aox 40 - 400 + 1 =4004
0.40C 400 x {00 = /0. 000 +4 = {0004

Con esta evidencia, los estudiantes muestran que compreden la manera en que se va
construyendo la secuencia y la forma en que aumentan y se relacionan las variables. Aqui su
atencion esta fija en identificar como varian los valores de la variable depediente en funcién de
cémo varian los valores de la variable independente; por tanto se evidencia una relacion de

Covariacion.

La siguiente tabla muestra de manera general la cantidad de estudiantes que evidenciaron en
sus producciones cada una de las relaciones funcionales para la entrevista inicial en el caso de la

Tarea de la serpiente.

Tabla 6.
Relaciones Funcionales evidenciadas en la entrevista inicial.
Relacion Estudiante
Tarea Funcional E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 Total
Rc v v v v v v v 7
T1 Cr v v v v v 5
Cv v 1

Los datos de la Tabla 6, muestran que los siete estudiantes lograron evidenciar al menos una
relacion funcional en el desarrollo de la Tarea de la serpiente y la Tarea de la flor, coincidiendo

los resultados que aqui se presentan, con los hallazgos que se reportaron en el capitulo de
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antecedentes, referentes a las relaciones que surgen con mayor o menor incidencia. Tambien aqui
se resalta la participacion del estudiante 7, quien sobresale evidenciado las tres relaciones
funcionales en sus producciones.
5.2.2 Tarea de las baldosas
En este aparte se van a mostrar unos fragmentos que hacen parte de la Tarea de las baldosas,
donde se evidencia desarrollo de pensamiento funcional a partir de la aparicion de cada una de

las relaciones funcionales, a medida que se avanza en las categorias emergentes.

Recurrencia: La siguiente tabla muestra un episodio de la Tarea de las baldosas, donde
intervienen el investigador en su papel de mediador y el estudiante 3 exponiendo la forma como

aborda la Tarea en su primer momento, es decir, al iniciar su participacion en una situacion

funcional.
Tabla 7.
Evidencia de la Relacién Funcional de Recurrencia.
Pregunta Evidencia
Representa la E3: Como después seguia la figura 5, hay 5 baldosas grises aca [sefialando en su
figura].
figura 5 de la
secuencia.

¢Como lo

hiciste?

y aca [sefialando la esquina superior izquierda de su figura] y a este borde
[sefialando la esquina superior derecha de su figura] solo queda una blanca, y por
eso las hice asi.
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Con esta evidencia, la estudiante muestra que realiza la construccion de la figura 5 a partir de
las figuras que proporciona la Tarea (desde la figura 1 hasta la figura 4). No menciona
caracteristicas especificas de la secuencia, o algun tipo de relacion explicita. Centra su andlisis en
la variacion de una de las baldosas, guiandose mas por la ubicacion que por establecer una
relacion. Aqui su atencion esta fija en la identificacion del patron de variacion; por tanto se

evidencia una relacion de Recurrencia.

Correspondencia: La siguiente tabla muestra un episodio de la Tarea de las baldosas, donde
intervienen el investigador en su papel de mediador y el estudiante 6 exponiendo la forma como
aborda la Tarea, es decir, el estudiante se encuentra en el segundo momento, que implica centrar
la atencion en la relacién entre vaiables. De acuerdo a Smith (2008) en esta relacion, el
estudiante empieza a establecer generalidades en la secuencia, que lo conduciran a la

construccién de una expresion algebraica, posiblemente de manera verbal.

Tabla 8.

Evidencia de la Relacion Funcional de Correspondencia

Pregunta Evidencia

¢Cuantas baldosas  E6: Yo creo que seria 96 profesora, porque mire [indica la imagen de la figura
6]. Como es la figura 6 entonces hay 6 baldosas grises y dos blancas aca [indica

tendra en total la la primera fila de abajo hacia arriba] entonces multipliqué 30 por 3 porque aqui
) ) siempre se mantiene el mismo numero [refiriéndose al centro de la figura y lo
figura 30" relaciona con la posicion de la misma]. Eso me da 90 y ac le voy a sumar estas

3 [indica 3 baldosas a cada lado de la figura] que sobran, aunque no es que
sobren, y me da 96.
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Con esta evidencia, el estudiante muestra que esta hallando el total de baldosas para la figura
30, al identificar elementos determinates en la secuencia. Esto mediante la identificacion que
hace al mencionar que hay tres filas con 30 baldosas y le suma las que concidera que sobran.
Aqui su atencion esté fija en la identificacion de como se relacionan las variables que intervienen

en la Tarea; por tanto, se evidencia una relacién de Correspondencia.

Covariacion: La siguiente tabla muestra un episodio de la Tarea de las baldosas, donde
intervienen el investigador en su papel de mediador y el estudiante 4 a partir de una figura que
muestra la forma como aborda la Tarea. Aqui se destaca la manera como el estudiante 4
identifica la manera en que van aumentando las baldosas blancas y las grises, esto de manera
independiente y finalmente como se relacionan. Aqui se puede establecer una relacion con el
tercer momento, cuando se busca llegar a un registro de los valores correspondientes a las

cantidades que varian, en este caso un registro numeérico.

Tabla 9.

Evidencia de la Relacion Funcional de Covariacién
Pregunta Evidencia
¢Cuantas baldosas tendra en total la E4:

. ———y - = g
figura 30? D f}j 20: fBOXZ)+ J 60 F2-69.
B: 3044 = o3
26 =Ra\dxas 930

Con esta evidencia, el estudiante muestra que comprede la manera en que se va construyendo
la secuencia y la forma en que aumentan y se relacionan las variables, logrando establecer

también como hallar la cantidad de baldosas blancas y la cantidad de baldosas grises, ain cuando



PENSAMIENTO FUNCIONAL 102

s6lo se cuestionaba por el total de baldosas. Su atencion esta fija en identificar cdmo cambian los
valores de la variable depediente en funcién de como varian los valores de la variable

independente; por tanto se evidencia una relacion de Covariacion.

La siguiente tabla muestra de manera general la cantidad de estudiantes que evidenciaron en

sus producciones cada una de las relaciones funcionales para la Tarea de las baldosas.

Tabla 10.
Relaciones Funcionales evidenciadas en la Tarea de las baldosas.
Relacion Estudiante
Tarea Funcional E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 Total
Rc v v v v v v v 7
T2 Cr v v v v v v v 7
Cv v v 2

Los datos que se observan en la Tabla 10, muestran que los siete estudiantes lograron
evidenciar dos relaciones funcionales en el desarrollo de esta Tarea (baldosas), coincidiendo los
resultados que aqui se presentan con los hallazgos que se reportaron en el capitulo de
antecedentes, referentes a las relaciones que surgen con mayor 0 menor incidencia. Tambien aqui
se resalta la participacion de los estudiantes 1 y 4 quienes evidencian las tres relaciones
funcionales en sus producciones.

5.2.3 Entrevista final (Tarea del tren en movimiento)
En este aparte muestran fragmentos que hacen parte de la Tarea del tren en movimiento, donde
se evidencia desarrollo de pensamiento funcional a partir de la aparicion de cada una de las

relaciones funcionales, a medida que se avanza en las categorias emergentes.

Recurrencia: La siguiente tabla muestra un episodio de la Tarea del tren en movimiento,

donde intervienen el investigador en su papel de mediador y el estudiante 4 exponiendo la forma
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como aborda la Tarea en su primer momento, es decir, al iniciar su participacion en una situacion

funcional.

Tabla 11.
Evidencia de la Relacion Funcional de Recurrencia.

Pregunta Evidencia

¢Puedes encontrar E4: Mire, [expresa emocion y asombro por creer haber encontrado
una relacion entre una nueva relacion.] en la parada 1 hay 4, la deferencia entre 1y 4 es
el ndmero de 3.Enlaparada 2 hay 8y la diferencia entre 2 y 8 son 6, que seria 3
paradas que hace el por 2. En la 3 hay 16, la deferencia entre 16 y 3, seria 13... Entonces

tren y el ndmero no.[hace un gesto de decepcion al no haber conseguido nada]

total de vagones? _;,J.-—"—-';""'"
| S

Con esta evidencia, el estudiante empieza a observar cuantos vagones va aumentando el tren y
la diferencia que hay entre vagones consecutivos. No menciona caracteristicas especificas de la
secuencia, o algun tipo de relacién explicita. Centra su analisis en la diferencia entre vagones.
Aqui su atencion esté fija en la identificacion del patron de variacion; por tanto se evidencia una

relacion de Recurrencia.

Correspondencia: La siguiente tabla muestra un episodio de la Tarea del tren en movimiento,
donde intervienen el investigador en su papel de mediador y el estudiante 4 exponiendo la forma
como aborda la Tarea, es decir, el estudiante se encuentra en el sequndo momento, que implica

centrar la atencién en la relacién entre variables. De acuerdo a Smith (2008) en esta relacion, el
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estudiante empieza a establecer generalidades en la secuencia, que lo conduciran a la

construccién de una expresion algebraica, posiblemente de manera verbal.

Tabla 12.

Evidencia de la Relacién Funcional de Correspondencia.

Pregunta Evidencia

¢Puedes encontrar una E4: O sea que en la parada 100 seria igual a 2 a la 101.

relacion entre el nimero  Inv.: ;Seguro?

de paradas que hace el E4: Si porque la parada 3 es 16, y 16 es igual a 2 a la 4.

tren'y el nimero total de Inv.: En ese orden de ideas, si fuera en la parada 1000... ;cémo quedaria?

vagones? . .
g E4: Entonces habria 2 elevado a la mil uno.

Con esta evidencia, el estudiante muestra que entiende la manera en que se va construyendo la
secuencia. No dice una cantidad explicita de vagones, pero llega a explicar a partir de ejemplos
cercanos Y lejanos la manera en que se va construyendo la secuencia, estableciendo la relacién
que existe entre las variables. Aqui su atencion esta fija en la identificacion de como se
relacionan las variables que intervienen en la Tarea; por tanto, se evidencia una relacion de

Correspondencia.

Covariacion: La siguiente tabla muestra un episodio de la Tarea de las baldosas, donde
intervienen el investigador en su papel de mediador y el estudiante 6 a partir de su produccién
escrita, donde explica la forma como se va constriyendo la secuencia. Este momento es visto
como una validacion, pues el estudiante debe pasar a explicar como él estd entendiendo la
manera en que se construye la secuencia. Aqui se puede establecer una relacion con el tercer
momento, cuando se busca llegar a un registro de los valores correspondientes a las cantidades

que varian, en este caso un registro verbal.
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Tabla 13.

Evidencia de la Relacion Funcional de Covariacion
Pregunta Evidencia
¢Como le explicarias a un E6:

amigo el proceso para calcular _—

el nimero de vagones del tren ol 2

para cualquier nimero de 2% ey o)
paradas? B e

[Yo lo esplicaria que para hallar el nimero de vagones
necesitariamos elevar 2 al numero siguiente de la parada o el
namero siguiente, asi hallariamos cualquier parada, pero seria un
procedimiento muy largo para hallar el nimero de vagones. Si son
el nimero de paradas méas largo, el procedimiento es mas largo,
pero si el nimero es pequefio, el procedimiento es mas corto. Otra
seria sumando el mismo numero de vagones por el mismo, o sea el
doble.]

Con esta evidencia, el estudiante muestra que comprede la manera en que se va construyendo
la secuencia y su conviccién personal le da argmentos para explicar a un compafiero cémo esta
entendiendo la manera en que se construye la secuencia. Aqui su atencion esta fija en identificar
cémo varian los valores de la variable depediente en funcidon de cémo varian los valores de la

variable independente; por tanto, se evidencia una relacion de Covariacion.

La siguiente tabla muestra de manera general la cantidad de estudiantes que evidenciaron en

sus producciones cada una de las relaciones funcionales para la Tarea del tren en movimiento.

Tabla 14.

Relaciones Funcionales evidenciadas en la entrevista final.

Relacion Estudiante
Tarea Funcional E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 Total
Rc v v v v v v 6
T3 Cr v v v 3
Cv v v 2
Total 7 5 5 6 3 6 8
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Los datos que se observan en la Tabla 14, evidencian dificultades en el desrrollo de esta
Tarea, relacionadas especialmente con hallar el patron de variacion y establecer la relacion de
Correspondencia entre variables. Un dato que llama la atencion de lo que se puede observar, es
que E5 a pesar de haber participado en todas las actividades desarrolladas en el grupo, no logra
enfrentar satisfactoriamente la Gltima tarea (el tren en movimiento). Esto quiza se deba a las
dificultades antes mencionadas.

Encontrar las Tareas adecuadas para impulsar la aparicion de alguna relacion funcional en la
Actividad desempefiada por los estudiantes, no es una labor facil, como tampoco lo es identificar
el momento en que se produce pensamiento funcional; al respecto Bastias (2016), quien cita a
Smith (2008) comenta:

El pensamiento funcional se produce cuando los nifios idean un sistema de representacion apropiado
para representar una generalizacién de una relacion entre cantidades variables. Por lo tanto, el
pensamiento funcional tiene como interés principal las actvidades mentales, que son los procesos por
los cuales el registro de los valores de correspondencia de las cantidades, regularmente de tabla,
grafica o iconica, se transforma en una representacion generalizada de la relacion funcional y la
forma en que el sujeto crea una certeza matematica de esta relacion generalizada. (p. 11)

Por su parte Fuentes (2014) se refiere a los beneficios que trae a los estudiantes trabajar con el
pensamiento funcional, afirma que la inclusion de este pensamiento en las actividades regulares,
hace que los estudiantes sean capaces de detectar “similitudes, diferencias, repeticion y otros
aspectos de las regularidades, asi como realizar operaciones aritméticas para generalizar,
partiendo de casos particulares y viceversa” (p. 9).

Las anteriores intervenciones coinciden en resaltar los beneficios que trae abordar Tareas que

promevan el desarrollo de pensamiento funcional en los estudiantes, las habilidades que se
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desarrollan no solo aportan beneficios para el desempefio en grados posteriores respecto a la
matematica, sino que genera en los estudiantes una actitud méas inquieta y analitica ante cualquier

situacion matematica.
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6 Conclusiones

En este capitulo se presentan las principales conclusiones que surgen como producto de esta
investigacion. Se consideran tres items representativos: 1) Categorias de analisis, que dan cuenta
del desarrollo de pensamiento funcional; 2) Marco Institucional, que presenta las principales
caracteristicas del contexto del GTM-UIS y 3) Futuras Investigaciones. A partir de los cuales se
da cuenta de los objetivos de la investigacion, sus principales aportes y las limitaciones que
surgieron de su desarrollo.

6.1 Sobre las Categorias de Analisis

El analisis que se presenta en el capitulo 5, muestra la manera en que los estudiantes del GTM-
UIS abordaron las Tareas propuestas. Los datos que se obtuvieron de las video grabaciones y
producciones escritas en las hojas de trabajo, permitieron la identificacion de Pensamiento
Funcional en los estudiantes del GTM-UIS, evidenciado a partir de las relaciones funcionales
expuestas por Smith (2008) Recurrencia, Correspondencia y Covariacion y lo que plantea Pinto
(2016), referente a la condicién que dice: “consideraremos presencia de pensamiento funcional
en las respuestas de los estudiantes cuando al analizar de forma conjunta la totalidad de las
respuestas, identificamos, al menos, una relacién funcional en, al menos, dos de las cuestiones

empleadas” (p. 40).

El objetivo general que guia esta investigacion se centra en describir las relaciones de
Recurrencia, Correspondencia y Covariacion que desarrollan individuos en el GTM-UIS, las
evidencias que se muestran en el capitulo anterior, surgen a partir de un andlisis cualitativo de las
respuestas dadas por los estudiantes. Alli se puede observar que los estudiantes establecen la
relacion entre las cantidades variables, en algunos casos logran identificar como se forman las

variables de manera independiente y como el cambio en una variable afecta a la otra. También se
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evidencia la identificacion de un patrén funcional, pues los estudiantes logran describir
verbalmente la manera en que se va construyendo la secuencia, llegando a una expresion que les
permite hallar cualquier término de la misma; esas caracteristicas fueron clave en la descripcion

de las tres relaciones funcionales (Recurrencia, Correspondencia y Covariacin).

Las evidencias de pensamiento funcional que en esta investigacion se presentan, son una
muestra del trabajo que se logré con los participantes del GTM-UIS. Se muestra que algunos
estudiantes en mayor nivel que otros, establecen de forma clara y convincente la relacion que
determina la secuencia que se esta trabajando. También se evidencia recursividad en los
estudiantes, al mostrar en sus producciones diferentes representaciones, entre ellas la tabular,

numeérica y verbal, para dar solucién a la Tarea que se presenta.

6.2 Sobre el Marco Institucional

A partir del objetivo general, surgen dos objetivos especificos, el primero consiste en disefiar
Tareas que potencien el pensamiento funcional y fomenten su desarrollo en la solucion de
diferentes Tareas relacionadas con las relaciones funcionales de Recursividad, Correspondencia
y Covariaciéon. EI cumplimiento de este objetivo se puede evidenciar en el anélisis de la
Actividad generada por las Tareas analizadas, en las cuales se aplico un Modelo Institucional
que incluy6 cuatro elementos clave:

1. El rol del docente como mediador u orientador.

2. El rol del estudiante como parte activa.

3. El disefio de Tareas que implican una secuencia que motiva habilidades como la cominicacién,
verbalizacion y argumentacion.

4. El andlisis de Tareas, que fue guiado por Categorias emergentes (1. Participar de una situacion

funcional, 2. Centrar la atencién en la relacion entre variables identificadas en el primer
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momento, 3. Registrar los valores correspondientes a las cantidades que varian, 4. Construccion
de una expresion) que incluyeron las categorias de andlisis (Relaciones funcionales de
Recurrencia, Correspondencia y Covariacion).

El segundo objetivo especifico consiste en analizar las caracteristicas de creacion y desarrollo
de un grupo extracurricular de estudiantes que propicie y fomente su talento matematico
potencial. EI cumplimiento de este objetivo puede evidenciarse observando las caracteristicas de
creacion del GTM-UIS, guiada por los requisitos de ingreso al programa, mostradas de forma
mas especifica en el capitulo referente a la metodologia. Estos requisiton son: Ser elegidos por
sus profesores, sentir un gusto por las matematicas y manifestar interés en participar del GTM-
UIS. Los elementos mencionados fueron considerados suficientes para caracterizar a un sujeto

potencialmente talentoso en matematicas desde el punto de vista de esta investigacion.

Finalmente se concluye que los objetivos propuestos fueron cumplidos a cabalidad, aportando
a las investigaciones que sobre pensamiento funcional se han venido adelantando, con un nuevo
ingrediente, la poblacion con talento matematico potencial. Nuestro principal aporte a la
Comunidad de educadores matematicos consiste en el disefio de una secuencia de Tareas
construidas y analizadas con el objetivo de motivar el desarrollo de pensamiento funcional en los
estudiantes de basica primaria, cabe resaltar que a pesar que estas Tareas fueron implementadas
en un grupo extracurricular, es posible aplicarlas en un grupo regular, a partir de los momentos
que aqui se proponen para su correcto desarrollo. Es decir, las caracteristicas que definen el
Marco Institucional, que se constituye como un aporte fundamental de esta investigacion.
Tambien se considera un aporte significativo a la sociedad en general, el entrenamiento de un
grupo de sujetos para los cuales, el paso por el GTM-UIS representa una ampliacion del

panorama académico. Estos estudiantes han sido testigos, junto con sus familias de su propia
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evolucion; en particular planteando ante sus ojos la posibilidad de continuar una formacion

profesional en una entidad publica, como la Universidad Industrial de Santander.

El desarrollo de Tareas que implican enfrentarse a situaciones funcionales, aumenta la
posibilidad de aprovechar el potencial que cada individuo posee, enfocados principalmente en la
adquisicion de estrategias y caracteristicas propias del pensamiento funcional. De acuerdo a lo
reportado por Cafiadas y Molina (2016), las capacidades de los estudiantes son Utiles para

mejorar el razonamiento en general y el matematico en particular.

Las evidencias de relaciones funcionales, que aparecen en cada una de las Tareas abordadas,
muestran que la mayoria de los estudiantes expresan el patron funcional de la relacién entre
variables a través de la representacion verbal, siendo pocos los estudiantes que necesitan utilizar

ejemplos para expresar de manera general la forma en que cada secuecia se va construyendo.

Las relaciones funcionales fueron surgiendo casi de manera natural, las Tareas que se
proporcionaron, fueron disefiadas con la intencién de exigir mas a medida que se avanzaba en
ellas. Esto quiere decir que el primer momento donde el estudiante se enfrenta a la situacion
funcional, no exige mayor esfuerzo, con una correcta interpretacion de la Tarea es suficiente. El
proceso a seguir en cada Tarea consiste en identificar las relaciones entre variables, lo cual
requiere un mayor grado de profundidad y abstraccién de los principales elementos que
intervienen en cada Tarea. Con esta identificacion se da paso a la eleccion de una representacion,
que surge de acuerdo a las caracteristcas de la Tarea y las habilidades de cada individo. Para
finalizar, se crea mediante preguntas, la necesidad de llegar a una expresion, no necesariemente
algebraica, que va a dar cuenta de la forma general en que cada secuencia se construye. Estos
momentos representan la estructura general planteada en cada Tarea, que acompafiada de todos

los elementos que constituyen el Marco Institucional, permitio guiar el proceso de los estudiantes



PENSAMIENTO FUNCIONAL 112

pertenecientes al GTM-UIS hacia la adquisicion de evidencias (Relaciones funcionales) que

muestran la existencia de pensamiento funcional en sus producciones.

El trabajo realizado resulté satisfactorio, en el sentido de que no s6lo hubo ganancias para la
investigacion y los debidos reportes, sino que se realizd un verdadero aporte a la formacién

académica, personal y motivacional de los integrantes del GTM-UIS.

6.2.1 Sobre los estudiantes con talento matematico potencial

Con esta investigacion se plantea un nuevo término que surge a partir de tres ya definidos y
trabajados ampliamente en el campo de la Sicologia y recientemente en la Educacion
Matematica; estos términos son: Talento, Talento Matematico y Talento Potencial. La propuesta
que aqui se plantea es innovadora, en el sentido que busca incluir no solo a los sujetos talentosos,
sino a aquellos que cuentan con un talento potencial especificamente en matematicas, pero dadas
las condiciones de su entorno y el contexto en el que se han formado, no han podido
desarrollarlo. Con la postura que en esta investigacién se asume, nace un nuevo término que
pretende ampliar el campo del talento, rompiendo paradigmas y brindando posibilidades de
superacion de dificultades y adquisicién de habilidasdes matematicas a sujetos que desde la

perspectiva del Talento, no las tienen.

Con la experiencia que la creacién del GTM-UIS deja para esta investigacion, se concluye
que es posible potenciar habilidades como comprension de lectura, busqueda de nuevas
soluciones, postura critica ante las nuevas situaciones, exposicién de ideas, creacion de
conjeturas, razonamiento, expresar ideas de manera general, identificar elementos determinantes
en una Tarea, entre otros. De acuerdo a lo expuesto por Cafiadas y Molina (2016), Pinto (2016),
Bastias (2016), Thales (2003), entre otros, la adquisicion de este tipo de habilidades contribuyen

signficativamente para mejorar el rendimiento académico en general.
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La atencion de los estudiantes potencialmente talentosos en matematicas es una tarea que
requiere un gran compromiso, es necesario mostrar a la sociedad la utilidad y los beneficios que
trae el generar espacios que promuevan el talento matemético potencial. Cuando la sociedad en
general comprenda que esos talentos potenciales encierran el futuro cientifico y tecnoldgico de
todo un pais, se pondra freno al detrimento en que estamos sumidos. Como lo expone Radford
(2010), el rol del maestro ante este panorama es determinante, si bien es cierto que para esta
investigacion se trabajo con las condiciones “ideales”, esto no quita responsabilidad al papel que
dentro del desarrollo del Talento Matemaético Potecial juega el maestro. Es importante dejar clara
la posibilidad de generar espacios de discusion y razonamiento al interior del aula y desde la
temaética convencional, crear sujetos criticos y con un buen razocinio es compromiso de todo su
entorno, incluidos familiares, amigos e instituciones educativas; el reto para el docente de hoy,
estd en modificar la dindmica de clase y ser un agente facilitador en la construccion de
conocimiento, que genere aportes para que sea el sujeto quien tome las riendas de su aprendizaje

y se coprometa a dar lo mejor de si.

6.3 Sobre los programas extracurriculares
El espacio que en el GTM-UIS se genera, brinda a los estudiantes potencialmente talentosos, la

oportunidad de explorar y desarrollar sus habilidades matematicas.

La creacion del GTM-UIS representd un desafio, no s6lo por el compromiso personal que
este proyecto implica, sino por la responsabilidad que representa el trabajo extracurricular con un
grupo de estudiantes menores de edad. Iniciar un proyecto con estudiantes que proceden de
colegios publicos trae consigo un sinnimero de inconvenientes, desde la parte econémica
(transporte, alimentacion, entre otros), pasando por los tramites al interior de la institucion donde

se va a realizar la implementacion del proyecto, hasta el comportamiento (normatividad en el
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aula). Sin embargo, resulta satisfactorio e inspirador el tipo de avances que pueden lograrse con
estos individuos, al ofrecerles condiciones adecuadas (Marco Institucional), diferentes a las que a
diario encentran en su colegio y la respuesta de su parte es brindar su mayor esfuerzo y un gran

compromiso en el desarrollo de cada Tarea.

Como apoyo legal a esta propuesta, se presenta la postura del Ministerio de Educacion
Nacional (MEN) en Colombia, que en el decreto 366, hace referencia a la inclusion de
estudiantes con necesidades educativas especiales, y especificamente en el articulo 8 habla sobre
las condiciones que los estudiantes talentosos o con capacidades educativas excepcionales deben
tener en el aula. Esta propuesta incluye organizar, flexibilizar, adaptar y enriquecer el curriculo y
el plan de estudios, conforme a las condiciones y estrategias establecidas en las orientaciones
pedagogicas producidas por el Ministerio de Educacion y articular acciones con los semilleros de
las universidades regionales o locales para potenciar su desarrollo. Esta propuesta va en la misma
ruta de lo que desde el GTM-UIS se plantea, la diferencia estd en que la propuesta de la ley
contempla brindar esas condiciones adecuadas desde la diversidad del aula y de manera continua,
desafortunadamente esta investigacion sélo brind6 atencion a los estudiantes Potencialmente
Talentosos en Matemaéticas, durante dos semestres; queda latente la posibilidad de reabrir el
grupo e institucionalizarlo, con el fin de brindar un seguimiento a estos estudiantes, creando
conciencia ante los beneficios que trae para la comunidad, la atencion y promocién del talento, y
enfatizando en la necesidad de hacer cumplir las leyes aprobadas al respecto, que hasta el

momento no han generado el suficiente impacto.

Por tanto, Es fundamental crear condiciones adecuadas con el apoyo de instituciones

educativas universitarias para fomentar el desarrollo del talento matematico potencial, que
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permitan detallar con mayor precision aspectos asociados con: el seguimiento y acompafiamiento
del talento matematico, desde una perspectiva incluyente.
6.4 Sobre futuras investigaciones
Al ser esta investigacion enmarcada en un campo conceptual relativamente nuevo en nuestra
disciplina, abre muchas puertas que posibilian el inicio de nuevas investigaciones,
especificamente en relacion al Talento Matematico Potencial, al desarrollo del pensamiento
funcional vy a las caracteristicas que determinan un Marco Institucional al interior de un grupo de
enriquecimiento extracurricular.

Una primera investigacion que puede surgir es el estudio del Talento Matematico Potencial en
una aula regular, a partir del disefio de Tareas que impliquen situaciones funcionales, teniendo

como guia las Categorias emergentes propuestas en este documento.

Lo que fue nuestro Marco tedrico, en este momento lo estamos concibiendo como un modelo
que permite determinar las caracteristicas que debe cumplir un programa de enriquecimiento
extracurricular, esto a manera de hipétesis. Son considerados elementos del Marco Institucional
creado al interior del GTM-UIS: 1. El rol del docente, 2. El rol del estudiante, 3. El tipo de
Tareas implementadas y 4. El analisis de Tareas a partir de las categorias emergentes que fueron
descritas en el capitulo referente a la metodologia.

A continuacién se presenta el modelo inicial del Marco conceptual propuesto en esta
investigacion y el Marco que surge tras el analisis de las condiciones Institucionales que fueron
creadas en esta investigacion para el GTM-UIS. La parte del modelo propuesto que muestra la
familia incluye lianeas punteadas, porque aun no se han encontrado evidencias sélidas que
sustenten de manera tedrica la influencia de la familia en el Marco Institucional; por tanto no se

ha definido si se encuentra dentro o fuera de dicho Marco.
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Otro dato relevante en este modelo es la posibilidad de cambiar los elementos que conforman
el triangulo central, por otro tipo de pensamiento, con la intensién de probar si bajo las
condiciones del Marco Institucional propuesto, es posible potenciar otro tipo de actividad

matematica.
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Figura 16. Propuesta que pasa del Marco tedrico a un Marco Institucional
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Apendices

Con la siguiente tabla se presenta un andlisis de tres Tareas, a partir de la produccién de los
estudiantes, tanto en sus hojas de trabajo, como en las video grabaciones que se realizaron
durante el desarrollo de cada Tarea. Se resaltan los resultados mas relevantes y se presenta un
analisis donde se da cuenta de las relaciones funcionales que van surgiendo Recurrencia,
Correspondencia y Cvariacion, vistas como categorias de anélisis.

Apedice A: Entrevista Inicial (Tarea de la flor y Tarea de la serpiente)

PREGUNTA EVIDENCIA RELACION
FUNCIONAL

Problema de la serpiente

Dia 1 Dia 2 Dia 3

ENTREVISTA 1

Video 001 Inv.: (Cémo lo hicieron? ¢Quién tuvo la idea | En la primera
inicial? intervencion de E2
evidencia ~ que el
¢Cuantas partes estudiante ha logrado
tendra la establecer una relacion
serpiente en el de Recurrencia. El
dia 6? estudiante se centra en
encontrar el patron de
variacion, tal y como se
observa en la figura.
Cuando comprende que
este método le llevara
mucho tiempo decide

] ] abandonarlo y acogerse
Inv: Escuchandolos pude notar que tenian dos | g de su compariera.

ideas diferentes. ¢Estoy en lo cierto?

ElyE2:Si

E2: Ella [sefialando a su compafiera E1]

. - o Por su parte en la
Inv: [Dirigiéndose a E2]. ;Qué idea tenias tu? respuesta verbal dada

por E1 se evidencia la
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E2: Que en el dia 1 tenia dos triangulos, a ese le
sumaba cuanto le faltaba para llegar al dia 2 y a
ese le sumaba cuénto le faltaba para el siguiente
[Indicaba en su hoja de trabajo como se muestra
en las anteriores figuras]. Pero después vi que si
seguiamos asi no podriamos terminar porque no
es facil saber para un nimero grande. Entonces
mi compariera se dio cuenta de otra cosa.

N\

Day 3

Day 1

Day 2

Inv: [Dirigiéndose a E1] ;Qué hallaste?

E1l: Multiplicamos el ndimero del dia por el
mismo ndmero y le sumamos uno.

Inv: ;Como saben que eso funciona? ;Cual fue
su respuesta?

E2: Por ejemplo, en el dia 6 ... 6x6 que da 36
mas uno que seria la cabeza, 37.

Inv: Y enel dia 1?

E2: uno por uno es uno méas uno, dos.

Inv: ;Y en el dia 2?

E1: dos por dos es cuatro, mas una es cinco.
Inv: ;Y en el dia 3?

E1: tres por tres es nueve, mas una es diez.

relacion de Correlacion.
La estudiante observa
como las dos
cantidades (el numero
de dias y el numero de
partes de la serpiente)
se correlacionan. Esto
se evidencia en su
respuesta
“Multiplicamos el
namero del dia por el
mismo numero y le
sumamos uno”.
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Inv: ¢Creen que funciona del mismo modo para
todos los casos?

E1lyE2:Si

Inv: Ok. Sigamos.

Video 002

¢ Cuéntas partes
tendra la
serpiente en el
dia 10?

Inv: Como hiciste eso [Dirigiéndose a E1]
E1: diez por diez, mas una.

Inv: ¢ De la misma manera en que se hizo el
anterior?

El:si.

El estudiante usa la
misma relacién para el
dia 6 y el 10, es decir,
evidencia la relacion de
Correlacion.  Tal vy
como lo menciona
Pinto (2016), en los dos
casos, se observa que
relaciona  pares de
valores (a, f(a)) para
valores de a
correspondientes a los
casos particulares (6 y
10), estableciendo una
Correspondencia entre
la variable
independiente (NUmero
de dias) y la variable
dependiente (Partes de
la serpiente).

Video 002

¢Cuantas partes
tendra la
serpiente en el
dia 100?

Inv: ¢ Qué escribiste ahi? [Dirigiéndose a E2]

E2: En el dia 100 la serpiente tendra 101 partes.

L-€n ol Qo 400 \G\(S‘zw\“e\(\\ su({xm‘\q Aendve A00 A \m%es

~N

Inv: ¢Por qué es que tiene 101 partes?

E2: Porque cien por cien es... [el estudiante cae
en cuenta de su error de operacion y rectifica]
digo jejeje... 1000 y 1, mil uno.

Para dar respuesta a
esta pregunta el
estudiante E2 continda
aplicando la misma
relacién descrita para el
item anterior, tal vy
como se evidencia las
imagenes, es decir,
evidencia la relacion de
Correlacion.

Video 002

Inv: Recuerden que deben ser muy explicitos.

Para dar solucion a esta
altima pregunta, los
estudiantes E1 y E2
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Si tuvieras que
explicar como
hallaste el
numero de
partes para el
dia 100. ;Coémo

Que lo pueda entender un nifio que vaya de
primero.

E1. Multiplicamos el numero del dia por ese
mismo numero y al resultado le sumamos uno
que seria igual a la cabeza.

continuaron
implementando la
relacion funcional que

usaron en los items
anteriores
(Correlacion), con la

lo harias? E2: novedad de recurrir a
una representacion
numérica que deja ver

T oA PR la funcion que
WIS 1003100 § A= 100 4 ‘ representa esta tarea.
N 7/ -7
1000 44 También se resalta en
ltiolicando el di . . esta parte de la tarea
[mu ,tl%lclzarll 0 (—E) la_por ese mismo NUMEro y | g0 |os  estudiantes
sumandole la cabeza] llegan al momento 4,
Inv: y si la pregunta fuera para cualquier nimero | donde logran construir
de partes...un namero muy grande...por ejemplo | U@ expresion verbal
para un millon. que les permita hallar el
. o nimero de partes de la
E2: Un millon por un millon méas uno. serpiente para cualquier
Inv: para el dia 5 millones. dia.
E1: cinco millones por cinco millones mas uno.
Inv: Para el dia cien mil millones.
E1y E2: Cien mil millones por cien mil millones
Mas uno.
Inv: Como hallariamos el nimero de partes para
cualquier dia.
E2: Para cualquier dia ese nimero se multiplica
por si mismo y al resultado se le suma uno.
Problema de la flor
Aplicacion 1 Aplicacion 2 Aplicacién 3
Video 003 Inv: ¢ Como quedaria la flor tras la aplicacion 4? | Como se observa en la

¢Como estara la
flor tras la

E1l: Enla 4 quedo de 4 centros y de 10 pétalos.

figura, al enfrentarse
por primera vez a la
Tarea, los estudiantes
simplemente acuden a
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Inv: ;Y enla5?

E1: de 5 centros y de 12 pétalos.
Inv: ¢ Como lo supiste?

El: Bueno... Porque al nimero de la aplicacion
lo multiplicamos por 3 que seria el nimero de
centros y después le sumamos dos.

Inv: mmm... entonces de esto podrian decir,
¢con qué coincide el centro?

E2: si, con el nimero de la aplicacion.

Inv: Entonces en la aplicacion 1 ;cuéantos centros

hay?
E1yEZ2:Uno
Inv: ¢En la dos?
ElyE2: Dos
Inv: ¢En la tres?
E1yE2: Tres
Inv: ¢En la mil?
E1lyE2: mil

Inv: Ok. Entonces ustedes dicen: lo multiplico
por tres, ¢por qué lo multiplican por tres?

E1: Porque tenemos los de arriba, los del centro
y los de abajo [sefialando con su lapiz la
ubicacion de las partes de la flor].

dibujar  las  figuras
consecutivas,

brindando una
respuesta casi
inmediata. En  este
momento los

estudiantes no ven la
necesidad de analizar
en detalle las
caracteristicas de la
secuencia.

Cuando el numero de

aplicaciones va en
crecimiento, los
estudiantes ven la

necesidad de hallar una
estrategia diferente que
les permita hallar la
catidad de partes de la
flor sin tener que
recurrir a dibujar la
secuencia. En este
momento se evidencia

una relacion de
Recurrrencia, de
acuerdo a  Bastias

(2016), a medida que se
genera una secuencia

de valores, los
estudiantes podran
obtener el  patrén
recurrente.
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Inv: ok.

E2: y se le suman los dos de los lados.

Inv: ¢O sea que siempre le voy a sumar dos?, (0
no?

ElyE2: Si.

Inv: Y ¢qué es lo que varia entonces?
E2: El numero de aplicacion.

Inv: Y en la flor, ;Qué varia?

E1: El nimero de pétalos y de centros.
Inv: ¢ Qué permanece constante?

E2: Los dos de los lados.

Inv: ¢ Siempre?

ElyE2: Si.

Video 003

¢Describir
palabras

con
como

Inv: Explica como lo hiciste.

E2: En la aplicacion 10 habria 32 partes de la
flor.

En esta parte del
gjercicio se evidencia
una relacion de
Recurrencia, los
estudiantes se centraron
en encontrar el patron
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se vera la flor en
la aplicacién 10
y en el
aplicacion 20 y
en la 10007
Explica por qué
sabes que
funciona de este
modo.

E1l: En la aplicacion 20 habrian 62 partes de la
flor.

Inv: Por qué supieron que esa es la respuesta.

E1: Porque en la 20 por ejemplo, serian 20 por 3,
que daria 60 y los 2 de las esquinas que daria 62.

Inv: Y por qué veo un paréntesis y observo que
los dos coincidieron en ese paréntesis.

E2: Porque nos qued6 mal, porque no le
sumabamos los dos de los lados.

El: Porque tampoco multiplicAbamos por el
namero de la aplicacion, si no que hallabamos
era la diferencia de una aplicacion a la que nos
preguntaban.

Inv: ¢a qué diferencia te refieres?

E1l: Por ejemplo de la 10... no, de la 5 cuando
preguntaban la 10, entonces de la 5 a la 10
habian 5 y asi por 3 y ya.

Inv: mmm ya. Ok, muy bien. Entonces ¢por qué
saben que funciona?

E1l. Bueno, al nimero de la aplicacion lo
multiplicamos por 3 y le sumamos 2.

Inv: [Dirigiéndose a E2] ¢lo podrias decir de una
manera diferente?

E1: No. Lo pensamos los dos.

de variacion, y a partir
de ahi dar respuesta a
los demés items.
Cuando  comprenden
que este método no les
da los  resultados
esperados, deciden
abandonarlo y analizar
nuevamente el
ejercicio.

Cuando interviene el
investigador
cuestionando sobre el
proceso que se llevo a
cabo, surge la
justificacién esperada,
haciendo uso de la
relacion funcional de
correlacion. El
responde “Porque en la
20 por ejemplo, serian
20 por 3, que daria 60 y
los 2 de las esquinas
que daria 62.”

ENTREVISTA 2

Problema de la flor

Aplicacién 1 Aplicacion 2 Aplicacién 3

Video 004

¢Como estara la
flor tras la
aplicacion 4y
5?

Inv: ¢ Qué respondieron en esa pregunta?

E3: Lo hicimos asi [muestra la figura que
representd en su hoja de trabajo]

En este primer
acercamiento a la
solucion del problema,
se evidencia la relacién
de Recurrencia. El
estudiante se dedica a
realizar los dibujos
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¥ 1 s o

Inv: ¢ CAmo supieron que era esa representacion?

E4: Porgue observamos cada figura y dedujimos
que segun el nimero de aplicacion, habia una
cantidad de cuadrados, entonces por cada
cuadrado deberian haber dos triangulos, uno
arriba y otro abajo, y por cada figura debia haber
uno a la izquierda y otro a la derecha.

Inv: ¢{Hay algo que varie o permanezca constante
en todas las flores? Por ejemplo en la flor 1,
¢ Qué observamos en la flor 1?

E3: Pues ahi lo que permanece constante son los
dos triangulo de la derecha y de la izquierda.

Inv: (Eso permanece constante en todas las
flores?

E3: Si.

Inv: ¢y qué varia? Por ejemplo de la aplicacion
uno aladosoala100 o ala1000.

consecutivos que se le

piden, identificando
que el numero del
centro de la flor va

aumentando de uno en
uno, pero sin ahondar
demasiado  en las
caracteristicas
particulares que definen
esta secuencia.

Cuando en nivel de
dificultad aumenta, los
estudiantes empiezan a
relacionar las variables
del problema. Por
ejemplo, identifican
que el centro de la flor
coincide con el nimero
de la aplicacion del
fertilizante. En este
momento ya se
evidencia una relacion
de Correlacion, quiza
en un nivel preliminar.
Los estudiantes han
identificado que en la
secuencia hay tanto
elementos  constantes
como variables. Estos
hallazgos aportan en la
construccién de
pensamiento funcional.
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E3: Variar es ;Qué cambia?
Inv: Si.

E3: [Piensa por un momento] O sea, la cantidad
de cuadrados y tridngulos arriba y abajo.

Inv: Ok. Muy bien.

Video 004

¢Describir  con
palabras como
se vera la flor en
la aplicacién 10
y en el
aplicacion 20 y
en la 10007
Explica por qué
sabes que
funciona de este
modo.

E4: Segun lo que habiamos explicado antes, la
flor en la aplicacion 10 debe tener 10 cuadrados
a lo largo, 10 triangulos arriba, 10 triangulos
abajo, cada uno sobre un cuadrado y dos
triangulos, uno a la izquierda y otro a la derecha.

E3: En la aplicacion 20 es casi igual a la
aplicacion 10, sélo que cambia el nimero de
cuadrados y el nimero de triangulos.

Inv: ¢ Cémo lo escribiste?

E3: Yo escribi, 20 cuadrados a lo largo, 20
triangulos arriba y abajo y un triangulo en cada
lado.

Inv: ¢ Como quedd en el de mil?

E4: Es igual a los casos anteriores, solo tenia que
hay 1000 cuadrados, mil tridngulos arriba y abajo
y dos triangulos a la izquierda y a la derecha.

Inv: Ok, muy bien. Entonces ahora si yo quisiera
saber la flor en la aplicacion un millén. ¢;Como
quedaria?

E4: Con un millén de cuadrados, un millén de
triangulo arriba, un millén de tridngulos abajo y
uno a la izquierda y uno a la derecha.

Inv: [Dirigiéndose a E3] Si yo quisiera saber las
partes de la flor en la aplicacion cincuenta mil
millones. ;Cémo lo harias?

E3: De la misma manera que lo dijo E4,
cincuenta mil millones de cuadrados a lo largo,
cincuenta mil millones de triangulo arriba,
cincuenta mil millones de triangulos abajo y dos
triangulos, uno a la derecha y otro a la izquierda.

Inv: ¢ Cémo lo dirian para cualquier aplicacion?

E3: Yo diria que el nimero de cada aplicacion es

En este momento se
espera que los
estudiantes lleguen a
una expresion ya sea
verbal o algebraica, que
les permita ver la
manera en que se puede
hallar la cantidad de
partes de la flor para
cualquier aplicacion. Se
evidencia la correcta
interpretacion de parte
de los estudiantes, al

expresar de manera
sencilla, la forma en
que se van
transformando las
flores tras cada
aplicacién del
fertilizante, sin

importar que el nimero
de la aplicacion sea
cada vez mas grande.
En este moemento se
evidencia una relacion
de Correlaciéon, pues
los estudiantes estan
relacionando la
posicion de la figura
con la cantidad total de
partes de la flor.
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el nimero de cuadrados y el doble de triangulos,
sin contar el de la derecha y el de la izquierda.

E4: Tomamos el numero de la aplicacion y ese
ndmero se convierte en cuadrados, o sea, el
numero de aplicacién es la cantidad de cuadrados
y entonces debe haber una misma cantidad de
cuadrados y triangulos arriba y luego a los de
abajo. [recurre al ejemplo con 100 para explicar
lo que acaba de decir]

Problema de la serpiente

N # A
y ; . ’ /
] \ |/ i
LY Fa
1 i L2

Dia 1l Dia 2

L] i

Dia 3

Video 005

¢ Cuéntas partes
tendra la
serpiente en el
dia 6?

¢ Cuéntas partes
tendra la
serpiente en el
dia 10?

¢Cuéntas partes
tendra la
serpiente en el
dia 100?

Inv: [Dirigiéndose a E3] (Como lo hiciste?

E3: Lo hicimos en forma de una tablita, o sea,
pusimos en una parte el dia y en otra, partes del
cuerpo, para responder las primeras tres

preguntas. En el dia 1 tendria 1 parte, en el dia 2,
yo multipliqué 2 x 2 que me daria 4 partes de
cuerpo, en el dia 3 multipliqué 3 x 3 que daria el
namero de partes igual a 9 , en 6 multipliqué 6 x
6 que me daria 36 y ese es el nimero de partes
que tendria en 6 dias.

Inv: Ok. Muéstrame la serpiente, enséfiame el dia
1, ¢Cuéantas partes tiene?

E3: El dia 1 tiene un triangulito que seria una
partecita. El dia 2 yo multipliqué 2 x 2 me daria
4, tendria 4 partes del cuerpo.

En esta entrevista, se
evidencia el uso de una
estrategia diferente. Los
estudiantes hacen uso
de una tabla. Esta
herramienta les
permitio observar con
mas detalle la variacién
en la cantidad de partes
del cuerpo de la
serpiente, a medida que
avanzaban los dias.
Batias (2016) cita a
Doorman, et al., (2012),
para referirse a la
utilidad que representa
el uso de tablas a la
hora de evidenciar
relaciones funcionales,
especificamente
comenta: “se destacan
como representaciones
Gtiles para el estudio de
la covariacién el uso de
tablas y gréaficos” (p.
18).

En este momento se
evidencia como
dificultad para abordar
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Inv: Y lo que tiene un puntico ¢qué es?

E3: La cabeza de la serpiente.

Inv: ¢ La cabeza hace o no hace parte del cuerpo?
E4: Si, pero en ese caso nos quedo mal.

Inv: ¢Por qué?

E4: Porque nosotros observamos la figura pero
no contamos la cabeza... y nos dimos cuenta
que éstos [refiriendose a las partes del cuerpo],
era el resultado de elevar el numero de dias a la

2.

Inv: Ok. Entonces ¢qué tendriamos que hacerle a
la tabla para remediar esta situacion?

E3: Sumarle 1
Inv: Entonces ¢Como queda la tabla?

E3: En el dia uno hay una partecita del cuerpo y
le sumamos uno que seria la cabeza, nos daria
dos. En el dia 2, 2x 2 es 4 mas uno de la
cabecita, nos daria 5... en el de 100
multiplicamos 100 x 100 que daria 10.000 y
sumariamos 1 que es la cabecita y daria 10.001.

la Tarea, una mala
comprension de lectura,
pues inicialmente los
estudiantes no
consideran la cabeza
como parte del cuerpo
de la serpiente.

La construccion de la

tabla brindd a los
estudiantes la
oportunidad de ver con
mayor facilidad las
caracteristica de la

secuencia y del mismo
modo evidenciar con
mayor  prontitud la
existencia de relaciones
funcionales como
Recurrencia y
Correlacion.
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Video 005

Si tuvieras que

E3: Observando la figura y el nmero de dias se
eleva a la dos y el resultado es el nimero de
partes del cuerpo.

En este momento final
se logra evidenciar una
correcta interpretacion
del problema, al

explicar como Da Pardes del werpo expresar de manera
hallaste el D4 Abien verbal la manera en que
numero de S S se _puede hallar la
partes para el = : T cant!dad de partes de_Ia
dia 100. ;Cémo g - serpiente para cualquier
lo harfas? H 5 i R dia. A partir de esta
- = - Apilpspouetic 0 representacion, se
i ksl e evidencia la relacion de
: Correspondencia y
) ? A
Inv: ¢Siempre se eleva al cuadrado® Covariacion. De
E3: Si. acuerdo a Cafiadas Yy
) i Molina  (2016) los
E4: El nimero de dias se eleva a la dos y se suma | astydiantes pueden
uno crear tablas de valores
como herramientas para
organizar la
covariacion de datos.
ENTREVISTA 3
Problema de la serpiente
" .__‘\ T 7 T T .|
] " ._‘. y ; - l'\\' x.-f ;’.f ;.-f
| : ‘-._‘."f | ""V"" ¥ ra
Dia 1 Dia 2 Dia 3
Video 006 E6: Pues...miramos la imagen del primer dia, | En esta entrevista se

¢Cuantas partes
tendré la
serpiente en el
dia 6?

que tiene 2 partes, el segundo dia tiene 5
entonces se sumaron tres partes mas que el
segundo dia, y el tercer dia se sumaron 5 partes.
Entonces nuestra conclusién es que cada dia va
sumando 3 partes y luego 5 partes y se va
repitiendo. [Lo muestra con las manos]

Inv: ¢ Qué respondieron a la pregunta?

evidencia  que el
razonamiento de los
estudiantes se da de
manera unilateral. En
su razonamiento solo
estan  teniendo  en
cuenta la manera en
que aumentan las partes
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E6: En el dia 6 tiene 21 partes. Esto es porque en
el dia 4 le sumamos 3 y en el dia 5 le sumamos 5
y en el dia 6 le sumamos de nuevo 3.

Rlas reada 27 pav2es por bs 6 pas Yl
lld;n:—?Bf’V,ts
Suyeso  mmale Vo  auexalande :4/4::;*%:4 0%

5di0=18 pavtcs e

6(),-,,:27/»»’/{5
[Tendra 21 partes por los 6 dias porque

sucesivamente va aumentando 3 partes y 5
partes]

de la serpiente dia a
dia, sin prestar atencion
a la relacion que existe
entre los dias y la
cantidad de partes de la
serpiente.

La relacion funcional
que sobresale en este
caso es la Recurrencia,
debido a que solo
ponen en juego una de
las variables del
problema.

Video 006

¢ Cuéntas partes
tendré la
serpiente en el
dia 10?

¢ Cuéntas partes
tendra la
serpiente en el
dia 100?

E5: Bueno pues en el dia 10 aumentaria 35
triangulos, lo que la dejaria con 37 triangulos.
Porque sumamos otra vez... [se observa
confundido]

Inv: ¢Habra otra forma mas facil para hacerlo?
Por ejemplo si yo les pidiera la cantidad de
partes en el dia cinco millones... ;jcémo lo
harian?

ES5: Pues facil, porque multiplicamos por el...
[hacen operaciones en la mente y se muestran
confundidos]

Inv: ;Coémo hicieron el del dia 100?

E6: Como ya teniamos la informacién del dia 10,
entonces lo multiplicamos por 10, porque

10 x 10 es 100.

Inv: Ok. Sigamos.

Los estudiantes en este
momento empiezan a
ver que el método
usado adelante no es
muy Util cuando se trata
de un numero de dias
muy grande, asi que
tratan de encontrar una

estrategia que les
permita facilitar este
proceso. La

investigadora trata de
hacerlos caer en cuenta
que, multiplicando por
10 la cantidad de partes
que obtuvieron en el
dia 10, no es lo mismo
que la cantidad de
partes que tendran en el
dia 100, pero los
estudiantes parecen
confundidos, asi que
decide continuar para
no intervenir
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demasiado en el
analisis de los
estudiantes.

Video 007

Si tuvieras que
explicar como
hallaste el
namero de
partes para el
dia 100. ;Cémo
lo harias?

E5: Lo hicimos con  multiplicacion.
Multiplicamos 10 y 37 que es lo que crecia. En el
dia 10 daria 370 porque del dia 1 al 2 aumenta 3
partes y el dia 2 al dia 3 aumentaria 5. Entonces
al dia 10 tendria 37 cuadros, lo que significa que
si nos preguntan por el dia 100 tendria 370
triangulos en total y no estar sumando 3y5y 3y
5 entonces queda mas facil el procedimiento.

Como los estudiantes
solo observaron una de
las  variables, sin
intentar  hallar  una
relacion entre el dia y la
cantidad de partes de la
serpiente, no lograron
llegar al objetivo de la
Tarea, que consiste en
hallar una expresion
que relacione la
cantidad de dias con la
cantidad de partes de la
serpiente. Por lo tanto
en esta parte de la
Tarea los estudiantes
E5 y E6 no evidencian
ninguna de las
reslaciones funcionales
(Recurrencia,

Correspondencia y
Covariacion).

Problema de la flor

Aplicacién 1 Aplicacién 2 Aplicacién 3

Video 008

¢Como estara la
flor tras la
aplicacion 4y
5?

E6: Hicimos la representacion asi. En la

aplicacion 5 los pétalos de arriba son 5y los de
abajo también son 5 y los de la izquierda y
derecha siempre se mantienen.

En la solucion de este
problema, los
estudiantes lograron
desde un primer
momento relacionar la
cantidad de pétalos, con
el numero de la

aplicacion, para dar
solucion a los primeros
items. Con las

respuestas de  los
estudiantes, se
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Inv: Ok. Y en el centro ¢qué pasa?

E6: Hay también 5 centros que coincide con la
aplicacion.

evidencia una relacion
de Correspondencia
entre la cantidad de
pétalos y la cantidad de
aplicaciones del
fertilizante.

Video 008

¢Describir  con
palabras como
se vera la flor en
la aplicacién 10
y en el
aplicacion 20 y
en la 10007
Explica por qué
sabes que
funciona de este
modo.

E5: Yo escribi que como guiandome por el
centro y por la aplicacion, entonces a la
aplicacion 10 se verian 10 centros y 10 pétalos
arriba y abajo y dos a los lados, lo que seria
entonces 22 peétalos y 10 centros.

E6: Yo escribi que se hallaba el mismo patron,
que por cada aplicacion que le daban tendria los
mismos centros, digamos si tuviera 4 ...

Inv: En el caso de 20.

E6: En el caso de 20 como aplicaron 20 veces
tendria 20 centros, 20 pétalos de arriba y 20 de
abajo y 2 hacia los lados.

Inv: ¢Y qué pasa con 100? ;Queda igual?
E6: Si, porque siempre se mantiene el patron.

Inv: ¢Y en el caso de 1000?

E5 y E6: Mil centros, mil pétalos arriba, mil
pétalos abajo y 2 hacia los lados.

Inv: ¢ Siempre funciona?
E5y EG6: si
Inv:¢Por qué creen que siempre funciona?

E6: Porque es como un patrén, que siempre va
funcionando. Que siempre se da asi, porque con
cada aplicacion siempre van a haber el mismo
namero de pétalos y el mismo namero de
centros... no, perdon... es el mismo nimero de

Los estudiantes logran
hacer una descripcion
verbal de la manera en
que se va modificando
la flor tras la aplicacion
del fertilizante.
Mediante sus
respuestas, dejan ver
que comprenden las
caracteristicas
principales  de la
secuencia, lo cual
describen como un
patron, que les permite
saber la cantidad de
partes de la flor en
cualquier aplicacion del
fertilizante. Con estas
evidencias se puede
observar la relacion de
Recurrencia y
Correspondencia al
relacionar las variables
e identificar la manera
en que se va
construyendo la
secuencia.




PENSAMIENTO FUNCIONAL

138

pétalos de arriba y el mismo nimero de pétalos
de abajo.

Inv: Para cualquier flor ¢ Cémo lo describirias?

E5: Pues entonces seria cualquier nimero, seria
cualquier aplicacién, el mimo nimero de centros
seria el mismo numero de la aplicacion del
fertilizante y tendrian los mismo pétalos de
arriba y de abajo y los dos de los lados.

ENTEVISTA 4

Problema de la serpiente

Dia 1 Dia 2 Dia 3

Video 009

¢ Cuéntas partes
tendra la
serpiente en el
dia 6?

E8: Multiplicdbamos el dia por él mismo y le
sumabamos la cabeza.

Inv: ¢Cuanto les dio?

G

E7: 37

Inv: Bien.

S U AN g
X _\il : % f

\;i_»m«f é’ 1 %& AAé]/:]/E!M

. “ !

Bt

YA/ tiene B ¥riongales, 2%

En las respuestas tanto
verbales como escritas
se evidencia la relacion
de Recurrencia vy
Correspondencia. Los
estudiantes logran
relacionar de manera
adecuada las  dos
variables (nimero de
dias y cantidad de
partes de la serpiente),
para identificar la
cantidad de partes de
serpiente en un
determinado numero de
dias. Logran hacer una
representacion

numeérica y pictérica de

la situacion, lo cual
evidencia un  buen
analisis de las
principales

caracteristicas de la
secuencia.

Video 009

E7: El mismo procedimiento, elevamos al
cuadrado el dia y luego le sumamos 1 que es la

Al haber descubierto la
manera en que Se va
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¢ Cuéntas partes
tendra la
serpiente en el
dia 10?

cabeza y eso es igual a 101.
Inv: Muy bien.

Pookxo B

D:a 410 » 1o x/{c = 100 + 4= -{01
| contidad. da

Dea 4o tracngulos

wkez2q

construyendo la
secuencia, resulta
bastante simple para los
estudiantes  continuar
haciendo el mismo
procedimiento 'y dar
solucién a las preguntas
posteriores. En este
caso se observa una
representacion

numérica que muestra
la forma en que el
estudiante evidencia la
relaciéon de
Correlacion.

Video 009

¢Cuantas partes
tendra la
serpiente en el
dia 100?

E7. Para responder esta pregunta se hace el
mismo procedimiento.

Yunta C
‘o (oo (oe\x 100 = 19000 + 1 = Moo o> canty dad

!\‘n {oc

D

Inv: Si tuvieras que hallar el nimero de partes
para el dia 100. ;,como lo harias?

Pun D.

To
RHAZ Primero  elevamos ol cuadrado el dia  cotrespondiente 9
Wwego e sumawmes 3 Que es \o tobeza 3 ese resos tado
gs oo contidod de triangulog del (wevgo de lo sereiente,

[Primero elevamos al cuadrado el dia
correspondiente y luego le sumamos 1 que es la
cabeza y ese resultado es la cantidad de
triangulos del cuerpo de la serpiente]

Inv: Yo les oi que decia que para hacer ése
procedimiento se demoraban mucho. (A qué
procedimiento se referian?

E7 y E8: Dibujando la serpiente. [Muestran la
figura]

Inv: ¢Pretendian hacer los dibujos de todas las

Los estudiantes
admiten que al
principio so6lo estaban
dibujando las
serpientes, pero se
dieron cuenta que ese
proceso lleva mucho
tiempo. Decidieron
entonces, implementar
una estrategia mas
sencilla, multiplicando
el nimero de dias por si
mismo y sumandole
uno, para hallar el
nimero de partes del
cuerpo de la serpiente.

Este proceso lo
implementaron en
todos los items. Con
ese analisis, los

estdiantes evidecian la
relacion de Recurrencia
y Correlacion.
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serpientes hasta la 100?
E7yES8: Si.

una forma mas facil?

E7: La vedad no sé como.

Inv: ¢Como hicieron para darse cuenta que habia

Problema de la flor

Aplicacién 1 Aplicacion 2

Aplicacion 3

Video 010 Inv: {Como hicieron esta parte?

E8: Hicimos el dibujo.

¢COmo estara la

flor tras la p m .“/ 74
aplicacion 4y ” \
i A AAN

asi?

sucesivamente.

los lados.

E8: Siguiendo el patron, profe..
tiene 1 centro, la 2 tiene 2, la 3 tiene 3...y asi

3 ‘).,

Inv: ¢Cémo supieron que las figuras estaban bien

.La aplicacién 1

Inv: Y con los pétalos ¢Cémo funciona?

E8: La misma cantidad arriba que abajo y los de

En la solucion de este
problema se evidencia

que los estudiantes
desde el comienzo,
logran realizar una
conexion  entre la

cantidad de centros de
la flor y la aplicacién
del fertilizante.
Describen una relacion

de Correlacion, al
mencionar que coincide
el nimero de Ila
aplicacién de
fertilizante con la
cantidad de centros, de
pétalos en la parte
superior y de pétalos en
la parte inferior. Se

evidencia una relacién
de Recurrencia, cuando
los estudiantes
identifican los
elementos que varian
(centros de la flor y
pétales) y los que
permanecen constantes
(dos pétalos, uno a cada
lado de la flor) en la
secuencia, es decir, los
estudiantes han
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identificado las
principales
caracteristicas de la

secuencia.

Video 010

¢Describir  con
palabras como
se vera la flor en
la aplicacién 10
y en el
aplicacion 20 y
en la 10007
Explica por qué
sabes que
funciona de este
modo.

Inv: [Dirigiéndose a E8] (Como lo describiste
para 10?

E8: 10 cuadros, 10 triangulos arriba y 10 abajo y
2 a los lados.

E7: Para la aplicacion 20 con 20 cuadrados en el
centro, 20 tridngulos encima, 20 triangulos abajo
y 2 a los lados.

E8: Mil cuadros, mil triangulos arriba, mil
tridngulos abajo y dos a los lados.

Inv: ¢Por qué creen que eso funciona?
E8: Porque lleva un patron.

Inv: ¢ Qué es un patrén?

E7: Una sucesion

Inv: ¢ Qué es una sucesion?

E7: Es como decir 1, 2, 3, y todavia sigue el
patrén 4 5 ,6,...[hace en movimiento ondulatorio
con sus manos]

Inv: ;Como se veria en cualquier aplicacion?

[Los estudiantes acuden a ejemplos sin lograr
una generalizacion]

Es claro que los
estudiantes comprenden
la manera en que se va
formando la secuencia,
pero en el momento de
concretar una expresion
que de algin modo
generalice esa forma en
que se va construyendo
la secuencia, no logran
concretar, y recurren a
ejemplos. Esto implica
que no han logrado ir
maés alla de la relacion
de Recurrencia.
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Apéndice B: Tarea Problema de las baldosas

Pregunta EVIDENCIA RELACION
FUNCIONAL

Problema de las baldosas

Sesion 1

Video 001: | Inv.: ;COmo lo hiciste? Se evidencia que la
estudiante logra

Representa | E3: Como despues seguia la figura 5, hay 5 baldosas identificar con ayuda

la 52 figura | grises aca [sefialando en su figura]. de las imagenes

de Ia. dadas, la manera en
secuencia. que se va
construyendo la
secuencia. En este
momento se puede
evidenciar una
relacion de
Recurrencia, pues la
estudiante se apoya
en el patron que le
proporciona las
primeras 4 imagenes,
para construir las
siguientes.

y aca [sefialando la esquina superior izquierda de su
figura] y a este borde [sefialando la esquina superior
derecha de su figura] solo queda una blanca, y por eso
las hice asi.

Al  relacionar la
posicion de la figura
con las baldosas
grises de la primera
fila, de abajo hacia
arriba, se puede




PENSAMIENTO FUNCIONAL

143

Inv.: O sea que tu relacionaste la figura con ¢cuales
baldosas?

E3: O sea, digamos ésta es la figura 5 [sefialando la
figura] y la relacioné con las baldosas [sefiala todas las
baldosas].

Inv.: Ok. Pero yo ahi cuento 1, 2, 3, 4, 5, 6, y 7 baldosas.

E3: Lo que pasa es que acad y aca sobra una blanca [
indicando los dos extremos superiores de su figura],
porque asi estan las figuras otras.

Inv.: ;Lo relaciones con cuales baldosas? ;Con las de
qué color?

E3: Con [se queda pensando un momento] O sea, aqui en
la figura 4 habian 4 baldosas grises y una a cada lado que
era blanca [indica la hoja en la que se le ha propuesto la
tarea]

evidenciar, quizd en
un nivel basico, la
relacion de
Correspondencia. E3
esta relacionando las
dos variables
(posicion de la figura
y nimero de baldosas
en la primera fila de
abajo hacia arriba).

Por otro lado, con
este primer momento
de la Tarea, se puede
ver que los 7
participantes del
GTM-UIS lograron
evidenciar la relacion
de Recurrencia,
catalogada como la
méas elemental desde
e punto de vista de
Cafiadas y Pinto
(2016). Se consideran
evidencias de la
existencia de la

relacion de
Recurrencia en las
imagenes que
representaron los 7

estudiantes,  donde
construyen de manera
correcta las figuras 5
y 6 de la secuencia, a
partir de la
informacion que les
brindan las cuatro
primeras figuras
presentadas en la
tarea.
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Entonces en la figura 5 eran también 5 baldosas aca
[indicando el centro de la figura] grises y una blanca en
cada lado.

Las siguientes imagenes muestran la manera en que los 7
estudiantes dieron solucién al item a.

E3:

Pa. [ EEEAER
£ £ H : fl
AE2EE PEGEEE
fira 5. Fuae

El:

E2:
Q‘IQ‘\“ vl:"' I (’.‘g 3
i [
D ERE
E6:
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Video 002:

Representa
la 62 figura
de la
secuencia.

E4: Esta es la figura 6 y me di cuenta que asi era porque
siguiendo los ejemplos [se queda pensando un momento]

-,

e ———

Por ejemplo en la figura 1, tenia que haber un cuadrado
de color gris y 2 de color blanco, uno a cada lado. Arriba
en la siguiente fila tenia que haber a los lados 2 grises y
en el centro 1 blanco y arriba se repetia lo mismo que en
la parte de abajo, tenia que ser el del centro gris y en
cada lado uno blanco.

En esta parte se
evidencia una
relacion de
Correspondencia, en
un nivel elemental,
cuando el estudiante
logra identificar que
la posicion de la
figura se relaciona
con la cantidad de
baldosas  centrales.
Otro elemento que
nos permite
evidenciar la
existencia de una
relacién de
Correspondencia  es
cuando el estudiante
observa que en cada
fila hay 6 baldosas de
un color y dos de
otro, intercambiando
entre  blancas vy
grises.
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Inv.: Ok, entonces en la figura 6 tendria ¢cuantas
baldosas?

E4: En la figura 6 habré 6 baldosas grises, la blanca a la
izquierda y la blanca a la derecha [Indicado en su figura.]
Arriba, las que estaban grises antes las ponemos en
blanco y las que estaban en blanco las ponemos gris y
arriba [refiriéndose a la ultima fila] la volvemos a poner
como aqui abajo [refiriéndose a la primera fila], las
dejamos 2 blancas a los lados y en el centro las grises.

Video 003

¢ Cuantas
baldosas
tendra en
total la
figura 30?

E6: Yo creo que seria 96 profesora, porque mire [indica
la imagen de la figura 6]. Como es la figura 6 entonces
hay 6 baldosas grises y dos blancas aca [indica la
primera fila de abajo hacia arriba] entonces multipliqué
30 por 3 porque aqui siempre se mantiene el mismo
numero [refiriéndose al centro de la figura y lo relaciona
con la posicion de la misma]. Eso me da 90 y acé le voy
a sumar estas 3 [indica 3 baldosas a cada lado de la
figura] que sobran, aunque no es que soben, y me da 96.

En este momento se
evidencia en un nivel

mas avanzado la
relacién de
Correspondencia, la
estrategia

implementada en el
item anterior no es
acertada en  este
momento, ya que en
esta parte de la tarea
se pide una figura

que estd en una
posicion mas alta
(Figura  30). El

estudiante recurre a
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4
)

=11z

Ve

Inv.: Ok.

Las respuestas escritas de los estudiantes se muestran a
continuacion.

E3:

3% X R{n: I()I\dua 96 Eafclcsas !a F,qu(a 20.

96
[Tendra 96 baldosas la figura 30]
El:

b nE:Ll ?AP 90‘0 30 *Qnd!q' 36 baldosqs,

[En la figura 30 tendréa 96 baldosas]
ES5:

2y

]

E2:
Bén \q Qt}ﬂ& 32 hohvo C\Jb baldusas

[En la figura 30 habria 96 baldosas]

caracteristicas  mas
especificas de la
secuencia, que le
permiten relacionar la
posicion de la figura
con la cantidad de
baldosas.

En las respuestas
escritas se  puede
evidenciar diferentes
estrategias, por
ejemplo el estudiante
E4, quien halla la
manera de encontrar
la cantidad de
baldosas grises por
un lado y la cantidad
de baldosas blancas
por el otro; para
luego sumar las dos
cantidades y hallar el
total; con este analisis
se evidencia un

relacion de
Covariacion, el
estudiante logra

observar como varian
simultaneamente dos
variables y la manera
en que una de las
variables afecta a la
otra.

El  estudiante E5
multiplica por 3 la
posicion de la figura
y finalmente le suma

6; con esto se
evidencia una
relacion de

Recurrencia.

El estudiante EG6
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E6:

b ffa: Teadeia € baldosas o Tock §

[Tendria 96 baldosas por todas]
E7:

(D). Fendro en Yoral 96 ‘boodeses \o €iqera z0.

[Tendra en total 96 baldosas la figura 30]
E4:

==——yeeeee oy —— 3 — =

O F\(j 20 (},:B/)xl)+ T Gszfgil.
B 2044 - A
06 R eas $420-

suma tres veces la
posicion de la figura
mas 6, con esta
respuesta se observa
que el estudiante ha
identificado el patron
que  describe la
secuencia, por tanto
se ve una relacion de
Recurrencia.

El estudiante E3
suma la posicion de
la figura mas 2 y lo
multiplica por 3, esta
es otra evidencia de
la relacién de
Correlacion.

Los demas
estudiantes
simplemente dan una
respuesta directa, sin
dejar evidencia de su
proceso.

Con los procesos que
lograron realizar 4 de
los estudiantes, se
puede evidenciar
formas diferentes de
abordar el mismo
problema.

Video 004

¢Qué figura
de la
secuencia
tiene 81
baldosas?

Inv.: Bueno, cuéntanos qué hiciste ahi.

E2: Pues ... como en la figura 1, 2 y 3, Esto [sefialando
su figura] en la figura 2 habia 2 cuadritos grises. Esos 2
los multipliqué por 3 [sefialando con sus dedos] .

Para la solucion de
esta parte de la tarea
se  requiere  una
correcta

interpretacion de la
manera en que se va
construyendo la
secuencia. En este
caso los estudiantes
tienen el numero de
baldosas y necesitan
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Y le sume los 3 de los lados [indica los dos extremos de
la figura] para saber cuantas baldosas tenia en total.

Inv.: Y ahora como te daba el nimero de baldosas que
era 81. ; Como supiste qué figura era?

E2: Yo... multipliqué 25 por 3 que me da esto
[indicando la multiplicacion]

y le sumé 6 de los lados y ésta es la figura.
Inv.: { Qué figura es?

E2: La figura 25.

Inv.: Ok.

E3: Yo creo que le faltaria.

Inv.: ¢Que le falta?

averiguar la figura a
la que pertenecen.

En la explicacion del

estudiante E2 se
evidencia que
comprende la funcion
principal, es decir,
hay evidencia de la
relacion de
Correlacion, pero no
logra explicar

correctamente lo que
ocurre cuando en vez
de la posicion se le
facilita la cantidad de
baldosas.

Por su parte el
estudiante E7,
después de una

discusién entre varios
estudiantes, logra
explicar de forma
correcta la manera en
que se puede hallar la
figura, dada la
cantidad de baldosas.

Con este item
nuevamente saltan a

la vista varias
estrategias de
solucion, unas mas

elaboradas que otras,
pero al final casi
todos lograron llegar
a la solucion.

En esta parte de la
tarea es evidente la
aparicion  de la
relacion de
Correspondencia, al
lograr llegar a la
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E3: ¢Lo légico? O sea ¢sumarle 6 para que de 81? [con
tono irénico y un poco incrédulo]

E2: Si, porque son las 6 de los lados. [le indica a su
compariera las 6 baldosas de los lados de la figura]

E3: No porque mire alla en la figura 6, hay méas de 6
baldosas blancas.

E2: Mire se multiplica 6 por 3 y se suman los 6 de los
lados [indicando la figura 6].

E3: No deberia sumarle 25 mas 2, o sea la figura 25 mas
2 que son las de los lados que son blancas... ;seria base
por altura?

E7: No, lo que debe hacer es: réstele a 81 el 6 que son las
baldosas laterales, luego dividala en las 3 partes y saca el
resultado.

E3: Ah, yo lo hice diferente.
E7: ;COomo?

E3: Lo que le estoy diciendo, 25 méas 2 que me da 27, y
27 por 3 me da 81.

E4: Profesora yo lo hice de otra forma para hallar las
baldosas grises y las blancas.

Inv.: Listo, pasa y nos muestras.

E4: Esta es la figura 5 que hizo E3. Entonces abajo hay 5
grises

variable
independiente a partir
de la variable
dependiente,
estableciendo
relacion.

una

En 3 de las respuestas
escritas se  puede
evidenciar un
correcto manejo de la
funcion, en 2 de los
casos se evidencia la
estrategia de ensayo y
error, y en las demas

no se evidencia
ningn  tipo  de
proceso.
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y arriba otras 5, entonces yo lo hice como el nimero de
cualquier figura.

En este caso ya nos dimos cuenta que era 25, entonces lo
multiplicamos por 2 le sumamos estas 2 de los lados
[indicando las baldosas laterales en la figura] y entonces
eso daria 52. Y para las baldosas blancas tomariamos las
4 de los lados y las 25. Entonces seria 25 mas 4 que seria
29. Luego como ya tenemos las grises y las blancas
solamente nos faltaria sumarlas. En este caso seria 52
mas 29 que da 81.

Inv.: E3 pasa y nos cuentas como supiste cual era la
figura.

E3: Pues yo... como le explico para que me entienda
profesora [se queda analizando su respuesta] Pues yo
miré el punto 2 [item b de la tarea] y decia que en la
figura 32 habia 96 fichas.. O sea que debia ser menos de
32, pues bueno, yo lo hice asi.

Inv.: ¢ Eso quiere decir que lo hiciste a ensayo y error?
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E3: Como en la figura 32 habia 96 baldosas, entonces
aqui [refiriéndose a la figura con 81 baldosas] debia
haber un poquito menos. Primero multipliqué 20 por 3 y
me dio 60, era un poquito mas. Después 25 lo
multipliqué por 3 y me dio 75, entonces cogi 27 por 3
que me dio 81 . Porque O sea, 27 por 3 da 81, pro a esos
27 le quité 2, entonces quedaria 25 porque aqui y aqui
[sefialando a lado y lado del 25] hay una figura blanca.

Inv.: Ok muy bien, esa es otra forma de hacerlo. Ahora
E6, te escuché diciendo algo diferente, pasa y nos
muestras.

E6: Yo lo hice asi. 81 menos 6 da 75 y después lo
dividimos en 3 que son estas 3 partes [sefialando las 3
filas] y es nos va a dar 25.

A continuacién las respuestas escritas de cada uno de los
estudiantes.

E3:
mo%i

20 2.2 x 23% 'ﬂa: [_0 ,F,qua 25 londra 84 baldesas

= [tiplcamos 25 42 =23
o — en {olal porqee s moltp
= i 8/‘ 91D = 24

"o

[La figura 25 tendra 81 baldosas en total porque si
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multiplicamos 25 + 2 = 27 y 27 x 3 = 81]
El:

bR R SR v VMIUUJq

C;‘qufdp i valdogas eq 19 figuig 2.5.

[Habra 81 baldosas en la figura 25]

E5:
Nt 7.5 S T y
()waolm(.ym Bl m— = TeEE Uy
fho 21 2% St ¥ ¥ 3 v
hay €igwa Juc 4, 1 81 18 £

0
M 1 \m\dﬂ'a’ ; g 3y 344 B
~C A
c‘){-\yoeo aTam o Gamplefor 'M“gs R

viemde ¢
1no|o~ Teniendo enCuenfa, l.u ‘?9wo; (N”\Sd | ’
or  Con o valdorar

[Seria la figura (no hay figura que tenga 81 baldosas)]
E2:

o
€83 baldosas Yendua o Gqura mumete 25

[81 baldosas tendra la figura nimero 25]

E6:

E7:
@. g1-6= 523425/ qgura

E4:

t_.gl.' cada Hokal &Zshq\dx;:“ s
35042 -5
Biof — 2225 2244 2a'

g de 3, pafide. aCH 1)
O 8l

C(J 'LQ!)&‘O‘Q W”ﬂols‘r‘g o se QD"”‘"”‘(:&QJJ

enfonces b la hym 2%

e B:N+Y R: Bh

3 &= B3
CJ{NxLYrZ gl oe F-'l\xq

[Si cada total de baldosas es multiplo de 3, a partir de 9
(figura 1)]
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Anexo C: Entrevista Final (Tarea del tren en movimiento)

Pregunta EVIDENCIA RELACION
FUNCIONAL
Tren en movimiento
)
e
Entrevista 1
Video 001 | Inv: ¢ Cuél es la situacién? En las respuestas dadas
6 H N q q por los estudiantes se
: Hay un tren que recoge vagones en cada parada. evidencia que  han
.Cuantos Inv: ;Empieza con cuantos vagones? identificado  desde el
vagones _ comienzo la forma en
tiene el tren | E7: Con dos. que van aumentando los
después de | Inv: ;En la primera parada cuantos recoge? vagones. Se evidencia la
la  parada relacion de Recurrencia,
10? E6y E7: El doble en el momento en que el
- estudiante afirma que
Inv: ¢El I ien?
¢El doble de quie aumenta el doble de la
E7: Del anterior. anterior.
Inv: ¢ Siempre es asi? Los estudiantes logran
e relacionar el numero de
E6y E7: Si. la parada con la cantidad
Inv: ;Como hicieron para saber cuantos vagones habia | de& vagones que le
después de la parada 10? corresponden. _§e
_ ) _ evidencia una relacion
E7: Solamente averiguamos el nlimero consecutivo de 10 | ge Correspondencia
es 11, entonces hallamos la potenciacion de 10 a la 11. cuando el estudiante dice
Inv: O sea ¢del nimero siguiente? ;Funciona? “Solamente averiguamos
el ndmero consecutivo
E7: Si, por ejemplo la primera: el nimero siguiente es 2 | de 10 es 11, entonces,
y dos a la dos es 4. Y asi funciona con todos. hallamos la potenciacién
del0alall™.
Los estudiantes
o E7: Entonces seria 2 a la 101. evidencian en su
¢Cuantos v Ent dara . it o respuesta una correcta
vagones nv: ¢Entonces nos dara un nimero pequefiito? interpretacion  de  la
tiene el tren

después de

E6: Profesora... [Risas] ... seria muy grande.

situacion,
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la  parada | E7: Seria un tren muy extrafio. implementando la misma
100? , - estrategia que utilizaron
E7: Dos elevado al numero siguiente de la parada. para el item anterior, es
decir, que en su proceso
evidencian una relacion
de Recurrencia.
En esta respuesta se
. . evidencia un  claro
i,/;:u:rr]léts)s E7: Engancha el doble de la parada anterior. dominio de la relacién
recgo een de Recurrencia, pues el
ca dag estudiante esta
arada? identificando la manera
P ' en que varia una de las
variables.
¢Puedes En este momento el
encontrar estudiante responde con
una relacion una expresion verbal,
entre el | E6 y E7: Nimero de vagones es igual a 2 elevado al que le permite hallar la
nimero de | nmero siguiente de la parada. cantidad de vagones de
paradas que tren en cualquier parada,
hace el tren evidenciando la relacion
y el numero de Correlacion.
total de
vagones?
¢;Cémo le E7: En este momento los
explicarias 8 | o oo s e e estudiantes intentan
unamigoel | 2 a mmere sigviente el nvmero defrrola garada, explicar con sus palabras
Proceso o, R tondes seaveias | €l procedimiento  que
para es 9ue Si SO0 Numeros grandes entonces debera cdlwlq siguieron, coincidiendo
grimero ‘& 88 & VM‘M}Q Sherioy Y hay S \wxg*'\\:\3<.c\y-lo por 2
calcular el eso es SomMO UN Reqsito WMas largs fero b verdod en que hay dos maneras
, 3 \ftcomo € e & 2 e\eVvaado eso &t € YOcexp es .
ndmero de S gero <3 sue 05 6 rems s g oo o de saber la cantidad de
vagones del | [seusmes e lesamERetRREe IS Sslameote RS iia A vagones. Una  es
tren para [Para poder hallar el nimero de vagones tiene que elevar | conociendo la cantidad
cualquier 2 al nimero siguiente de la parada. de vagones de la parada
numero de inmediatamente anterior.
paradas? También se puede hallar pero con nimero de paradas | La otra forma es

pequefias duplicando el numero de vagones de la parada
anterior, es que si son numeros grandes, entonces debera
calcular primero la de la parada anterior y ahi si
multiplicarlo por 2 y eso es como un poquito mas largo,
pero la verdad si multiplicamos el de 2 elevado 9, el
proceso es como el mismo, pero es que con nUmMeros
la cantidad de vagones vy

pequefios ya sabemos
solamente lo duplicamos.]

elevando al cuadrado el
numero de la parada.
Este estudiante escribe
que en ndmeros muy
grandes cualquiera de los
dos proceso se hace
complicado; con este
analisis evidencia una
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[Yo lo esplicaria que para hallar el namero de vagones
necesitariamos elevar 2 al nimero siguiente de la parada
o el nimero siguiente, asi hallariamos cualquier parada,
pero seria un procedimiento muy largo para hallar el
namero de vagones. Si son el nimero de paradas mas
largo, el procedimiento es mas largo, pero si el numero
es pequefio, el procedimiento es mas corto. Otra seria
sumando el mismo namero de vagones por el mismo, o
sea el doble.]

relaciéon de Recurrencia,

Correlacion y
Covariacion, pues ha
identificado las
principales

caracteristicas que
describen la secuencia,

la relacién entre las
variables y cdémo una
variable afecta a la otra.

Entrevista 2

Video 002 | Inv: ;Qué hicieron ahi para saber cuél era la respuesta? En la respuesta de la
T . . estudiante se evidencia
E1l: Pues yo multipliqué por dos el nimero anterior de la relacion de
L Cuntos vagones [sefiala con su mano], por eJempIo aqui se | pacirrencia, oues esta
muestra que 4, entonces por dos que seria 8, por dos 16, da sol q
vagones or dos 32 v me dio 2048 centra la solo en una de
tiene el tren P y ' las variables, que en este
después de caso es la manera en que
la  parada van aumentando los
10? vagones.
¢ Cuantos E1: Pues, le agregamos un cero mas. Los estudiantes no
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vagones lograron hacer la
tiene el tren transicion  entre  la
después de Recurrencia y la
la  parada Correlacion. Se centran
100? Gnicamente  en  los

cambios que surgen en
una sola de las variables.
No responden ante los
interrogantes hechos por
parte de la investigadora
e y contindan pensando
Inv: ¢ Sera que funciona? que ~se obtiene igual
cantidad de vagones al
E5: Si. multiplicar los vagones
] . que hay en la parada 10
- ? e
Inv: ; Como saben que funciona’ al multiplicarlos por 10,
E5: Pues profesora, porque al multiplicar por ejemplo el | que los que habra en la
1 por 10... mmm, no. Porque es nada mas multiplicar el | Parada 100.
1y ponerle los ceros.
Inv: ¢Sera que funciona asi tan facil? Revisen la tabla
para ver si funciona.
Se interrumpe la entrevista por falta de tiempo.
Entrevista 3
Video 003 | Inv: ;Qué fue lo primero que hiciste? En esta entrevista se
. evidencia la Recurrencia,
E2: Revisar la tabla. el estudiante centra su
.Cuantos Inv: ;Qué observaste? analisis en la cantidad de
vagones _ vagones y la forma como
tiene el tren E2: En cada tabla se aumentan 4 vagones. van aumentando, sin
después de | Inv: ;Cuatro? De 8 a 16 ;hay 4? entrar a estudiar la
la parada relacién entre las
10? E2: No. O sea, como lo explico [se queda pensando por | variables.

un momento] ...O sea yo...
Inv: ¢ COMo supiste que aqui era 64 y aca el 128?
E2: Porque 32 por 2 es 64.

Inv: O sea que lo miraste asi... entonces [sefialando los
primeros resultados] ¢aca cémo obtuviste el resultado?

E2: Pues...4por2es 8,8 por2es 16, 16 por2es 32, 32
por 2 es 64 y 64 por 2 es 128.

Inv: ¢Cuantos vagones tiene el tren después de la parada
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10?

E2: Lo hice multiplicando por dos hasta llegar a 10.

¢ Cuantos
vagones
tiene el tren
después de
la  parada
100?

E2: Para el de 100 multipliqué este nimero [sefialando el
de la parada 10] por 10.

B
Inv: ¢ Crees que asi funciona?

E2: Pues... No sé...

Inv: Observa la tabla... imagina que tienes los vagones
de la parada 1 y te pido los vagones de la parada 5. ;Da
igual el multiplicar 4 por 5 que la cantidad de vagones
que hay para la parada 5?

Inv: ¢Cuénto es 5 por 4?

E2: 20.

Inv: Y en la parada 5 ¢cuantos tengo?
E2: 64.

Inv: ¢ Entonces es lo mismo?

E2: No.

Inv: Entonces ;habra otra estrategia que me permita
saber la cantidad de vagones para la parada 100?

E2: Yo creo que si.
Inv: ¢ Qué forma serad?
E2: Pues...[se queda pensando].

Inv: Bueno avancemos.

Parece un error comdn el
que los  estudiantes
consideren que hay la
misma  cantidad de
vagones en la parada 100
que los que habra al
multiplicar 10 por la
cantidad de vagones que
hay en la parada 10. Esto
lo atribuyen a que 10 por
10 es 100. En este caso a
pesar que el investigador
se apoya en un caso
particular cercano para
mostrar el error al
estudiante, no es posible
que el estudiante logre
establecer una relacion
entre las variables de la
Tarea.

¢ Cuantos
vagones
recoge en
cada

E2: En cada parada aumenta, por ejemplo, si en la
parada 5 hay 64 vagones, aumenta el doble de la anterior.

El estudiante comprende
muy bien la manera en
que se va formando la
secuencia de vagones,
pero no logra analizar a
fondo las relaciones que
pueden surgir entre las
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parada? dos  wvariables, esto
significa que no logra ir
mas alla de la relacion de
Recurrencia.
¢Puedes Inv: ¢ Habra algo que me permita relacionar el namero de | EI estudiante no logra
encontrar la parada con el nimero de vagones? ver ningan tipo de
una relacion relacion entre la cantidad
entre el E2: Pues, 2 por 4 es '8, 3por8esl6y4por2es... No de vagones y la cantidad
nimero de [se observa confundido] de paradas, esto implica
paradas que | Inv: ;Habr4 otra? que solo evidencia la
hace el tren relacion de Recurrencia.
y el nimero E2: Yo creo que si, pero... no sé.
total de
vagones?
¢Cémo le E2: Esa si me quedd mal, porque yo estaba pensando que | El estudiante manifiesta
explicarias a | en cada parada aumentaba 4 vagones. Pero por eso le | que tendria que hacer
un amigo el | expliqué en el anterior que se aumentaba era el doble, | paso a paso todas las
proceso pero lo que escribi era que aumentaba el 4. paradas, para saber la
para s . . cantidad de vagones.
calcular el Inv: ¢ Como podrias explicar lo que sucede? Puede  identificar  de
nimero de | E2: Me di cuenta que aumentaba el doble de la parada | forma clara la manera en
vagones del | anterior. gque  aumentan los
tren para o ) vagones de parada en
cualquier Ir_1v: Y si quieres sabe,r en una r,)arada_ mas grande, por parada, pero no le es
nimero de | elemplo en la 100. (Cémo lo harias? Si no sabes el de el posible  hallar  una
paradas? 99. expresion que le permita
E2: No sé... [Risas]. saber la cantidad _de
vagones en  cualquier
parada.
Entrevista 4
Video 004 | Inv.: (Qué fue lo primero que observaron antes de iniciar | Los estudiantes
la solucion? evidencian en su trabajo
la relacion de
L Cuntos E3: Que en cada parada aumenta el doble. Recurrencia, al
vagones Inv.: ;Cémo asi? identificar la variacion
tiene el tren de los vagones y como
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después de
la  parada
10?

E4: Que tenemos un namero de vagones y a la siguiente
parada tenemos el doble de vagones.

Inv.: Ok. Entonces eso me es util para cuando tengo el
namero anterior. Pero si me preguntan por un ndmero
grande. ¢ También funciona?

E4: No exactamente.

Inv.: Qué respondieron a la cantidad de vagones en la
parada namero 10.

E4: Como lo dijimos antes, lo hicimos multiplicando por
dos hasta llegar al 10.

se van obteniendo a
partir de la cantidad
existente en la parada
inmediatamente anterior.

¢ Cuantos
vagones
tiene el tren
después de
la parada
100?

E4: Como tenemos el de la parada 10, como 10 por 10 es
100 entonces supusimos entre ambos que el numero de la
parada 100 seria el nimero de la parada 10 por 10.

Inv.: ¢Y como saben que eso funciona? Revisen en la
tabla casos cercanos. ¢Creen que haya otra forma de
hacerlo?

E4: A mi se me vino a la cabeza esta forma pero no fui
capaz de terminarla. Mire por ejemplo, el dos se
multiplica por si mismo que seria 4, entonces 8 por 8 da
64 y ... [se queda pensando]. No, con eso no consigo
nada...

Inv.: Vamos a revisar las preguntas para tratar de aclarar
las cosas.

En este momento se
evidencia un  error
comun en la mayoria de
los participantes, al
pensar que se obtiene la
misma  cantidad de
vagones al multiplicar 10
por la cantidad de
vagones que hay en la
parada 10, que los que
habréa para la parada 100.
Esto lo piensan debido a
que 10 por 10 es 100.

¢ Cuantos
vagones
recoge en
cada
parada?

E3: Cada vagon es la cantidad que habia en la parada
anterior por dos, o sea aumenta el doble.

Se evidencia con la
respuesta que el
estudiante tiene clara la
manera en que aumentan
los vagones parada tras
parada, pero no logra
establecer relaciones
entre las variables.

E4: Tomamos el nimero de vagones de la parada
anterior y lo multiplicamos por dos.

Inv.: Pero se pregunta es por la relacion entre el nimero
de paradas y el nimero de vagones. Y ustedes estan
haciéndolo solamente entre vagones.
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E3: En cada parada aumenta el doble de vagones de la | Inicialmente el
. parada anterior. estudiante solo evidencia
¢Puedes o . L la relacion de
encontlrar_ ’ Inv.: Revisen qué otra relacion pueden encontrar. Recurrencia, pues su
gr?’?re:ee? “ON 1 E4: Mire, [expresa emocién y asombro por creer haber analisis esta  centrado
nimero de | €ncontrado una nueva relacién ] en la parada 1 hay 4, la solo en la cantidad de
paradas que dgferenc_la entre 1 y4es 3. Enla pgrada 2 hay 8 y la | vagones. Tras muchas
hace el tren | diférencia entre 2y 8 son 6, que seria 3 por 2. En la 3 preguntas por parte de la
v ¢l némero hay 16, la deferencia entre 16 y 3, serfa 13... Entonces investigadora, el
total de no.[hace un gesto de decepcion al no haber conseguido est_udlan_te _,Iogra
vagones? nada] evidenciar la relacion de

E3: Otra cosa que podemos ver es que el nUmero que hay
en el nimero de vagones es multiplo de 2.

Inv.: Como podrias explicar que el 4 es multiplo de 2.
E3: Si multiplicamos 2 por 2 es 4.

Inv.: ¢Y ahora el 8? [Sefialando el nimero de vagones en
la segunda parada].

E3: Es multiplo de 2 porque 2 por 4 da 8.

Correspondencia entre la
cantidad de vagones y la

cantidad de paradas.
Dado que comprende
que el ndamero de

vagones corresponde a
potencias de 2.

Después logra identificar
la manera en que se
ubica el exponente.
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Inv.: Pero como 4 es 2 por 2, entonces al 8 lo podemos
ver como... /Cudantas veces el 2?

E3: Tres.

E4: Profe, es que eso lo podemos ver como potencias de
2.

Inv.: ¢Y como podrias relacionar eso con el nimero de
paradas?

E4: Seria el nimero de paradas mas 1, seria el
exponente.

Inv.: ; COMo asi?

E4: O sea que en la parada 100 seria igual a 2 a la 101.
Inv.: ¢(Seguro?

E4: Si porque la parada 3 es 16, y 16 es igual a 2 a la 4.

Inv.: En ese orden de ideas, si fuera en la parada 1000...
¢cOmo quedaria?

E4: Entonces habria 2 elevado a la mil uno.




