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RESUMEN

TiITULO: UNA INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DE CONTROL DIFUSO. H
AUTOR: NICOLAS LUNA CHACON H

PALABRAS CLAVE: CONJUNTO DIFUSO, LOGICA DIFUSA, SISTEMA DE CONTROL DIFUSO,
METODO MAMDANI, METODO TAKAGI-SUGENO-KANG.

DESCRIPCION:
En el afio 1965, el ingeniero Lofti A. Zadeh, introduce el concepto de légica difusa con la pu-
blicacién del articulo “Fuzzy Sets. Information and Control, 8, (1965), 338-353”. De manera
sucinta, Zadeh propone la Légica Difusa como una manera de procesar la informacion de for-
ma tal que los datos puedan tener una pertenencia gradual a los conjuntos universales. Esta
propuesta, cobrd gran importancia en la comunidad académica cuando su teoria encontré asi-
dero en el mundo de las aplicaciones y en el desarrollo mismo de la matematica inherente por
medio de los sistemas de control difuso, sistemas que emulan el proceso de razonamiento de

un humano experto en un campo especifico de conocimiento.

En el presente trabajo se recuerdan los conceptos basicos de la teoria de conjuntos difusos, se
extienden los conceptos de la légica clasica al contexto difuso, y se realizan dos aplicaciones
de los sistemas de control difuso, sobre el control de plagas en plantaciones de mora. Estas
aplicaciones son desarrolladas a partir de datos recopilados en la finca San Rafael del munici-
pio de Santa Béarbara, Santander, Colombia. En la primera aplicacion se empled un sistema de
control difuso basado en el método de Mamdani para deducir el nivel de concentracién de un
determinado insecticida requerida para el control quimico de la plaga Trips en una plantacion
de mora. En la segunda aplicacién, se determind la tasa de crecimiento de la plaga Trips por

medio del método de Takagi-Sugeno-Kang.

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Elder JesUs Villamizar Roa, Doctorado
en Matematicas.
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ABSTRACT

TITLE: AN INTRODUCTION TO FUZZY CONTROL SYSTEMS H
AUTHOR: NICOLAS LUNA CHACON H

KEYWORDS: FUZZY SET, FUZZY LOGIC, FUZZY CONTROL SYSTEM, MAMDANI METHOD,
TAKAGI-SUGENO-KANG METHOD.

DESCRIPTION:
In 1965, engineer Lofti A. Zadeh, introduced the concept of fuzzy logic with the publication of
the paper "Fuzzy Sets. Information and Control, 8, (1965), 338-353". In a succinct way, Zadeh
proposes Fuzzy Logic as a way of processing information in such a way that data can have
a gradual membership in universal sets. The Zadeh proposal gained great importance in the
academic community when it found a foothold in the world of applications and in the develop-
ment of inherent mathematics, in particular, in fuzzy control systems, which are systems that

emulate the reasoning process of a human expert in a specific field of knowledge.

In this work, we recall the basic concepts of fuzzy set theory and the concepts of classical
logic are extended to the fuzzy context. We develop two applications of fuzzy control systems
devoted to the control of pests in blackberry plantations. These applications were developed
from data collected at the San Rafael farm in the municipality of Santa Barbara, Santander,
Colombia. In the first application, we study a fuzzy control system based on the Mamdani
method to deduce the level of concentration of a certain insecticide required for the chemical
control of the Trips pest in a blackberry plantation. In the second application, we estimate the

growth rate of the Trips pest by means of the Takagi-Sugeno-Kang method.

Bachelor Thesis

Faculty of Sciencie. School of Maths. Director: Elder Jesus Villamizar Roa, Doctorate in Maths.
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INTRODUCCION

Los fendmenos del mundo real se encuentran impregnados de informacién subijeti-
va, ambigua, imprecisa, que aunque el ser humano sea capaz de interpretar, comu-
nicar y ejecutar, la légica convencional no es la adecuada para procesar este tipo
de informacién. Por ejemplo, si a una persona se le dice que mezcle los ingredien-
tes para hacer una torta hasta que esta esté ligeramente espesa, ciertamente esa
persona entiende la regla descrita en la receta, sin embargo, esa informacion es de
dificil representacién en un lenguaje que pueda ser entendido por un computador.
Ese tipo de términos linglisticos como “ligeramente espesa” o “muy caliente” no tie-
nen fronteras totalmente determinadas, siendo asi, expresiones de naturaleza vaga
e imprecisa. Lo interesante del asunto, es que la incertidumbre en el modelado es

un comun denominador en muchas areas del conocimiento.

Hoy dia se conocen diversos enfoques para el tratamiento de la incertidumbre; uno
de ellos corresponde a un enfoque de tipo probabilista y que tiene por objeto lidiar
con la incertidumbre causada por la aleatoriedad de eventos, enfoque que proviene
desde principios del siglo XIX, con un lugar de destaque dentro de la Fisica Cuan-
tica y la misma matematica, en donde el uso de métodos estocasticos juega un
papel determinante. Basta recordar el famoso Principio de la incertidumbre de Wer-
ner HEISENBERG (1729) que establece que es imposible que determinados pares
de magnitudes fisicas observables y complementarias sean simultaneamente cono-
cidas con precisién. Para complementar este tipo de enfoque, aparece en escena
la Logica Difusa la cual corresponde a una l6gica multivaluada, es decir, una légica
que permite mas de dos valores de verdad, que proporciona un marco matematico
que permite lidiar con la incentidumbre proporcionando herramientas formales para

su tratamiento.
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Se puede decir que la Logica Difusa tuvo su origen en 1965 con la publicacion del
articulo “Fuzzy sets. Information and Control, 8, (1965), 338-353”, bajo la autoria del
profesor Lofti A. ZADEH, quien fuera catedratico de la Universidad de Berkeley, Cali-
fornia, USA. De manera sucinta, Zadeh propone la Légica Difusa como una manera
de procesar la informacion de forma tal que los datos puedan tener una pertenencia
gradual a los conjuntos universales. Defini6é por primera vez los llamados conjuntos
difusos y con ellos vino la extension de diversas estructuras légicas como las propo-
siciones, las relaciones, las implicaciones, etc. Paralelamente, establecida la teoria
de conjuntos difusos, se inicio el desarrollo del Andlisis Difuso que comprende as-
pectos como la continuidad, la diferenciabilidad, la medibilidad y la integracién de
funciones difusas y todas sus implicaciones, entre ellas, las ecuaciones diferencia-

les e integro-diferenciales difusas.

La propuesta de Zadeh cobr6 real importancia en la comunidad académica cuando
su teoria encontrd asidero en el mundo de las aplicaciones y en el desarrollo mismo
de la matematica inherente. En efecto, fue en la década de los 70 cuando la Logica
Difusa tuvo sus primeras aplicaciones en los sistemas de control, impulsando asi
un enorme desarrollo de procesos industriales, entre los que podriamos citar, la pri-
mera aplicacién de un sistema de control difuso a una maquina de vapor por parte
de Ebrahim H. MAMDANI y Sedrak ASSILIAN en el afio 1974; el controlador difuso
propuesto por la empresa Hitachi en 1987 para el control del tren-metro de Sedai,
o el control de inyeccién quimica en plantas depuradoras de agua disefiado por la

planta purificadora de agua Fuiji Electric en 1993 .

' P. TREMANTE y J. BREA. “Una visidn de la teoria difusa y los sistemas difusos enfocados al

control difuso”. En: Ingenieria Industrial. Actualidad y Nuevas Tendencias 4 (2014), 121-136.
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A pesar del amplio desarrollo tedrico de la I6gica difusa a comienzos de los anos
70 y de las primeras aplicaciones propuestas por grandes cientificos de la época,
en Estados Unidos prevalecia un cierto rechazo hacia esta nueva teoria; sin em-
bargo, los japoneses encontraron la I6gica difusa como una herramienta innovadora
para el modelado matematico y las aplicaciones reales de éste, pues observaron
gue podia ser implementada en multiples campos de la ciencia donde los sistemas
de control convencionales no funcionaban correctamente. De tal manera que en los
comienzos de la década de los 80, en Japdn, se incrementaron de manera masiva
las aplicaciones de los sistemas de control difuso, sistemas que emulan el proceso
de razonamiento de un humano experto en un campo especifico de conocimiento.
Los sistemas de control difuso emplean una base de conocimiento, expresado en
términos de reglas de inferencia difusas relevantes, y una serie de reglas de produc-
cién que generan inferencias difusas correspondientes al area en que se trabaja. Un
ejemplo de este tipo de sistemas corresponde a las lavadoras difusas, las cuales,
de acuerdo al nivel de suciedad identificado en las prendas introducidas, escoge
la cantidad de agua y solvente necesario para realizar un lavado acorde al estado

inicial de la prenda.

En el aho 1974, cuando Mamdani disefi6é el primer sistema de control para la ma-
quina de vapor, plante6 un modelo de controlador difuso conocido como método
Mamdani, que hasta los anos 80 fue implementado en la mayoria de aplicaciones.
No fue sino hasta el afio 1983, cuando Tomohiro TAKAGI y Michio SUGENO plan-
tean un sistema de control difuso; posteriormente enriquecido por Geuntaek KANG,
conocido como método Takagi-Sugeno-Kang (T.S.K), que a diferencia del método
Mamdani, permite trabajar sistemas que tratan con una base de datos muy exten-
sa, posibilitando la creacion de reglas condicionales mas sencillas y objetivas. Este

nuevo método fue acogido por la comunidad cientifica y es, hasta el dia de hoy, uno
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de los métodos mas utilizados en la aplicacion de sistemas de control difuso H

El auge generado por la implementacion de la l6gica difusa en Japén, sorprendioé
a los investigadores de otros lugares del mundo, entre ellos Estados Unidos, tanto
que, en 1992 la primera Conferencia Internacional de la IEEE sobre sistemas de
control difuso fue realizada en San Diego, California, EE.UU. Con el realce de la
teoria de conjuntos difusos en Europa y Estados Unidos, esta teoria se consolidd
como una de las ramas de la matematica, valorada enormemente por sus aplicacio-

nes reales en la industria.

En el presente trabajo se ofrece una introduccién a los fundamentos de la Légica di-
fusa con un enfoque hacia el tratamiento de los llamados sistemas de control difuso,
qgue corresponden a sistemas de control que utilizan la légica difusa para producir
salidas para cada entrada difusa. En razén de ello, el trabajo se encuentra organi-
zado de la siguiente manera: En el primer capitulo se introduce el concepto de
conjunto difuso y sus operaciones basicas de unidn, interseccién y complemento.
Adicionalmente se revisa el concepto de a-nivel de un conjunto difuso, el cual es
fundamental en el desarrollo de esta teoria, dado que los a-niveles de un conjunto
difuso permiten representar dicho conjunto por medio de los teoremas de represen-
tacién y descomposicion. Finalmente, se presenta el concepto de numeros difusos,
que corresponden a conjuntos difusos definidos sobre los nimeros reales. El se-
gundo capitulo est4 enfocado hacia la fundamentacién tedrica de la légica difusa,
donde se extienden los conceptos de la l6gica clasica al contexto difuso, empezando
por las t-normas, t-conormas y negacion difusa que son extensiones de la intersec-
cién, unién y negacion clésica respectivamente; también recordamos el concepto
de relacion difusa y algunas propiedades. Asi mismo, se introduce el concepto de

variable linglistica, que corresponde a una variable cuyos estados son conceptos
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lingUisticos como bajo, alto, corto, etc. y permiten conectar la teoria de conjuntos
difusos con la légica difusa. Posteriormente se establecen los conceptos de propo-
sicién e implicacion difusa que son fundamentales para el desarrollo la inferencia
difusa que constituye la base para el desarrollo de los sistemas de control difuso.
En el tercer capitulo, se introducen los llamados sistemas de control difuso, inician-
do con una breve explicacion de los sistemas de control clasico con el objetivo de
extender este concepto al contexto difuso; posteriormente se describen los pasos
fundamentales para la implementacion de los sistemas de control difuso. En par-
ticular, haremos énfasis en dos modelos modelos de inferencia difusa, a saber, el
método Mamdani y el método Takagi-Sugeno-Kang. Finalmente, en el cuarto capi-
tulo, se expone un par de aplicaciones de los sistemas de control difuso con miras
a poner en practica la teoria expuesta en los capitulos anteriortes. Nos planeamos
dos sistemas de control relacionados con el control de plagas en un cultivo de mora.
En la primera aplicacion usamos un sistema de control difuso basado en el método
de Mamdani para deducir el nivel de concentracién de un determinado insecticida
requerida para el control quimico de la plaga Trips, que es una plaga que que co-
munmente afecta este tipo de cultivos. En la segunda aplicacién, usamos el método

de Takagi-Sugeno-Kang para determinar la tasa de crecimiento de la plaga Trips.

Para el desarrollo correcto de este trabajo fue necesaria la recoleccion de datos de
una plantacién de mora de castilla, esta fue realizada en la finca San Rafael del
municipio de Santa Barbara, Santander, Colombia, en la vereda La Salina, la cual
se encuentra ubicada a una altura de 2.065 msnm, con una temperatura promedio
de 18°C' y precipitacién anual de 2.300 mm; en dicha finca fueron recopilados da-
tos cada 3 dias durante dos meses sobre la presencia de hongos, Trips y aranita
roja en las hojas y frutos de dos plantas de mora sin espina, la primera, la cual

no fue fumigada en ningdn momento, mientras que a la segunda tuvo tratamiento
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con fungicidas e insecticidas aplicados de acuerdo a orientaciones del agrénomo

encargado.
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1. CONJUNTOS DIFUSOS

En el afo 1965, Lofti A. Zadeh, en su articulo titulado “Fuzzy Sets” £, introdujo el
concepto de conjunto difuso, queriendo representar la vaguedad o imprecisién pre-
sente en fendbmenos en los cudles no hay una descripcidn clara de sus cualidades.
A partir de este concepto, se inicia el desarrollo de un area de las matematicas con
un gran espectro de aplicaciones de problemas del mundo real, lo que ha llevado
a que en los ultimos anos se haya generado un gran interés por este tema y multi-
ples matematicos hayan explorado notablemente la teoria de los conjuntos difusos,

y subdreas afines.

En el presente capitulo revisaremos los conceptos basicos de la teoria de conjun-
tos difusos, comenzando con su definicion, ejemplos y las operaciones basicas de
interseccién, union y complemento. Posteriormente se dara introduccion al concep-
to de nivel de un conjunto difuso, acompanado de los teoremas de representacion
y descomposicién, y del principio de extensidén de Zadeh; finalmente se revisara el
concepto de numero difuso. Todo lo anterior para establecer las bases de la funda-

mentacion tedrica de la légica difusa.

1.1. CONJUNTOS DIFUSOS

En la teoria clasica de conjuntos, dado un universo X y un subconjunto A de X, se
define la pertenencia de un elemento de x € X a A, a partir de la funcidn caracteris-
tica x 4 definida como xa(x) = 0 en el caso en el que x no pertenecea A,y xa(z) =1

en el caso en el que x pertenece a A. Sin embargo, la caracterizacién de conjun-

2 L. A. ZADEH. “Fuzzy sets”. En: Information and control 8.3 (1965), 338-353.

19



tos a través de la funcion caracteristica es muy restrictiva debido a que no permite
describir con claridad conjuntos con niveles de vaguedad, por ejemplo, al estudiar
un grupo de plantas del que se desea conocer cuando su nivel de afectacion por
cierta plaga es considerado alto; si decimos que es alto cuando el porcentaje de
contaminacion es mayor o igual al 50 %, se puede malinterpretar puesto que si la
planta tiene un nivel de afectacion del 49 %, toma un valor de 0 en la respectiva fun-
cion caracteristica, y por lo tanto, es posible afirmar que el nivel de contaminacién
de la planta no es alto, incluso si su diferencia es de solo 1% con el valor que si es
considerado como alto; por lo tanto, es ventajoso y necesario extender la funcién
caracteristica a una que tome valores en el intervalo compacto [0, 1] permitiendo asi
grados de pertenencia diferentes de 0 o 1 de un elemento a sobre un conjunto A; de
esta manera, la planta con un porcentaje de afectacion del 49 % no tomaria el valor
de 0 en la funcion caracteristica, sino podria tomar un valor de 0.9, lo que se puede
interpretar diciendo que la planta cumple en gran proporcidn las caracteristicas del
conjunto, pero no en su totalidad, y sin embargo no es excluida totalmente de dicho

conjunto.

Definicion 1.1.1. Sea X un conjunto no vacio. Un conjunto difuso de X es una
pareja (A, ) donde A es un subconjunto de X y o : A — [0,1] una funcién de
membresia tal que p(z) representa el grado de pertenencia de un elemento = de
X a A. Se dice que z pertenece totalmente al conjunto si u(x) = 1; x pertenece

parcialmente al conjunto si 0 < u(x) < 1;y x no pertenece al conjunto si u(x) = 0.

Podemos notar que las funciones cuyo recorrido es el conjunto {0, 1} corresponden
a los conjuntos clasicos, asi, los conjuntos clasicos son un caso particular de los

conjuntos difusos.

En los textos es usual encontrar la notacion A o 4 para denotar un conjunto difuso

A, donde A se usa para denotar la caracteristica del conjunto, mientras que 4 se
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usa para representar el grado de pertenencia que se le asigna a cada uno de los
elementos del conjunto universal X; por ejemplo, sea X el conjunto de las plantas
de un cultivo, A podria representar el conjunto de plantas con un nivel alto de con-
taminacion de cierta plaga , mientras que 1.4 define el grado de pertenencia que se
le asigna a cada planta de este conjunto. A lo largo de este texto usaremos indistin-
tamente estas dos notaciones ya sea para mencionar un conjunto difuso A, o para
nombrar la respectiva funcién de pertenencia . 4. Por su parte, el conjunto de todos

los conjuntos difusos sobre X se denotara por F(X).

Dado un conjunto difuso A la eleccién de su funcidén de pertenencia .4 €s subjetiva,
ya que depende del contexto del problema que se analiza; por ejemplo, en el caso
de querer representar el conjunto de los numeros que estan cerca de 0, podriamos

usar la funcion de pertenencia dada por:

0, siz < —106 2z > 10,
ulz) = xglo, six € [-10,—1],
_x—9107 siz € [1,10],
\ 1, size(—1,1),

Figura 1. Conjunto difuso que representa los "numeros cerca al 0".

—10 -11]11 10 ©

pero asi mismo, en otro contexto, otra posible funcion de pertenencia para este
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mismo concepto podria ser:

0, siz<—-106x>1,
u(z) = r, size[-1,0),

—x, size[0,1].

Figura 2. Conjunto difuso que representa los "numeros cerca al 0".

Ejemplo 1.1.2. Queremos definir un conjunto difuso que represente las plantas con
un porcentaje alto de contaminacién de cierta plaga, sobre todas las plantas de

cierto cultivo; en este caso podemos usar la funcion de pertenencia:

0, si z < 30,
u@)={ L 3 size[30,40],
10
1, si z € (40,100].
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Figura 3. Conjunto difuso que representa "las plantas con un porcentaje alto de
contaminacion”.

0 30 40 €

donde el eje z indica el porcentaje de frutos contaminados. Sin embargo, es po-
sible que por el tipo de cultivo la planta estudiada necesite de al menos el 50 % de
los frutos contaminados para que el agronomo la considere lo suficientemente con-
taminada y ya sea de preocupacion; en este caso una funcion de pertenencia podria

ser la siguiente:
0, si z < 50,

T .
ulxr) = -
(z) 55 sl € [50,60],

1, si z € (60, 100].

Figura 4. Conjunto difuso que representa "las plantas con un porcentaje alto de
contaminacion".

0 50 60 T
Con esto recalcamos que los factores que asociados con el contexto del proble-

ma nos ayudan a definir una funcién de pertenencia mas adecuada dependiendo de

los objetivos que proponemos alcanzar.
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1.2. OPERACIONES BASICAS ENTRE CONJUNTOS DIFUSOS

Dentro de la teoria clasica de conjuntos, son definidas tres operaciones basicas
entre los subconjuntos de un conjunto X, a saber, la union, la interseccién y el
complemento. Sobre la familia P(X) de todos los subconjuntos de un conjunto X,

los conjuntos unién, interseccion y el complemento, dados por A, B € P(X),
AUuB={re X|r e Aox e B},

ANB={x e X|r € Ayxe B},

A= {z e X|v ¢ A},

pueden ser caracterizados en términos de la funcién caracteristica como:
Xaup(z) = méx{xa(z), xp(2)},
Xans(r) = min{xa(x), xp(x)},

Xae =1 — xa(z).

Esta caracterizacion permite extender de manera natural estas tres operaciones
al contexto de los conjuntos difusos, cambiando las respectivas funciones caracte-
risticas por las siguientes funciones de pertenencia que representan nuevamente

conjuntos difusos:
(11 V i) (@) = méx{pa (o), pup(x)} = A() V B(z) = (AV B)(x),
(114 A ) (@) = min{pa(z), wp(2)} = Alx) A B(z) = (AN B)(x),
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(pac(x) =1 = pa(z).

Para representar el maximo y el minimo entre los valores A(x) y B(x), es usual con-
siderar las notaciones A(z) vV B(z) y A(x) A B(x) respectivamente. Con la siguiente
ilustracién podemos comprender graficamente como funcionan estos operadores

entre conjuntos difusos.
Sean Ay B € F(X) con funciones de pertenencia representadas en la Figura 1.1.

Figura 5. llustracion de A(x) y B(z).

La unién e interseccién de Ay B, asi como el complemento de Ay de B son repre-

sentados en la Figura 6.
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Figura 6. llustracién de las operaciones basicas sobre conjuntos difusos.

Aunque la mayoria de propiedades del algebra de la teoria clasica de conjuntos
se mantiene, como la distributividad, la identidad, la involucion, entre otras, existen
algunas excepciones como es el caso de las propiedades de la contradiccion y la
media inclusién, es decir, en F(X) no es cierto que A Vv A° = X y tampoco que

A N A = (). Este es el contenido de la siguiente proposicion. (para detalles ver ).

Proposicion 1.2.1. Si A, B,C € F(X), se satisfacen las siguientes propiedades:

Asociatividad: (AVB)VC =AV(BVC)y(AANB)ANC =AN(BAC).

Conmutatividad: AVB=AVByAANB=AAB.

3 G.ARENAS DIAZy E. J. VILLAMIZAR ROA. Introduccién a las ecuaciones diferenciales difusas.
Ediciones UIS, 2018.
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Distributividad: AV (BAC) = (AVB)A(AVC)YyAN(BVC)=(AANB)V(AANC).
Identidad: AV)=Ay ANX = A.

Involucidn: (A°)c = A.

Idempotencia: AVA=Ay ANA=A.

Absorcion: AV (AANB)=AyAAN(AV B) = A.

Absorcionpor )y X: AVX =Xy AnD=0.

Leyes de de Morgan: (AV B)° = A°AB°y (AN B)° = A°V B°.

Como se menciond anteriormente, los conjuntos difusos en general no cumplen con
la ley de contradiccion, es decir, en general AV A° # X y A A A° # (). Por ejemplo,
en el conjunto difuso A : X — [0, 1] definido de tal manera que A(z) > % para todo
x € X,tenemos que AV A° = Ay AN A° = Ac; por otra parte, observemos que si
el conjunto difuso A : X — [0, 1] es definido de tal manera que A(z) < % para todo
r € X,tenemos que AV A° = A°y AN A° = A; de hecho si A(z) ¢ {0,1} entonces
A(z) € (0,1); por lo tanto, también tenemos que A(z)¢ € (0,1) y en consecuencia
(AV A%)(z), (AN A%)(x) € (0,1).

1.3. a-NIVELES DE UN CONJUNTO DIFUSO

Asociado al concepto de conjunto difuso esté la definicidn de «-nivel de un conjunto
difuso; concepto que cobra importancia no solo a la hora de caracterizar los conjun-
tos difusos en términos de sus « -niveles, sino a la hora de analizar las funciones

difusas desde el punto de vista de la continuidad, la diferenciabilidad, la integrabili-
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dad, etc.

Definicién 1.3.1. (a-nivel) Dado un conjunto difuso u : X — [0, 1], y cualquier nu-

mero « € (0, 1], el a-nivel [u]* de u corresponde al conjunto:

[u]* = {z|u(z) = a}.

No consideramos el caso cuando o = 0 pues no seria Util definir [u]° = {z €
Xl|u(x) > 0} dado que en ese caso, [u]® = X; es por esta razén que se introdu-

ce el concepto de soporte de un conjuntos difuso, como se vera a continuacion.

Definicion 1.3.2. (Soporte) Sea X C R™ un espacio topologico, y consideremos el
conjunto difuso u : X — [0, 1]. El soporte de un conjunto difuso u« se define como
la clausura del conjunto de todos los x € X tales que su valor de pertenencia es

positivo, es decir,

[u]” = {x € X|u(x) > 0}.

Ejemplo 1.3.3. Consideremos un conjunto difuso que represente los numeros cer-

canos al 1, dado por la funcién de pertenencia,

0, Sir<—-10x>3,
r 1 .
=4 = +=, sl -1,1
v(z) 5 Ty stzel-L1)
3 .
———, S 1,3].
|33 Sizelld
. . rz 1 3 =z
Entonces, a partir de las ecuaciones 3 + 3= y 375 =% obtenemos que los
a-niveles estan dados por:
[u]* = [2a0 — 1,3 — 20, a € (0,1],
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Figura 7. llustracion de [u]® y [u]°.

Por su parte, el soporte de u(x) es el intervalo [—1, 3].

Una propiedad importante de los a-niveles que sigue inmediatamente a partir de la
definicion, es que el orden total de los valores de « en [0, 1] es preservado inversa-
mente por la inclusion de conjuntos de los a-niveles respectivos; es decir, dado un

conjunto difuso u y dos valores ay, ay € [0, 1], tal que a; < as, tenemos que

[u]* D [u]*2. (1.1)

Otra propiedad interesante de los «-niveles es que la union de «a-niveles de dos
conjuntos, es equivalente al a-nivel de la unién de los dos conjuntos; igualmente
para la interseccion; es decir, dados dos conjuntos difusos u; y us, y un valor o €

[0, 1], tenemos que

[Ul N Ug]a = [Ul]a N [UQ]O[, (1 2)

[ur U ua]® = [un]* U [uo] . (1.3)

En efecto, para cada = € [u; N uy)®, se tiene que (u; Nuy)(xz) > «, y por lo tanto,
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min{u; (), uz(z)} > a. Esto quiere decir que uy(z) > oy uy(z) > o, de lo cual z €
[u1]*N[us]®, y €n consecuencia, [u; Uus]* C [u1]*U[us]®. Para ver la otra contenencia,
notemos que para todo = € [u]*U[us]®, se tiene que x € [uy]* Y = € [uy|®, por lo tanto
uy(z) > ayug(x) > a. Asi, min{u; (z), us(z)} > «, lo que implica que (u;Nusy)(x) > «a,
entonces z € [u; Nug)®, y concluimos que [u; Uus]® D [ug]*U[us]®. Esto muestra que

[ug Nug)® = [ug]® N ug)®. La prueba de (1.3) es andloga.

1.4. TEOREMAS DE REPRESENTACION

La principal funcion de los a-niveles en la teoria de conjuntos difusos es la de repre-
sentar conjuntos difusos. En esta seccion mostraremos que cada conjunto difuso
puede ser representado por la familia de todos sus a-niveles. Esta extensiéon nos
permite extender ciertas propiedades y operaciones de los conjuntos clasicos a los

conjuntos difusos.

Teorema 1.4.1. H Sean X un espacio topoldgico y {N,|a € [0,1]} una familia de

subconjuntos de X tales que:
1. Ny = X;
2. sia < 3, entonces Nz C N,;
3. siag <ay < ... <limy o, = , €Ntonces N, = ﬁ N, .

p=1

Entonces, la funcién « : X — [0, 1] definida por
u(z) = sup{a € [0, 1|z € N,}

es un conjunto difuso tal que [u]* = N, para cada « € [0, 1].

El siguiente teorema muestra como descomponer un conjunto difuso en términos de

sus a-niveles.
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1
Teorema 1.4.2. (Teorema de descomposicién). Para todo u € F(X) se tiene que

u = \/ QO Xujes

a€(0,1]

donde x,~ es la funcion caracteristica del a-nivel de v y \/ denota la uniéon (no

numerable) de conjuntos difusos.

1.5. PRINCIPIO DE EXTENSION

Una pregunta natural que surge a la hora de trabajar con conjuntos difusos es la
de cémo operarlos; por ejemplo, consideremos la suma de conjuntos difusos sobre
un espacio vectorial topoldgico X; si la suma se realiza como se suman funciones
ordinarias cabe la posibilidad de que obtengamos un elemento que no pertenezca

a F(X), es decir, es posible que existe un z € X tal que
(u+v)(z) = u(z) +v(z) ¢ [0,1].

Esto mismo sucede con otras operaciones como la multiplicacién por escalar. E/
Principio de extension de ZadehE permite operar adecuadamente sobre F(z), es-
tableciendo que dada una funcion f : X — Y, ésta se puede extender a conjuntos
difusos por medio de la aplicacién f : F(X) — F(Y), donde f se define para cada

u e F(Y), como:

B sup u(z), si fHy) #0,
Fy) = { ==

0, si f'(y) =0,

paracaday €Y.

El siguiente resultado permite caracterizar el principio de extensién cuando f es

31



biyectiva.

Teorema 1.5.1. ESi f: X — Y es biyectiva, entonces

Demostracion. Sabemos que si f es biyectiva, entonces f(x) = y si, y solo si,

f~(y) = =, asi, se tiene que

sup  u(@) = u(f ' (y),
ref-1y)

si f~1(y) # 0, por lo tanto, se sigue que

]

De manera similar, si X;, X5 y Y son conjuntos no vaciosy f: X; x Xy — Y, el prin-
cipio de extensidon permite extender f al contexto difuso por medio de la aplicacion
f: F(X1) x F(X5) = F(Y), donde f(u,v) esta definida por

= sup  min{ui(z1),ua(z2)}, si f7H(y) # 0,
flur,u2)(y) = (z1,w2)€f 7 (y)

0, si f'(y) =0,

para cada y € Y, donde f~!(y) es el conjunto de todos los puntos de (x1,z3) €

X; x X, tales que f(x1,22) = v.
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Si X posee una estructura lineal, por ejemplo R", se puede definir la multiplica-
cién de conjuntos difusos sobre F(X), a partir de el principio de extension.

En particular, sea f : RxR — R definida por f(x1,z2) = x1-x2, por el principio de ex-
tension, la multiplicacién de conjuntos difusos a partir de esta funcion esta definida
por la aplicacién f : F(R) x F(R) — F(R), donde f(u,v) es dada por

- sup  min{u(z), v(z2)}, si f7H(y) #0
flu,v)(y) = ¢ (@e2)ef~(y)

0, si f7iy)=10

para cada y € Y. Notemos que paracada y € R, f~!(y) # 0; asi

(u-v)(y) = fu,0)(y) = sup min{u(z),v(zs)}.

T1°T2=Y

Analogamente se puede definir la adicién de conjuntos difusos y la multiplicacién

por escalar de un conjunto difuso sobre F(X), entre otros, como sigue:

Definicion 1.5.2. (Adicion y producto por escalar en (X )). Sea X un espacio vec-
torial. Si consideramos f : X x X — X definida por f(x,z2) = x1 + x2, entonces
f induce, mediante el principio de extension, la operacion de adicién sobre F(X)

como

(w+v)(y) = sup minfu(z), v(es)}.

T1t+x2=Y
Andlogamente, si A € R, y consideramos f : X — X donde f(x) = Az, enton-
ces f induce, mediante el principio de extension, la operacion de multiplicacion por

escalar, sobre F(X) por

Fou)y) = o3) = 2z

X{O}(m), si A=0.
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En el siguiente ejemplo se ilustra la suma y producto por escalar de conjuntos difu-

SOsS.

Ejemplo 1.5.3. EConsideremos los siguientes conjuntos difusos u y v:

v(x)

(

\

0, sixz ¢ [5,12],
-5 .

’ , Sizelb17],
1, siz € (7,10),
—12 .

i , siz e [10,12].
2
0, six ¢ [1,6],

r—1 .

I 1,3,5

55 Siz€ll, 3.5,

z—06 .

—W, Sl € [3,5,6]

A partir del principio de extensién obtenemos que la suma de los conjuntos difusos

u 'y v esta dada por

u(z) + v(x)

0, siz ¢ [6,18],
r— 06 .
I 1

5 siz €6, 10,5],

1, siz e (10,5, 13,5),
r—18 .
— 1 18].

5 sixz € [13,5, 18]
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7+3,5
Por otro lado, el producto de u por un escalar A vendria dado por:

1_ A
[IRFAN
/N
VAR
;N
;N
/N
/ : \
4 : \
/ : \
4 N \
4 : \
/ \
/ : \
/7 i A
/ : NS
/ : A
! : S
N ..' Ay N <
i P . kY
T 1 T T—T T
0 3.5 5 t 7 104 12

Figura 8. Suma de los conjuntos difusos v y .

~ =
o+1

10+ 3,5 12+6
0, siz ¢ [5), 12)],
TN Gip e BATAL
Au(z) = 2\
1, siz e (TA, 10)),
—2 4 12)
[~ 2y

si x € [10A,12)].

Figura 9. Multiplicacion del conjunto difuso « por un escalar .

e T,

}
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1.6. NUMEROS DIFUSOS

De todos los conjuntos difusos, existen ciertos conjuntos a los que se les da una

importancia particular; estos conjuntos son los que tienen la forma

u:R —[0,1].

Se pueden ver intuitivamente como aproximaciones de numeros o intervalos, por
ejemplo “numeros que estan cercanos a cierto nimero” o “numeros que estan al-

rededor de un intervalo de numeros reales”.

Definicion 1.6.1. Un numero difuso es un conjunto difuso de la forma

u:R —[0,1]

tal que cumple las siguientes tres propiedades:
1. u es un conjunto difuso normal, es decir, existe un z, € R tal que u(zq) = 1, 0,

que h(u) = 1. En general, al valor h(u) = sup u(x) es comunmente denominado
rzeX

“altura” del nimero difuso u.

2. u es un convexo, es decir, u(Az + (1 — N)y) > min{u(x),u(y)}, para todo X €
[0, 1].

3. [u]* es un intervalo cerrado para todo « € (0, 1].
4. el soporte de u, [u]°, es compacto.

El conjunto difuso debe ser normal ya que este concepto de “numeros cercanos a ¢”
debe ser totalmente satisfecho por c. Las condiciones 2 y 3 son requeridas para que

se nos permita definir operaciones aritméticas en términos de la aritmética estandar
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definida sobre intervalos cerrados E

Algunos ejemplos de numeros difusos incluyen numeros reales ordinarios e inter-
valos de numeros reales, como se observa en la Figura 1.6 (a) es un namero real
(singleton difuso) 1.7 ; (b) un intervalo cerrado ordinario[1, 5, 2], (¢) un numero difu-
SO que representa los numeros “cercanos a 1,7"; y (d) lo que se conoce como un
intervalo difuso [1,5, 1,9].

Figura 10. Comparacion de los numeros e intervalos clésicos con los difusos.

(a) (b)

1__ ,,,,,,,,, . 1__ ......... —

1,7 r 1,5 2 T

1,2 1,7 2,2 T 1 1,51,924 =

El siguiente teorema nos permite caracterizar a los numeros difusos.

Teorema 1.6.2. HSea u € F(R), entonces u es un numero difuso si, y solo si, existe

un intervalo cerrado [a,b] = ) tal que

1, si x€la,b]
u(zr) = ¢ ((x), si x€(—o0,a),

r(x), si x € (b,00),
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donde ¢ es una funcién de (—o0,a) a [0, 1] creciente, continua por la derecha, y tal
que /(x) = 0 siz € (—o0,ay) para algun a; < a; r(z) es una funcién de (b, 00) a [0, 1]
decreciente, continua por la izquierda, y tal que r(x) = 0 si =z € (b;,00) para algun
by > b.

1.7. OPERACIONES ARITMETICAS EN NUMEROS DIFUSOS

Para desarrollar la aritmética de los numeros difusos es posible hacerlo de la mano

del principio de extensién de Zadeh. Explicitamente,

u®v(z) = s min{u(x), v(y)}

para todo 2z € R, donde © denota cualquiera de las operaciones de suma, resta,
multiplicacién o division. Recalcamos que, para la operacién de la division, es nece-

sario que el soporte [v]° no contenga al 0.

Por el teorema de descomposicidén, sabemos que todo conjunto difuso puede ser
representado en término de sus a-niveles; ademas, sabemos que cada «-nivel es
un intervalo cerrado, con lo cual podemos definir (caracterizar) las operaciones arit-
méticas en funcién de sus a-niveles. Recordemos que las operaciones aritméticas

sobre intervalos cerrados se definen de la siguiente manera:
Si a, b, d, e nUmeros reales, entonces

1. [a,b] + [d,e] = [a+d,b+ e];

2. la,b] —[d,e] =[a—e,b—d];

3. [a,b] - [d, e] = [min(ad, ae, bd, be), méx(ad, ae, bd, be)];
Si0 ¢ [d,e], entonces
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Observacion: En el caso de los numeros difusos, si v y v son numeros difusos y
® cualquiera de las cuatro operaciones de suma, resta, multiplicacion o division, el

conjunto difuso u © v se expresa a partir de sus «a-niveles y soporte como

[u©v]* = [u]*® [v]*, Va € [0,1].
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2. Logica difusa

A partir del concepto de conjunto difuso, es natural extender algunos elementos de
la I6gica matematica a este &mbito. Asi como en el caso clasico en donde la l6gica
nos brinda métodos de razonamiento que permiten deducir afirmaciones a partir de
premisas, su extensién al concepto difuso también tiene esa finalidad; en particular,
la l6gica difusa es la base para el desarrollo de los sistemas de inferencia difusa,
gue corresponden a sistemas que intentan reproducir la estrategia de un controlador

humano en la ejecucién de tareas.

En la primera parte del capitulo daremos algunos conceptos basicos de la l6gica
clasica, con el fin de extenderlos al contexto difuso. Posteriormente introduciremos
los operadores t-norma, t-conormay negacion difusa que se refieren a la extension
al concepto difuso de los operadores de interseccion, union y complemento, res-
pectivamente. Seguidamente, se presentaran los conceptos de variable linglistica,
relacion difusa y proposiciones difusas, que seran fundamentales para el desarrollo
correcto de la implicacion difusa e inferencia difusa, los cuales seran introducidos

en las secciones finales del presente capitulo.

2.1. GENERALIDADES

Alrededor del afno 300 a.c comenzaron los estudios de la Ldgica a manos de Aristo-
teles, quien la establecié como base del pensamiento formal, pues consideraba que

todas las ciencias se rigen por los mismos principios generales de razonamiento [.

4 T R.PEREZ. ;Existe el método cientifico? http://bibliotecadigital.ilce.edu.mx/sites
/ciencia/volumen3/ciencia3/161/html/toc.html. 1990.
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Aristoteles planted por primera vez el concepto de l6gica con el propésito de forma-
lizar razonamientos por medio del lenguaje natural y al presentar como argumento
valido al silogismo, que consiste en el razonamiento constituido por dos premisas y
una conclusion que se deduce a partir de las dos premisas. Hoy en dia, la légica
se define como el estudio de los métodos, formas y principios por los cuales se rige
el razonamiento, enfocandose en formas de inferencia validas E Una de sus ramas,
es llamada légica simbdlica, en la cual encontramos la l6gica proposicional, la mas
semejante a la l6gica desarrollada por Aristételes, puesto que consiste en el estudio
de proposiciones o enunciados, los méetodos de vincularlas por medio de conectores
l6gicos, similar a como lo planteaba Aristételes con los silogismos, y las relaciones
derivadas de estos procedimientos; dichas proposiciones son la unidad minima de

significado susceptibles de ser verdaderas o falsas

La afirmacién de que un enunciado solo permite dos valores de verdad, verdadero
o falso, es muy polémica, debido a que se considera que cada enunciado puede no
ser verdadero en absoluto, pero tampoco falso; es asi, que en el siglo X X, se co-
mienzan a proponer distintas légicas multivaluadas, donde cada enunciado puede

tener valores de verdad como algo falso, algo verdadero, casi falso, etc.

Un ejemplo de estas légicas multivaluadas es la légica trivalente, que afirma que
ademas de las proposiciones verdaderas y falsas, existen proposiciones que no son

verdaderas ni falsas; asi, se definen tres valores de verdad que son: verdadero, falso

5 M. E. RAFFINO. Ldgica. https://concepto.de/logica/. 2020.
6 A. PAEZ. “Introduccion a la l6gica moderna”. En: (2007).

7 A. OOSTRA. “Sobre logicas multivaluadas”. En: Revista Integracion 22.1 and 2 (2004),
pags. 7-21.
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: : - 1 : .
e indeterminado, y se expresan numéricamente como 1,0, 3 respectivamente. Asi
mismo, son definidas otras légicas multivaluadas, ya sean con 4, 5 0 n valores de

verdad.

Con el surgimiento de concepto de conjunto difuso, y de la mano del desarrollo de
las I6gicas multivaluadas, se define la l6gica difusa, que corresponde a una légica
multivaluada que considera todos los posibles valores de verdad; es decir, permite
tomar todos los valores en el intervalo [0, 1], y no Unicamente 0y 1 como en la légica
clasica; en este caso, si una sentencia p tiene un valor de verdad de 0.9, se puede
interpretar diciendo que la sentencia no es totalmente cierta, pero esta relativamen-

te muy cerca de serlo.

Para poder extender correctamente sentencias o proposiciones al contexto difuso,
es necesario introducir el concepto de variable linglistica, que se refiere a una va-
riable en la cual sus posibles valores son palabras, y a estos valores se les define
como términos linglisticos, que se representan por conjuntos difusos, lo cual a pos-
teriori nos permite emplear las proposiciones difusas, de la mano de los operadores

l6gicos difusos, en el desarrollo de la implicacién y inferencia difusa.

A diferencia de la I6gica clasica, hay ciertas leyes que en la légica difusa no son
véalidas, como lo son la ley del tercero excluido y la ley de contradiccion, puesto que
mientras en la logica clasica la negacién de un proposicion es 0 si la proposicion es
verdadera o 1 si es falsa, en el contexto difuso, como ya se menciond, el valor de
verdad de la proposicion, esta en (0, 1), lo que hace que el valor de verdad de su

negacion también lo esté; por lo tanto, se reafirma que hay una diferencia entre am-

8 J.SLUPECKI, G. BRYLL y T. PRUCNAL. “Some remarks on three-valued logic of J. Lukasiewicz”.
En: Studia Logica: An International Journal for Symbolic Logic 21 (1967), 45-70.
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bas logicas, y se infiere que el desarrollo de esta teoria tendra notables diferencias H

Asi mismo, los operadores l6gicos difusos no; y; o; si, entonces; si, y solo si, son
una generalizacion de los operadores clasicos y se reducen a estos ultimos cuando
los valores de verdad sobre los que se operan son los del conjunto {0,1}. Aunque
los operadores de si, entonces, y si, y solo si, se pueden escribir en términos de los
operadores y; 0, no, en el contexto difuso existen varias definiciones no equivalentes
entre si, lo que conlleva a que el concepto de implicacion difusa sea un poco mas
complejo, a diferencia del concepto de negacidn, conjuncion o disyuncion difusa,
gue aunque poseen ciertas diferencias con los casos clasicos, sus definiciones no

poseen tantas complicaciones.

Otro concepto fundamental la l6gica clasica, es el de relacion, que permite, como su
nombre lo indica, relacionar elementos con ciertas caracteristicas en comuan, y por
tal razon, también es necesario extender dicho concepto al contexto difuso, donde
a diferencia de la relacién clasica, en la cual los elementos estan relacionados total-
mente o0 no lo estan en absoluto, en la relacién difusa es posible que los elementos
no estén relacionados totalmente, pero si tengan un cierto nivel de relacién y no
tomar valores de 0 (ninguna relacién) o 1 (totalmente relacionado), sino valores en

el intervalo (0, 1), representando valores de relacion intermedios.

Debido a que una de las caracteristicas fundamentales de la l6gica es que logra-
mos deducir afirmaciones a partir de premisas dadas, es necesario extender dicha
propiedad al contexto difuso; en el caso clasico este proceso se le conoce como in-

ferencia, y por lo tanto, en el contexto difuso, nos referiremos como inferencia difusa.

9 N.da COSTA, D. KRAUSE y O. BUENO. “Paraconsistent logics and paraconsistency”. En: Philo-
sophy of logic. Elsevier, 2007, 791-911.
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Este concepto, nuevamente sera una extension del caso clasico, y sera fundamen-

tado por lo conceptos de proposicion difusa e implicacion difusa.

2.2. OPERADORES LOGICOS EN LA LOGICA CLASICA

Los fundamentos de la l6gica clasica se basan en el estudio de los operadores 16-
gicos conjuncién, disyuncion y negacion. Con estos operadores clasicos es posible
describir sentencias producto de combinaciones de estos operadores, con un valor
l6gico determinado por las tablas de verdad de cada uno de los operadores involu-
crados. En la l6gica clasica aprendimos que cada uno de estos operadores clasicos

tiene una representacion dada de la siguiente manera:
1. Conjuncion = A : {0,1} x {0,1} — {0,1}
(p.q) = (p A q) = min{p, q};
2. Disyuncion =V : {0,1} x {0,1} — {0,1}
(p.q) = (pV q) = méx{p, q};

3. Negacion = —: {0,1} — {0,1}

4. Implicacion = =: {0,1} x {0,1} — {0,1}

0, si p=1yq=0,
1

(p,q) = (p=q) = _
, caso contrario.

Los valores de verdad para estos operadores l6gicos se representan en la Tabla 2.1:
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Tabla 1. Valores de verdad de los operadores légicos.

plg|PVAg|pAg|p|pP—q
111 1 1 0 1
110 1 0 0 0
01 1 0 1 1
0|0 0 0 1 1

Como se menciond, desde que se iniciaron los estudios sobre légica, se ha cues-
tionado el hecho de que cada proposicién solamente pueda ser verdadera o falsa,
generandose asi nuevas ldgicas, donde ya no se toman solo valores de 0 (falso) y
1 (verdadero), sino también valores en (0, 1); éstas son llamadas /légicas multivalua-
das. La logica difusa se refiere a la l6gica que toma los valores en [0, 1] y cada uno
de estos valores son interpretados como valores de verdad; por lo tanto, se puede
decir que la légica clasica es un caso particular de la l6gica difusa, y la mayoria
de los conceptos de inferencia, relaciones y proposiciones los podemos extender a

esta logica.

Con el propdsito de extender los operadores légicos Vv, A, =y = al concepto difuso,
sabiendo que ahora los valores de verdad pertenecen al intervalo [0, 1], se introdu-

cen los conceptos de t-norma, t-conorma, negacion e implicacion difusa.

Es posible que diferentes formulas representen la misma funcién légica, es decir,
sus valores de verdad son los mismos; en caso de ser asi son consideradas equiva-
lentes. Por ejemplo,

_|(U1 V ’UQ) = (?}3) = (Ul V vy V U3),

lo cual es sencillo de verificar, evaluando ambas férmulas en las 8 combinaciones

de valores de verdad de las variables légicas vy, v, vs.
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Cuando la variable representada por la férmula légica es siempre verdad, sin impor-
tar el valor de verdad asignado a las variables, es llamada una tautologia; cuando
siempre es falso es llamada contradiccion. Por ejemplo, cuando dos formulas a y b

son equivalentes, —a V b es una tautologia y a A —b es una contradiccién.

Las tautologias son importantes en el razonamiento deductivo, pues por su estruc-
tura, son verdad siempre y nos permiten hacer deducciones mas facilmente. Las
utilizadas para hacer inferencia deductiva son llamadas reglas de inferencia. Las

tautologias utilizadas con mayor frecuencia son:

(a A (a = b)) = b (modus ponens),
(=b A (a = b)) = —a (Mmodus tollens),

((a=b) A (b= c)) =(a = c) (silogismo hipotético).

El modus ponens dice que dadas dos proposiciones “a” y “a = b7, llamadas pre-
misas, la verdad de la proposicion “b” puede ser deducida; el modus tollens afirma
que dadas las premisas —by a = b, se deduce —a; el silogismo hipotético que si se
tienen las premisas (a = b) y (b = c¢) entonces se puede deducir que (a = ¢). Un

ejemplo sencillo del modus ponens es el siguiente:

Si Juliana va a bailar, entonces Juliana se divierte. Sabemos que Juliana si fue a
bailar, asi, sea p = Juliana va a bailar y ¢ = juliana se divierte, por lo tanto tenemos
que p y p = ¢ son ciertas, asi por el modus ponens podemos deducir que ¢ es
cierto, es decir, que Juliana se divirtid. La estructura formal de esta demostracion es
la siguiente:

Ahora, en el ejemplo anterior, si sabemos que Juliana no se divierte, entonces con

el modus tollens podemos concluir que Juliana no fue a bailar. La estructura de esa
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1.p=q premisa.
2.p premisa.
3.¢ modus ponens (1y 2).

demostracion es la siguiente:

1.p=q premisa.
2. q premisa.
3. —p modus tollens (1 y 2).

Finalmente, si conocemos que si Juliana va a bailar entonces Juliana se divierte, y
gue si Juliana se divierte entonces Juliana tiene buenas notas, a partir del silogismo
hipotético podemos concluir que si Juliana va a bailar entonces Juliana tiene buenas

notas. La estructura de dicha demostracion es la siguiente:

1.p=q premisa
2.q=r premisa
3.p=r silogismo hipotético (1y 2).

Por otro lado, las proposiciones son frases expresadas en algun lenguaje, y cada una
de estas frases, que representan proposiciones, es dividida en objeto y predicado;

en otras palabras, una proposicién simple puede ser expresada como
T esp,

donde z es el simbolo de un objeto y p se refiere a un predicado que caracteriza
i

cierta propiedad@; por ejemplo, Finlandia es frio, en este caso Finlandia es el objeto,

y frio el predicado. En general, si tomamos = como cualquier objeto de un universo

X, p(x) denota una funcién que para cada elemento de X forma una proposicion.

2.3. OPERADOR LOGICO DIFUSO T-NORMA

Uno de los operadores légicos clasicos es la conjuncion, y para el desarrollo de la
l6gica difusa es necesario extender este concepto al contexto difuso. La extension

de este concepto es a lo que se denomina t-norma.
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Definicion 2.3.1. Una t-norma es una funcién de la forma
i:]0,1] x [0,1] — [0, 1]

que satisface las siguientes propiedades:
1. i(a,1) = a (elemento neutro);
2. i(a,b) = i(b,a) (conmutatividad);
3. i(a,i(b,d)) = i(i(a,b),d)) (asociatividad);
4. b < dimplica i(a,b) < i(a,d) (monotonicidad).

Ejemplo 2.3.2. Los siguientes son ejemplos de las t-normas usadas con mayor

frecuencia.
1. Interseccion estandar: i(a,b) = min{a, b};
2. Producto algebraico: i(a, b) = ab;
3. Diferencia acotada: i(a,b) = méx{0,a + b — 1};

a Si b=1,
4. Interseccion drastica: i(a,b) =< b si a=1,
0 caso contrario.
No todas las propiedades que se cumplen con la interseccion clasica, se verifican
con las t-normas; esto lo podemos observar con el siguiente teorema que nos revela

una propiedad interesante de las t-normas.

|
Teorema 2.3.3. 9 La interseccidn difusa estandar es la Unica t-norma idempotente,

es decir i(a,a) = a < i(a,a) = min{a, b}.
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Demostracion. Es claro que min{a, a} = a, para todo a € [0, 1]. Ahora supongamos
que existe una t-normatal que i(a,a) = a, para todo a € [0, 1]. Entonces, para cada

a,b € [0,1], sia < b, tenemos que
a=i(a,a) <i(a,b) <i(a,1) =a,

por la monotonicidad y la propiedad del elemento neutro. Por lo tanto i(a,b) = a =
min{a,b}. De manera similar, si b < a, entonces b = i(b,b) < i(a,b) < (i(1,0) = b,y
asi, i(a,b) = b = min{a, b}. De lo anterior se concluye que i(a,b) = min{a, b}, para
todo a,b € [0, 1]. O

El siguiente teorema establece una propiedad sobre el rango de todas las t-normas.

i
Teorema 2.3.4. ¥ Para todo a, b € [0, 1] se tiene que
imin(a,b) <i(a,b) < min{a, b},

donde i,,;,, denota la interseccién drastica.

Demostracion. Veamos primero que < i(a,b) < min{a,b}. Por la propiedad del
elemento neutro y la monotonicidad, i(a,b) < i(a,1) = a, y por la conmutatividad,
i(a,b) = i(b,a) < i(b,1) = b. Por lo tanto, i

a,b) < ayia,b) <b;esdecir, i(a,b) <

(a,b)
min{a,b}. Veamos ahora que i, (a,b) < i(a,b). Nuevamente, por la propiedad del
elemento neutro, i(a,b) = a cuando b = 1, e i(a,b) = b cuando a = 1. Notemos
que por definicion, i(a,b) > 0, para todo a,b € [0,1]. Concluimos que iy, (a,b) es
el infimo de i(a,b) para cualquier a,b € [0, 1], puesto que, cuando iy, (a,b) toma
un valor distinto de 0, que sucede en el caso que a 0 b tomen el valor de 1, vimos
que toda t-norma es equivalente a iy, (a,b); ademas, como i(a,b) > 0, para todo

a,b € [0, 1], entonces inm(a,b) <i(a,b), paratodo a,b € [0, 1]. O
En particular, el producto algebraico es mayor o igual que la diferencia acotada, es
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decir, ab > max{0,a + b — 1}. Para mostrar lo anterior, notemos que 0 < a,b < 1, asi
0 < ab. Por otro lado, como a + b — ab = a + b(1 — a), se tiene que a + b(1 — a) <
a+1(1—a) = 1, por consiguiente a+b—ab < 1, de donde concluimos que a+b—1 < ab.
De esta manera, vemos que iy (a,b) < méx{0,a +b— 1} < ab <'i(a,b) < min{a, b}.
Es preciso aclarar que, en general no es posible definir un orden lineal entre todas

las t-normas.

2.4. OPERADOR LOGICO DIFUSO T-CONORMA

Uno de los operadores logicos clasicos es la disyuncion, y para el desarrollo de la
l6gica difusa es necesario extender este concepto al contexto difuso. La extension

de este concepto es a lo que se denomina t-conorma.

Definicion 2.4.1. Una t-conorma es una funcién de la forma

w: [0,1] x [0,1] — [0, 1]

que satisface las siguientes propiedades:
1. u(a,0) = a (elemento neutro);
2. u(a,b) = u(b,a) (conmutatividad);
3. u(a,u(b,d)) = u(u(a,b),d)) (asociatividad);
4. b < dimplica u(a,b) < u(a,d) (monotonicidad).

Ejemplo 2.4.2. Los siguiente son ejemplos de las t-conormas usadas con mayor

frecuencia.
1. Unidn estandar: u(a,b) = max{a, b};
2. Suma algebraica: u(a,b) = a + b — ab;
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3. Suma acotada: u(a,b) = min{1,a + b};

a Si b=0,
4. Unidn drastica: u(a,b) =< b si a=0,

1 caso contrario.

Nuevamente, no todas las propiedades que se cumplen con la unién clasica, son
verificadas por las t-conormas; esto lo podemos observar con el siguiente teorema

que nos revela una propiedad interesante de las t-conormas.

1
Teorema 2.4.3. 9 La union difusa estandar es la unica t-conorma idempotente, es

decir, u(a,a) = a < u(a,a) = méx{a,b}.

Demostracion. Es claro que méx(a,a) = a, para todo a € [0, 1]. Ahora supongamos
que existe una t-conorma tal que u(a,a) = a, para todo a € [0, 1]. Entonces, para

cada a,b € [0, 1], si a > b, tenemos que
a=u(a,a) > u(a,b) > u(a,0) =a

por la monotonicidad y la condicién de acotamiento. Por lo tanto, u(a,b) = a =
méax{a,b}. De manera similar, si b > a, entonces b = u(b,b) > u(a,b) > u(0,b) = b,
y asi, u(a,b) = b = méax{a,b}. Consecuentemente u(a,b) = max{a,b}, para todo
a,b e [0,1]. O

El siguiente teorema establece una propiedad sobre el rango de todas las t-conormas.

1
Teorema 2.4.4. ¥ Para todo a, b € [0, 1] se tiene que
méax{a,b} < wu(a,b) < umax(a,b),

donde u,,s, denota la union drastica.
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Demostracion. Veamos primero que méx{a,b} < u(a,b). Por la propiedad del ele-

mento neutro y la monotonicidad se tiene que

u(a,b) > u(a,0) = a,

y por la conmutatividad, u(a,b) = u(b,a) > wu(b,0) = b. Por lo tanto, u(a,b) > a
y u(a,b) > b; es decir u(a,b) > max{a,b}. Veamos ahora que u(a,b) < ums(a,b).
Nuevamente, por la propiedad del elemento neutro, u(a,b) = a cuando b = 0, y
u(a,b) = b cuando a = 0. Notemos que por definicion u(a,b) < 1, para todo a,b €
[0, 1]. Concluimos que uysx(a, b) es el supremo de u(a,b) para cualquier a,b € [0,1],
puesto que, cuando u,s«(a, b) toma un valor distinto de 1, que sucede en caso que
a 0 b tomen el valor de 0, vimos que toda t-conorma es equivalente a wuysx(a,b);
ademas, como u(a,b) < 1, para todo a,b € [0, 1] entonces uys(a,b) > u(a,b), para
todo a,b € [0, 1]. O

En particular, la suma algebraica es menor o igual que la suma acotada, es decir,
a+b—ab<min{l,a+ b}. Para mostrar lo anterior, notemos que como 0 < a,b < 1,
ya+b—ab=a+0b(1—a),setieneque a+b(l—a) <a+ 1(1—a) =1, entonces
a+b—ab < 1. Por otro lado, como ab > 0, tenemos que —ab < 0, y sumando a Yy
b a ambos lados obtenemos que a + b — ab < a + b, mostrando la desigualdad. Por
consiguiente, vemos que max (a,b) < a+b—ab < min{l,a+b} < u(a,b) < uma(a,b).
Es preciso aclarar que, en general, no es posible definir un orden lineal entre todas

las t-conormas.

2.5. OPERADOR LOGICO DE NEGACION DIFUSA

Uno de los operadores logicos clasicos es la negacion, y para el desarrollo de la
l6gica difusa es necesario extender este concepto al contexto difuso. La extension

de este concepto es a lo que se denomina negacion difusa.
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Definicion 2.5.1. Una negacion difusa es una funcion c : [0, 1] — [0, 1] que satisface

las siguientes propiedades:
1. ¢(0) =1y ¢(1) = 0 (condicién de frontera);
2. Sia < b, entonces c(a) > ¢(b) (monotonicidad);
3. ¢(c(a)) = a para todo a € [0, 1] (involucion).

Ejemplo 2.5.2. Los siguientes son ejemplos de las negaciones difusas usadas con

mayor frecuencia.

1. ¢(a) = 1 — a (complemento estandar);

1 —
2. e\(a) = T )\O;, donde \ € (—1,0);

3. cu(a) = (1 —a*)), donde w € (0, ).

En la teoria clasica de conjuntos, las operaciones de interseccién y unién son duales
con respecto al complemento en el sentido que satisfacen las leyes de De Morgan.
Cuando nos extendemos a la teoria de conjuntos difusa deseamos que estas leyes
también se cumplan, pero esto solo sucede con ciertas combinaciones de t-norma,

t-conormay negaciones difusas, las cuales son llamadas triplas duales.

Definicion 2.5.3. Decimos que una t-norma, una t-conormay una negacion difusa

son una tripla dual si, y solo si, cumplen que:
1. ¢(i(a,b) = u(c(a), c(b));
2. c(u(a,b) =i(c(a),c(b)).
Ejemplo 2.5.4. Los siguientes son ejemplos de triplas duales:
1. (min{a,b}, mix{a,b},c);
2. (ab,a+b— ab,c);
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3. (méx{0,a +b— 1}, min{l,a + b}, c);
4. (imm(a,b), ums(a,b),c); donde c denota la negacion difusa estandar.
El siguiente teorema muestra una caracteristica interesante de las triplas duales.

|
Teorema 2.5.5. @ Las parejas (min{a, b}, max{a,b}) Yy (imm(a,b), umsx(a, b)) forman

una tripla dual con cualquier negacion difusa.

Demostracion. Sin perdida de generalidad, supongamos que a < b. Asi ¢(a) < ¢(b)

para cualquier complemento difuso, y por lo tanto

méx{c(a),c(b)} =c(a) = ¢(min{a, b}),
min{c(a),c(b)} =c(b) = ¢(max{a, b}).
]

Recordemos que la ley de contradiccidén no es vélida en los conjuntos difusos, dado

que se debe cumplir que
min{A(«a),1 — A(a)} =0,

y esto no es valido, puesto que, si tomamos « € (0, 1), entonces ¢(«) € (0,1); por lo
tanto, como ¢(«) es 0 0 es 1, no se cumpliria que es involutiva, y en consecuencia
min{A(a),1 — A(a)} # 0.

2.6. RELACIONES DIFUSAS

En el contexto clasico, una relacidén entre n conjuntos es una coleccion de n-tuplas,
donde cada n-tupla representa la presencia de una asociacion entre los elementos
de la n-tupla. En caso de que una n-tupla pertenezca a la relacion se le da un valor

de 1, mientras que si no pertenece, recibe solamente un valor de 0.
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Este concepto puede ser generalizado al contexto difuso, o que permite que cada
n-tupla pase de poder recibir solamente valores de 0 y 1, a admitir mas niveles de
asociacion, que vienen siendo los valores del intervalo [0, 1]. Este valor representa

la “fuerza” de la relacién o asociacion entre los elementos de la n-tupla.

Definicion 2.6.1. Una relacion difusa es un conjunto difuso definido sobre el produc-
to cartesiano de los conjuntos clasicos X, Xs, ..., X, donde las tuplas (z1, zs, . .., x,)
pueden tener grados de pertenencia en [0, 1] determinados por una funcion de perte-

nencia. La relacién sobre los conjuntos X, X,, ..., X, sedenotapor R(X;, Xo,..., X,).

Ejemplo 2.6.2. Consideremos la relacion difusa entre los conjuntos X; = {Bogota,
Roma} y X, = {Tokyo, Bogota, Madrid}, la cual represente el concepto de “muy

lejos”. Esta relacién puede ser escrita en una lista de la siguiente manera:

R(X1, X5) = {(1)(Bogota, Tokyo), (0)(Bogotéa, Bogota), (0, 6)(Bogota, Madrid),
(0,9)(Roma, Tokyo), (0,7)(Roma, Bogota), (0, 3)(Roma, Madrid)}.

Esto quiere decir que la pareja (Bogota, Tokyo) esta relacionada con un grado de 1,
mientras que la pareja (Bogota, Madrid) esta relacionada con un grado de 0.6, por lo
tanto, podemos decir que Bogota estd considerablemente mas lejos de Tokyo que
de Madrid.

En este caso, podemos representar esta relacion en una matriz de pertenencia, de

la siguiente manera:

Tokio Bogotd Madrid
Bogota 1 0 0,6
Roma 0,9 0,7 0,3

Desde el punto de vista de la inferencia, con el objetivo de tomar alguna decision,

una relacion difusa que cobra particular importancia (principalmente en el analisis
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de controladores difusos) es el producto cartesiano.

Ejemplo 2.6.3. Consideremos ahora una relacion difusa sobre una plantacion de
un fruto, la cual asocia tipos de enfermedades o plagas con sus sintomas. Sea
X; = {x1, z9, x3} el conjunto de los posibles sintomas de una planta contaminada,
y Xo = {u1, v2, y3, va} €l conjunto de las posibles enfermedades de la planta. Esta
relacion difusa representa el concepto de “muy asociada”, donde la matriz que la

representa puede ser dada por

Ty X9 T3
vy 0,1 0,2 0,7
y» 0,5 0,6 0,1
ys 0,9 0 0,6
v 1 0,4 0,2

Asi, el grado de relacién entre el sintoma z, y la enfermedad y; es 0, es decir, que
ese sintoma y esa enfermedad no estan muy asociadas. Por otro lado, el grado
de relacién entre el sintoma z; y la enfermedad y, es 1, es decir, que estan muy

asociadas ese sintoma y esa enfermedad.

Definicién 2.6.4. El producto cartesiano de n subconjuntos difusos A;,..., A, de
X1, ..., X,, respectivamente, es larelacion A; x- - -x A,,, cuya funcion de pertenencia

es dada por

Gay s, (T1y ooy xp) =min{@a, (1), ..., 0a,n(Tn)}

Ejemplo 2.6.5. Considere la siguiente tabla que relaciona los diagnésticos de 4

huertas de un determinado cultivo de fruto con dos tipos de enfermedades en las
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plantaciones.
Huerta Sintoma i1 Sintoma 2

1 0,3 0,2
2 1,0 0,3
3 1,0 1,0
4 0,7 0,5

Un agronomo, para diagnosticar las enfermedades de las huertas, evalla los sinto-
mas y sus intensidades. Las intensidades pueden ser representadas por conjuntos
difusos, y naturalmente, poseen universos distintos, por ejemplo, si el sintoma 1 es
“malformacion del fruto”, su universo podria ser dado por el numero de frutos mal-
formados. En la notaciéon usada para definir el producto cartesiano de conjuntos

difusos, tendriamos

A; = Conjunto difuso representando el sintoma 1
A, = Conjunto difuso representando el sintoma 2
X1 = Universo del conjunto A,

X5 = Universo del conjunto A,

Supongamos ahora, que una cierta enfermedad F; es caracterizada en términos de
los sintomas 1y 2. Asi, si por ejemplo queremos determinar el nivel de enfermedad

E, de la huerta 4, tenemos:

¢E1 (5(31, $2) = ¢A1 (1’1) A ¢A2(x2> =0,77N0,5=0,5.

En este caso consideramos la interseccion estandar, pero otra t-norma podria haber

sido utilizada.
Dentro del conjunto de las relaciones difusas, unas que adquieren una importancia
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particular son las relaciones binarias, puesto que las funciones son casos particula-
res de estas, y hay ciertas operaciones basicas de funciones, como la composicion

y la inversa, que pueden ser extendidas sobre ellas.

Definicion 2.6.6. Dada una relacion difusa R(X,Y), se define el dominio de R
(dom R) como un conjunto difuso sobre X, cuya funcion de pertenencia esta da-
da por:

dom R(x) = supR(z,y),

yey
para cada xr € X; es decir, cada elemento de X pertenece al dominio de R, con

grado igual a la “fuerza” de su relacién “mas fuerte” con cualquier elemento de Y.

Definicion 2.6.7. Dada una relacion difusa R(X,Y), se define el rango de R (ran R)

como un conjunto difuso sobre Y, cuya funcidén de pertenencia esta dada por:

ran R(z) = supR(z,y),
zeX

para cada y € Y'; es decir, cada elemento de Y pertenece al rango de R, con grado

igual a la “fuerza” de su relacién “mas fuerte” con cualquier elemento de X.

La inversa de una relacién difusa R(X,Y), denotada por R~'(X,Y), es una relacién
sobre Y x X dada por:
R™'(x,y) = R(z,y),

para todo x € X y para todo y € Y. La matriz de pertenencia de la relacién inversa
R7Y(X,Y), vendria siendo la transpuesta de la matriz de pertenencia de la relacion
inicial R(X,Y") (4).

Definicion 2.6.8. Sean P(X,Y) y Q(Y, Z) dos relaciones difusas. La composicion

estandar o composicion max —min entre P y R, denotada por P(X,Y) o Q(Y, Z),
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genera una relacion binaria R(X, Z) sobre X x Z, definida por la funcion de perte-

nencia

DR(z,2) = PlPoQ)(z,2) = SUP MIN{Dp(44), PQy.2) |5
yey
paracadazr € Xyz e Z.

La siguiente relacidén matricial ilustra el uso de la composicion de relaciones en-
tre dos relaciones P(X,Y) y Q(Y, Z) representadas por su matriz de pertenencia
R(X.,Z):

0,3 0,5 0,8 0,9 0,5 0,7 0,7 0,8 0,3 0,5 0,5

0 0,7 1 °©103 0,2 0 0,9 |= 1 0,2 0,5 0,7

0,4 0,6 0,5 1 0 0,5 0,5 0,5 0,4 0,5 0,6
Por ejemplo:

0,3 = Ryp = max{min{0,3, 0,5}, min{0,5, 0,2}, min{0,8, 0} }

= méx{min{pn ) Q12}, mﬁl{plz ) 6122}, min{p13 ) Q32}}-
0,5 = Ro3 = méx{min{0, 0,7}, min{0,7, 0}, min{1, 0,1}}

= méx{min{pm ) Q13}7 nn’n{p22 ) Q23}> min{p23, Q33}}-

2.7. VARIABLES LINGUISTICAS

Como ya se menciond, los conjuntos difusos son utilizados para representar concep-
tos linglisticos como alto, bajo, rapido, etc; si estos son utilizados particularmente
para definir estados de una variable, a esta variable se le conoce como variable
lingdistica, y cada concepto linglistico representado es denominado término lin-
guistico. Cada uno de estos términos linglisticos representa los posibles valores
de la variable lingtiistica, a los cuales se les ha asignado un numero difuso que los

representa numéricamente; por lo tanto tenemos que cada término linglistico se
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compone de una parte simbdlica (mucho, poco, lento, etc.) que permite describirla
usando lenguaje natural; y una parte “numérica” indicada por el numero difusa, que
permite operar con este.

Un ejemplo sencillo de una variable lingdistica es rapidez, que toma términos lin-
guisticos como rapido, lento, muy veloz, etc, donde a cada término linglistico se la

asigna un numero difuso.

La necesidad de introducir las variables lingUisticas responde a poder realizar pro-
cesos de raciocinio légico y obtener conclusiones a partir de premisas inciertas. Es
quizas en este punto donde se junta la teoria de conjuntos difusos con la l6gica

difusa.

Definicion 2.7.1. Una variable linglistica X en un universo U es una variable cuyos

valores asumidos son subconjuntos difusos de U.

De manera didactica podemos decir que una variable linguistica es un sustanti-
vo, mientras que sus valores linglisticos son adjetivos sobre este, representados
por numeros difusos. Cada variable linglistica esta caracterizada por una quintu-
pla (v,T,U, g,m) donde v es el nombre de la variable, T' es el conjunto de términos
lingdisticos de v que se refiere a una variable base cuyos valores caen sobre un uni-
verso U, g es una regla sintactica (una gramatica) para generar términos linguisticos,
pues asi como en el castellano, cada palabra tiene una sintaxis que no permite co-
nocer de qué manera debe ser usada en un enunciado; y m e€s una regla semantica
que asigna a cada término linguistico ¢t € T su significado m(t), que es un conjunto
difuso sobre U, es decir, m : T'— F(U).

Por ejemplo consideremos la variable linguistica limpieza, representada en la Figura
7 :
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Figura 11. Un ejemplo de una variable linguistica.

Variable
LIMPIEZA lingtistica
Términos linglisticos
>Muy sucio Sucio Normal Limpio Muy limpio
<«<—— Regla
semantica
<— Conjunto
difuso
55 67.5 77.5 90 100 *
v (limpieza)
variable base

En este caso v es limpieza, que es nuestra variable lingdistica, y toma 5 términos
lingUisticos T', a saber: muy sucio, sucio, normal, limpio, muy limpio, asi como otros
términos linglisticos generados por la gramatica g (no mostrados explicitamente en
la figura) como no muy sucio, muy muy limpio, poco limpio, etc. Cada uno de los
términos linglisticos basicos es asignado a un conjunto difuso por medio de una
regla semantica (m), como se muestra en la Figura 2.1. Los numeros difusos tienen

sus funciones de pertenencia sobre el intervalo [0, 100], el rango de la variable base.

2.8. IMPLICACIONES DIFUSAS

Asi como la t-norma y la t-conorma son la extensién al contexto difuso de la in-
terseccion y la unién clasica respectivamente, es necesario definir el concepto de

implicacién difusa, que vendria a ser la extensién del concepto de implicacién clasi-
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ca.
En el caso clasico, la implicacion es una funcion de la forma ¢ : {0,1} x {0,1} —
{0,1} donde (a,b) — ¢(a,b) = (a = b), y a partir de los conectores légicos A,V y
—. es posible obtener diversas expresiones equivalentes a la expresiéon a = b, por

ejemplo —a V b, méx{z € {0,1} |a Az < b} 0 (—a A —b) V b.

Como vimos, una manera de expresar = en la logica clasica es a través de la
férmula l6gica
o(a,b) =—aVb (2.1)

para todo a,b € {a,b}. Al extender esta expresion al concepto difuso, la unién se
interpreta como una t-conorma y la negacién como una negacion difusa, lo que nos

lleva a definir la implicacion difusas como

v(a,b) = u(c(a),b) (2.2)

para todo a, b € [a,b], donde u es una t-conormay c una negacion difusa.

Otra expresion equivalente a ¢ en el caso clasico es dada por

o(a,b) = méx{z € {0,1}|a Az < b}. (2.3)

Asi, interpretando la interseccidon como una f-normay la negaciéon como una nega-

cion difusa, obtenemos la expresién

¢(a,b) = sup{x € [0, 1]]i(a,z) < b} (2.4)

para todo a,b € [0, 1], donde i denota una t-norma. Es sencillo ver que las expresio-
nes (2.1) y (2.3) son equivalentes, pero su extension al concepto difuso ((2.2) y (2.4))

no lo son. En efecto, al considerar la unién, interseccion y complemento estandar,
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se obtiene que con a = 0,3y b = 0,6, a partir de (2.2), ¢(a,b) = 0,7, mientras que
a partir de (2.4), p(a,b) = 1; mostrando que para los mismos valores de a y b, se
obtienen salidas distintas al considerar expresiones equivalentes en la logica clasi-
ca. Debido a la ley de absorcién, la cual indica que si a = b entonces a = a A b, €l

posible obtener otras expresiones equivalentes para ¢, como por ejemplo

o(a,b) =—-aV (aNDb) (2.5)

¢(a,b) = (—a A —b) V b. (2.6)

La extensidon de estas expresiones interpretandolas con t-norma, t-conormay nega-

cion difusa son, respectivamente,

v(a,b) =u(c(a),i(a,b)), (2.7)
gp(a,b) :u(i(c(a>7c(b))7b>7 (28)

donde u, i, c deben ser una tripla dual. Nuevamente, las expresiones iniciales (16gi-
ca clasica) son equivalentes, pero sus interpretaciones al contexto difuso no lo son
(debido a que la ley de absorcion de negacion no se cumple en la I6gica difusa). Cla-
ramente, dependiendo de la expresion equivalente que se seleccione como base y
de la t-norma, t-conormay negacion difusa que se tomen, se obtienen diferentes
expresiones, por lo tanto, cada una de estas expresiones vendra siendo una impli-

cacion difusa distinta.

Consideremos las implicaciones que derivan de la expresion ¢(a,b) = —a V b, cuya
extension natural al contexto difuso es dada por ¢(a,b) = u(c(a),b). Este tipo de
implicaciones son denominadas S-implicaciones (el simbolo S es usualmente usado

i
para denotar t-conorma) . Ahora, si tomamos la union estandar como la t-conorma
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y el complemento estandar, obtenemos
p(a,b) = max(1l — a,b) (2.9)

|
conocida como implicacion de Kleene—Dienes. Por otro lado, si se escoge la union

drastica como nuestra t-conorma, obtenemos

b si a=1,
¢ors(a,b) =9 1—a si b=0, (2.10)

1 caso contrario,

la cudl es la S-implicacion mas grande, en el sentido que dados a,b, ¢y(a,b) >
vs(a,b), donde ¢s(a,b) indica una S-implicacion con el complemento estandar. Esto
se debe al siguiente Teorema, que establece que las S-implicaciones con la misma

negacion difusa estan ordenadas de la misma manera que su t — conorma asociada.

|
Teorema 2.8.1. 9 Sean uy,uy, t-conormas tales que u(a,b) < wus(a,b) para todo
a,b € [0,1], y sean 1, v, S-implicaciones con la misma negacion difusa c 'y con la

t-conorma u,, us respectivamente. Entonces ¢, (a, b) < ¢y(a,b) paratodo a,b € [0, 1].

Demostracion. Para todo a,b € [0,1], se tiene que que ¢;(a,b) = ui(c(a),b) <
ug(c(a),b) = ¢a(a,b). [

Se sigue inmediatamente de este teorema que ¢, < vs < g, donde pg es cual-

quier S-implicacion con el complemento estandar.

Al considerar las implicaciones que derivan de la expresion ¢(a,b) = max{z €

{0,1}]a Az < b}, se observa que en términos de operadores difusos, vendria sien-
1

do p(a,b) = sup{z € [0,1]|i(a,x) < b}; estas son llamadas R-implicaciones 4. Si

se escoge la interseccion estandar como la t-norma 'y el complemento estandar,
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obtenemos

1 si a<b,
ng(a’ b) = )
b si a>b,

]
conocida como implicacion de Goédel ; pero si escogemos la diferencia acotada

como nuestra t-norma, obtenemos

@ala,b) = sup{z| max{0,a + = — 1} < b}

=min{l,1 —a+ b},

1
llamada la implicacion de Lukasiewicz . Esta implicacion difusa también es una
S-implicacion (tomando la t-conorma suma acotada). El siguiente teorema, estable-
ce que R-implicaciones con la misma negacion difusa estan ordenadas de manera

contraria que su t-norma asociada.

1
Teorema 2.8.2. Sean i1, t-norma tal que i, (a,b) < is(a,b) para todo a,b € [0, 1],
y sean 1, o R-implicaciones con la misma negacion difusa c 'y con la t-norma iy, i,

respectivamente. Entonces ¢;(a,b) > ¢2(a,b) para todo a,b € [0, 1].

Demostracion. Como i;(a,b) < is(a,b) paratodo a,b € [0, 1], tenemos que i, (a, zg) <
is(a,zg) < bparatodo xy € {z|iz(a,z) < b}. Entonces, =y € {z|i1(a,x) < b} y por lo
tanto,

{z €10,1]|is(a,z) < b} C {z €[0,1]|i1(a,z) < b}.

Asi,
@2(a,b) = sup{x € [0,1]|is(a,x) < b} < sup{z € [0,1]|i1(a,x) < b} = ¢i(a,b).

O

Sigue inmediatamente de este teorema que ¢, < pr < g, donde pr es cualquier

R-implicacion con el complemento estandar.
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Al considerar la expresién

@(av b) = U(C(CL), i(a7 b))u

g
obtenemos implicaciones difusas llamadas QL-implicaciones. Estas requieren que
su t-norma, t-conormay negacion difusa sean una tripla dual. Si consideramos i y u

como la interseccion estandar y la union estandar respectivamente, obtenemos
©m(a,b) = méx{1 — a,min{a, b} }, (2.11)

1
llamada la implicacion de Zadeh ; pero si consideramos ¢ como el producto alge-

braico y u como la suma algebraica, obtenemos
op(a,b) =1 —a+ a’b. (2.12)

Aunque son posibles mas clases de implicaciones difusas, solo nos enfocaremos en
las 3 anteriores, que son las mas predominantes en la literatura. Hemos dicho que
toda implicacion difusa se obtiene al generalizar el operador clasico de implicacion,
por lo tanto, ellas son el operador clasico cuando los valores de verdad son 0 y 1.
Asi, al identificar ciertas propiedades de la implicacion clasica y generalizarlas, nos

lleva a ciertos axiomas que nos permiten dar una definicién de implicacion difusa.

Definicion 2.8.3. Una implicacion difusa es una funcion ¢ : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] que

satisface las siguientes condiciones:
1. o reproduce la tabla de verdad de la implicacién clasica;
2. a < bimplica p(a,z) > ¢(b,x);
3. a < bimplica ¢(z,a) < ¢(z,b).
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2.9. PROPOSICIONES DIFUSAS

La diferencia fundamental entre las proposiciones difusas y las proposiciones cla-
sicas se basa en su rango de valores de verdad. Mientras que en la logica clasica
solo se toman valores en {0, 1}, en la l6gica difusa se toman valores en el intervalo
0,12

En esta seccion nos concentraremos en las proposiciones difusas simples, las cua-

les dividimos en los siguientes 4 tipos:

1. Proposiciones no condicionales y no cualificadas;
2. Proposiciones no condicionales y cualificadas;

3. Proposiciones condicionales y no cualificadas;

4. Proposiciones condicionales y cualificadas.

Proposiciones no condicionales y no cualificadas: La forma candnica de estas
proposiciones esta dada por
p:VesH,

donde V es una variable linglistica que toma valores v en un universo V,y ‘H es un
conjunto difuso en V asociado a un término linglistico como alto, caro, largo, frio,
etc. Dado un valor v de V, este valor pertenece a H con un grado de pertenencia
H(v). Este grado de pertenencia representa el valor de verdad de la proposicién con
ese valor v. Un ejemplo de una proposicion de este estilo es: el tigre es veloz donde
nuestro universo V es el conjunto de todos los felinos, y H es el conjunto difuso que

en cierto contexto representa la velocidad alta.

Proposiciones no condicionales y cualificadas: La forma candnica de estas pro-

67



posiciones esta dada por
p:VesHesS,

donde V y H tiene el mismo significado que en el caso anterior, y S es un cualifi-
cador de verdad difuso, es decir, un numero difuso que actua sobre la proposicion
p : V es H; este numero difuso representando un predicado como verdadero, falso,
muy verdadero, muy falso, etc. Un ejemplo de este tipo de proposicion es: Raul es
alto es muy verdadero, donde Raul es el elemento de un universo de personas, alto
es un conjunto difuso que representa a los altos, y muy verdadero es el cualificador,
pues esta diciéndonos que es muy verdadero que Raul es alto. Notemos que tanto
‘H como S son conjuntos difusos, es decir, son definidos a partir de funciones de
pertenencia, por lo tanto, el grado de verdad de una proposicidn con esta estructura

esta dada por S(H(v)), es decir es la composicidn de estas funciones.

Proposiciones condicionales y no cualificadas: La forma candnica de estas pro-

posiciones esta dada por

p: SiX es A, entonces ) es B,

donde X, A,Y, B tienen el mismo significado que en los casos anteriores, es decir,
X y Y son variables linglisticas que toman valores en los conjuntos X y Y respec-
tivamente, y Ay B son conjuntos difusos asociados a términos linguisticos. Estas

proposiciones también se pueden expresar de la forma

(X,)) es R,

donde R es una relacion difusa que es determinada paracadaxz € X ycaday € Y
por
R(z,y) = ¢[A(z), B(x)],
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donde ¢ es una implicacion difusa pertinente. Un ejemplo de estas proposiciones
es: si Jairo es alto, entonces Silvia es muy linda, donde Jairo 'y Silvia son elementos
de un universo de personas y, alfo y muy linda son conjuntos difusos. Por ejemplo,
la implicacién ¢ para este caso, podria ser la Implicacion de Lukasiewicz, es decir
o[A(x), B(x)] = min{1,1 — A(z) + B(x)}.

Proposiciones condicionales y cualificadas: La forma candnica de estas pro-

posiciones esta dada por

p:SiX esA, entonces) es Bes S.

Esta proposicién es como la del tipo anterior pero acompanada de un cualificador
de verdad difuso S, que actua sobre la proposicion p: si X es A, entonces ) es B.
Un ejemplo de este tipo de proposiciones es: si Diego esta muy frio, entonces sus
defensas son muy altas es muy falso , donde Diego y defensas son los elementos
de dos universos distintos, muy frio y muy altas son conjuntos difusos, y muy falso
es el cualificador, que nos dice, que si Diego esta muy frio entonces es muy falso

que las defensas son muy altas.

2.10. INFERENCIA DIFUSA

La inferencia en la I6gica clasica corresponde al procedimiento de obtener una pro-
posicion a partir de proposiciones dadas por medio de reglas l6gicas y de tauto-
logias. Estas reglas de inferencia pueden ser generalizadas en la l6gica difusa a
partir del la regla de inferencia composicional. En esta seccién, describiremos la
generalizacion de las 3 reglas de inferencia clasica: modus ponens, modus tollens y

silogismo hipotético.
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2.10.1. Inferencia a partir de proposiciones difusas condicionales  Conside-
remos una relacion arbitraria R sobre X x Y, y dos variables X'y ) sobre X y Y res-
pectivamente. Entonces, si restringimos la variable X al conjunto u € X, claramente
se puede inferirque Y € B = {y € Y| (u,y) € R}. Mas aun, restringiendo la variable
X aunconjunto A C X, es posible inferirque Y € B={y € Y|(z,y) € R, x € A};
es decir, los elementos de Y que estan relacionados con algun elemento de A. Si
denotamos esto en términos de las funciones caracteristicas x4, x5, xr, de los con-

juntos A, B, R, respectivamente, obtendremos

1, sidx e Atalque R(z,y) =1,
XB(y) = Sup min{XA(x)a XR(wa y)} = ) (213)
veX 0, caso contrario

para todo y € Y. Esto esta definido correctamente, puesto que, para que xz(y) to-
me el valor de 1, y debe estar relacionado con un elemento = de X, y este elemento

debe pertenecer a A.

Ahora vamos mas alla y supongamos que R es una relacion difusa en X x Y,y
A’, B" son conjuntos difusos en X y Y respectivamente. Entonces, si conocemos A’

y R, podemos obtener B’ de la ecuacion

B'(y) = supi(A'(x), R(z,y)), (2.14)

zeX

para todo y € Y, donde i es una t-norma. Notemos que (2.14) que es la generaliza-
cién de la ecuacién (2.13), cambiando las funciones caracteristica por sus respec-
tivas funciones de pertenencia de los conjuntos difusos. En particular si tomamos i

como la interseccién estandar, obtenemos

B'(y) = supmin{A'(x), R(x,y)}. (2.15)

zeX
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Esta ecuacion que puede ser denotada de forma matricial como B’ = A’ o R es lla-

mada regla de inferencia composicional.

Queremos generalizar la regla de inferencia clasica modus ponens al contexto difu-
S0, que llamaremos modus ponens generalizado. Esta regla de inferencia nos per-

mite modelar silogismos del siguiente tipo:

Regla: Si la temperatura es muy alta, entonces la enfermedad es muy grave.
Hecho: La temperatura es alta.

Conclusion: La enfermedad es grave.

Donde temperatura y enfermedad son variables linglisticas, y alta, muy alta, grave
y muy grave son conjuntos difusos.

De manera mas general,

Regla: Si X es A, entonces ) es B.
Hecho: X es A

Conclusiéon: Y es B'.

Donde A y A’ son conjuntos difusos sobre un mismo universo, asociados a algun
término linglistico; y B y B’ también son conjuntos difusos sobre un mismo univer-

S0, asociados a algun término linguistico.

Recordemos que si tenemos una proposicion de la forma p : si X' es A, entonces Y
es B, como sucede con Regla, esta se puede ver de laforma R(z,y) = p[A(z), B(z)],
donde ¢ es una implicacién difusa pertinente. Usando la relacién dada para Reglay

tomando la proposicion Hecho, concluimos que Y es B’, a partir de (2.14), es decir

B'(z) = supi(A'(z), R(z,y)), (2.16)

zeX
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y tomando en particular, la inferencia composicional, obtenemos

B'(z) = supmin{A'(x), R(z,y)}, (2.17)

zeX

Notemos que si los conjuntos son clasicosy A’ = Ay B’ = B obtenemos el modus

ponens clasico.

El siguiente es un ejemplo del modus ponens generalizado.

Ejemplo 2.10.1. Sean conjuntos posibles de valores de las variables X 'y YV X =
{z1,22} Y'Y = {1, 12, y3}, respectivamente. Asumamos que la proposicién: si X es
A, entonces ) es B, es dada, donde A(z;) =1, A(x2) = 0,6,y B(y1) = 0.5, B(yz) =
1, B(ys) = 0,4 Ahora, si la expresion z es A’ es dada, donde A’(x;) = 0,3y A'(xq) =
0,8, usaremos el modus ponens generalizado para llegar a una conclusion de la
forma Y es B’. Usemos por ejemplo la implicacion de Zadeh (¢,,(a,b) = max{l —
a,min{a,b}}). En este caso obtenemos: R(x1,y1) = 0,5, R(z1,y2) = 1, R(x1,y3) =
0,4, R(z2,y1) = 0,6, R(x2,y2) = 0,6, R(xs,y3) =0,6.

Ahora, por la regla de inferencia composicional, se sigue que

B'(y1) = supmin{A'(z), R(z,y)}

rzeX

= max{min{0,3, 0,5}, min{0,8, 0,6}}
=0,6
B'(y) = sup min{A'(x), R(z,y)}

zeX
= max{min{0,3, 1},min{0,8, 0.6} }

=0, 6.
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B'(ys) = sup min{A'(z), R(z,y)}

zeX
= max{min{0,3, 0.4}, min{0,8, 0.6}}
=0,6.
Asi, concluimos que Y es B’, donde B'(y;) = 0.6, B'(y2) = 0.6 y B'(y3) = 0.6, cabe

resaltar que no es necesario que todos los valores de B’ sean iguales.

Otra regla de inferencia en logica difusa es el modus tollens generalizado, que es la

generalizacion del modus tollens clasico, y se representa en el siguiente esquema:

Regla: Si X es A, entonces ) es B.
Hecho: Y eshB.

Conclusion: X es A'.

Donde A, A’, By B’ son definidos de la misma manera que para el modus ponens.
De manera similar al proceso realizado en el modus ponens generalizado, obtene-

mos de (2.14) que tiene la forma

A'(x) = supi(B'(y), R(z,y)), (2.18)

yey

y en particular, tomando la inferencia composicional, tenemos

A'(z) = supmin{(B'(y), R(z,y)}, (2.19)

yey
donde R es obtenida a partir de la proposicion Regla. Observemos nuevamente, que

si son conjuntos clasicos y A’ = -Ay B’ = =B obtenemos el modus tollens clasico.

Un ejemplo donde se observe la estructura de un modus tollens generalizado es el
siguiente
Donde el “equipo de fatbol” y la “cantidad de goles realizados” son las variables

lingUisticas; “bueno” y “regular” son conjuntos difusos de la variable “equipo de
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Regla: Si el equipo de futbol es bueno entonces hara muchos goles.
Hecho: El equipo de futbol hizo pocos goles.

Conclusiéon:  El equipo de futbol es regular.

futbol”, y “muchos” y “pocos” son conjuntos difusos de la variable “cantidad de go-

les realizados”.

Por ultimo, el silogismo hipotético generalizado, que es la generalizacion del silogis-
mo hipotético, es basado en dos proposiciones condicionales, y expresa a través del

siguiente esquema:

Regla 1: Si X es A, entonces ) es B.
Regla 2: Si'Y es B, entonces Z es C.

Conclusiéon: Si X es A, entonces Z es C.

En este caso X, ) y Z son variables que toman valores en X, Y y Z, respectiva-

mente, y A, By C son conjuntos difusos en X, Y y Z respectivamente.

Para cada proposicion hay una relacién determinada de la misma manera que en los
casos anteriores. Estas relaciones estan definidas paracadax € X,y €Y, 2z € Z,

por las ecuaciones:

Ra(y, 2) = ¢[B(y), C(2)];
R3(z, 2) = p[A(z),C(2)].

El silogismo hipotético generalizado se tiene si

Rs(z, z) = supi(Ry(x,y), Ra(y, 2)), (2.20)

yey
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que nuevamente se obtiene a partir de (2.14); si en particular, tomamos la inferencia

composicional, tenemos

R3(x, z) = supmin{ Ry (x,y), Ra(y, 2) }. (2.21)

yey

Esta ecuacion también puede ser escrita de manera matricial como R3; = R; o Rs.
Notemos que si A, B y C' con conjuntos clasicos, tenemos el silogismo hipotético

clasico.

El siguiente es un ejemplo donde podemos observar la estructura del silogismo

hipotético generalizado.

Regla: Si la ciudad es grande entonces viven muchas personas.
Hecho: Si viven muchas personas entonces hay mucha contaminacion.

Conclusiéon:  Sila ciudad es grande entonces hay mucha contaminacion.

Donde el “tamano de la ciudad”, la “poblacion de la ciudad” y la “contaminacion
de la ciudad” son las variables lingUisticas, y “muy grande”, “muchas” y “muy

contaminado” sus conjuntos difusos, respectivamente.

2.10.2. Razonamiento multicondicional  En el caso del modus ponens obser-
vamos que solo se encontraba una regla, sin embargo, en la mayoria de casos
practicos, como en los sistemas de control difusos (Capitulo 3), suelen haber mas
de unaregla, y en estos casos debemos recurrir a el razonamiento multicondicional.
Este caso es utilizado en el método Mandami (ver 3.4.1).

Un esquema general de este razonamiento es el siguiente:
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Regla 1: Si X es Ay, entonces ) es Bj.

Regla 2: Si X es Ay, entonces ) es Bs.
Regla n: Si X es A,, entonces ) es B,.
Hecho: X es A

Conclusion: Y es B’;

Dadas n reglas si-entonces, y un hecho X es A’, concluimos que ) es B’, donde
AAj e F(X),B',B; € F(Y),paratodo jconj=1,2,...,n,y X, Y son conjuntos
de valores de variables X', ). El método mas comun para determinar a B’, es cono-

cido como método de interpolacion , que consiste en los siguientes pasos:

Paso 1: Calculamos el grado de consistencia r;(A’), que representa la altura de
la interseccion entre el hecho dado y el antecedente de cada regla, es decir, los

conjuntos difusos A"y A;, definido, para cada j con j = 1,2,...,n, como
ri(A") = h(i(A', 4j)),
donde h denota la altura. Usando la interseccion difusa estandar, obtenemos

ri(A") = sup min{A'(z), A;(x)}.
zeX
Paso 2: Calculamos la conclusion B’ truncando cada conjunto B; con el valor de
r;(A"), el cual expresa el grado para el cual el antecedente A; es compatible con el

hecho A’, y tomamos la unién de los conjuntos truncados, es decir

B'(y) = sup min{r;(A"), B;(y)}
je{l,...,n}

0 G. J.KLIRy B. YUAN. Fuzzy sets and fuzzy logic. Vol. 4. Prentice hall New Jersey, 1995.
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paratodoy €Y.

La siguiente figura ilustra el método de interpolacién para dos reglas si-entonces H:

Figura 12. llustracion del método de interpolacién para dos reglas.

reX yey

regla 1
I ;; BQ (l’)

|

reX By yey
hecho dado conclusion

yey

En la Figura 2.2, sucede lo siguiente: a partir del conjunto de entrada A’ se calcula
el grado de consistencia con el conjunto A, es decir, supmin{A’(z), A;(x)}; este
rzeX

valor se usa para truncar o “cortar” el conjunto B;. Se repite este proceso con los
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conjuntos A, y B, obteniendo un conjunto B, “cortado”. Con estos dos conjuntos
“cortados” obtenidos, realizamos la operacién de unioén, que nos da el conjunto sa-
lida difuso. Notemos que si el conjunto difuso A’(z) es un singleton difuso de un

numero ¢, entonces sup min{A’'(z), A,(z)} = A;(c).
zeX

Veamos que el método de interpolacién es un caso especial del caso de la regla de
inferencia composicional. Para demostrar esto, asumamos que R es una relacién

difusa en X x Y definida por

R(z,y) = sup min{d;(z), B;(y)}

je{l,..,n}

paratodo z € X yy € Y. Veamos que B’ obtenido en el paso 2, es igual a A’ o R,
donde “o” denota la composicion sup-min. Para esto, a partir de las ecuaciones

anteriores, obtenemos que ™

B'(y) = sup min{r;(A"), B;(y)}

je{l,...,n}
= sup min{supmin{4’(z), A;(z)}, B;(y)}
je{1,...,n} reX

= sup sup{ml'n{A/(ﬂi), Aj(x)> Bj (y)}}

je{l,...,n}zeX

=sup sup min{A'(x), min{4;(x), B;(y)}} (2.22)

z€Xje{l,...,n}

— supmin{A’(z), sup min{A;(z), B;(y)}}

1=.¢ je{l ..... TL}

= supmin{A'(x), R(x,y)}
zeX

= (A/ o R)(y).
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E Notemos que la relacion difusa R utilizada se obtiene a partir de las reglas si-
entonces de la siguiente manera: para cada regla j obtenemos la relacion R; por la
formula

Rj(x.y) = min{A;(x), B;(y)}, (2.28)

paratodo z € X yy € Y. Entonces R es definido por la union de las relaciones R;,
es decir,
R= |J B (2.24)

En este caso tomamos las reglas de manera disyuntiva, esto significa que obtene-

mos una conclusion para un hecho A’ sir;(A’) > 0 para al menos una regla j.

Las reglas también pueden ser tratadas de manera conjuntiva. En este caso defini-

mos R por la interseccion de todas las relaciones R;, es decir,

R= () R, (2.25)

y se obtendra una conclusion para un hecho A’ solamente si r;(A’) > 0 para toda
regla j.

Para cada una de las interpretaciones, hay dos maneras posibles de aplicar la regla
composicional; una es aplicarla a la relacion difusa R después de ser calculada,
ya sea, por (2.16) o por (2.17); o es aplicada a cada relacion R;, y los conjuntos
resultantes son combinados ya sea, de manera disjunta o de manera co%unta. De

tal manera, tenemos las siguientes opciones de calcular la conclusion B' %4

B, :A’o< N Rj.>, (2.26)

):1,...,m
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3. Sistemas de control difuso

Los modelos mateméticos son, en esencia, formulaciones matematicas que permi-
ten establecer una relacion entre variables, parametros y restricciones . El mode-
lamiento matematico ha permitido avanzar en el estudio de los procesos de toma
de decisiones y en la comprensién de fendmenos de las ciencias fisicas y naturales,
como por ejemplo, en la elaboracién de prondsticos, la evaluacion de estrategias, la

dinamica de poblaciones, el control de sistemas, etc.

Una herramienta comun para aplicar modelos matematicos, es dada por los siste-
mas de control, los cuales son un conjunto de dispositivos que regulan su funcionali-
dad, o la de otros sistemas, con el fin de lograr un nimero determinado de acciones,

gue permitan obtener control sobre ciertas tareas.

Con el desarrollo de los conceptos de logica difusa, su utilidad para representar la
experiencia y conocimiento humano, y la necesidad de un sistema de control que
permita representar estos conceptos, surge la idea de los sistemas de control difu-
S0, una de las aplicaciones mas importantes e interesantes de la teoria de conjuntos

difusos y la légica difusa.

La estructura de un sistema de control difuso se puede dividir en 4 partes, a saber:
la fuzificacion, donde las variables de entrada son interpretadas como conjuntos
difusos; la base de reglas, donde se definen las reglas difusas que seran la base

para el desarrollo del proceso de inferencia; el proceso de inferencia, donde a partir

" P N. ROLDAN. Modelo matemdtico. https://economipedia.com/definiciones/modelo-
matematico.html.
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de la base de reglas y las variables de entrada se obtienen las variables de salida
interpretadas como conjuntos difusos; y finalmente, la defuzificacion, en donde los

conjuntos difusos son convertidos en numeros reales.

En el presente capitulo se introducira el concepto de sistema de control y sistema
de control difuso; posteriormente se explicara detalladamente el proceso de control
de los sistemas de control difusos, y finalmente se explicara paso a paso el funcio-

namiento del sistema.

3.1. GENERALIDADES

Un sistema de control se define como un sistema de dispositivos que regula o dirige
el comportamiento de otros dispositivos o el de si mismo . Tiene como finalidad
conseguir, a partir de la manipulacién de acciones externas, denominadas variables
de entrada, un control sobre las respuestas a estas acciones externas, denomina-
das variables de salida, de tal manera que se disminuyan los errores en el proceso

y se obtenga el mejor resultado posible.

Un ejemplo natural de un sistema de control se puede observar en el propio cuerpo
humano, donde si la temperatura supera los 37°C', el cuerpo suda, para asi refrescar-
se; mientras que si la temperatura baja de los 37°C, el cuerpo comienza a temblar,

y se generan contracciones musculares para asi aumentar la temperatura.

Otro ejemplo lo podemos encontrar en la fumigacion de una plantacion de un fruto;

en este caso se puede emplear un sistema de control para que conociendo la canti-

2. M. A. PEREZ, A. PEREZ H. y E. PEREZ BERENGUER. “Introduccién a los sistemas de control
y modelo matematico para sistemas lineales invariantes en el tiempo”. En: (2008).
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dad de frutos sanos y afectados por una determinada plaga (variables de entrada),
se obtenga la concentracidén necesaria del fumigante (variable de salida) para que

la plantacién se mantenga sana, o en unos niveles tolerables de contaminacion.

Los objetivos esenciales de un sistema de control son los siguientes :
m Ser robustos frente a perturbaciones y errores en los datos.

= Ser tan eficientes como sea posible a partir de un criterio establecido. Usual-
mente, este criterio consiste en que la accién de control sobre las variables de

entrada sea realizable, evitando comportamientos drasticos e irreales.

= Ser facilmente implementables y comodos de operar en tiempo real, con ayuda

de un computador.

Ante la necesidad de encontrar sistemas que permitan desarrollar modelos matema-
ticos a partir de la experiencia y el conocimiento humano, se desarrollan los sistemas
de control difuso, donde los procesos de control son basados en los principios de
inferencia difusa, y por lo tanto sus variables de entrada y de salida también deben

ser interpretadas como conjuntos difusos.

Mas precisamente, un sistema de control difuso, es un sistema que emula el pro-
ceso de razonamiento de un humano experto en un campo especifico de conoci-
miento. Este emplea una base de conocimiento, expresado en términos de reglas
de inferencia difusas relevantes, y cierta serie de reglas de producciéon que generan

inferencias difusas correspondientes al area en que se trabaja.

13 M. GUTIERREZ y S. ITURRALDE. Fundamentos bdsicos de instrumentacion y control. Universi-
dad estatal Peninsula de Santa Elena, 2017.
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El proceso de control difuso es ejecutado en un controlador difuso y la estructura de

este la podemos observar en la Figura 3.1 %4,

Figura 13. Esquema general de un controlador difuso.

.........................................................................

Control difuso

Salida :

Defuzificador

Proceso

de

Proceso de Base de reglas

inferencia difusas
control

Fuzificador

Entrada

Un ejemplo para entender este esquema es una lavadora (con accion difusa) de
ropa, donde, el proceso de control seria el lavado de la ropa, y el funcionamiento
de manera general es el siguiente: se introduce la prenda de ropa a la lavadora;
esta se interpreta como un conjunto difuso por medio del fuzificador de acuerdo
a qué tan sucia se encuentra la prenda; posteriormente se escoge la cantidad de
jabén y de agua mediante el proceso de inferencia basado en la base de reglas
determinada; luego de realizado el lavado se obtiene un valor que interprete el nivel
de suciedad pos-lavado por medio del defuzificador, y si de acuerdo a este valor la
prenda sigue estando sucia se vuelve a realizar el proceso; en caso contrario deja

la prenda tal como esta. Los conceptos de fuzificador, proceso de inferencia, base
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de reglas difusay defuzificador seran explicados a continuacion.

3.2. PROCESO DE ENTRADA: FUZIFICACION

La fuzificacion corresponde a la etapa de un sistema de control difuso en la cual las
variables de entrada deben ser interpretadas como conjuntos difusos. Es en esta
etapa en la cual, con la ayuda de conocimiento experto, las variables de entrada
son convertidas en conjuntos difusos de su respectivo universo. En general, el co-
nocimiento experto juega un papel importante en la definicién de las funciones de
pertenencia asociadas a los conjuntos difusos de cada entrada. A cada una de estas
funciones se les denomina funcidn de defuzificacion. Usualmente el valor de entrada
corresponde a un conjunto crisp; en estos casos, se suele tomar la funcién caracte-

ristica asociada, por lo cual, la funcién de fuzificacion viene dada por f.(z¢) = xg

3.3. BASE DE REGLAS DIFUSAS

Las reglas difusas son un elemento fundamental en el desarrollo de los sistemas de
control difuso, puesto que es con ellas que se representan las ideas provenientes de
la experiencia y de asociaciones empiricas. Asi, una regla difusa se puede interpre-
tar como un mecanismo que permite capturar informacidén que posea imprecision o
vaguedad. Cada una de estas reglas es un proposicién difusa condicional, es decir,

una expresién de la forma
Slz, es Ay, x9 €5 Ay, ...,1,, €A, ENTONCES y, €5 By, y» €S Bs, ..., y, €S B,.

La estructura del antecedente (antes del ENTONCES) y el consecuente (después
del ENTONCES) dependen del sistema de inferencia que sea utilizado, los cuales

introduciremos mas adelante.
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Es necesario que esta base de reglas no genere inconsistencias, es decir, que no
tengan informacion contradictoria. Una situaciéon muy comun en la cual la base de
reglas es inconsistente es cuando dos o més reglas tienen el mismo antecedente
pero diferentes consecuentes, o cuando la progresion de los cambios de los conse-
cuentes no se preservan gradualmente. En estos casos es posible que se obtengan
resultados inesperados. Un ejemplo de una base de reglas inconsistente, relativo a

las plantas de cierto cultivo, es el siguiente:

tiene una cantidad muy alta de frutos es muy sana,
S/ ENTONCES

tiene una cantidad muy alta de frutos es poco sana.

En este caso, se esta afirmando que una planta con muchos frutos es tanto muy

sana COMO poco sana, |0 cual es informacién inconsistente.

Un ejemplo en el cual la progresion de los cambios de los consecuentes no se

preservan gradualmente, es el siguiente:

tiene una cantidad muy alta de frutos es muy sana,
S/ tiene una cantidad alta de frutos ENTONCES es sana,

tiene una cantidad poco alta de frutos es muy enferma.

Aqui, los términos linglisticos para la variable de entrada son: muy alta, alta, poco
alta, media, poco baja, baja, muy baja; y las de la de variable de salida son: muy
sana, sana, poco sana, media, poco enferma, enferma, muy enferma. Notemos que
entre la primera y la segunda regla, el cambio del antecedente es “poco brusco” al
igual que el del consecuente, pues pasa de muy alta a alta, y de muy sana a sana,
lo cual es coherente; mientras que entre la segunda y tercera regla el cambio del

antecedente entre la segunda y tercera regla es “poco brusco”, puesto que pasa de
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alta a poco alta, pero el de el consecuente es “muy brusco”, ya que pasa de sana a

muy enferma.

3.4. PROCESO DE INFERENCIA

En los sistemas de control, la salida es un conjunto difuso proveniente de otros
conjuntos difusos obtenidos en el proceso de entrada. Para la obtencion de dicho
conjunto es necesario un proceso al que se le denomina “proceso de inferencia
difusa”. Es en este proceso en donde cada proposicidén difusa es traducida mate-
maticamente por medio de la logica difusa. Adicionalmente, en esta fase se definen

los operadores légicos que se emplean sobre la base de reglas determinada.

En la literatura se encuentran basicamente dos modelos de sistemas de inferencia
para el sistema de control: modelos en los cuales el consecuente de las reglas
es un conjunto difuso, y modelos en donde el consecuente es una funcién de las
variables de entrada. Cuando el consecuente es un conjunto difuso, el modelo es
llamado modelo Mamdani. Por otro lado, cuando el consecuente es una funcién se
tiene el conocido modelo Takagi-Sugeno-Kang (T.S.K), que es normalmente referido
solamente como modelo Sugeno. A continuacion haremos una breve descripcion de

estos modelos.

3.4.1. Modelo Mamdani  Este fue el primer método de inferencia desarrollado.
Fue propuesto en 1974 por Ebrahim H. Mamdani y Sedrak Assilian en el contexto
de los sistemas de control . Este modelo permite crear un sistema de control que
sintetiza el conocimiento experto a partir de una base de reglas, y a partir de la

inferencia da una salida de un conjunto difuso. Debido a que este modelo es muy

4 E.MASSAD y col. Fuzzy logic in action: Applications in Epidemology and Beyond. Springer, 2008.
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intuitivo y es sencillo interpretar su base de reglas, es recomendable usarlo en sis-
temas en los cuales la base de reglas es creada a partir de conocimiento experto
humano, por ejemplo en diagnéstico médico. EI modelo Mamdani estd compuesto

por n reglas

Regla 1: si X es A;, entonces ) es B,
Regla 2: si X es A,, entonces ) es Bs,

Reglan: si X es A,, entonces ) es B,.

Dado un valor de entrada, se obtendra un enunciado, que interpretaremos como un
hecho; asi, se obtendra la estructura de un razonamiento multicondicional (Seccién
2.10.2). Si se usa la t-norma estandar y la t-conorma estandar comunmente se le

conoce como inferencia max-min.

Sistemas difusos compuestos por una coleccién de n reglas como en el modelo an-
terior son conocidos como modelos SISO, puesto que tienen una Unica variable de
entrada y una unica variable de salida. Sin embargo,también existe una gran can-
tidad de aplicaciones del modelo Mamdani MISO, es decir, multiples variables de
entrada, y una unica variable de salida; o MIMO, mdltiples variables de entrada y
multiples variables de salida. En el presente texto solo trataremos modelos MISO;
por lo tanto, solo procederemos a explicar el funcionamiento de éste. Sin embargo,

el funcionamiento del modelo MIMO es similar al del caso MISO E

Consideremos un conjunto de reglas de la siguiente forma:

Regla 1: si X, es Ay, X es Ay, ...y X, €s Ay, entonces ) es By,
Regla 2: si X) es Ay, Xs €S Ags, ...y X, €S Ay, entonces ) es B,

Reglan: siX, es A, X> €8 A, ...y X, es A,,, entonces Y es B,

donde X, A,,, ... X, son las variables de entrada que toman valores en los univer-
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sos X1, Xo, ..., X,,, respectivamente; ) es la variable de salida que toma valores
eneluniversoY;y A,; yB; (1 =1,2,...,nyj=1,2, ..., m) son conjuntos difusos
de los universos X1, Xs,..., X,,, Y, respectivamente. Asi, como en el modelo SISO,
cada regla es asociada a una relaciéon difusa R; definida en el producto cartesiano

X; X Xo x---x Xy x Y como:
Ri(X1, X, ..., X, Y) = min{Aq (X)), Ap(Xa), ..., Aim (X)), Bi(V) }. (3.1)

Por lo tanto, la funcién de pertenencia de la relacién difusa de ese modelo se obtiene
a partir de la t-conorma estandar, y tenemos
R(Xl, XQ, ey me y) = méx }{RZ<X1, XI; . ,Xl>,y)}

ie{l,....n

(3.2)
= max }{min{Aﬂ(Xl), AiQ(XQ), e ,Azm(Xm% BZ(J/)}}

ie{l,....,n

Como este es un caso de razonamiento multicondicional, nos basamos en lo expli-

cado en la Seccién 2.10.2 para encontrar una salida difusa F.

La ventaja de los modelos Mamdani es que pueden ser dato-independientes, es de-
cir, un fenémeno puede ser modelado solamente por conocimiento experto, si no
hay una gran coleccion de datos disponibles. Por otro lado, dichos modelos también
podrian volverse experto-dependientes. Mas aun, si el modelo tiene una gran can-
tidad de variables de entrada y son fuertemente no relacionadas linealmente, los
expertos podrian tener problemas para desarrollar el modelo “4. En este caso, una

alternativa es modelar el fendmeno a través del Modelo Takagi-Sugeno-Kang.

3.4.2. Modelo Takagi-Sugeno-Kang (T.S.K.)  El método de inferencia de Takagi-
Sugeno-Kang (T.S.K.) fue propuesto inicialmente por T. Takagi y M. Sugeno en 1983
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, y posteriormente recibi6 la atencion de Kang, en 1988 . La diferencia central
entre el modelo Mamdani y el modelo T.S.K radica en la forma de escritura del con-
secuente de cada regla y en el procedimiento de defuzificacion para hallar la salida

general del sistema.

La razdn por la cual se desarrollé este modelo fue la de utilizar la informacién fun-
cional sobre la relacién entre las variables de entrada en las reglas difusas, debido
a que la informacién esta disponible en varios problemas, como las leyes fisicas y
quimicas que rigen los sistemas ™. De tal manera que, como se aclaro previamente,
las reglas estan compuestas por conjuntos difusos en el antecedente, y por funcio-
nes en el consecuente. Asi, las reglas con multiples entradas se estructuran de la

siguiente manera:
Reg.1:six, €S A1, x5 €5 A1a,...Y ., €S Ay, €ntonces Y, = ajp+aixi+ - -+a1mTm,

Reg.2: six, €S Ayi,x9 €S Aga, ... Y T, €S Ay, €Ntonces YV, = agg+agx1+ - ~+a2mTm,

Reg.n:six, es A1, €5 Ao, ... Y Ty €S Apn, €NtONCES Yy, = o +-An1 X1+ + 4 T,

donde x4, xs,,. ..z, SON las variables de entrada que toman valores en los universos

Xy, Xo, ..., X, respectivamente; 4,5, (i=1,2,...,nyj=0,1,2,..., m)son con-
juntos difusos de los universos X1, Xs, ..., X,, respectivamente, y ); son funciones
lineales.

S M. SUGENO y T. TAKAGI. “A new approach to design of fuzzy controller.” En: In: Wang, PP, (ed.)
Advances in fuzzy sets, possibility theory and applications (1983), pags. 325-334.

6 M. SUGENO y G. T. KANG. “Structure identification of fuzzy model.” En: Fuzzy Sets Syst. 28.1
(1988), 15-33.
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Geométricamente, las reglas del modelo Sugeno se pueden ver como una aproxi-
macion del mapeo X; x X, x --- x X,,, — Y por una funcion lineal a trozos. Ademas,
no hay restricciones sobre las funciones );, de hecho, en un caso mas general, es-
tas pueden ser funciones no lineales. Claramente el modelo Sugeno mas sencillo
es en el cual las Y; son funciones constantes, es decira;; =0, (i =1,2,...,nyj=
1,2,...,m)

El valor de salida de cada regla viene dado por la “fuerza de salida”, es decir,
el grado en el cual el antecedente de la regla es satisfecho; como en cada regla
estamos tomando el operador “y”, entonces la “fuerza de salida” viene dada por la

t-norma de todos los conjuntos difusos del antecedente, es decir,
Wr — i(Akl(JIl), Akg(IQ), Ce ,Akm(l’m>) (33)

donde i denota una t-norma, siendo la interseccion estandar la mas usada. Se toma
el valor de pertenencia de x; puesto que la funcion de fuzificacion usualmente usada
es la identidad. El proceso para dar la salida final en el método T.S.K esta definido

por el promedio ponderado de todas las salidas de las reglas, es decir,

Z WiV
=

=
D
k=1

De manera informal, lo que se hace es evaluar los valores de entrada en la funcién
del consecuente y el resultado multiplicarlo por la “fuerza de salida” de su corres-
pondiente regla; esto se hace con cada regla y se suman los valores obtenidos; y

dicho valor se divide por la suma de todas las “fuerzas de salida”.
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3.5. PROCESO DE SALIDA: DEFUZIFICACION

Como pudimos notar, en el método Mamdani obtuvimos conjuntos difusos como
salida. Es con el proceso de defuzificacion que nos es posible interpretar estos
conjuntos como numeros reales, que resumen de manera flexible, posibles valores
para la variable de salida. Hay varios métodos de defuzificacién, y los mas usados
en la literatura son: centro de masa, centro de maximos y media de maximos, cada

uno con buenos resultados en distintos campos donde han sido aplicados B

= Método del centro de area: Esta técnica es similar a la utilizada en fisica
para calcular el centro de gravedad; por esta razén también es conocida como
meétodo del centroide o método del centro de gravedad; consiste en dividir el
area bajo la curva dada por u en dos areas iguales. Consideremos un conjunto
difuso u € F(R) con funcion de pertenencia u(y). Si u esta definido en un
intervalo continuo [v., vs] 0 (va, ¥s), €l valor defuzificado dq4(u) es dado por la

formula:

L u)ydy
C [Puly)dy

Para el caso discreto, donde u es definido en un conjunto universal {y1, v, ..., Yn}

dCA(u)

el valor dc4(u) es dado por:

n

(Y)Y

=
—_

dCA(u) =

3

u(yr)

Eod

La siguiente figura ilustra el método del centro de éarea:
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Figura 14. llustracion del método del centro del &rea.

1__

0 | d;;A(u) | | x

= Centro de maximos: Consideremos un conjunto difuso v € F(R) con funcién
de pertenencia u(y). Si u esta definido sobre un intervalo [y, ys] 0 (ya, ys), €Ste
método proporciona el valor defuzificado dcy,(u), definido como el promedio

entre el infimo y el supremo de M, donde M es un conjunto clasico dado por:

M ={y € [ya, ] [ uly) = h(u)},

donde h(u) denota la altura de u (Seccién 1.6); es decir, el valor defuzificado

dcy(u) es dado por:

inf(M) + sup(./\/l).

de(u) = 5

(3.5)

Para el caso discreto, donde cual u es definido en un conjunto universal {y1, y2, . . ., Yn}»

M es dado por:
M = {ye | ulyr) = h(u)},

y el valor defuzificado d-4(u) es encontrado por la férmula:

min{yy | yx € M} + max{yx |y € M}

5 (3.6)

dCM(U) =

= Media de maximos: Consideremos un conjunto difuso u € F(R) con funcidn

de pertenencia u(y). En este método, que es definido Unicamente para el caso
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discreto, es decir, cuando u es definido en un conjunto universal {y1, y2, ..., Yn},
su valor defuzificado dsy/(u) es el promedio de todos los valores en el conjunto
M definido en (3.6), es decir,

Z?Jk

dM]\/[(u) == yki:f” s (37)

donde | M| es la cardinalidad del conjunto M. En el caso continuo, es decir,
cuando M es dado por (3.6), daas(u) puede ser definido como la media aritmé-
tica de los valores medios de todos los intervalos contenidos en M incluyendo

los intervalos con longitud cero.

La principal dificultad de los métodos de media de maximos y centro de maximos

es que no consideran toda la gréafica del conjunto difuso. De esta manera, dos con-

juntos difusos distintos que presenten el mismo conjunto M, obtendran luego del

proceso de defuzificacion el mismo valor numérico, independientemente de sus di-

ferencias en la grafica, como se observa en la Figura 3.3, donde d(u) es el mismo

tanto en d,;,, como en d ). En estos casos el proceso de defuzificacion ignora una

parte de la informacion obtenida; por esta razén, es el método del centro de area el

mas utilizado en la literatura.

Figura 15. llustracion de dos conjuntos difusos distintos con el mismo valor de

defuzificacion.
1+ 1+
0 T 0 T
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3.6. PROCESO DE FUNCIONAMIENTO

En un sistema de control difuso se han establecido cinco pasos que lo determinan.
Para ilustrar mejor este procedimiento, supongamos un sistema de control desarro-
llado con el modelo Mamdani en el cual hay dos variables de entrada « y v con
rangos en [—a, a] y [—b, b], respectivamente, y una variable de salida w con rango en
[—c, ¢] (también podrian ser intervalos abiertos). El proceso de funcionamiento del
modelo T.S.k tiene muchas similitudes, pero hay factores que lo diferencian, de tal

manera, en cada paso se haran las aclaraciones respectivas a este modelo.

Paso 1: Se identifican las variables de entrada y de salida, y el rango de los valores
a tomar por cada una; ademas se escogen términos lingliisticos para cada variable
y se expresan en conjuntos difusos apropiados. Para nuestro interés, estos conjun-
tos difusos son numeros difusos. En caso de que el proceso de inferencia a utilizar

sea el modelo T.S.K, se definiran las funciones del consecuente.

Para ilustrar este paso para el modelo Mamdani, asumamos que los siguientes 7

términos linglisticos son elegidos para las 3 variables:

M P — muy pequeino

P — pequeno

P — poco pequeno

AC — aproximadamente cero (3.8)
PG — poco grande

G — grande

MG — muy grande.

A cada término lingulistico le asignaremos, por simplicidad, numeros difusos igual-
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mente separados sobre el rango, como se muestra en la siguiente figura:

Figura 16. Conjuntos difusos asociados a la variable w.

1M P P PP AC PG G MG

@
3 3

a
3 3

Para las variables v y w, el valor a en la figura sera reemplazado por b y ¢, respecti-

vamente.

Paso 2: En este paso se realiza el proceso de fuzificacion para cada una de las
variables de entrada, por lo tanto es necesario definir una funcién de fuzificacion
para cada una de las variables, siendo las triangulares o las trapezoidales las mas
usadas en la literatura, e incluso tomar la misma funcién caracteristica del valor de
entrada. Esto permite que, dado un valor de entrada, éste sea interpretado como un
conjunto difuso, y sea afiadido como un “hecho” al esquema de la base de reglas.
Por ejemplo si tenemos un valor de entrada v, de la variable v, y una funcion de

fuzificacion f,, el “hecho” es dado por:
Hecho: v es f,(vo).

este es interpretado como el conjunto dado por la funcién caracteristica de vy, €s

decir
1, siz=uwy,

fv(x) =

0, caso contrario.
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Figura 17. Fuzificacion del valor vy.

Vo T

Paso 3: En este paso se definen la base de reglas, y el método de inferencia a ser
utilizado. Por ejemplo, si aplicamos el método Mamdani, estas reglas suelen obte-
nerse a partir operadores humanos con experiencia, o con datos empiricos. En el
ejemplo que estamos tratando, como cada una de las variables de entrada tiene 7
estados linglisticos, la cantidad de reglas distintas son (7)? = 49. En la préctica,
un conjunto pequeno de todas las reglas de inferencia posibles, es suficiente pa-
ra obtener un desempefio aceptable del sistema de control difuso. Para el modelo
Mamdani las reglas pueden ser mostradas convenientemente de forma matricial,

como se ilustra en la Tabla 3.1:

Tabla 2. Base de reglas para modelo Mamdani

MP | P PP |AC | PG |G | MG

MP | MG | MG | MG | MG |G |AC | AC
P MG | MG | MG | MG |G | AC | AC
PP |G |G |G PG |AC ([P |P
AC |G |G PG |AC |PP [P |P
PG |G |G |AC |PP |P |P |P
G AC |AC | P MP | MP | MP | MP
MG |AC |AC | P MP | MP | MP | MP

La forma adecuada de leer la tabla es la siguiente: si nos ubicamos en la columna
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4, fila 6, se lee:
Siues PG yves PP entonces w es AC.

Para el modelo TSK el posible mostrar las reglas de manera similar a como se hizo
con el modelo Mandami, pero en lugar de colocar los términos linglisticos de la va-

riable de salida, se ubicaran las funciones del consecuente respectivas.

Paso 4: En este paso se ejecuta el proceso de inferencia sobre las reglas y los
hechos dados para derivar una salida razonable o conclusién. En nuestro ejemplo,
con las variables u,v y w, para el modelo Mamdani, procederemos de la siguiente
manera. Primero, convertimos las reglas definidas anteriormente en proposiciones

condicionales simples de la forma:

si (u,v) es A x B entonces w es C,

donde
[A x Bl(z,y) = min{A(z), B(y)}, (3.9)

para todo x € [—a,a] y para todo y € [—b, b]; esto con el fin de trabajar sobre un solo
conjunto A x B, en lugar de los dos conjuntos A y B, y no se generaran inconve-
nientes, puesto que, como se muestra en (3.11), estamos tomando el minimo de los
dos valores de entrada evaluados en los respectivos conjuntos difusos. Similarmen-
te, expresamos las medidas de entrada fuzificadas f.(uo) ¥ f.(vo) como una sola

“medida”,

(ug, vo) = fuluo) X fulvo).

De esta manera una regla es escrita como:

Si (u,v) es PG x PP entonces w es AC.
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Entonces el problema de inferencia se vuelve un caso de razonamiento multicondi-
cional, como fue discutido en la Seccion 2.10.2. Cuando la base de reglas consiste

de n reglas de inferencia, el esquema tiene la siguiente forma:

Regla 1: Si (u,v) es Ay x By, entonces w es (.
Regla 2: Si (u,v) es Ay x By, entonces w es Cs.
Regla n: si (u,v) es A, x B, entonces w es C,,.
Hecho: (u,v) es fu(ug) x fu(vo).

Conclusiéon: wes C.

Los simbolos A;, B;,C; (j € {1,2,...,n} denotan conjuntos difusos que representan
términos linglisticos de las variables u, v, w, respectivamente. Para cada regla de
inferencia, habra una relacion R; correspondiente que se determina como se explico
en la Seccion 2.8. Como las reglas son interpretadas de manera disyunta, usamos
(2.20), y podemos concluir que el estado de v esta caracterizado por el conjunto

difuso

0=memXﬁwn&m (3.10)

donde ¢ es la composicién sup-i para una t-norma i, que en este caso es la inter-
seccién estandar.
Observacion: Dada una t-norma i y dos relaciones difusas P(X,Y) y Q(Y, Z), la

composicién sup-i de Py @ es la relacion difusa P 6 Q) sobre X x Z definida por:

[P 6 Q)(x,2) = supi[P(x,y), Q(y, 2)] (3.11)

yey

paratodo z € X y z € Z. Esta composicidn generaliza la composicidén estandar.
Como se menciond en la Seccidn 2.10.2, las relaciones seran dadas por la intersec-

cién estandar (aunque podria ser otra relacién), y por lo mostrado en (2.23) y como
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la funcién de fuzificacion es la identidad, tenemos que

C= sup minfmin{r;(fu(uo),r;(fu(v0)}. Cy(w)) (3.12)

je{l,...,n}

y r; es el grado de consistencia definido en la Seccion 2.10.2.

Paso 5: En el ultimo paso, debemos seleccionar el método de defuzificacion. El
conjunto que debe ser defuzificado en este caso es el conjunto C' definido en (3.10),
para dos valores de entrada u = ug y v = 1.

Para el modelo T.S.K los pasos 4 y 5 son un poco mas sencillos y se desarrollan

como fue explicado en la Seccién 3.4.2.

Cabe mencionar, que existen software que permite realizar el proceso de sistemas
de control difuso. De hecho, un ejemplo de estos es el Matlab con la funcién “fuzzy",
donde introducidas las variables linguisticas, sus respectivos términos linguisticos,
la base de reglas definida y los valores de entrada, obtenemos el valor de salida

correspondiente, esto facilita los calculos a realizar en este tipo de procesos.

100



4. Aplicacion

La mora es una de las frutas mas cultivadas en América; en Colombia, particular-
mente en los departamentos de Santander y Cundinamarca, la mora de castilla es
un renglén importante en la economia campesina, siendo una de las actividades
agricolas que mas ingresos generan en la regién. Como todo cultivo, las plagas y
enfermedades son uno de los principales inconvenientes a la hora de hacer pros-
perar el cultivo; como su presencia es inevitable, se han creado productos quimicos
y organicos, y desarrollado técnicas de cultivo, para controlar su desarrollo y mini-
mizar sus efectos sobre las plantaciones; sin embargo, aplicar estos quimicos en
grandes cantidades trae efectos secundarios que pueden danar el fruto, y hacerlo

poco saludable para el consumo humano.

Queriendo hacer uso de los sistemas de control difuso, hemos decidido plantear un
sistema de control, basado en reglas de la légica difusa, que permita entender de
una mejor manera el comportamiento de la plaga, y optimizar el proceso de fumiga-

cion sobre el cultivo.

Para mejor entendimiento del planteamiento del sistema de control, iniciamos el
presente capitulo con una presentacion sobre algunas generalidades de la mora de
castilla para ubicar al lector interesado; posteriormente, se introducira un modelo
Mamdani para simular el porcentaje de concentracion de cierto insecticida que debe
ser aplicada en una plantaciéon de mora, conocido tanto el porcentaje de infestacidén
de la plaga, como la variacion de la plaga. Finalmente, se empleara un modelo T.S.K
para modelar el comportamiento de la plaga Trips en una plantaciéon de mora. Todo
lo desarrollado en este capitulo corresponde a un ejercicio didactico si se quiere,

que busca aproximar al lector a interesarse por el tema y ahondar en un proble-
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ma de la misma naturaleza, y sobre el cual se cuente con datos e informacién a
priori del cultivo. Aunque los datos que usaremos pueden considerarse razonables
y ajustados a este ejercicio, no podemos afirmar que sean suficientes para sacar

conclusiones.

4.1. GENERALIDADES DEL CULTIVO DE LA MORA

La mora de castilla (Rubus Glaucus) es originaria de los
Andes tropicales. Crece casi silvestre en distintos lugares
de América, como Panama, México, Honduras, El Salvador,

Ecuador y Colombia . Esta especie puede encontrarse en-

tre los 1.200 y 3.200 msnm, pero la mejor adaptacién de la

—

planta esta entre los 1.800 y 2.400 msnm. En relacién a la ‘Figﬁra 18. Mora _e
temperatura ideal para el cultivo, es recomendado que oscile castilla, tomado de [7.
entre 11°C'y 18°C', aunque en regiones muy frias (10°C' a 12°C) el fruto es pequeno
debido a que en estos pisos térmicos no existen las unidades de calor suficientes
que permitan un desarrollo mayor y mas rapido del fruto . La humedad relativa
recomendada va del 70 % al 80 %; en cuanto al requerimiento hidrico, las regiones
mas aptas para su cultivo son aquellas con precipitaciones de 1.500 a 2.500 mm al
ano ™, Presenta un 6ptimo desarrollo en suelos francos arcillosos, ya que permiten
el almacenamiento de agua y la evacuacién de los excesos de humedad; el cultivo
requiere altos contenidos de materia organica, fésforo, potasio y una adecuada re-

lacidén de calcio y magnesio. La planta es muy susceptible al encharcamiento, por lo

8 CAMARA DE COMERCIO DE BOGOTA. Manual Mora. https://bibliotecadigital.ccb.
org.co/. 2015.

19 J. A. JARAMILLO. El cultivo de la mora de castilla. https://repository.agrosavia.co/. 1984.
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que el suelo debe presentar un buen drenaje interno y externo. El cultivo se adﬁ-

ta muy bien en suelos con pH acidos entre los 5,2y 6, 7, siendo 5, 7 el mas 6ptimo “<.

En Colombia los cultivos de mora se encuentran establecidos en pendientes suaves
de 3% a 10 % a fuertes de 20 % a 30 %; ademas, es importante tener en cuenta que
requiere una profundidad efectiva del suelo de 50 ¢m para el buen desarrollo de las

raices 19,

La mora de castilla pertenece a la familia de las rosaceas. Es una planta arbustiva,
semirecta y perenne, con tallos angulosos y cubiertos de espinas, verdes durante el
primer ano y lefiosos a partir del segundo, hojas persistentes, divididas en 5 lI6bulos
ovales y dentados, de 5 a 12 ¢m de longitud, con espinas en el pecicolo y nervio
medio, verde oscuro en el haz y blancuzco en el envés 3. Las flores miden de 2
a 3 cm de didmetro y son de color blanco o rosado. Los frutos son principalmente
verdes, después rojos y al final se vuelven negros cuando maduran; son de forma
oval o elipsoidal con punta redonda; miden de 1 a 2 cm de didmetro en la parte més
anchay de 2 a 4 ¢m de largo. El sabor es agridulce con madurez incompleta y dulce

al madurar, de aroma caracteristico 4,

La distribucién de las plantas varia dependiendo de condiciones como la pendiente
del terreno, la fertilidad, la humedad del ambiente y el sistema de poda. Suelen ser
distribuidas en calles separadas entre si a una distancia entre 2 y 2.5 metros; y en

cada calle las plantas se distancian entre 1.5 y 2 metros ““.
En cuanto a su ciclo de vida, esta planta, una vez comienza la etapa de maduracion,

la planta incrementa su produccién paulatinamente hasta los 18 meses, tiempo en

el cual se estabiliza y continua produciendo por aproximadamente 12 a 15 afos, de-
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pendiendo del manejo que se le realice al cuItivoE.

El problema de las plagas y las enfermedades es un inconveniente usual en el cul-
tivo de frutas, y la mora no es una excepcién; por lo tanto, en el proceso de cultivo,
es necesario tomar medidas para prevenir la propagacion de éstas. Las plagas y
enfermedades mas comunes y perjudiciales en el cultivo de la mora son: /a aranaita

roja, la pudricion de fruto, el Mildeo polvoso y el TripsE.

1. La arafiita roja (Tetranychus sp): Son acaros rojos diminutos,

de alrededor de 0, 5mm de tamano, capaces de tejer telaranas,

; . ~ . g -.‘v;
razon por la cual son confundidas con arafnas. Se localizan en el .
L . . ~ + )
envés de la hoja y los sintomas de dafo pueden notarse sobre R !
4 W P

los frutos, los cuales toman un color rojo éxido, mientrasquelas [ on .. . o

Figura 19. Huevos,

ninfa y adultos de

2. La pudricién de fruto (Botrytis cinérea): Considerada una de araﬁitaéojtomado
elc.

hojas se tornan palidas y arrugadas.

las enfermedades mas limitantes y es producida por el hongo

Botrytis cinérea. EI mayor inoculo en el cultivo viene de micelio formado en tallos
de mora en descomposicidén y hojas secas. Es favorecida por bajas temperaturas y
humedad relativa alta siendo los pétalos y los frutos maduros méas susceptibles a
la enfermedad. Los sintomas se inician principalmente en las flores y frutos, lo cual

afecta el cuajado de los frutos.

3. Mildeo polvoso (Oidium sp): Es un hongo que cambia el color de las hojas y las

20 (COMERCIAL QUIMICA MASSO. Acaros, arafa roja, arafia amarilla, arafia blanca.
http://www.massogarden.com/es/plagas-y-enfermedades-es/acaros-arana-roja
-arana-amarilla-arana-blanca)
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deforma. Se localiza en ramas jévenes, en tallos botones y frutos, en estos tres Ulti-

mos se presenta un polvillo de color blancuzco.

4. Trips (Frankliniella): Son insectos pequefios que no sobre-
pasan los 2 mm, de cuerpo alargado, color amarillento o
negruzco; succionan el alimento de las hojas y frutos, se
presentan especialmente en épocas de verano, ocasionando

amarillamientos en la planta, y raspaduras en las frutas. Al-

tas poblaciones pueden inducir perdida prematura de flores;

Figura 20.
Botrytis cinérea ademas son transmisores de virus que afectan la produc-

en mora, tomado .,
de cién.

El insecto atraviesa 6 estadios: huevo, dos estadios lar-
vales, prepupa, pupa, y insecto adulto. Duran entre 13 a

15 dias para llegar a la fase adulta, donde viven de 2 a 5

semanas, incluso mas. Se desarrollan de manera normal :
entre los 25°C'y 30°C, en las cuales el tiempo de incuba-  Figura 21_ Mileo polvoso
cion es de aproximadamente 4 dias. Puede haber desa- " Mora, tomado de 3
rrollo desde los 8°C, y después de los 35°C no hay desarrollo en absoluto. Cada

hembra puede llegar a poner de 40 a 100 huevos.

El Trips puede llegar a un invernadero ya sea con material vegetal, o los adultos
pueden ingresar volando desde el exterior. Igualmente estos pueden hibernar en
hendiduras, reaparenciendo en la estacion siguiente. Los métodos de control pue-

den ser con quimicos, como el Exalt o Brigada, que deben alcanzar bien toda la

21 (INSTITUTO COLOMBIANO AGROPECUARIO. Manejo fitosanitario del cultivo de la mora.
https://www.ica.gov.co/. 2011)
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planta, o de manera biolégica con depredadores como el Amblyseius cucumeris

(Oudemans) o el Orius laevigatus (Fieber).

Una variedad reciente de la mora de castilla es la variedad sin es-
pina, conocida vulgarmente como INIAP Andimora 2013; ésta fue
creada en el Ecuador; es proveniente de una mutacion de semilla
sexual de mora de castilla con espinas, identificada en los semi-

lleros de los segregantes donde se buscaba ampliar la variabilidad

genética como parte del programa de mejoramiento en esta espe-

o - cie .Debido a las buenas caracteristicas de esta nueva especie,
Figura 22. Larva

de trips, en Colombia fueron creados cultivos con este tipo de mora, en lu-

recuperado de .
P gares como Santander y Cundinamarca.

A partir del 2008 una serie de investigaciones de campo y laboratorio relacionadas
con la caracterizacion agronémica, molecular, fisico-quimica, y de calidad de la fru-
ta de la coleccion de moras, donde, la mora sin espinas correspondi6 a la accesion
MA-0100, colectada en el sector de San Luis-Cantén Tisaleo, Tungurahua, misma
que luego de cinco anos de investigacion, fue seleccionada por el Programa Nacio-
nal de Fruticultura-Zona Central y Granja Experimental Tumbaco en el afio 2012 por
presentar alta productividad y calidad de fruta; ademas, tiene como atributo impor-

tante la ausencia de espinas, caracteristica que es de interés de los productores ya

22 (IDEAS BIOLOGICAS. Plan fotosanitario. Control biolégico del Trips.
https://www.ideasbiologicas.com/control-biologico-del-trips)

28 CHILEALIMENTOS. NUEVA ESPECIE DE MORA SIN ESPINAS OFRECE NUEVAS OPORTU-
NIDADES A LOS PRODUCTORES DE ECUADOR. https://www.
chilealimentos.com/wordpress/nueva-especie-de-mora-sin-espinas-ofrece-nuevas
-oportunidades-a-los-productores-de-ecuador/. 2014.
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que facilita la poda y cosecha, que en este cultivo son periddicas .

Finalmente, pruebas sensoriales y agroindustriales permitieron concluir que, esta
variedad reune las caracteristicas que demanda el mercado para el consumo en

]
fresco e industrial 4,

Informacién proporcionada por el Iniap, el Programa Nacional de
Fruticultura realizé las evaluaciones de adaptacion de la varie-
dad en tres localidades de la provincia de Tungurahua, en un ran-
go de altitud de 2.810 a 2.950 msnm, y de temperaturas promedio

de 124°C a 14°C. El Programa también establecié plantaciones

en los valles de Cotacachi (2.400msnm y 15°C' promedio) y Tum-

“ & &
baco (2.348 msnm y 17°C promedio) donde se observd un buen  Figura 23. Hoja
afectada por el
Trips, tomada en la
va- finca San Rafael.

desarrollo inicial del cultivo. La variedad INIAP Andimora-2013
presenta solidos solubles con un valor de 12, 60 grados Brix

lor que supera en gran medida las normas de varios paises E

En relacién con los nutrientes del fruto, la variedad presenté 131, 95 miligramos por
cada 100 gramos de vitamina C. Asimismo, posee un alto contenido de proteinas,
carbohidratos totales, azlcares reductores, polifenoles, magnesio, fésforo, potasic;g
manganeso en comparacién a varias variedades de moras de castilla evaluadas =4,
Bajo condiciones controladas de almacenaje (1°C', 90 % HR), la deshidratacién de la
fruta cosechada es lenta y se inicia a los 6 dias de almacenamiento y posteriormen-

te se incrementa a los 12 dias. Finalmente, se alcanzan tasas altas de transpiracion

24 INSTITUTO NACIONAL DE INVESTIGACIONES AGROPECUARIAS. Ficha técnica de
la variedad de mora sin espinas (Rubus glaucus Benth) INIAP ANDIMORA-2013.
https://repositorio.iniap.gob.ec/bitstream/41000/4768/1/iniapsc359.pdf. 2013.
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|
alos 15 dias .

Por otra parte, en frigoconservacion, la aparicion de da-
nos por pudriciones alcanza el 1% a los 9 dias y el 2%
a los 15 dias, cuando se cosecha la fruta con el 75% de

color morado, mientras que al cosecharla con el 50 % de

Figura 24. Mora sin color morado, no se registra pudriciéon alguna en los dos
espinas, tomado de 3. . . . .
periodos de conservacion, lo que determina que bajo este

sistema de almacenamiento se reduce la deshidratacion y Iaéresencia de enferme-

dades de pos cosecha y se amplia el tiempo de almacenaje =3,

El estudio indica que “La variedad de mora INIAP Andimora-2013, comparada con
dos variedades de mora de Castilla comun, presenta mejores caracteristicas para el
almacenamiento, tanto en condiciones ambientales naturales como controladas. En
el caso de almacenamiento al ambiente el estado de madurez de la fruta influye en

u
el tiempo de conservacion” &4,

Nuestro interés en esta especie radica, en que realizamos una recopilacion de datos
sobre un cultivo de esta variedad, y es a partir de dichos datos que desarrollaremos
a continuacion la aplicacién de los sistemas de control introducidos en la seccién

anterior.

25 (MINISTERIO DE AGRICULTURA Y GANADERIA DE ECUADOR. INIAP entregaré nueva varie-
dad de mora sin espina. https://www.agricultura.gob.ec/iniap-entregara
-nueva-variedad-de-mora-sin-espinas/. 2013)
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4.2. CONTROL DIFUSO DE LA PLAGA TRIPS EN CULTIVOS DE MORA

A continuacion presentamos un ejemplo de un sistema de control difuso para de-
terminar la eficiencia de la fumigacion de una plantacién de mora, simulando la
cantidad de veneno que debe ser aplicada en una plantacién de mora, conocidos el
nivel de infeccion y la variaciéon de la plaga. El objetivo es usar el método Mamdani.
Con este ejemplo buscaremos ilustrar los pasos del método Mamdani descritos en
la seccidn anterior; cabe resaltar que los datos utilizados no son suficientes para
hacer un andlisis exhaustivo; sin embargo, son basados en datos recopilados en
una plantacion de mora sin espina, en la finca San Rafael del municipio de Santa
Barbara, Santander, Colombia, en la vereda La Salina, la cual se encuentra ubicada
a una altura de 2.065 msnm, con una temperatura promedio de 18°C' y precipitacidén
anual de 2.300 mm; en dicha finca fueron recopilados datos cada 3 dias durante dos
meses sobre la presencia de hongos, trips y arafita roja en las hojas y frutos de dos
plantas de mora sin espina. Para la recoleccidén de datos, y teniendo en cuenta las
limitaciones para hacer esta tarea, se tomaron dos plantas al azar; la planta 1 no fue
fumigada en ningln momento, mientras que la planta 2 tuvo tratamiento con insecti-
cidas y fungicidas, aplicados de acuerdo a orientaciones del agrénomo encargado.
Estos datos nos sirvieron como guia para la eleccion de los conjuntos difusos aso-
ciados a las variables de entrada. Contamos ademas con la asesoria del ingeniero
agrénomo Carlos Alberto Avila, quien ademaés es el autor del articulo , trabajo que
nos sirvié de guia para la eleccion de los conjuntos difusos de la variable de salida.
Por limitaciones en la extension de este trabajo, nos concentramos en la plaga trips;

ademas de ser sobre esta plaga en donde pudimos recolectar mejor informacién de

26 C. A. AVILA. “MODELO TECNOLOGICO SISTEMA PRODUCTIVO ESPECIE AGRICOLA: MO-
RA (Rubus glaucus Benth)”. En: (2019).
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datos.

En este caso se tomaron dos variables de entrada, a saber, la densidad de hojas in-
fectadas por el Trips (nimero de hojas infectadas sobre el total de hojas por arbol de
mora) y la variacion de la densidad de la porcentaje de hojas infectadas por el Trips
en una semana; por otro lado, consideramos una variable de salida como siendo la

concentracion del insecticida.

Paso 1: Establecimos las variables de entrada como porcentaje de hojas infectadas
por el Trips (P), variacion del porcentaje de hojas infectadas por el Trips en una se-
mana (V' ), y la variable de salida como concentracion del insecticida (D), medida en

centimetros cubicos por litros de agua.

La variable P la trabajaremos en el rango de [0, 80| (porcentaje). La razon de la toma
de este intervalo se debe a que segln las informaciones dadas por el ingeniero Avila,
luego de cierto porcentaje de contaminacién, aproximadamente el 80 %, la planta se
considera perdida. Adicionalmente, los términos linglisticos que empleamos fueron:
densidad casi nula P,, densidad muy baja P,,,, densidad baja P,, densidad media
P,., densidad alta P, y densidad muy alta P,,,. Los respectivos conjuntos difusos

gue los representan son ilustrados en la Figura 25.

Por simplicidad en la exposicién tomamos conjuntos difusos triangulares, pero natu-
ralmente que otras geometrias podrian ser consideradas. La variable V' |a trabajare-
mos en el rango de [—10, 10], pues de acuerdo a los datos recopilados, observamos
que entre estos valores se mantenia la variacion cada semana; y los términos lin-

guisticos empleados fueron: variacion muy decreciente V,,4, variacion decreciente
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Figura 25. Términos linguisticos de la variable lingUistica P.

.

28 3X2 36 44 48 52 | 60 64 68 76 80~

0] 4 12 16 20

V, variacion nula decreciente V,,;, variacion nula creciente V., variacion creciente
V. y variacion muy creciente V,,.. Los conjuntos difusos que los representan son

ilustrados en la Figura 26.

Figura 26. Términos linguisticos de la variable linguistica V.

—10 —6 -2 6 107*

Finalmente, basados en la informacién del agronomo, la variable D la trabajamos en
el rango de [0.012,0.028]; y los términos linglisticos empleados fueron: control muy
bajo D,.,, control bajo D,,, control medio D,,, control alto D, y control muy alto D,,,,,.

Los respectivos conjuntos difusos son ilustrados en la Figura 27.

Paso 2: Se consider6 la funcion de fuzificacion dada por la funcién identidad f.(xy) =
xo. Esto que quiere decir, que los valores de entrada, serdn considerados como la
funcion caracteristica del valor de entrada. Por ejemplo, si consideramos un por-

centaje inicial de contaminacion del 39 % y una variacion del porcentaje de hojas
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infectadas del 4.8 %, obtenemos los conjuntos difusos ilustrados en la Figura 28.

Figura 27. Términos linguisticos de la variable linglistica D.

0Ol 0.013 0.015 0.017 0.019 0.021  0.023

Figura 28. Valores de entrada fuzificados.

14 + P'(a)

0.025 0.0270.0157

V()

39 r

39 xr

Paso 3: La base de reglas definidas para este caso se encuentran en la Tabla 3.

Tabla 3. Base de reglas.

v P P, Pw | B | P, | P, P
Vind Do | Doy | Dy | Dy | Dy | Dy

‘/d Dmb Db Db Dm Da Dma
Vi Dyw | Dy | Dy | Dy | Dy D
Ve Dyw | Dy | Dy | Dy | Dy D
‘/c Dmb Db Dm Da Dma Dma
Vine Dyw | Dy | Dy | Dy | Dig | Dina
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Paso 4: Para ilustrar el funcionamiento, consideremos por ejemplo, un porcentaje
inicial de contaminacién del 39% y una variaciéon del porcentaje de hojas infecta-
das del 4.8 %, cuyos valores fuzificados seran denotados por P'(z) y V'(x) respec-
tivamente; y los operadores de interseccion y unién estandar como las ¢t-norma y
t-conorma respectivamente. En este caso la variable P toma valores distintos de 0
en el conjunto difuso P, con valor de 0.416 y en el conjunto difuso P,, con valor de
0.25; y la variable V toma valores distintos de 0 en el conjunto difuso V,,. con valor
de 0.3 y en el conjunto difuso V. con valor de 0.7. Estos valores corresponden con
los respectivos a-niveles asociados a los respectivos conjuntos difusos P, P, V.. Y
V.. Mas exactamente, para el caso del conjunto difuso P, por ejemplo, sus a-niveles

son dados por la familia de intervalos cerrados

[P)* = [12a + 20, — 120 + 44], e € [0, 1].

Luego, dado P = 39, necesitamos un « € [0, 1] tal que 39 = 12a+20 6 39 = —12a+44,
con lo cual, despejando, obtenemos que a = g 0 a = 0.416, y como « € [0,1], en-
tonces tomamos a = 0.416, que corresponde al valor de P;(39). Este mismo proce-
dimiento puede ser realizado con los a-niveles de cada uno de los conjuntos P,,, V..
y Ve

Teniendo en cuenta lo anterior, de acuerdo con el Paso 3, las reglas que nos in-
teresan seran las que involucren solamente a estos 4 conjuntos difusos, que son las

siguientes:

Regla 1:siPes P,y V esV,., entonces D es D,,,
Regla2:siPes P,y V esV,, entonces D es D,,,
Regla 3:si P es P,y V esV,., entonces D es D,,,

Regla 4:siPes P,y V esV,, entonces D es D,.
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Ademas, tenemos que los conjuntos difusos D,, y D, estan dados por las funciones

de pertenencia

500z — 8,5 si0,017 < x <0,019,
1 si 0,019 <z <0,021,
Dm(x) =

—500x + 11,5 si 0,021 <z < 0,023,

\ 0 caso contrario;

( .

500x — 10,5 si 0,021 <z <0,023,
1 si 0,023 <z <0,025,
—500x + 13,5 si 0,025 < x < 0,027,

0 caso contrario.

L
Como en la Regla 1 estan involucrados P, y V,., ¥ sup min{ B, (z), P'(x)} = 0,416 y
sup min{V,.(z),V'(x)} = 0,3, tomamos min{0, 416, 0 3} = 0.3. Recordemos que el
:\E/Z)I(or minimo se toma debido a que la t-norma escogida fue la interseccion estandar.
Con el valor obtenido, se trunca el conjunto difuso D,,, y se obtiene el siguiente

conjunto difuso

500z — 8,5 s 0,017 <z < 0,0176,
0,3 si 0,0176 < x < 0,0224,
—500z + 11,5 si0,0224 < 2 < 0,023,

min{0, 3, D,,(x)} =

| 0 caso contrario.

Este proceso se repite para cada una de las reglas consideradas, de donde se
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obtienen los siguientes 3 conjuntos difusos

500z — 8,5

_ 0,416
min{0,416, D,,(x)} =

0

500z — 8,5
0,25
—500x + 11,5
0

min{0, 25, D,,,(x)} =

500z — 8,5
0,25
—500z 4 13,5
0

min{0,25, D,(z)} =

\

Si 0,017 <z <0,01783,
si0,01783 < = < 0,02216,
—500z + 11,5 si0,02216 < = < 0,023,

caso contrario;

si 0,017 <z <0,0175,
si 0,0175 <z < 0,0225,
si 0,0225 <z < 0,023,

caso contrario;

si 0,021 < 2 < 0,0215,
si 0,0215 < z < 0, 0265,
si 0,0265 < z < 0,027,

caso contrario.

Finalmente, se realiza operacidén de union estandar de los 4 conjuntos difusos pre-

viamente obtenidos, que corresponde al siguiente conjunto difuso

(

Este proceso, se ilustra en la Figura 29.
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500z — 8,5 si0,017 < z < 0,01783,
0,416 si 0,01783 < z < 0,02216,
—500z + 11,5 si0,02216 < z < 0, 0225,
0,25 si 0,0225 < x < 0, 0265,
—500z + 13,5 i 0,0265 < z < 0,027,

0 caso contrario.
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Figura 29. llustracién paso 4.

Valor dado

Valor dado
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En la Figura 29, cada una de las 4 primeras filas corresponde a cada una de las 4
reglas consideradas; y cada una de las columnas corresponden a las variables lin-
guisticas tomadas. La ultima fila muestra los conjuntos difusos de entrada asociados
a los valores de entrada, y el conjunto difuso C', obtenido anteriormente. En cada
fila, la linea horizontal punteada, se refiere a el valor minimo con el cual se trunca el
conjunto difuso de la variable de salida.

Paso 5: Ya obtenido el conjunto difuso C en el paso anterior, procederemos a reali-
zar la defuzificacion, y en este caso sera desarrollada con el método del Centroide,
porque como se explico anteriormente, es el que toma mas de la informacion dada
por el conjunto difuso para dar un valor como salida. En consecuencia, tenemos que

002 O () wda

doa(C) = = 0,0215. (4.2)
0%0127 C(x)dx

Lo que quiere decir, que de acuerdo a la base de reglas definidas, si el porcentaje
de las hojas contaminadas de una planta es del 39 % y una variacioén del porcentaje
de las hojas contaminadas en una semana del 4.8 %, entonces debe ser fumigada

con una concentracion de 0,0215.

Con el desarrollo de diferentes Softwares se han podido facilitar los célculos para ver
el funcionamiento de un sistema de control, como el que acabamos de ver. Un ejem-
plo de estos es Matlab, que tiene incorporada la funcién de Fuzzy Logic Designer
en la cual se introducen las diferentes variables de entrada y salida, sus respecti-
vos términos linglisticos y la base de reglas definida, y luego, dados los diferentes
valores de entrada, obtenemos los valores de salida de acuerdo a los operadores
definidos y el sistema de defuzificacién. Con el deseo de verificar el procedimiento
manual realizado anteriormente, introducimos en Matlab la aplicacion previamente

mencionada y confirmamos que el valor de salida fue el que obtuvimos.
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Inicialmente introducimos las variables de entrada y salida con sus respectivos hom-

bres (Figura 30).

Figura 30. Asignacién de variables de entrada y salida.

4] Fuzy Logic Designer: Aplic_1_mamd X

XX N — .
S f ~ M

‘Concentracén

File Edt View

5 e e 1 s s Ty f— ‘

nnnnnnnnn

Luego, para cada variable se asignan los términos linglisticos correspondientes (Fi-
guras 31, 32 y 33); posteriormente se introducen la base de reglas definidas (Figura
34), y finalmente, obtenemos la estructura del sistema de control dado, e introdu-
ciendo los valores iniciales para las variables de entrada, nos da la salida corres-
pondiente (Ver la Figura 35). Se observa que efectivamente el valor de salida es
0.0215 con un porcentaje de concentracién inicial del 39 % y una variaciéon en una
semana del 4.8 %.

Con ayuda de este software, obtenemos los valores de salida para distintos valores
iniciales, estos son mostrados en la Tabla 4.

Nuevamente, con ayuda del software, consideramos los operadores producto alge-
braico y suma algebraica como las ¢-norma y t-conorma respectivamente, y obtuvi-
mos los resultados mostrados en la Tabla 5.

El procedimiento previo, nos permitié observar que el sistema esta definido de ma-

nera coherente, pues las alteraciones en las variables de entrada son proporcionales
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Figura 31. Términos linguisticos de una variable de entrada.
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‘Selected variable "Variacin”

Tabla 4. Valores de salida obtenidos con el softwate de Matlab.

P

v 0 13 39 50 70 80
-10 NA 0.0131 | 0.0175 | 0.0200 | 0.0240 | 0.0240
-4.8 NA 0.0160 | 0.0177 | 0.0200 | 0.0243 | 0.0269
-1 NA 0.0160 | 0.0200 | 0.0200 | 0.0243 | 0.0269
1 0.0131 | 0.0160 | 0.0200 | 0.0200 | 0.0243 | NA
4.8 0.0131 | 0.0160 | 0.0215 | 0.0227 | 0.0251 | NA
9 0.0131 | 0.0160 | 0.0215 | 0.0240 | 0.0268 | NA
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Figura 33. Términos linguisticos de la variable de salida.
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Tabla 5. Valores de salida obtenidos con el producto algebraico y suma algebraica.

o Pl 13 39 50 70 80
90 | NA [ 0.0131 [0.0175 | 0.0200 | 0.024 | 0.024
48 |NA [ 0.0160 | 0.0175 | 0.0200 | 0.0242 | 0.0269
1 NA | 0.0160 | 0.0200 | 0.0200 | 0.0242 | 0.0269
i 0.0137 | 0.0160 | 0.0200 | 0.0200 | 0.0242 | NA
48 [ 0.0131 | 0.0160 | 0.0215 | 0.0228 | 0.0253 | NA
9 0.0131 [ 0.0160 | 0.0215 | 0.0240 | 0.0267 | NA
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Figura 35. Salida del sistema dados los valores iniciales.

4 Rule Viewer Aplic_1_mamd X
File Edit View Options
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a los resultados obtenidos para la variable de salida, y los valores son coherentes a
los recomendados por el ingeniero. En otras palabras, este ejercicio nos permitié va-
lidar el sistema de control difuso planteado y concluir que hay una coherencia entre
los resultados arrojados y los procedimientos empleados por el trabajo del agréno-
mo. Adicionalmente pudimos observar que al cambiar la t-norma y la ¢-conorma la
variabilidad es baja, por lo cual la elecciéon de estos operadores no genera un cam-

bio drastico.

Es importante observar que en la practica, durante el proceso de fumigacion, se apli-
ca una cantidad constante de plaguicidas, independiente de la afectacién que tenga
el cultivo, y con periodos constantes de tiempo. Al respecto, teniendo en cuenta los
resultados arrojados en nuestro estudio, se podria plantear un cambio en la manera
como se esta llevando a cabo ese procedimiento en el cultivo propiamente dicho.
Se podria plantear un manejo diferenciado de la concentracién de quimico depen-
diendo de la afectacién. Este cambio podria tener unos beneficios econdmicos dado
que implicaria la optimizacion de recursos y mas aun, se puede argumentar que una

aplicacién mas 6ptima de los fungicidas implica un producto mejor apetecido para
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el consumo. Naturalmente, estas afirmaciones se pueden acompanar de un estudio
de costos y un andlisis de la pureza del producto cuando este va al consumidor.

Finalmente, cabe recalcar que los conjuntos difusos fueron definidos de esta manera
por simplicidad, de hecho, podrian haberse trabajado conjuntos con otras geome-
trias un poco mas complejas, sin embargo, esto a fin de cuentas no genera cambios

sustanciales.

4.3. DETERMINACION DE COEFICIENTES DE CRECIMIENTO DE LA PLAGA
TRIPS EN CULTIVOS DE MORA

Un problema fundamental en agronomia consiste en conocer la tasa de crecimiento
de plagas en determinados cultivos, en particular, las tasas de crecimiento de las
plagas Trips en cultivos de mora, que es el caso que nos ocupa. Por un lado, esta
informacion es determinante a la hora de establecer en qué intervalos de tiempo
se deben hacer las aplicaciones de controles quimicos y cuales deberian ser los
niveles de concentracion del quimico fungicida en cada fumigacion. Adicionalmen-
te, desde el punto de vista de la matematica aplicada, este tipo de informacion es
imprescindible a la hora de validar modelos matematicos descritos en términos de
ecuaciones diferenciales, los cuales solo tendran aplicacion practica en la medida
en que conozcamos los pardmetros que determinan la tasa de crecimiento, migra-

cion y demas.

El objetivo de esta seccion es la de ilustrar el uso del control difuso en la deter-
minacién de la tasa de crecimiento de la plaga Trips, de manera tal que una vez
establecido un modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias que describa la dina-
mica poblacional, se pueda hallar solucién en funcién de esas tasas de crecimiento,
y en consecuencia, describir la solucién de la densidad de la plaga en funcién del

tiempo. Queremos determinar de tasa de crecimiento via sistemas basados en re-
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glas difusas usando el método de T.S.K.

4.3.1. Un modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias = Nos proponemos
plantear un modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias que describa el creci-
miento de la poblacién de la plaga Trips en un cultivo de mora. Para tal efecto, deno-
tamos por z(t) la poblacién de Trips en el instante de tiempo ¢. Teniendo en cuenta
la literatura que describe las caracteristicas biologicas de la plaga Trips, constitu-
tivamente se infiere que el crecimiento poblacional es proporcional a la poblacion
existente, con lo cual, es razonable plantear un modelo matematico que describa la

dindmica de z(t) dada por el siguiente problema de valor inicial

2'(t) = ax(t) + B — 0x(t)or(t),

.T(to) = Xy,

(4.3)

donde « representa la tasa de crecimiento de la plaga, 5 la tasa de migracion de
la plaga, 0 la efectividad de la aplicacion de un determinado insecticida, d(t) la
“funcién” delta de Dirac centrada en el tiempo ¢t = T, siendo T el tiempo de aplica-

cién del insecticida, y x, la poblacion inicial de la plaga en el tiempo inicial ¢,.

Usando la transformada de Laplace, que denotamos por L(-), podemos resolver de
manera explicita el P.V.l (4.3). En efecto, recordemos las siguientes propiedades de
L sobre la transformada de la derivada, y la transformada de la “funcién” delta de

Dirac.

Si f es continua en [0,00) ¥ f’ es continua por tramos en [0, o), entonces

L{f ()} (s) = sL{f(t)} = f(0), s > 0. (4.4)
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Por otro lado se tiene que

L{0r()}(s) =e*T, s >0,

L{x(t)or(t)}(s) = e *Ta(T), s > 0.

Finalmente recordemos que

5{1}:5 s> 0.

Entonces, aplicando £ al P.V.l (4.3) y usando (4.4) y (4.7), obtenemos que

sL{x(t)}(s) — xo = aL{z(t)}(s) + g — e a(T).

Despejando L£{z(t)}(s) de (4.8), obtenemos que

@ g Oe=Ta(T)

Lla(t)}(s) = s—a+s(s—a)  s—a

Recordando que

£t {s—la} (5) = e™,
notando que

1 —1 1
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(4.11)



y observando que

T 0, si 0<t<T,
£} { c } (s) = DY (t—T), siendo U(t—T) = - (4.12)
sS—a 1, si  t>T,

encontramos que

z(t) = zpe™ — g + geat — 0x(T)e™ Ut = T). (4.13)
Note que
2(T) = 20T — B + éeaT — 0x(T), (4.14)
(8% (6%
es decir,
x(T) = 1 (zoe™” + ﬁ(eo‘T - 1)) (4.15)
146 0 « ' -

Por lo tanto, reemplazando (4.15) en (4.13) concluimos que la solucién del P.V.l (4.3)

es dada por
at 6 at i
zoe® + a(e —1), si t<T,
X(t)= (4.16)
roet + Z(eot 1) = U (genT . Do _pyenen i >
a 1+6 a ’ o

Con ayuda de Geogebra, obtuvimos las graficas de la solucion dada en (4.16), para
a > B conf = 1.2 (Figura 36), y con ¢ = 0.9 (Figura 37); para 5 > a con 6 = 1.2
(Figura 4.38) y para 8 = 0 con 6§ = 1.2 (Figura 39), es decir, considerando en el Ulti-
mo caso que no hubiera tasa de migracion. En los 3 casos consideramos =, = 35y
T = 1. En cualquier caso, se observa que después de la aplicacién del insecticida

en el instante de tiempo 7', hay un quiebre en el crecimiento poblacional y posterior
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a esta aplicacion, la dinamica vuelve a ser exponencial.

Figura 36. Grafica de (4.16) para zp =35, « =0.9,5=0.8,0 =12, T = 1.

Figura 37. Gréfica de (4.16) para zp = 35, « =0.9,5=0.8,6 =09, T = 1.

300
250

200

Naturalmente, el modelo de EDO dado por (4.3) puede ser mejorado permitiendo
incorporar nuevos ingredientes que describan de una mejor manera la dinamica
poblacional; por ejemplo, incorporar en el modelo la accion de la fumigacion en de-

terminados tiempos T}, Ts,...T,,. En este caso, el PVI de (4.3) puede ser modificado
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Figura 38. Grafica de (4.16) para zp =35, « = 0.4, 5=0.8,0 =12, T = 1.

Figura 39. Gréfica de (4.16) parazp =35, =1,5=0,0 =12, T = 1.

de la siguiente manera

P(t) = ax(t) + B — 0, a(t)dn, (),

z(to) = xo.

(4.17)

Trabajando de manera analoga a lo hecho para obtener la solucion del P.V.l (4.3), la
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solucién del PV.I (4.17), es dada por

e+ D eat 1), si 0<t<T,
«
s+ et 1) = gu(mem, s Tisi<,
«
)= (4.18)
zoe® + é(eat 1) =030 w(T)e* ™™, si T, <t<T,+1,
«
zoe™ + é(eat —1) =037, o(T)e*T),  si T < t,
«

\

donde z(7;) es dado por

0 . . i—1 5
=178 (“’OGQT’ + g(e“Tl —1) =0 a(T)e™ m) ,

r=1

Nuevamente, con ayuda de Geogebra, obtuvimos las graficas de la soluciéon dada
en (4.18), para o > 5 con # = 1.2 (Figura 40), y con # = 0.9 (Figura 41); para § > «
con # = 1.2 (Figura 42) y para 8 = 0 con 6 = 1.2 (Figura 43), es decir, considerando
en el ultimo caso que no hubiera tasa de migracidén; ademas escogimos los tiempos
de fumigacién de manera periddica, es decir, que la diferencia de dos tiempos con-
secutivos sea constante. En los 3 casos consideramos xy = 35, 7} = 0.5, T, = 1,
T; = 1.5y T, = 2, estos valores debido a que la tasa de crecimiento la tomamos a
1 mes (30 dias), y suponemos fumigaciones cada 2 semanas aproximadamente. Al
igual que en las Figuras 36, 37, 38 y 39, se observa que después de la aplicacion del
insecticida, hay un quiebre en el crecimiento poblacional, y posteriormente a esta

aplicacion, la dinamica vuelve a ser exponencial.
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Figura 40. Grafica de (4.18) para zp =35, « =0.9, 5=0.8,0 =1.2, 71 = 0.5, T, = 1,
T3 =1.5,Ty = 2.

a8 [ 05 1 15 2 25 H 25 4 as 5 55 [ a5

Figura 41. Grafica de (4.18) para o = 35, « =0.9, 3=0.8,6 =0.9, 71 = 0.5, T, = 1,
T3 =1.5,1T4 = 2.

Como se observa en (4.16) y (4.18), desde el punto de vista practico es prioritario
conocer los parametros «, 5y 6. Sin embargo, en general, la determinacién de estos
parametros no es una tarea facil, ya que depende en que medida de informacion y

estadisticas que haya sido recolectada y analizada por expertos.

En el caso que nos ocupa, hasta donde pudimos consultar, no hay informacién expli-
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Figura 42. Grafica de (4.18) para o =35, a =04, 5 =0.8,0 =1.2, 71 = 0.5, T, = 1,
Ty =1.5 Ty = 2.

05 [ 05 1 15 2 25 H 25 4 45 5 55 & a5

Figura 43. Graficade (4.18) parazp =35, a=1,=0,0=1.2,T1 =0.5,T, =1, T3 = 1.5,
Ty = 2.

cita que permita saber posibles valores de estos parametros. Es por esta razon que
nos pusimos en la tarea de recolectar informacion y datos sobre el comportamiento
de la plaga Trips en funcidén de la temperatura, que aunque insuficientes, nos per-
miten, a través de herramientas de sistemas de control basados en reglas difusas,
dar una primera aproximacion de estos valores como se mostrara en la siguiente

seccion.
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4.3.2. Determinacion de tasa de crecimiento a partir del método T.S.K  Como
se menciono al final de la Seccién 4.3.1, un problema en la agronomia de la mora,
es la determinacién de los parametros o, 5y 6, que involucra el modelo dado por
(4.3). Teniendo presente esta problematica, y ante la ausencia de literatura al res-
pecto, nos propusimos hacer un primer ejercicio académico para determinar estos
coeficientes, haciendo uso de cierta informacion recolectada en un cultivo de mora
sin espina, en la finca San Rafael del municipio de Santa Barbara, en la vereda La
Salina; y de , un articulo donde conseguimos una buena coleccion de datos del
crecimiento del Trips a distintas temperaturas, a la cual recurrimos en ausencia de
informacion para poder llevar a cabo el andlisis. Teniendo en cuenta esta informa-
cidén, y siendo conscientes que no es para nada suficiente, nos propusimos hacer
uso de la teoria de sistemas de control basados en reglas difusas para la determi-

nacion del parametro a.

Ciertamente, la naturaleza de a es difusa; mas aun, teniendo en cuenta la litera-
tura sobre la plaga Trips, se he determinado que « depende esencialmente de la
temperatura, es decir, que en las soluciones (4.16) y (4.18), a = «(h), siendo h la
temperatura. Por lo tanto, presentaremos un ejemplo de un sistema de control difuso
con el método T.S.K, con el objetivo, de no solo obtener una aproximacién del valor
de « (en funciéon de la temperatura), sino también de mostrar el funcionamiento de

este sistema.

Recordemos que la diferencia del sistema T.S.K con el sistema Mamdani radica en la

estructura de sus reglas, pues, mientras que en el sistema Mamdani el consecuente

27 J.R.MCDONALD, J. S. BALE y K.F.A. WALTERS. “Effect of temperature development of the Wes-
tern Flower Thrips, Frankliniella occidentalis (Thysanoptera: Thripidae)”. En: European Journal of
Entomology 95 (1998), 301-306.

131



de las reglas son conjuntos difusos, en el sistema T.S.K son funciones lineales; por
lo tanto, es esencial tener una coleccion de datos lo suficientemente grande y pre-
cisa que nos permita definir dichas funciones; y aunque por cuestiones de tiempo
y herramientas no nos fue posible recoger esta gran cantidad de datos, pudimos
encontrar en : una coleccion valiosa de datos que nos permitieron dar un bosquejo

de las funciones lineales deseadas.

Como se mencion6 anteriormente, la literatura al respecto de la plaga Trips afirma
que el crecimiento de la plaga depende de la temperatura, por la tanto, se consi-
derara una unica variable de entrada, la temperatura, y la funcién del consecuente,
que dependera de la temperatura, indicara la tasa de crecimiento del Trips en un

mes (30 dias) hasta volverse un adulto.

Paso 1: Establecimos la variable de entrada temperatura (H). Esta variable la tra-
bajaremos en el rango [10,35] (°C). Se consideran estos valores debido a que la
literatura relacionada al ciclo de vida del Trips, afirma que es en este rango de tem-
peraturas donde se da el desarrollo de la plaga, y ademas los datos de 4 corroboran
esta informacion. Adicionalmente, los términos linglisticos definidos son: temperatu-
ra muy baja H,,,, temperatura baja H,, temperatura regular H,, temperatura buena
H,, y temperatura alta H,. Los respectivos conjuntos difusos que los representan

son ilustrados en la Figura 44.
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Figura 44. Términos linglisticos de la variable linguistica H.

B Hmb Hb Hr ?

Hbu : Ha g

10 12.5 15 17.5 20 22.5 25 27.5 30 32.5 35 T

Las funciones de los consecuentes seran funciones lineales entre los valores obte-

[
nidos a partir de , los cuales nos indican que:

m Alos 10°C la tasa de crecimiento a 30 dias es de 137%

. , 30
A los 15°C la tasa de crecimiento a 30 dias es de 37

. , 30
A los 20°C la tasa de crecimiento a 30 dias es de 7

A los 25°C la tasa de crecimiento a 30 dias es de %

. , 30
A los 30°C la tasa de crecimiento a 30 dias es de o

A los 35°C ya no hay crecimiento, por lo tanto la tasa de crecimiento a 30 dias

es de 0.

De esta manera las funciones del consecuente son ilustradas en la Figura 45.
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Figura 45. Funciones del consecuente.

. (30,2.5)
Ja :
(25,1.875) r
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Asi mismo, las funciones del consecuente, son dadas por

.f_83 129
TR VT,
g4 60
274077 814
9 15
ERARTRA 7Y
1 5
u f4_§x_11
1 35

Paso 2: Se considero6 la funcién de fuzificacion dada por la funcion identidad f.(x) =
xo. Esto quiere decir que cada uno de los valores de entrada, seran considerados
como la funcion caracteristica correspondiente al valor de entrada. Por ejemplo, si
consideramos una temperatura inicial de 21.5°C' obtenemos el conjunto difuso ilus-

trado en la Figura 46.
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Figura 46. Valor de entrada fuzificado.

14+ * H’(m)

21.5 z

Paso 3: Las reglas consideradas para este caso con las siguientes:

1. Si H es H,,;,, entonces f;.

N

. Si H es H,, entonces f5.
3. Si H es H,, entonces fs.
4. Si H es H,,, entonces f;.

5. Si H es H,, entonces f;.

Paso 4: Para dar la salida en este sistema, es necesario calcular la “fuerza de

salida”, que viene dada por

Wi = i(Ak1($1)7 Akg(xg), Ce ,Akm(éﬂk)),

siendo 7 una t-norma Ay; los conjuntos difusos del antecedente de la regla y x; los
valores de entrada para cada variable de entrada. Como en este caso hay 5 reglas,
y en cada una solo participa una unica variable de salida, obtenemos 5 “fuerzas de

salida” distintas. Tomando la interseccién estdndar como la t-norma obtenemos que
m w; = min{H,,,(x0)} = Hpp(0)-
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n wy = min{Hy(x)} = Hy ().
» wy = min{H,(z0)} = H,(x0).
m Wy = min{Hy, (o)} = Hyu(zo).
» wy = min{H,(z0)} = Ha(2o).

Recordemos que, la salida de este método esta dada por el promedio ponderado de

las “fuerzas de salida”, es decir,

Z WiV
e

- n
2w
k=1

siendo ), cada una de las funciones del consecuente. Entonces obtenemos que

(4.19)

~ Hyp(20) f1(w0) + Hy(2) fo(z) + He(2) f3(2) + Hyu(x) fa(x) + Ha(x)f5(x).

T Hypp () + Hy () + Hp () + Hyy(2) + Ho(2) (4.20)

Por ejemplo, para una temperatura de 21.5°C, obtenemos que
m w, = H,,(21.5) =0,
m wy = H,(21.5) = 0.2,
» wy = H,(21.5) = 0.8,
» wy = Hy,(21.5) =0,

" ws = H,(21.5) = 0.
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Asi, como solo de ws ¥ w3 obtuvimos valores diferentes de 0, entonces la salida sera

dada por

0.2£>(21.5) + 0.8f3(21.5) _
_ _ 1.53T8. 4.21
y 0.8+ 0.2 H318 (4.21)

Lo que esto indica es que a 21.5°C' la tasa de crecimiento del Trips («), hasta volver-

se un adulto a 30 dias es de 1.5318.

Con ayuda del software de Matlab comentado en la aplicacién anterior, al introducir
las variables con sus respectivos nombres y definidos los operadores (Figura 47);
los términos linglisticos correspondientes a las variables de entrada(Figura 48); las
funciones del consecuente (Figura 49) y las reglas correspondientes (Figura 50),
pudimos obtener una mayor cantidad de valores para distintos valores de entrada,

como se muestra en la Tabla 6.

Figura 47. Variables y operadores del sistema T.S.K.

4 Fuzzy Logic Designer Aplic_2_sug

mmmmmm

gggggggggg

Para una temperatura de 21.5°C', como la tomada en el ejemplo, obtuvimos un valor
cercano 1.5318, el valor no es exacto debido a que el software toma solamente 4
decimales, por lo tanto, no trabaja con exactamente las mismas funciones que no-

sotros consideramos; sin embargo nos permite observar el comportamiento de los
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Figura 48. Términos linguisticos de la variable de entrada.
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Figura 49. Funciones del consecuente.
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-
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valores de salida ante cambios en el valor de entrada.

Nuevamente, con ayuda del software, consideramos los operadores producto alge-

braico y suma algebraica como las t-norma y t-conorma respectivamente, y obtuvi-

mos los resultados mostrados en la Tabla 7.

Notemos que ninguno de los valores cambi6é a pesar de que los operadores si lo
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Figura 50. Base de reglas del sistema T.S.K.

7n
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Tabla 6. Valores de salida obtenidos con el softwate de Matlab.

Temperatura | Tasa de crecimiento («)
10 0.250
12 0.474
12.5 0.530
15 0.811
17.5 1.090
18.5 1.200
20 1.360
21.5 1.520
22.5 1.620
25 1.880
27.5 2.190
29 2.560
30 2.500
32 1.630
32.5 1.250
35 0.000

hicieron.

Adicionalmente obtuvimos la funcién resultante luego del proceso con el sistema

T.S.K que podemos observar en la Figura 51.
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Tabla 7. Valores de salida obtenidos con el producto algebraico y suma algebraica.

Temperatura | Tasa de crecimiento («)
10 0.250
12 0.474
12.5 0.530
15 0.811
17.5 1.090
18.5 1.200
20 1.360
21.5 1.520
22.5 1.620
25 1.880
27.5 2.190
29 2.560
30 2.500
32 1.630
32.5 1.250
35 0.000

Figura 51. Funcién resultante del sistema T.S.K.

120 T T T

100 |- —
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2
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20t -

1
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Observemos que esta funcion es muy similar a la Figura 45 pues el sistema T.S.K
tiene como objetivo realizar transiciones mas “suaves” entre las funciones definidas

en el consecuente.
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Adicionalmente, con ayuda del software de Matlab cambiamos los conjuntos difusos
definidos para la variable de entrada por los de la Figura 52, y al calcular valores
de salida dados distintos valores de entrada, obtuvimos los datos mostrados en la
Tabla 8.

Figura 52. Nuevos términos linglisticos de la variable de entrada.

Tmb To T Tbu T

input variable “Temperatura®

Tabla 8. Valores de salida obtenidos con distintos términos lingUisticos.

Temperatura | Tasa de crecimiento («)
10 0.249
12 0.473
12.5 0.529
15 0.806
17.5 1.080
18.5 1.190
20 1.350
21.5 1.510
22.5 1.610
25 1.880
27.5 2.180
29 2.360
30 2.480
32 2.170
32.5 1.800
35 0.421

La funcién resultante fue la mostrada en la Figura 53. Nuevamente, obtuvimos una

grafica muy similar a la de la Figura 45, pero con transiciones un poco mas suaves
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que la obtenida con los conjuntos difusos triangulares y trapezoidales.

Figura 53. Nueva funcién resultante del sistema T.S.K.

120 T T
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Il Il

e
=
T
1

Temperatura

Como pudimos observar, para el desarrollo del sistema T.S.K, es necesaria una gran
cantidad de datos con los cuales sea posible definir las funciones del consecuente.
Esta es una de las desventajas del método T.S.K, la dependencia de una basta co-

leccion de datos para el desarrollo correcto del sistema.

Ya obtenido el valor de « respecto a la temperatura, podemos devolvernos a la solu-
cién del P.V.I (4.18), y reemplazar el valor de «, por lo tanto, obtenemos una funcion

de 2 variables, pues depende tanto del tiempo como de la temperatura, dada por

poeo®i 4 D eatir _ 1y, si 0<t<T,
a(h)
e T @ 1) < Ga(T PN, s Ti<e< T
(0%
x(th)={ : (4.22)

zoe Mt 4 th) (ec®t — 1) — 93P a(T;, h)e W1 si T, <t < T, +1,

B (ea(h)t _ 1) _ szr;l x(Ti, h)ea(h)(t*Ti), Si T, <t,
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donde z(T;, h) es dado por

o(T;, ) =

‘ N

1+

)

(xoea(hm +

B
a(h)

i—1
(W —1) =0 " x(T,)
r=1

ea(h)(TiTn) .

Asi, por ejemplo para una temperatura h = 21.5°C, como «(21.5) = 1.5318 obtene-

mos la funcién

$061.5318t

I061'5318t

x(t,21.5)=
$061.53T8t +

erLSBISt +

/37(61.5317% _ 1)
1.5318

ﬁ7(61.53178t _ 1)
1.5318

/37(81.531*& _ 1)
1.5318

ﬁ7(61.531781, _ 1)
1.5318

donde x(7;,21.5) es dado por

2(T;,21.5) f

1+6

<.’L’0€1'5318Ti 4

1.5318

) si
— 02(T7, 21.5)e-23180-T1) si
— 03P (T}, 21.5)e! 5380-T) g
— 03" 2(T;, 21.5)e 53801 g

i—1

s

r=1

0<t<T,
Tl S t < T21
(4.23)

T, <t<T,+1,

Tm§t7

(61.53T8Ti _ 1) .y Zm(Tr)el'E’?’m(TiTT)) )

Nuevamente, con ayuda de Geogebra, obtenemos las graficas para x, = 35, 5 = 0.8,
0=12,T =05 Ty, =1,T; = 1.5 T, = 2 (Figura 4.18),
yparaxzy, =35 =08,0=09,T, =05, T, =1,T3 = 1.5, T, = 2 (Figura 4.19), es

decir variando la efectividad de aplicacion del fumigante.

143



Figura 54. Gréfica de (4.23) para zp = 35, a = 1.5318, 3= 08,0 = 1.2, T} = 0.5, T, = 1,
T =1.5Ty = 2.

Figura 55. Gréfica de (4.23) para zp = 35, « = 1.5318, 3 = 0.8, 0 = 0.9, T; = 0.5, T, =1,
T3 =1.5,1T4 = 2.

Las Figuras 54 y 55 corresponden a la tasa de crecimiento del Trips para una tem-

peratura de 21.5°C' con distintos valores de 6.
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5. CONCLUSIONES

Se comprendieron los fundamentos de la teoria de conjuntos difusos, y de la
l6gica difusa como punto de partida para el estudio de los sistemas de control

basados en reglas difusas.

Se entendi6 la estructura de los sistemas de control difuso, y se evidenciaron
los pasos fundamentales para la correcta aplicacion de estos, incluyendo la fa-
se de fuzificacién, la definicidn de las reglas difusas, los métodos de inferencia

y los tipos de defusificacion.

Se conocieron las caracteristicas generales de la mora de castilla, asi como
sus plagas mas comunes, haciendo un énfasis en la plaga Trips, que fue invo-

lucrada en las aplicaciones del presente trabajo.

Se propuso un sistema de control difuso para determinar el control quimico de
la plaga Trips en el proceso la fumigacion de una plantacion de mora sin espi-
na, lograndose entender la aplicabilidad del método de inferencia de Mamdani,
a partir de la cual se observé que dicho método facilita enormemente tanto el

planteamiento del problema como su solucién.

Se propuso un sistema de control difuso para aproximar la tasa de crecimiento
(en funcién de la temperatura) de la plaga Trips que afecta la plantacion de
mora sin espina, lograndose entender el procedimiento del método Takagi-
Sugeno-Kang (T.S.K), a partir de la cual se observé que el método es mas
complejo de aplicar que el método Mamdani y necesita de una vasta coleccidn
de datos para que valga la pena su uso, pero a su vez, facilita el desarrollo de

sistemas que involucren esta gran cantidad de datos.
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m Se empled el Software Matlab para la ejecucion de los sistemas de control

planteados en las aplicaciones basados en los métodos Mamdani y T.S.K.
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