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DESCRIPCION

Generalmente es muy comun que el investigador modele problemas de tipo
causa-efecto, pero hoy en dia un circulo cada vez mas amplio de técnicos,
ingenieros, licenciados y especialistas, deben enfrentarse con problemas de
tipo efecto-causa, que son los llamados problemas inversos.

Los métodos de modelamiento matematico permiten resolver una gran can-
tidad de problemas que estan relacionados con el manejo de los residuos del
medio ambiente. El modelamiento matematico juega un papel fundamental
en las investigaciones de fenémenos de sorcién, los cuales se emplean ex-
tensamente en los problemas actuales de contaminacion y en muchos otros.
Los primeros trabajos para la descripciéon matematica de los procesos de
absorcion dindmica se realizaron a principios de este siglo y los desarrollos
posteriores se han basado fundamentalmente en la construccion de modelos
matematicos mediante ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

El presente trabajo esta dedicado a la investigacién de un problema inverso el

cual consiste en determinar la isoterma de absorcién a través de los resultados
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de un experimento dindmico. El trabajo consta de cuatro capitulos. El prime-
ro esta dedicado a una breve descripcion sobre el modelamiento matematico
de los procesos de sorcién dindamica. En el segundo capitulo se estudia las
propiedades del problema directo y se demuestra el teorema de existencia
y unicidad de la solucion del modelo matematico de sorcién dindmica. En
el tercero se discute la solucién numeérica del problema inicial de contorno
describiendo brevemente lo que es una malla y funciones de malla y luego el
planteamiento de los problemas en diferencias, Aproximacién y Convergen-
cia. El cuarto capitulo plantea el problema inverso y se discute una solucién
aproximada de éste a través del método de parametrizacion de dimensién

finita.
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DESCRIPTION

It is generally very common that the investigator models problems of type
cause-effect, but today in day a more and more large circle of technicians,
engineers, graduates and specialists, they should face with problems of type
effect-cause that are the calls inverse problems.

The mathematical modeling methods allow to solve a great quantity of pro-
blems that you/they are related with the handling of the residuals of the
environment. The mathematical modeling plays a main roll in the sorption
phenomenon researches, which are widely used in the current contamination
problems and in many others. The first works for the mathematical descrip-
cion of the processes of dynamic absorption were carried out at the beginning
of this century and the later developments have been based fundamentally on
the construction of mathematical models by means of differential equations
in having derived partial.

This work is devoted to the research of an inverse problem which consists

on determining the isotherm of absorption through the results of a dynamic
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experiment. The work consists of four (4) chapters. The first one this dedi-
cated to a brief description on the mathematical modeling of the processes
of dynamic sorptién. In the second chapter it is studied the properties of the
direct problem and it is demonstrated the existence theorem and unicidad
of the solution of the mathematical model of dynamic sorption. In the third
you the numeric solution of the initial problem of contour discusses descri-
bing what is a mesh and mesh functions shortly and then the position of
the problems in differences, Approach and Convergence. The fourth chapter
outlines the inverse problem and you discusses an approximate solution of

this through the method of parametrization of finite extent.
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Introduccion

A medida que el tiempo transcurre, la ciencia y la tecnologia le han propor-
cionado a la humanidad mejores expectativas, el nivel y la calidad de vida
se han incrementado considerablemente trayendo como consecuencia mayo-
res riesgos de enfermedades y deterioro de la salud humana, debido a la
aparicion de residuos industriales que deben ser tratados urgentemente para

eliminarlos o reciclarlos.

Los métodos de modelamiento matematico permiten resolver una gran can-
tidad de problemas que estan relacionados con el manejo de los residuos del
medio ambiente; el modelamiento matematico juega un papel fundamental
en las investigaciones de fenémenos de sorcion, los cuales se emplean exten-

samente en los problemas actuales de contaminaciéon y en muchos otros.

Uno de los principales campos de aplicacion de los modelos matemaéticos pa-
ra el estudio de los procesos de sorcién dindmica es la identificacién de sus
pardmetros (caracteristicas del sistema de sorcién), mediante la solucién de
problemas inversos bajo un modelo matematico seleccionado con anticipa-

cion.

El desarrollo intensivo de técnicas numéricas para la solucién de problemas de



procesamiento e interpretacion de resultados obtenidos experimentalmente,
han hecho aparecer un nuevo campo de la matematica aplicada, la teoria de

los problemas inversos y sus métodos de solucién.

El presente trabajo, esta dedicado a la investigacion de un problema inverso
para un sistema semi-lineal de ecuaciones de primer orden propuesto en [2], el
cual consiste en determinar la isoterma de sorcién a través de los resultados

de un experimento dinamico.

El trabajo consta de cuatro capitulos. En el primer capitulo se hace una breve
descripcion sobre el modelamiento matemaéatico de los procesos de sorcién

dindmica, escogiendose el siguiente problema inicial de contorno:

vug, + a; =0, O0<z<l,0<t<T, (1)
ar = v][p(u) — al, O0<z<l,0<t<T, (2)
u(0,t) = p(t), 0<t<T, (3)
a(z,0) = ¢(z), 0<z<lI, (4)

Donde a(z,t), es la concentracion de la sustancia absorbida por unidad de
volumen de la columna, u(z,t), es la concentracién de la sustancia en el
flujo por unidad de volumen libre, v, es la velocidad del flujo, u(t) es la
concentracion de la sustancia absorbida a la entrada de la columna, ¢(§) es

la isoterma de sorcidn.

El segundo capitulo, esta dividido en dos pardgrafos. En el primer paragrafo
se hace un estudio de algunas propiedades del problema directo, y en el

segundo paréagrafo, se demuestra el teorema de existencia y unicidad de la



solucién del modelo matematico de sorcién dindmica con cinética de difusion

mixta.

En el tercer capitulo se discute la solucion numérica del problema directo, el
capitulo esta dividido en dos paragrafos. En el primer paragrafo se describe
brevemente lo que es una malla y funciones de malla, y en el segundo paragra-
fo se describe el planteamiento de los problemas en diferencias, Aproximacion

y Convergencia.

El cuarto capitulo estd dedicado al problema inverso y una solucion numeérica,
éste a su vez consta de dos paragrafos.

En el primer pardgrafo se considera el planteamiento del problema inverso, y
en el segundo pardgrafo, buscaremos una solucién aproximada del problema

inverso, a través del método de parametrizacion de dimension finita.



Capitulo 1

Modelamiento matematico de
los procesos de sorcién

dinamica.

Los métodos de sorcion se emplean en diferentes procesos tecnologicos, inves-
tigaciones cientificas y especialmente en la solucién de problemas del medio
ambiente.

La sorcién es el proceso por medio del cual un componente, la sustancia con-
taminante absorbida, se traslada de una fase a otra atravesando una barrera.

La sorcion es debida a la interaccion de tres diferentes tipos de moléculas:

Moléculas sorbentes, como el carbono activado.
Moléculas absorbidas, la sustancia contaminante en su proceso de elimi-
nacion.

Moléculas disolventes, como el agua.



En el proceso de absorcién la sustancia absorbida es captada por la sustancia
absorvente (fase absorvente). El proceso de absorcién es un proceso de tipo
superficial.

Los procesos de sorcion se realizan primordialmente de manera dindmica,
esto es, en condiciones de movimiento dirigido y relativo a las fases sélidas y
liquidas del sistema heterogéneo. Un papel fundamental juega la estatica y

la cinética en los procesos de sorciéon dinamica.

La sorcion estatica tiene en cuenta la dependencia entre la concentracién
de la sustancia y la concentracién de ella en la solucién cuando se alcanza
el equilibrio termodinamico para una temperatura constante, y se describe

mediante la isoterma de sorcion.

La sorcién cinética describe el traslado de masas en las fases y entre las fases,
como también ciertos factores que influyen en ella, lo que permite tener en
cuenta la redistribucién de la sustancia que aparece como resultado de las

condiciones de no equilibrio en el transcurso del proceso.

Los primeros trabajos para la descripcién matematica de los procesos de
absorcion dinamica se realizaron a principios de este siglo y los desarrollos
posteriores se han basado fundamentalmente en la construccion de modelos

matematicos mediante ecuaciones difernciales en derivadas parciales.

Los modelos mateméticos de la sorciéon dindmica tienen una caracteristica
especial. Por un lado, los modelos suponen la posibilidad de describir el sis-
tema heterogéneo que incluye tanto el sorbato como el sorbente por medio

de la mecanica de los medios continuos, lo que es fisicamente factible siempre



y cuando las dimensiones del grano del sorbente sea sustancialmente menor
que las dimensiones de todo el sistema de absorcion. Por otro lado, los mo-
delos consideran el caracter macroscopico de la dimensién del grano; por esto
la introduccién del volumen elemental de los medios continuos que contienen
una gran cantidad de particulas elementales (un volumen fisico pequeno) en

los modelos de sorcion dindmica no es posible.



Capitulo 2

Investigacion de las
propiedades de la solucion del

problema inicial de contorno

2.1. Propiedades de la solucién del problema
inicial de contorno

Consideremos el siguiente problema inicial de contorno:

vu, + a; =0, 0<zx<Il, 0<t<T, (2.1)
ar = y[e(u) — al, O<z<Il, 0<t<T, (2.2)
u(0,1) = p(t), 0<t<T, (2.3)
a(xz,0) = Y(z), 0<z<], (2.4)



Donde Qr = {(z,t) : 0 <2 <1,0 <t < T}, u(z,t), es la concentracién de la
sustancia en el flujo por unidad de volumen libre y a(x,t) es la concentracion
de la sustancia absorbida por unidad de volumen de la columna, v es la
velocidad del flujo, pu(t) es la concentracion de la sustancia absorbida a la

entrada de la columna, ¢(&) es la isoterma de absorcién.
Tenemos que v,y son constantes positivas.

Dividiendo la ecuacién (2.1) por v y luego haciendo sustitucién de (2.2) en

(2.1) nos queda el sistema ast:

ux—l:l+%w(u):0
ap = yp(u) —ya
u(0,t) = p(t)
a(z,0) = ¥(z)

Ahora haciendo & = [ obtenemos el sistema asi:
v

uy — Ba+ Bp(u) =0 (2,1)
a; = vp(u) —va (2,2)

u(0,1) = p(t) (2,3)

a(z,0) = ¥(z) (2,4)

Supongamos que las funciones (), u(t) y ¢(§) satisfacen las siguientes con-

diciones:



p€ CHO,T], p(0) =0, u'(t) >0,

v e Clo,1], ¥'(x) 20, (2.5)

@ € C'(—00,00), p(0) =0; 0 < ¢(§) < ¢y, para £ € (—00,00), ¢; = const.
(2.6)

2.2. Teorema de existencia y unicidad del pro-
blema directo

Las condiciones de existencia y unicidad del problema (2.1)-(2.4) pueden ser

formuladas de la siguiente manera.

Teorema 2.1. Suponga que las funciones ¥(z), u(t) y ¢(&) satisfacen las
condiciones (2.5) y (2.6) respectivamente. Entonces eziste una solucion inica

del problema (2.1)-(2.4).

Demostracion. Suponga que se cumplen las condiciones del teorema, y las
funciones a(x,t), u(z,t) son continuas en 7, las cuales tienen en Q7 deriva-

das continuas a;(x,t), u,(z,t) y satisfacen a (2.1)-(2.4).

Integrando el sistema (2.1)-(2.4), lo transformaremos en un sistema equiva-

lente.

Integrando la ecuacion (2.1) desde 0 hasta = obtenemos:

/uxftdﬁ ﬁ/ (6, )dE — ﬁ/



luego
at) = u0.) =3 [ alétyd =5 [ plutc. )i,
despejando u(z,t) tenemos

u(et) = u(0,t) + /0 Ca(ende— /0 " o(ule 1),

reemplazando la condicién (2.3)

uet) =) +9 [ a€0de -5 [ ptueonee @0
0 0
La ecuacién (2.2) es una ecuacion lineal de primer orden que se puede resolver

mediante un factor integrante apropiado. Calculemos el factor integrante:
plx,t) = el POt — ofdt _ oot
Multiplicando la ecuacién diferencial (2.2) por el factor integrante e’ nos

queda:
a(@, )" + ya(z, e = ye p(u(x, 1))

Como podemos observar, el lado izquierdo de la ecuacién se puede representar

como la derivada de un producto, luego:

< (ala,0) = 1" plu(, 1)

Ahora si integramos esta ecuacion desde 0 hasta t obtenemos:

/Ot %(CL(SL’,T)G'YT)dT = /Ot ve T p(u(x, T))dr,

por lo tanto

a(z,t)e’ —a(z,0) = /0 ~ve T p(u(x, T))dr,

10



reemplazando la condicién inicial (2.4

a(z,t)e’ = +/ e T))dr,

0

despejando la funcién a(x,t) tenemos:

a(xz,t) = P(x)e 7t+7/ e e o(u(z, T))dT,

[e=]

luego t
afz,t) = p(@)e " + / e p(u(z, 7))dr (2.8)
0

Reemplazando (2.8) en (2.7) obtenemos:

ute.t) = ult)+5 [ 1@+ | g (ule, 7)) drlde—5 [ etutenae

luego,

u@i%:mw+ﬂ/%w®a“&+

m/ / Y (g, 7))drde — ﬁ/ D (29)

De esta manera, si u(z,t) y a(z,t) son soluciones del problema (2.1)-(2.4),
entonces ellas satisfacen a (2.8) - (2.9). Ya que éstos sistemas son equivalentes.
Demostremos que el sistema de ecuaciones integrales (2.8) y (2.9) tiene una
Unica solucion.

Empleando el método de las sucesiones aproximadas, mostremos que la ecua-
cién (2.9) tiene solucién u(x,t) € C[Qr].

Consideremos en el rectangulo )7 la sucesién de funciones

Up(z,t),n =0,1,2, ..., tales que
uo(x,t) =0

11



i (,8) = u(t) + Be " / Cp(e)de+

wf e (€, 7)) drde — 8 [ etwenge 210

|U1<Ji,t) - uo(x,t)| = |u1(a:,t)|

= |u(t) + B / B(E)dE+

0

—(t=") drd¢ — d

B / / 1) (g (€, 7))drdt — B / o(uolE, 1)) de]
< [u(t)] + |Be / (E)de|+

0
18y / / ) (g €, 7)) drde] + | / (g 6. 8))de]
< |u(t)] + B / (E)de

0
< i [u(0)] + 5 mitx [vo)

te(0,7]

fus(, £) — wn ()] = | () +ﬁe”t/$¢ €)de+

75/ / e Do (uy (€, 7))drdE — ﬁ/ (w1 (&, 1)) d€)—

(ult) + fe /0 B(E)dE 1 /0 /0 1) g (€, 7)) drde

-5 [ plule.0)de)
— |3y / /te-w—ﬂ (s (&, 7)) drds—
67// V) o g€, 7))l —

—6/0 (s (6,1) d€+ﬁ/0 (o€, 1)) |

12



e —y(t—7) _ drd
<15 / / e (g (€,7)) — p(uo(€, 7)) |drde
+ 18 / o(ur(£,1)) — pluo(€. 1) de

0
—y(t—T) _ drd
<8 / / e ey fuy (6,7) — o€, 7| drdé+
18] / erlus(€,1) — o€, 1)|de

<ol [ [ e 0]+ 9 s o)

€(0,T)

181 [ ea(amc )] + 6 mio o)

€(0,]]

<0k (0] + 8 s i) [ [ e D
+[8ler (s [0(0)]+ 5 s [0(o)) [ de

z€(0,]]
1—et

< vlﬁ\cl(trerg% (0] + 6 max [3()[)(

€(0,]]

s
18l 1001+ 5 s o))

z€(0,]

L
< 7|ﬁ|01(rrgg>T< ()] + B m% | (x )\)7+

Bler(mx ()] + 6 mx [0@)])L

€(0,]]

< [Bler (s Ju(0)| + 6 mi [ (2) DL +1)

< 2LIAley(méx [(t)] + 8 méx [()])

s (2, 1) — ua(, £)] = |(ut) + B / " p(©)der

" —y(t—7)
By / / =107 o (€, 7)) drde

13



—ﬁ/ (usl&, £))dg) — +ﬁe”t/w

+m/0 / Y (s (€, 7) def—ﬁ/O (s (€,1))d8)
— e —y(t—T) drdé — e —y(t—T) drd
|8y / / e g (€, 7))drdE — / / e oy (6, 7)) drde

3 / " o(us(€. 1) de + / o (€. 6)d9)

<18) / ' / e 1) (€, 7)) — plun (€, 7)) |drde
18 / lolualé, 1)) — plun(E,0))]de

R _ drd
<+18] / / 1T ey lusl€, ) — un (€, 7)|drdé+
18] / erus (6,1) — un (€, £)|de

0

<ol [ Ll m 100+ 5 mis [0()arde

€(0.]

18] [ c2LlBlenmx 110+ 5 i [0()

€(0,])

< 9(Bles2L|Blex (mix [1(0)] + 5 mtx [o(a / / V) drde

€(0,]]

+[Bler2L1 ke (s (o) + 8 mx [0()]) | g

14



1—e
< oL 4 t 3 S
< 7[Bley Iﬁ\cl(tg%g}% ()] + 5;2% [v(2)[)( 5 )x
oL 3 ' {
+ Bl Iﬁlcl(trer%% l(t)] + BJ?%??] [ (x)|)z

. ) L
< 'y!ﬁlcﬂLWIcl(tg%g% ()] + ﬁ;l;(% |w<x>|>;

2L i t i L
+ |Ble2LiBler(mix (6] + 8 mix [¥(@))

, , Y
< |ﬁ|012L|ﬁ|cl(tr€rgg>;] ()] + ﬁmrg%% I@D(x)I)L(; +1)

< 22L2181%¢%( m4 t ]
< 13| cl(tgggf;] |pu(t)] +ﬁ;g(%§] [v(2)])

ua(@,t) — uz(@.t)] < 2°L3|BPc}(méx |p(t)] + 6 mix [¢(z)])
+€(0,7] 2€(0,]]

Por lo tanto, podemos proponer la siguiente relacién de recurrencia:

[un(2,t) — wpr (2, )] < 277 L7H B e (méx [p(t)] + B mix [y ()])
te(0,77] z€(0,]]

Mostremos que para cualquier n > 1 en Q7 es valida la siguiente cota:
|t (2, 1) = wpa (2, 1) < p2" T LB e (2.11)

Donde p = (trer%(z)%g] \pu(t)|+08 zng(%ﬁ] |t)(x)]) Demostraremos la desigualdad (2.11)
por induccién matematica. Ya que uo(x,t) = 0, entonces:

lug (z,t) — up(x,t)] < py para n = 1 la desigualdad (2.11) es valida. Su-
pongamos que (2.11) es valida para n = k, mostraremos que se cumple para

n==Fk+1.

15



s (2, £) — ui(, )] < A1) / ' / D (€, 7)) — s (€, 7))|drde
118 / Clo(un(€, 1)) — w6, 1))de

< " —y(t—7) — Us_ drd
<18 / / ey [y (€, 7) — wpon (€,7) | drdE+
18 / rlun (1) — w6, )]de

T t
S ’Y’ﬂ’ / / ef'y(tfﬂ')cl (p2k71Lk71 ’ﬁ’kflcllffl)deg_i_
0 0

+ |5| / Cl(ka_lLk_l|5|k_lclf_1)d§
0

x t

< y|Bler(p2F T LEY plE / / e " drde+
0 0

T [Blen(p2t B / e

kel k1) alho1 b1y L — €7
<ABler(p2t T LB ey )(T)H

4 ‘ﬁ‘cl (p2k_lLk_1’6’k_lc]f_l)$

< 5|Bler(p2t LY B )

L g 4o
;+\ﬁ|c1<p2k LB e L

16



< |ﬁrc1<pz“L'f1|ﬁ|'“c’f1>L[3 +1]

< 2L|Ble(p2 LMY B Y

= 2Lk

Asf que la cota (2.11) queda demostrada, ahora observemos que:

n

n(,t) = > [ui(x,t) — wis(x,1)],

i=1
entonces la convergencia de la sucesién de funciones u,(z,t) en Qr es equi-

valente a la convergencia de la serie funcional

[e.e]

> i, t) — i (2, 1),

i=1
De la cota (2.11) se desprende, que la serie converge absolutamente y unifor-
memente en Q)r, de acuerdo al criterio de Weierstrass. Consecuentemente,
la sucesién de funciones w, (z,t) converge en Q7 uniformemente hacia la fun-
cién @(x,t). Dado que las funciones u,(z,t) son continuas en @), entonces la
funcién u(z,t) serd continua en Q7. Pasando al limite en (2.10) para n — oo,
obtenemos, que la funcion u(x, t) satisface la ecuacién (2.9) en Q7. Definiendo

la funcién a(x,t) de la siguiente manera:

a(z,t) = Y(x)e " + ’y/ot e*V(t’T)go(ﬂ(x, T))dr (2.12)

Obtenemos, que las funciones a(x,t), u(z,t) € C[Qr] y satisfacen a (2.8) y
(2.9).

Demostremos, que el sistema (2.8) y (2.9) tiene solucién tnica.
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Sean ay(x,t),uy(x,t), v as(x,t), us(x,t) soluciones del sistema (2.8) y (2.9).
Ya que uy(z,t), us(z,t) son soluciones de la ecuacién integral (2.9), entonces

tenemos que:

. — —(t—T) dd—
g o) a0 = o 0 [ [ tute i

—5/ (un (€, 1))

—fyﬁ/ / e Do (uy (€, 7))drdé—

—5/0 o(us(E, 1)) de]

< méx |y / /< wi(€,7)) — @(us(€, 7)))drde

0<t<T

18 / (wr(€.8)) — plus (€, £)))de

< méx [y / / e (s (€,7)) — p(un(E, 7)) |drde

0<t<T

3 / Clo(un(€,1)) — pluslé, 0))]de]

< méx [0 / ' / e un (€, 7) — ua(E, )| drde

0<t<T

8 / Tl (6,1) — ualé, 1)]de]

<7]6|01/ / e 77 max lui (&, 7) — ug(&, 7)|drdE

0<t<T

1Bl | s fun(6.0) = walé. e
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<718ler / A0 it s (6,1) — un(€. ) d

v 0<t<T

+1ler [ mi u(6.0) = (€. 01

S 2’&’01/0 Or?tég)% ‘ul(fat) - u2<€7t)|d€

Entonces, para 0 <z < [,0 <t < T, es vélida la desigualdad:

{ - < 2.8 4 —
Oriltangyul(%t) U2(13>t)|_2’5101./0 0@%@‘“1(5,@ us (&, t)]d¢

Introduciendo la funcién

W () = andx foa(,1) — ()]

Entonces de la desigualdad anterior tenemos
W(x) < B/ W(E)dE,0 < v < 1
0
donde B = 2.|8|.¢

Por el Lema de Gronwall se desprende, que W(x) = 0 para 0 < = < [.
Por lo tanto, ui(x,t) = ua(x, t)en Qr.
La igualdad ai(x,t) = as(x,t) en Qr se desprende de (2.8) y de la igualdad

ul(x7t) = UQ(I',t) en QT-

Sean:

ar(z,t) = d()e " + /O e oy (2, 7))dr (2.13)

as(x,t) = Y(z)e " + 'y/o e_W(t_T)gp(uQ(:v, T))dT (2.14)

19



restando (2.14) de (2.13) tenemos:

ai(z,t) — az(z,t) = Y(z)e " +7 /0 e 1 (un(, 7))dT — (2)e "~

e (t=7)

-7 p(uz(x, 7))dr

S~

t

t
=y e_v(t_T)QO(Ul (l’, T))dT - '7/ e_v(t_T)QO(UQ(x7 T)>d7—
0

S—

t

e p(un (2, 7)) = p(us(, 7))]dr

S—

fy

¢
e V=T e, [ug(z, 7) — ug(z, 7)]dr

S~

=7

a(xz,t) —as(z,t) =0

de donde
al(xa t) = CZQ(I', t)

en QT-

El teorema (2.1) queda demostrado.

Teorema 2.2. Sean las funciones ¥(x),u(t) y (&) que satisfacen las condi-
ciones (2.5) y (2.6) respectivamente y {a(z,t),u(z,t)} soluciones del proble-
ma (2.1)-(2.4). Entonces las funciones a,u € C'[Qr], y

ar(z,t) >0, u(x,t) >0 ; (x,t) € Qo (2.15)

ay(z,t) <0, up(z,t) <0 ; (z,t) € Qro (2.16)
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Donde Qro = {(z,t),0 <2 <1,0 <t <T}.

Demostracién. Ya que las funciones a(z,t), u(z, t) son una solucién de (2.1)-

(2.4), entonces las derivadas u,, a; existen y son continuas en Qr.

Mostremos, que en el conjunto Qr existe la derivada continua u(z,t).

La funcién u(z,t + At) satisface la ecuacién

w(x,t + At) = p(t + At) + Ge 7EHAD / V(€)dé+

t+At
+7ﬁ/ / e VAT o (w(€, 7)) drdE — 6/ u(é,t+ At))de  (2.17)

Representado por

u(z,t + At) — u(z, t)‘

w(x, t,At) = A7

Restando (2.9) de (2.17) y dividiendo por At, obtenemos

D, t, At) = [t + Ab) + Be A /0 " ()det

98 / ' / T A (e )
5 [ etutect+ a0ydg - u(t) - e [ vl
= / 1o (e, 7)) drde
+ / u(€, t))dg]/ At.
Teniendo en cuenta que
S fda = [ fdae + [ fda, entonces [ fdx = [t fdw — [ fdu,
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entonces:
Tz, t, At) = [u(t + At) + fe 7 E+HAY / Y(€)dE+

75/ /tw VEEA=T) o (€, 7)) drdE — 5/ u(&,t+ At))dé—
ult) — B / H(E)dE — 7B / / T D (e e

+76/ /Mt W=7, gTdeg+ﬁ/ u(€,))deg] /At

o, t, At) = “*At) Bll) | ge /w

+’yﬁ/ /t+ t y(t+At— —e —y(t—7) ( (6 T))deg
[ lete e 20) e u(E )],

t+At
+ Kt/o /t e 7ty (u(&, 7))drdE.

Introduciendo las funciones

P(x,t, At) = /1 O u(x, t) + 0(u(z, t + At) — u(x,t))]db, (2.18)

—yAt __ x  pt+At
At ) =95 [ [ (i myarde
T t+At
+Z—€ /O /t e D o(u(E, 7))drdE. (2.19)

Y si m = u(x,t) + O(u(z,t + At) — u(z,t)), entonces la diferencial de m
respecto a 6 es

dm = (u(x,t + At) — u(z,t))dd
luego,
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dm

= df, de dond
u(z,t + At) — u(x,t) » (G0 CORAe

/01 ¢ [u(x, t) + O(u(z, t + At)—

1 (x,t+At)
_ t))|do = (m)d
u(z,t))] u(x,t + At) — u(z, t) /u(x,t) ' (m)dm
1 u(z,t+A
_ SO( ) |uE$i;_ g

~ou(w,t+ At) — u(x,t)
_ plu(e, t + At)) — p(u(z, )
u(z, t + At) —u(x,t)

de lo anterior tenemos

P(z,t, At) = /01 O'u(x, t) + 0(u(z, t + At) — u(x,t))]do

_ plule,t + At)) — p(u(z, )
u(z,t + At) — u(x,t)

Ahora obtenemos la siguiente ecuacién para w(z,t, At).

u(t + At) wu(t) e VAL _ /
+ 0 P(&

5/ 5 HN plu @ t>)]d£+Q1(x,t,At)

W(x, t,At) =

luego,

W(z,t, At) = (HN) ph) + 3 i / Y(&)dE

ums <<£t>>]<£t+m>—u<§t>
ﬁ/ (et A —u(e )™

+ Q1($7ta At>7
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entonces:

w(t + At) u(t) e V(A _ ot T
w(x,t, At) = + A7 /O W(€)dg

6 t+At) —pu(§t)] (W@, t+ Al —ulé, 1)
B/ w(& t+ At) —u(&,t) At dt
+ Ql(xata At)?
de donde
_ ~v(t+At)
D(x,t, At) = “(HAA? ut) 45 / P(¢
- /m P(&,t, At)w (&, t, At)dE + Q1 (x, t, At) (2.20)
0

Observemos que (2.20), es una ecuacion integral de segunda clase de Volterra,

respecto a la funcién w(z, t, At).

— —y(t+AL) _ At
,u(t—i_AAt?f ,u(t)—i_ﬁe - At - foxw(f)df+Q1(x,t, At),

y el nicleo K (x,t, At) = —BP(&,t, At); entonces, la solucién de la ecuacion

Tomando a f(z,t) =

integral (2.20) se puede escribir de la siguiente manera:

p(t + At) — p(t)

(ot A1) = HESH I g, ) [ o
+ Q1 (z,t, At) +/m “’(t+AAti_“<t)R(a:,§,t,At)d§+
0

x 3
+Bg(t,At)/0 R(x,g,t,At)/o Y(0)dodé+

+ / " Rn. 6.1 AL).Qy (6L AL)E, (2.21)
0
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—(t+AL) _ ot
At

K(z,6,t,At) = —BP(E, 1, At) (2.22)

donde g(t, At) =

R(z,&,t, At) es la resolvente del nucleo

Como K(xz,&,t, At) es una funcién continua respecto a todos sus argumentos,
entonces la funcién R(x, £, t, At) es continua respecto a todos sus argumentos.
Pasando al limite en la parte derecha de (2.21), para At — 0 y teniendo en
cuenta que:

lim R(z,&,t, At) = R(x, &1, 0);

lfm g(t, At) = —ye "
Aim g(t, At) = —ye™,

Al};r—r}o Q1(£7t7At) Ql 5 t 0

—75// ST (e, 7) deHvﬁ/

Obtenemos, que existe la derivada:

u(z, t) = p'(t) —vﬁe”t/o $(§)d + Qu(z,,0) +u’(t)/0 R(x,,1,0)d¢—

x 3
_Bet /0 R(z.€,1,0) /O 0(0)dode+

+ [ R@ero@ien o (229
0
La continuidad de la funcién w(x,t) en Qr se desprende de ésta representa-
cién.
La existencia y continuidad de la funcién a,(z,t) en Q7 se desprende de

la continuidad de wu,(x,t) en Qr y de la representacién (2.8), por lo tanto

a,u € CQr].
Demostremos ahora las desigualdades (2.15) y (2.16).
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Observacién 2.1. Para demostrar la siguiente propiedad del problema di-
recto tomemos a Y(x) = 0. Considerando de nuevo el problema inicial de

contorno

vu, +a; =0

(2.24)

a; = 7[p(u) —d (2.25)
u(0,t) = p(t) (2.26)
a(z,0) = ¢(x) = 0 (2.27)

Como a,u € CYQr] , entonces de (2.24)-(2.25) se desprende que en Qr
existen las derivadas continuas ay(x,t), uy(z,t).

Ya que de (2.25), ay = v¢'(u)ur — a; consideremos las funciones

q(z,t) = w(z, t), 2(x,t) = ay(x, t);

observemos que éstas funciones son soluciones del siguiente problema:

@ + % —0 (2.28)
20 =2l (w)q - 7] (2.29)
q(0,t) = 4/'(t) (2.30)
2(z,0) =0 (2.31)

Multiplicando ecuacidn (2.29) por el factor integrante € e integrando y apli-

cando luego la condicion (2.31) obtenemos:
t
Aant) = [ eI e m))ale, e 2.32)
0
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De (2.28), (2.29) y (2.32) tenemos:

4ol 1) + B (ul, 1)) (z, 1) = 8 / 7w, 7)) 2, 7).

Multiplicando ésta ecuacion por P o @ Wsds para integrar con la condicion
(2.30) y cambiando el orden de integracion, obtenemos la siguiente ecuacion

de Volterra de sequndo orden:

gz, t) = p/(t)eBs ¢ ulsn)ds 4

xT t
i [ [P e gl arde. (23
0 0

La solucion de ésta ecuacion puede ser escrita en forma explicita con la ayuda

de la resolvente R(x,t,&,T) de la ecuacion (2.533)
T t
o) = fat)+99 [ [ RatensEnads 23
0o Jo
donde f(z,t) = p'(t)e P lo ¢ (uls0))ds,

Ya que el nicleo de (2.33) e Ple s ds=v(t=7) 1 (€, 7)) es positivo, en-
tonces para 0 < & < x <[, ypara 0 <7 <t <T R(z,t,& 1) es positivo en
la ecuacion (2.34).

Entonces, teniendo en cuenta que f(x,t) > 0 para 0 < x < 1,0 <t < T de
la ecuacion (2.34) tenemos que q(x,t) > 0 para 0 < x <[, 0 <t < T por

consiguiente la desigualdad (2.15) uy(x,t) > 0 a¢(x,t) > 0 queda demostrada.
La desigualdad (2.16) se demuestra de manera semejante.
Consideremos las funciones q(x,t) = u,(z,t), 2(z,t) = a,(z,t); las cuales

son soluciones del siguiente problema:
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0o + % ~0 (2.35)
2= 2 w)g — 4 (2.36)
q(0,t) = (2.37)
2(z,0) = ¢'(x) (2.38)

at(xv t)
14

De la ecuacion (2.1) tenemos que u,(z,t) + = 0 luego, uz(x,t) =

t
_at(:c, ) pero por la desigualdad (2.15) tenemos que a,(x,t) > 0 y como

(1)

v >0 entonces -2 > ( luego u,(x,t) < 0.
v

Resolviendo ecuacion (32.36) con la condicion (2.38) tenemos:

t
Aot =) [ ot (239)
0
Multiplicando ecuacion (2.35) por el factor integrante eflo ¢ ulsds o ypte
grando con la condicion (2.37) y cambiando el orden de integracion
obtenemos:
g(w,t) = / P (D (€ ) dg (2.40)
0

Como 3 > 0, eB I3 ¢ (uls)ds 0, x> 0. 51 z(&,t) > 0, entonces,
ﬁfox eBli #lulst)ds o (¢ 1)dE > 0, pero como q(z,t) < 0, entonces,
By Bl #ulsD)ds 5 (¢ 1)dE < 0, luego z(€,t) < 0.

De donde la desigualdad (2.16)  ay(x,t) < 0 ug(x,t) < 0 queda demos-
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trada.

El teorema (2.2) queda demostrado
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Capitulo 3

Solucion numeérica del

problema directo

Un método universal para la solucién de las ecuaciones diferenciales ordi-
narias o en derivadas parciales es el método de las diferencias finitas o método
de las mallas.

Veamos en que consiste: la regién de variacién continua de los argumentos
(por ejemplo (z,t)), se sustituye por un conjunto finito de puntos (nodos),
este conjunto lo llamaremos malla o red; ahora en lugar de las funciones de
argumento continuo definimos las funciones de argumento discreto definidas

en los nodos de la malla y las cuales las llamaremos funciones de malla.

Las derivadas que figuran en la ecuacion diferencial se sustituyen (se apro-
ximan) por los respectivos cocientes de diferencias, es decir, combinaciones
lineales de valores de la funcién de malla en varios nodos de la red; asi que
la ecuacién diferencial se transforma en un sistema de ecuaciones en diferen-

cias. Las condiciones iniciales y de contorno se convierten en ecuaciones en
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diferencias para la funciéon de malla.

Es natural exigir que el problema de contorno en diferencias obtenido de esta
manera tenga solucién y que su solucién se aproxime (converja) a la solucién

del problema original, al aumentar el nimero n de puntos de la malla.

3.1. Mallas y funciones de mallas

Supongamos que la regién de variacion del argumento de la funcién u(z) es el
segmento 0 < z < 1. Dividamos este segmento mediante los puntos x; = ih,

1=20,1,...,N, h >0, en N partes de longitud h = % cada una.

§ Sy 1
To X X2 T3 x;

El conjunto W), = {x; = ih, i = 1,...N — 1} se denomina una malla o red
de diferencias en 0 < z < 1. Denotemos por W) = {z; = h;,i = 0,1, ..., N};
el valor h es la distancia entre dos nodos de W}, o paso de la malla; el valor
u; = u(z;) es la funcién de argumento discreto, o funcién de malla definida

en la red W}.

A cualquier funcién continua f(x) sobre el segmento [0,] se le hace
corresponder la funcién de malla f;, haciendo por ejemplo, en algunos casos
(fn): = f(x;), anotemos que existen aproximaciones diferentes.

Veamos algunas formulas sencillas para aproximar las derivadas que aparecen
en las ecuaciones diferenciales. Denotaremos la derivada f’ como Af y la

sustituiremos por
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A dmzhio g,

Esta aproximacién recibe el nombre de diferencia hacia adelante. Al escribir

Af en esta forma, se admite el error

Anfi — (Af)i =€

fiv1 — fi ' _
T—f(ﬂfi) =€

llamado error de aproximacion del operador A por el operador en diferencias

Ap. Cuando h — 0 entonces es natural exigir que e; — 0.

También podemos hablar de diferencia hacia atras

fi— fiza
Af ~ =
/ h
y diferencia central
Jir1— fi
Af @~ 25—
/ 2h

Para evaluar los errores e; se procede de la siguiente manera.

que f € C™, donde m > 2.

Desarrollemos f(z) en el punto x = x; en una serie de Taylor,

flz) = f(z) + f’(%)(i’fi —2) /11 + O(x; — 55)2

Por lo tanto
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flx) = f(x:) = fl(zi)(xi — 2) = O(z; — 95)2

haciendo en la anterior ecuacion x = z;,1, h = x;11 — x;, tenemos

Jixn — fi— f’(%‘)h = O(h)2

por lo tanto si A — 0 entonces % — " — 0. En este caso se dice que

el operador Aj, aproxima al operador A con el primer orden.

3.2. Planteamiento de los problemas en dife-
rencias. Aproximacion y Convergencia

Cuando resolvemos una ecuaciéon diferencial Au = —f, donde A es
un operador diferencial, con ciertas condiciones complementarias (bien sea
condiciones iniciales o con valores en la frontera) no solo se debe construir
el operador en diferencias finitas sino que ademas es necesario aproximar
sobre la red W), el segundo miembro f(x) y las condiciones complementarias,
después de lo cual es posible plantear el problema en diferencias.

Sea Qr = {(z,t);0 <z <[, 0 <t < T} hagamos una particién del rectangu-
lo QT-

El conjunto de nodos
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Wi ={(zi,t;) cx; =iht; = jr,i=1,2,..M, j =1,2,...N} es una malla en

el rectangulo Q7.

Definimos la funcién de red en W} _ como:

uf = u(z;, t;)

Consideremos el problema inicial de contorno:

Vg + ay = 0,

a; = [p(u) —d,
u(0,t) = plt),
a(z,0) = (x),

0<x<I, 0<t<T,
O0<z<l,0<t<T,
0<t<T,

0<zx<l

Y

Aproximemos el problema (3.1)-(3.4) sobre la malla W/_; entonces tenemos:

u(z,t;) = u]

h =i — z1;

k= tj _tj—l

Hagamos una prueba de escritorio, tomemos por ejemplo N =3, M =4y

veamos:
W — . .
% +[p(u]) —aj] =0
dred
? =7le(v) — af]
up = p(t;)
ay = ()

i=0,1,..,N—1:j=0,1,...M (3.5)
j=0,1,...M—1;i=0,1,...N (3.6)
j=0,1,..,M (3.7)
i=0,1,...,N (3.8)
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Para:=10,5=0

W0 — 0
vt . O 1+ 4p(ul) —ad] =0 entonces,
¢—0
p—— Y[e(0) —(0)] =0 entonces, u) = Shi)(0).
10
%o p % _ Y[p(ud) — ad] entonces,

ag —¥(0) = —y(0)k  entonces, a} = (0)[1 — k]

Parai=1,57=0

VU(Q) ; u +v[p(ud) —a] =0 entonces,
B oo 0) — (1)) =0 entonces,

u§ — Bap(0) = BhlG(L) — (BMb(0))]  entonces,

uy = Bhlp(1) = @(Bhyp(0)) +1(0)]

Al — a0
1 p L — ~[p(u)) — a?] entonces,

aj — ¥ (1) = vk[p(Bhy(0)) —¢(1)]  entonces,

ap = vke(Bhp(0)) + (1)1 — vk].

Parai=2,5=0

0 0
U3z — Ug

h

v

+ v[p(uy) —ad] =0 entonces,
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uz—Bh[(1) —(Bh(0)) +(0)] = Bh[¥(2) —(Bh(¥(1) —@(Bhi(0)) +1(0))]
entonces,
ug =Bh[¥(2) — o(Bh(1(1) — @(Bh(0) +1(0)) + (1) — (B8R (0)) + ¥ (0)]

k
ay — ¥(2) = vklp(Bh[¥(1) — ¢(Bh1(0)) +1(0)]) — ©(2)]  entonces,

= v[p(u3) — a] entonces,

ay = Yk[p(Bh[{(1) — ©(Bh1p(0)) + 1 (0)])] + (2)[1 — vE].

Jo,.J.
i Wis

De lo anterior vemos que el sistema (3.5)-(3.8) nos permite determinar a

a partir del sistema:

ul,, = Bhlal — p(ul)] + ul; i=1,2,.,N—-1,j=1,2 ..M (3.9
al™ = yklp(ul) —al] +al;  j=1,2.,M-1i=12_.,N (3.10)
ul) = 11 j=1,2,.., M (3.11)
a = 1 i=12,..,N (312

Observacion 3.1. No se realizo un estudio sobre la convergencia de la solu-
cion aprozimada hacia la solucion exacta del problema (3.9) ya que estd fuera

de los objetivos de éste trabajo.
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Capitulo 4

Problema inverso y una

solucion

4.1. Planteamiento del problema inverso

Una de las principales direcciones de aplicacién de los métodos matematicos
cuando se investigan los procesos de absorcién es el analisis y la solucién
de problemas inversos, cuyo objetivo es identificar las caracteristicas desco-
nocidas del proceso u objeto bajo estudio sobre la base de la informacion

experimental que se tiene.

En este capitulo, se considera el problema inverso el cual consiste en la de-
terminacién de la isoterma de absorcién a través de los resultados de un
experimento dinamico. En calidad de informacion complementaria para la
determinacién de la isoterma de absorcién se emplea la curva dindmica de

salida, esto es, la concentracion de la mezcla o sustancia a la salida de la
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columna.

El problema inverso se plantea para el modelo matemaético de sorcion dinami-
ca con cinética de difusién mixta.

Consideremos el problema inicial de contorno:

v, +a; =0, O<ax<l,0<t<T, (4.1)
ar = v[e(u) — al, O0<z<Il,0<t<T, (4.2)
u(0,t) = p(t), 0<t<T, (4.3)
a(z,0) = ¢(z), 0<z<l, (4.4)

Supongamos que la funcién ¢(€) que aparece en el sistema (4.6)-(4.7) es
desconocida; el problema consiste en determinarla a través de la informacién

complementaria sobre la solucion del problema.

Sean las constantes v, conocidas y para x € [0,(],¢ € [0,T]; se conocen las

funciones ¥ (x), u(t) y
g(t) =u(l,t),0<t<T (4.5)

Se debe determinar las funciones ¢(§), a(z,t), u(z,t), las cuales satisfacen las

ecuaciones (4.6)-(4.10).

Uno de los problemas principales que aparece cuando se resuelve el problema
inverso que consiste en la determinacién de la funcién ¢(£) que aparece en
(4.6)-(4.7) depende de la solucién del problema por lo tanto es necesario

determinar al mismo tiempo la funcién ¢(§) y el valor de su argumento.
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Un método lo suficientemente difundido para la solucién de estos problemas

inversos es el método de parametrizacion de dimension finita.

4.2. Método de parametrizacion de dimen-
sion finita para la solucién del problema
inverso

Suponemos que los coeficientes buscados se representan por cierta funcion
en forma analitica, la cual depende de un conjunto finito de parametros que
deben ser determinados. En este caso por regla general, el problema inverso

se convierte en la minimizacion de cierta funcién de n variables.

En este paragrafo, consideraremos la aplicacién de este método para encon-

trar la solucion del problema inverso.

Consideremos el problema inicial de contorno:

vu, + a; = 0, 0<ax<l, 0<t<T, (4.6)
ar = y[e(u) — al, O<z<Il 0<t<T, (4.7)
u(0,t) = u(t), 0<t<T, (4.8)
a(xz,0) = Y(z), 0<z<, (4.9)

Donde Q7 = {(z,t) : 0 <z <[,0 <t < T}, v, son constantes positivas,
la funcién p(§) es la isoterma de sorcién. Las funciones 1(z), u(t) v ¢(&)

satisfacen las condiciones
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Y e CHo, 1, ' (z) >0, (4.10)

¢ € C'(—00,00), p(0) =0; 0 < ¢(£) < ¢y, para £ € (—00,00), ¢; = const.

(4.11)
Supongamos que el vector ¢ = {c,¢a,...,c,} de pardmetros numéricos
pertenece a W, donde W es un conjunto acotado y cerrado en el espacio

euclideo E™.

Buscaremos la solucién aproximada del problema inverso como la funcién

(&, ¢) que minimiza la funcional:

sobre el conjunto W0,

Para la solucién del problema, se puede considerar los métodos
del gradiente; asi que nosotros calcularemos la derivada de la funcional,

siguiendo la metodologia expuesta en el libro [6] (Alifanov).

Representemos por a(z,t;¢) y u(z,t;c) lasolucion del problema (4.6)-(4.9),
correspondiente al conjunto de pardmetros (v, v, ¥ (x), u(t), p(§,c)), asi que

escribiremos (4.6)-(4.9) de la siguiente forma y lo llamaremos problema (I):
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vug(z,t;¢) + ay(x, t; ¢) = 0; 0<x<[,0<t<T,

u(0,t;¢) = u(t) 0<t<T,

(4.12)
ar(x,t;c) = y[p(u(z, t;¢)) —alz, t;e)];  0<x<[,0<t<T, (4.13)
(4.14)
a(x,0;¢) =0 0<z <, (4.15)

De la misma manera denotemos por a(z,t;c + Ac) yv u(z,t;c + Ac) las
soluciones del mismo problema pero ahora correspondiente al conjunto de

pardametros (v,vy,¢(z), u(t), p(§, ¢+ Ac)). Llamemos a este problema (II)

vug(z,t; ¢+ Ac) + ay(x, t; ¢+ Ac) = 0; 0<z<I[,0<t<T,
at(z,t;c+ Ac) = vy[e(u(z, t;c+ Ac)) —a(z,t;e+ Ac)); 0<ax<[,0<t<T,
u(0,t; ¢+ Ac) = ul(t) 0<t<T,

a(z,0;c+ Ac) =0 0<z<lI,
Introduciendo las funciones:

q(x,t;¢, Ac) = u(w, ;¢ + Ac) — u(x, 1;¢)

z(x,t;¢, Ac) = a(x,t; ¢+ Ac) — a(x, t;¢)
El incremento de la funcién ¢(c) es igual a
T T
0T+ 80) = o) = [ Tull. 7+ Ae) — gs(Pde — [ [ull.:7) — gu(o)at
0 0
T
=2 [ fult.t:2) ~ ge(O)fu(t 7+ A) — ul, 52
0

T
+/‘mmaE+A@—u@uaFﬁ
0
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T T
= 2/ [u(l,t;¢) — gs(t)]q(l, t;¢, Ac)dt +/ [q(1,t;¢, Ac))*dt (4.16)
0 0
Las funciones ¢(z,t;¢,Ac) vy z(z,t;¢,Ac), son soluciones del siguiente
problema:
vq(x,t; ¢, Ac) + z(x, t; ¢, Ac) = 0; (4.17)

zi(x,t;¢, Ac) = y[e(u(z, t;¢ + Ac), ¢ + Ac) — p(u(z, t;¢),¢) — z(z, t; ¢, Ac)l;

(4.18)
q(0,t;¢, Ac) = 0; (4.19)
z(z,0;¢,Ac) = 0; (4.20)
El problema (4.17)-(4.20) se obtiene simplemente restando el problema (1)
del problema (II).

Consideremos la diferencia
o(u(z, t; ¢+ Ac), ¢+ Ac) — p(u(x, t;¢),¢) = p(u(x, t;c + Ac), ¢ + Ac)—
—p(u(z,t;0), ¢+ Ac) + a(z, t; ¢, Ac).

Donde
a(z,t;¢, Ac) = p(u(,t;¢), ¢ + Ac) — p(u(w,t;¢),c).

Empleando la férmula de Taylor, obtenemos la siguiente representacion

para la diferencia
p(u(z, ;¢ + Ac), ¢+ Ac) — p(u(z, t;¢),¢) = g—?(U(x, t;¢), c)q(z, t; ¢, Ac)+
+ a(x,t;¢, Ac) + L(z, t; ¢, Ac),

donde R(x,t;¢, Ac) es una funcién de términos de orden superior respecto a

q(z,t;¢, Ac) y Ac.
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Por consiguiente el problema para las funciones q(z,t;¢, Ac) v z(z, t; ¢, Ac)

puede ser escrito asi:

Ve + vpeq + ya(z, t; ¢, Ac) +yL — vz =0 (4.21)
2 = Ypeq + oz, t; ¢, Ac) +yL — vz (4.22)
q(0,t;¢, Ac) =0 (4.23)
2(z,0;¢,Ac) =0 (4.24)

Transformemos la integral
T
J = 2/ [u(l,t;¢) — gs(1)]a(l, t; ¢, Ac)dt
0
que aparece en (4.16)

De las condiciones (4.23) y (4.24) e introduciendo las funciones w(z,t;¢) y

y(x,t;¢) que més adelante serdn definidas escribiremos a J como:
T
J = V/ [w(l,t;)q(l,t; ¢, Ac) — w(0,2;¢)q(0, ¢ ¢, Ac)]dt
0

[
n / ly(e, T:9)=(2, T,3 Ac) — y(z,0,8)2(x,0,Z Ad))da
0

Tl
B /0 /0 {v[w(z,t,¢)qu(z,t; ¢, Ac) + q(, 5 ¢, Ac)wg(x, £ ¢)]

+y(x,t;0)z(x, t; ¢, Ac) + z(x, t; ¢, Ac)y(x, t; ¢) bdadt
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Ahora, si introducimos el siguiente problema para w,y :

vy = ype(w — y) (4.25)
yr =7y —w) (4.26)
w(l,1,8) = > (u(l, 1) ~ g5(1) (4.27)
y(z,T,3) =0 (4.28)

Llamado problema dual de (4.6)-(4.9), ya que las funciones ¢(z,t;¢, Ac),
z(z,t;¢,Ac) y w(x,t,c), y(x,t;c) satisfacen las ecuaciones (4.25),(4.26) y
(4.21), (4.22) entonces, tenemos que la funcional J se simplifica de la si-

guiente manera:
T [l
J = ’Y/ / (y(x,t;¢) —w(x, t;¢))a(x, t; ¢, Ac)dxdt+
o Jo
T [l
+ 7/ / (y(x,t;¢) — w(x, t;¢)) Lz, t; ¢, Ac)dxdt.
o Jo

Por consiguiente de (4.16) tenemos:

A
o(c+ Ac) — ¢(c) = fy/ / (y(z,t;¢) —w(x, t;¢))a(x, t; ¢, Ac)dxdt
0o Jo
T [l
oo [ [ w8 - wle68) Ltz Ac)dade
o Jo
T
+/‘@muaA@fﬁ
0
De esta representacion concluimos que:

00 @) = 3 17 1322 (a5 0, 0) — o, 20l

cuando Ac — 0.
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La férmula obtenida para el gradiente de la funcién ¢(c) puede ser emplea-
da cuando usemos un método de aproximacion de descenso exhaustivo; por
ejemplo el método de la proyeccion del gradiente u otros.

Existen diferentes métodos de solucién para este tipo de problemas, en el pre-
sente trabajo no se implementd ningtin método numérico, pero para trabajos

futuros seria bueno tenerlos en cuenta.
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