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Resumen

TITULO: ACERCAMIENTO AL PROCESO DE DEMOSTRACION EN EL GRADO

NOVENO EN UN AMBIENTE DE GEOMETRIA DINAMICA *

AUTOR: Sergio Andrés Martinez Aparicio **

PALABRAS CLAVE: Proceso de demostracion, Geometria dinamica, Argumentacion,

Resolucion de Problemas.

DESCRIPCION

El estudio que se realiz6 tuvo como objetivo disefiar e implementar una secuencia de problemas de
construccion geométrica en un entorno de geometria dindmica, enfocandola al desarrollo de habilidades de
demostracion en estudiantes de noveno grado. La metodologia empleada fue cualitativa por cuanto fue un
estudio elaborado directamente en un aula virtual de clase, en el que se analizaron y categorizaron los
argumentos que usaron los estudiantes de noveno grado al realizar problemas de construcciones
geométricas un ambiente de geometria dinamica mediado por el software GeoGebra. El estudio se llevo a
cabo con 10 estudiantes del Instituto Técnico Aquileo Parra, ubicado en el municipio de Barichara. El
desarrollo de esta investigacion se dio en tres fases: la fase diagnostica, la fase de disefio e implementacion
de la propuesta didactica y la fase referente al procesamiento de la informacidn recolectada.

En cada una de las fases del disefio se pudo evidenciar tanto fortalezas como debilidades de los estudiantes
al tener que justificar sus planteamientos en la fase diagnoéstica inicial, construcciones correctas en la que
no se justificaba el porqué estaba bien o con argumentos que hacian referencia a la funcion de arrastre del
software. Se evidencio la importancia del papel que desempefia el software como mediador interactivo e
inteligente, puesto que permite una exploracion de propiedades invariantes que redunda en el desarrollo del
pensamiento deductivo.

Finalmente se concluyé que es posible potenciar el desarrollo de las habilidades de demostracién en
estudiantes de noveno grado, cuando solucionan problemas de construccion geométrica en un software de
geometria dinamica.

* Trabajo de grado
** Facultad de Ciencias Exactas. Escuela de Matematicas. Director: Jorge Enrique Fiallo Leal.
Doctor en Didactica de las Matematicas.
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Abstract

TITLE: APPROACH TO THE DEMONSTRATION PROCESS IN THE NINTH GRADE IN

AN ENVIRONMENT OF DYNAMIC GEOMETRY *

AUTHOR: Sergio Andrés Martinez Aparicio **

KEY WORDS: Demonstration process, Dynamic geometry, Argumentation, Problem Solving.

DESCRIPTION

The objective of this study is to design and implement a sequence of geometric construction
problems in a dynamic geometry environment, focusing it on the development of demonstration
skills in ninth grade students. The methodology is qualitative in that it is a study done directly in
a virtual classroom, it is intended to analyze and categorize the arguments used by ninth grade
students when carrying out geometric construction problems in a dynamic geometry environment
mediated by GeoGebra software. The study is carried out with 10 students from the Aquileo Parra
Technical Institute, located in the municipality of Barichara. The project is developed through the
diagnostic phase, the design phase and the implementation of the didactic proposal and the phase
related to the processing of the collected information.

In each of the design phases, it was possible to show both strengths and weaknesses of the students
by having to justify their approaches in the initial diagnostic phase, correct constructions in which
the reason why it was right was not justified or with the arguments that had reference to the drag
function of the software. You can see the importance of the role that software plays as an
interactive and intelligent mediator, since it allows an exploration of invariant properties those
results in the development of deductive thinking.

Finally, concluded that it is possible to enhance the development of demonstration skills in ninth
grade students, when solving geometric construction problems in dynamic geometry software.

* Graduation paper
** Faculty of Exact Sciences. School of Mathematics. Jorge Enrique Fiallo Leal. PhD in
Didactics of Mathematics
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Introduccion

Mediante este estudio se buscé potenciar las habilidades del proceso de demostracion en
los estudiantes de noveno grado, mediante la resolucién de problemas de construccién en un
entorno de geometria dindmica.

El desarrollo del estudio se llevd a cabo mediante un enfoque cualitativo, con el fin de
analizar y categorizar los argumentos que usan los estudiantes de noveno grado al realizar
problemas de construcciones geométricas en un ambiente de geometria dindmica mediado por el
software GeoGebra.

Su desarrollo comprendié de tres etapas, la primera es la fase diagnostica la cual comprende
el disefio de la prueba mediante el cual se adaptaron cuatro problemas de construcciones
geométricas del proyecto “pensamiento geométrico y tecnologias computacionales” para
determinar los argumentos usados por los estudiantes al solucionarlos usando GeoGebra. En la
segunda fase se disefid e implementd la propuesta didactica, la cual se realiz6 mediante una
intervencion didactica y comprendié una serie de problemas de construccion geométrica del
proyecto “pensamiento geométrico y tecnologias computacionales” adaptados para evidenciar los
argumentos de los estudiantes al solucionarlos usando GeoGebra, pero manteniendo la forma de
validacion del arrastre. Y la tercera fase consistio en analizar la informacion recolectada.

Los resultados de la investigacion se presentan en cinco capitulos; en el primer capitulo se

presentan los principales antecedentes del estudio, el segundo capitulo estd compuesto por el
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marco teorico en el cual se presentan temas como la ensefianza y aprendizaje de la geometria, la
demostracién en geometria y la geometria dindmica. En el tercer capitulo se presenta la
problemaética y el objetivo que se propone para el desarrollo del estudio. El cuarto capitulo hace
referencia a la metodologia mediante el cual se especifica el método de investigacion, contexto,
poblacion en estudio, disefio metodoldgico y los instrumentos que se utilizaron para la recoleccion
de informacion. El quinto y ultimo capitulo comprende las conclusiones, las cuales hacen

referencia a los principales resultados y hallazgos obtenidos.

1. Antecedentes

Algunas investigaciones sobre el tema de estudio, en la literatura cientifica son las
siguientes:

“La argumentacion de alumnos de bachillerato al resolver problemas matematicos”,
investigacion desarrollada por Arellano (2013), el objetivo del estudio es analizar y comparar el
discurso argumentativo que realizan los estudiantes para la justificacion de los procedimientos y
de los resultados al resolver problemas de geometria, y categorizar los tipos de argumentos
producidos.

Como problematica que da origen a la investigacion se menciona que la experiencia de
trabajar con estudiantes de bachillerato, el tema de resolucion de problemas ha permitido observar

que son una minoria de los educandos que argumentan coherentemente y con sentido ldgico,
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mostrando conocimientos y habilidades comunicativas (simbolicas y verbales); y que la mayoria
que fracasan en esto es porque no han tenido acercamientos dirigidos hacia la argumentacion.

Metodologicamente la investigacion constituye un estudio de caso, en donde participaron
estudiantes de bachillerato; las argumentaciones de los estudiantes, su anlisis y categorizacion se
realizaron con los esquemas de prueba de (Harel & Sowder, 1998).

Los resultados reportan que la mayoria de los estudiantes esperan la aprobacion del docente
ante cada procedimiento que hacen y perciben los problemas como algo para resolver y no para
justificar; se considera importante valorar los esfuerzos argumentativos de los estudiantes porque
reflejan ese trabajo hacia el ir formalizando y mejorando los razonamientos.

Otro estudio relacionado con la ensefianza de la demostracion se titula “procesos de prueba
en los alumnos de matematica”, el cual fue desarrollado por Balacheff (2000) este autor sefiala
como problematica diferentes estudios procedentes de Francia y Estados Unidos en donde se
constata un fracaso generalizado de los estudiantes para formular una demostracion,
particularmente en geometria.

Este fracaso se les imputa a los estudiantes o al tipo de ensefianza que se imparte; sefialando
en los primeros, su debilidad y falta de madurez del razonamiento 16gico; lo cual exige delimitar
la naturaleza de los problemas encontrados; mientras que, para el tipo de ensefianza, hay que
revisar los métodos utilizados y los elementos coercitivos en los cuales se quiere imponer la
demostracion como tarea escolar.

Balacheff (2000) considera que no se debe obligar al estudiante a demostrar como algo
coercitivo; mas bien propone al docente ubicarse en el terreno mismo de la evidencia, partiendo
de los argumentos que da el estudiante; se trata de conducirlo a una situacion paraddjica, de duda,

en donde él nuevamente pone en tela de juicio sus argumentos iniciales. No se trata de refutar lo
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que propone el estudiante; sino de hacer que este tome conciencia de que no siempre es posible
atenerse a los argumentos de evidencia iniciales.

Dice el autor que la experiencia ha demostrado que los estudiantes manifiestan su
conciencia de la necesidad de hacer explicito un procedimiento, pero tienen gran dificultad para
comprenderlo como articulacion de operaciones elementales.

Este estudio es pertinente para la investigacion porque propone una perspectiva interesante,
que es no forzar al estudiante a demostrar sino interactuar con él, de modo que ponga en duda sus
argumentos iniciales, los cuestione y revise a la luz del razonamiento légico.

Otro articulo pertinente para este estudio se titula “Acerca de la ensefianza y el aprendizaje
de la demostracion en matematicas”, propuesta por Fiallo, Camargo, & Gutiérrez (2013), cuyo
objetivo radica en realizar una recopilacion bibliogréfica de las principales investigaciones acerca
de la ensefianza y aprendizaje de la demostracion, que sirva como fuente de consulta a docentes
interesados en el tema.

El articulo menciona que en los Principios y Estandares para las Matematicas Escolares del
NCTM (2000), se considera al razonamiento y la demostracion como uno de los cinco estandares
de procesos en que los estudiantes deben mostrar competencia, a medida que avanza su ciclo de
escolarizacion. En este sentido, la publicacion sugiere que los programas de ensefianza en todos
los niveles deben capacitar a los estudiantes para: reconocer el razonamiento y demostracion como
aspecto esencial en las matematicas; formular conjeturas matematicas; desarrollar argumentacion
y demostraciones; utilizar distintos tipos de razonamiento y de demostracion.

La revision documental realizada se organiza en cinco lineas de trabajo inscritas en
perspectivas diferentes: historica, epistemoldgica, psicologica, cognitiva, curricular y didactica;

concepciones de los profesores sobre la comprension y las competencias necesarias en el proceso
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de demostrar; y sobre la demostracion vista como una practica sociocultural que esta condicionada
por la comunidad en la que se inscribe metodoldgicamente.

Dado a que el estudio se relaciona con tres de estas lineas, a continuacion, se sintetizan lo

concerniente a ellas.

1.1 Ensefianzay aprendizaje de la demostracion en el aula de clase

En los Gltimos afios ha crecido el interés por abordar la problematica de la ensefianza del
proceso de demostracion en el aula, en el campo de la educacién matematica. Esto se evidencia al
entrar a la revista electrénica sobre la demostracion “La lettre de la preuve” editada por Bettina
Pedemonte y Maria Alessandra Mariotti - International Newsletter on the Teaching and Learning
of Mathematical Proof ISSN 1292-8763 se encuentra en la siguiente direccion
http://www.lettredelapreuve.org/OldPreuve/Newsletter/0O1Ete.html 'y ver la cantidad de
documentos que abordan el tema.

A nivel nacional se pueden precisar diversos trabajos sobre la ensefianza y el aprendizaje
de la demostracion en el aula, como es el caso de los lineamientos curriculares (MEN, 1998) dados
por el Ministerio de Educacion Nacional en los que se indica que razonar tiene que ver con
formular hipotesis, hacer conjeturas y predicciones, encontrar contraejemplos, usar hechos
conocidos, propiedades y relaciones para explicar otros hechos, y afiade que deben existir
situaciones problema que motiven y desencadenen razonamientos hacia la construccion de
hipdtesis y la intuicion de conjeturas, ademas de incentivar los procesos de verificacion y

demostracion.
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En este documento también se sefiala la importancia de la ensefianza de la geometria
cuando dice:

La geometria, por su mismo caracter de herramienta para interpretar, entender y apreciar
un mundo que es eminentemente geométrico, constituye una importante fuente de modelacion y
un &mbito por excelencia para desarrollar el pensamiento espacial y procesos de nivel superior vy,
en particular, formas diversas de argumentacion. (MEN, 1998, pag. 17).

Asi mismo en el documento titulado ‘“Pensamiento geométrico y tecnologias
computacionales” se sefiala la importancia de ensefiar geometria haciendo referencia un método
para presentar visualmente conceptos y procesos de otras areas de las matematicas como la
aritmética, el algebra o el calculo, o de otras ciencias naturales y sociales (MEN, 2004)

En los estandares curriculares para el area de matematicas se afirma que “usar la
argumentacion, la prueba y la refutacion, el ejemplo y el contraejemplo, como medios de validar
y rechazar conjeturas, permite avanzar en el camino hacia la demostracion” (MEN, 2006, pag. 51).

Junto con el planteamiento de los lineamientos curriculares (MEN, 1998) surgi6 el
proyecto Incorporacion de Nuevas Tecnologias al Curriculo de Matematicas de la Educacion
Basica Secundaria y Media de Colombia, el cual inicié en el afio 2000 y se extendi6 hasta el 2004,
afio en el que fueron publicados sus primeros resultados en el documento Pensamiento Geométrico
y Tecnologias Computacionales. Con la asesoria del Dr. Luis Moreno Armella, este trabajo tuvo
como objetivo principal mejorar la calidad de la ensefianza de las matematicas y la capacidad de
aprendizaje mediante los recursos expresivos que la tecnologia pone al alcance de las instituciones
educativas colombianas y a su vez consolidar una comunidad de docentes comprometidos con la
diseminacion de la cultura informética (Castiblanco, 2002). Una de las metodologias usadas por

los docentes participantes en las experiencias de aula, fue la resolucion de problemas de



ACERCAMIENTO AL PROCESO DE DEMOSTRACION 21
Construcciones Geomeétricas en un ambiente de geometria dindmica con el uso del software Cabri
Géometre.

Entendidas como un dibujo técnico en el que la utilizacion apropiada de ciertos
instrumentos asegura la adecuacion del dibujo a determinadas propiedades (MEN, 2004, pag. 17),
éstas construcciones obligan al estudiante a usar sus conocimientos tedricos de geometria, para
realizar una construccion correcta y al lograrlo le permite explorar y encontrar propiedades que €l
no habia usado, lo cual puede llevarlo a deducir las relaciones de implicacion entre las propiedades
que él uso y las que luego encontrd. Es precisamente este divagar entre lo perceptual y lo tedrico
el gran potencial de la construccion geométrica como puente hacia el pensamiento deductivo.
Dicho en palabras (De Villiers, 1993) citado por el MEN (2004), “el alumno puede descubrir en
la construccion propiedades que él no puso alli, lo cual le permite descubrir que hay alguna relacion
de implicacion entre las propiedades que €l puso y las que descubri6 después” (p. 17).

Es por esto que este trabajo toma relevancia para nuestra investigacion, pues al usarse como
un campo de exploracion y reflexion, la construccién geométrica puede dar paso al pensamiento
deductivo, y al poner en evidencia las propiedades geométricas en juego, asi como las relaciones
de implicacién existentes entre ellas, da la posibilidad al estudiante de avanzar en su procesos de
argumentacion, la cual, entendida como un mecanismo para validar afirmaciones dentro de un
contexto, a partir de la formulacion de inferencias de caracter deductivo, da pie a la demostracién
(MEN, 2004; p. 18).

Conjuntamente con estos trabajos, y movidos por el interés compartido de reestablecer la
ensefianza de la demostracion en el aula de clase, se han realizado algunas investigaciones con

distintos enfoques, entre las que cabe resaltar:
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Fiallo (2006), en esta investigacion se plantea una unidad de ensefianza que pretende
acercar a los estudiantes de 10° de tres instituciones de Santander, Colombia al estudio de la
trigonometria y la demostracién, usando como mediador un software de geometria dindmica;
analizar los tipos de demostracion que emergen al usar este software en la demostracion de
propiedades trigonométricas, asi como los procedimientos, las estrategias de razonamiento, errores
y dificultades de los estudiantes al desarrollar las actividades de la unidad de ensefianza. Para
realizar este andlisis se usé la estructura planteada por Marrades y Gutiérrez (2000) que permite
analizar las conjeturas y demostraciones producidas por estudiantes de secundaria, la cual
contempla dos tipos de demostraciones, empiricas y deductivas y seis subclases las cuales
ampliaremos en el marco teorico.

Por otra parte, Fiallo (2011) realiza un andlisis de la distancia cognitiva entre los procesos
de argumentacion y demostracion de conceptos y propiedades de las razones trigonomeétricas
usando como apoyo un Sistema de Geometria Dinamica (SGD), teniendo en cuenta las
demostraciones inductivas o empiricas de estudiantes de décimo grado de una institucion privada
de Bucaramanga. En esta investigacion se define la demostracion como “el proceso que incluye
todos los argumentos planteados por los estudiantes para explicar, verificar, justificar o validar con
miras a convencerse a si mismo, a otros estudiantes y al profesor de la veracidad de una afirmacién
matematica” (Fiallo, 2011, p. 85). Es preciso mencionar que esta serd la concepcion de
demostracion que se tendra en cuenta en nuestra investigacion.

A pesar de las discrepancias de los diferentes investigadores sobre la definicion de
demostracion y su papel en el proceso de ensefianza, este proceso permea el quehacer matematico
pues es un recurso vigente de validacion, de comunicacion y de ampliacion del horizonte

conceptual del universo matematico (Camargo, 2010). Sin embargo, la dificultad de su ensefianza
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y por ende su aprendizaje, ha promovido la realizacion de diversas investigaciones. Al realizar una
mirada en el &mbito internacional se encuentra que para el Consejo Nacional de Profesionales de
Mateméticas de los estados Unidos NTCM (2003), la geometria es el lugar natural para el
desarrollo del razonamiento y de las habilidades para la justificacion, culminando en la ensefianza

secundaria con el trabajo con demostraciones.

Figural

Intervencion de los diferentes estandares a través de los diferentes grados (NCTM, 2000; p. 32)
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En la figura 1, se observa que la geometria debe estar presente durante todo el proceso de
formacion de cada estudiante, con un nivel de atencién similar en todos los niveles de escolaridad.

“Las ideas geometricas son utiles para representar y resolver problemas en otras areas de
las matematicas y en situaciones del mundo real; por eso, la Geometria deberia integrase, cuando
sea posible, con otras areas” (NCTM, 2003, p. 45).

Respecto a la Geometria dinamica, se tienen en cuenta estudios tales como “Saber

suficiente no es suficiente: comportamientos metacognitivos al resolver problemas de
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demostracién con el apoyo de la geometria dindmica” (Sua, 2019) mediante el cual se muestra que
un conjunto de conocimientos de un individuo y su grado de instrumentalizacién del software no
son los Unicos aspectos relevantes en el proceso de resolucion o en la naturaleza de la respuesta
obtenida. Es por ello que la autora demuestra que hay aspectos metacognitivos como el control, la
regulacion y la evaluacion de las acciones ejecutadas se convierten en elementos que pueden llevar
a un grupo, con un conocimiento matematico reducido, a obtener mejores resultados que un grupo
con un conocimiento profundo de la disciplina. Asi mismo, el trabajo grupal y el uso de la
geometria dindmica inciden positivamente en el proceso de resolucion y favorecen aspectos de
orden metacognitivo (Sua, 2019).

Otro estudio se titula Resefia de la Tesis Doctoral “La demostracion en ambientes de
geometria dinamica: Un estudio con futuros docentes de matematica” (Gonzalez, 2017), en este
escrito las Competencias Didactico-Matematicas remiten a los que pudieran ser concebidos como
Macro Procesos propios de la dindmica misma de la Matematica como disciplina, asociados con
procesos de indole cognitiva que son activados cuando se realiza una tarea matematica; aqui
también se incluyen los que tienen que ver con la gestion de los compromisos habituales de todo
profesor como planificador, desarrollador, ejecutor, de la Evaluacion.

Mediantes esta tesis (Gonzélez, 2017) considera que es un trabajo que logra; confirmar,
validar, ensayar, ratificar, reiterar resultados de investigacion; con ello se podria atender a una

peticion justa que es que la investigacion en Educacion Matematica llegue al aula de clases.
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1.2 Investigaciones sobre las concepciones y dificultades de los estudiantes al aprender a

demostrar

En esta linea los autores incluyen aquellas investigaciones cuyo fin es identificar los
procesos relacionados con el aprendizaje de la demostracion y propenden por establecer las
concepciones que los estudiantes tienen de la demostracion (Harel & Sowder, 2007), las
dificultades que enfrentan al tratar de demostrar y el posible origen de estas dificultades (Mariotti,
2006); (Harel & Sowder, 2007).

Uno de los estudios se titula “Las demostraciones geométricas como instancias de
resolucion de problemas” (La&rez, 2014) mediante el cual se hace hincapié en que los encuentros
presenciales de trabajo en donde la actividad fundamental sea la demostracién geométrica en un
ambiente cooperativo y reflexivo, formaran en el estudiante un espiritu critico que le permitira
reconocer los problemas, superar dificultades, discutir con argumentos, entender mejor su entorno,
propiciando el desarrollo de su autonomia y pensamiento liberador.

Concluye que la formacion exige del docente un compromiso mayor, debe ser un
acompafante constante en el proceso de construccion del conocimiento por parte del estudiante,
facilitandole espacios de discusion, argumentacion, reflexion, cooperacion que le permita adquirir
conocimientos tanto tedricos, procedimentales como actitudinales (Léarez, 2014).

También se tiene en cuenta la investigacion titulada “Dificultades en el aprendizaje de la
demostracion deductiva formal en geometria euclidea” (Morales & Samper, 2015) se basa en la
descripcion y ejemplificacion de dos tipos de dificultades en los estudiantes de un curso de
geometria euclidea del primer semestre de la Licenciatura en Matematicas y Fisica, en la

Universidad de la Amazonia. Esas dificultades afectan la posibilidad de construir demostraciones.
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Para determinar las dificultades, los autores analizaron las producciones escritas y la interaccion
entre los maestros en formacion cuando intentaban producir una demostracion. Utilizaron las
categorias creadas, definidas y ejemplificadas por el equipo de investigacion “Aprendizaje y
Ensefianza de la Geometria” de la Universidad Pedagdgica Nacional.

Principalmente concluyen que el uso de la geometria dindmica puede incidir en la
comprension de la necesidad de las condiciones establecidas en la hipotesis de un teorema o de un
problema para que la tesis se cumpla y sugieren que antes de iniciar el proceso de demostracion,
el estudiante identifique y dé a conocer a los coequiperos y al profesor, los datos validos que se

infieren de la hipotesis dada en el enunciado (Morales & Samper, 2015).

1.3 Investigaciones sobre propuestas didacticas

La investigacién reportada en la literatura cientifica titulada “Aspectos que influyen en la
construccion de la demostracion en ambientes de geometria dindmica”, desarrollada por Larios y
Gonzalez (2010), el objetivo es presentar reflexiones sobre la demostracion geométrica en el ciclo
escolar de nivel medio; los aspectos influyentes en la construccion utilizando el software de
geometria dinamica; las representaciones de los objetos geométricos, y las justificaciones que se
pueden utilizar.

Se hace énfasis en el significado que se le otorga a la demostracion geométrica y el uso de
la herramienta informatica, conocida como software para geometria dindmica (SGD).

Se parte del hecho de que la demostracion como medio de validacion del conocimiento
matematico, tiene un significado bien determinado en la comunidad matematica, el cual no puede

ser reproducido tal cual en la escuela, particularmente en el ciclo medio.
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Las diferencias entre la concepcion de la demostracion en la comunidad matematica y las
que se maneja en el entorno de aula, permite proponer un significado acorde con el ambiente
escolar de demostracion, teniendo en cuenta ciertas caracteristicas especificas del contexto
especifico.

Las conclusiones apuntan a que se manejan en diferentes niveles cognitivos distintos
significados relacionados con la demostracion; lo que permite retomar la idea de préacticas
institucionales, propuestas por Godino y Batanero (1994), en la cual la demostracion se adecla a
los saberes y particularidades del entorno, en su aproximacion a la comprension del objeto. Es
necesario hacer mayores esfuerzos para la divulgacion sobre el tema, pues persisten serias
dificultades en la ensefianza y aprendizaje de la demostracion en todos los niveles educativos, pero
principalmente en la formacién de maestros.

Una investigacion centrada en la ensefianza de elementos geométricos se titula “Analisis y
caracterizacion de la ensefanza y aprendizaje de la semejanza de figuras planas”, fue propuesta
por (Gualdron, 2011), como trabajo de doctorado en matemaéticas, en la Universidad de Valencia,
Espafia. La investigacion surge como un aporte de solucidn a las serias dificultades que enfrentan
los estudiantes cuando tratan de resolver problemas sobre semejanzas de figuras, y ese
desconocimiento o la incomprension del concepto, lleva a que se dificulte el aprendizaje de otros
conceptos matematicos.

Las causas de las deficiencias que presentan los estudiantes de educacion bésica en el tema
de semejanza de figuras geométricas se relacionaron, segun el autor, con el modo de cémo se
realiza la ensefianza, restringida a la nocion intuitiva; presentacion de condiciones matematicas

para que exista la semejanza y algunos criterios para establecer semejanzas.
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En la linea de hacer aportes desde la investigacion para el mejoramiento de la ensefianza y
aprendizaje de la Geometria y particularmente de la semejanza de figuras planas, se propone que
en la ensefianza el profesor debe elegir muy bien los materiales curriculares apropiados; técnicas
en ensefianzas pertinentes y comprometerse con una practica reflexiva y autoformativa; en el
aprendizaje se propone que la geometria sea méas que definiciones, que sirva para describir
relaciones y razonar.

En este sentido se siguen los lineamientos y principios propuestos por el Consejo Nacional
de Profesores de Matematicas (NCTM), de los Estados Unidos, en el documento “Estandares
curriculares y de evaluacion para la educacion matematica”; mediante el cual se busca el
mejoramiento sistematico de la educacion matemaética, en ésta tarea pretende construir el
conocimiento geométrico en una estructura que sigue los niveles propuestos por Van Hiele (1957)
Van Hiele (1957), que va del pensamiento informal al formal, l6gica y accesible por un proceso
cognitivo; darle importancia a la visualizacion como medio para la construccion mental de objetos
de dos o tres dimensiones, ademas de ingresar el conocimiento geométrico con problematicas
significativas que viva el estudiante.

En concordancia con estos criterios, la investigacién de Gualdron (2011), propone una
secuencia de ensefianza que sigue la estructura de Van Hiele (1957); que promueve el uso de
elementos de visualizacion; y que permite establecer conexiones con temas relacionados con
semejanzas (homotecia, teorema de Thales de Mileto, escalas) lo cual favorece el razonamiento.

Las conclusiones del estudio reportan que los estudiantes tienen distintas maneras de
razonar al tratar de resolver el problema, que el uso de las imagenes mentales y habilidades de

visualizacion son componentes importantes de la actividad matematica que desarrolla.
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La aplicacién de un modelo de ensefianza ajustado a lo que propone el NTCM, de los
Estados Unidos, permitié constatar progresos en los estudiantes en el tema de las semejanzas de
triangulos; al inicio de la experiencia la mayoria de los estudiantes exhibian razonamiento del
primer nivel del VVan Hiele y solo unos pocos del segundo nivel; pero después de la intervencion,
los estudiantes exhibieron razonamiento del segundo nivel y algunos alcanzaron un tercer nivel.

Otro de los antecedentes a tener en cuenta se titula “Acercamiento a la argumentacion en
un ambiente de geometria dindmica: grado octavo” (Toro, 2014), en este estudio se propone
estudiar la argumentacion de estudiantes de grado octavo, al realizar un trabajo en la temética
concerniente a sistemas de la geometria dindmica, la metodologia que utiliza para su desarrollo es
de corte cualitativo, mediante la cual el investigador observa la realidad en el contexto mismo que
sucede en el aula de clase. El proyecto se categoriza como experimento de ensefianza, pues se
elabord una propuesta de ensefianza orientada desde la actividad demostrativa que favoreciera la
argumentacion.

De esta propuesta Toro (2014) principalmente concluye que los estudiantes avanzaron en
la capacidad de argumentar matematicamente y esto no habia sido parte de la cultura previamente
de clase. Recomienda la importancia de usar metodologias diferentes a las tradicionales que
ofrezcan formas alternativas para favorecer un mejor aprendizaje y argumentacién, como el uso
de la geometria dindmica con el fin de formar estudiantes criticos, reflexivos y transformadores de

su propia realidad.
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2. Marco teorico

2.1 Ensefianza y Aprendizaje de la Geometria

La geometria se define como la parte de las matematicas que se encarga de estudiar las
propiedades y medidas de una figura en un plano o en un espacio, para representar distintos
aspectos de la realidad, utiliza simbolos las nociones y las operaciones.

Ha sido considerada como uno de los pilares de formacion académica y cultural de la
persona; por su amplia aplicacion en distintos contextos, y por su capacidad para el desarrollo del
razonamiento logico (Béez & Iglesias, 2007), también por su contribucion al desarrollo de
capacidades y habilidades para visualizar, pensar criticamente; abstraer, resolver problemas;
establecer hipotesis y conjeturas; razonar deductivamente y argumentar de manera Idgica en
procesos de prueba y demostracion (Jones, 2002).

Hernandez & Villalba (2001), conciben a la geometria como:

- Una ciencia del espacio, como herramienta para describir y medir figuras, construir y
estudiar modelos del mundo fisico y fendbmenos del mundo real.

- Un metodo, para representar visualmente los conceptos y procesos a través de graficos,
histogramas.

- Un modelo para la ensefianza del razonamiento deductivo.
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- Una herramienta en aplicaciones, para generar graficas por computadora, procesamiento
y manipulacion de iméagenes e investigacion de operaciones.

Béez e Ibafiez (2008), sefialan seis (6) principios didacticos fundamentales en los procesos
de ensefianza y aprendizaje de la geometria.

- Principio globalizador e interdisciplinar, como acercamiento holistico a la realidad.

- Integracion del conocimiento, como saber integrado de objetivos, contenidos,
metodologia y evaluacion.

- Contextualizacion del conocimiento. Estos son adaptados a las necesidades vy
caracteristicas de los estudiantes.

- Aprendizaje por descubrimiento, a traves de un proceso cognitivo.

- Principio de flexibilidad de acuerdo a necesidades del estudiante.

- Innovacion de estrategias metodoldgicas, de acuerdo con el ritmo de aprendizaje de los
estudiantes.

Por su parte, la ensefianza de la geometria en Colombia ha venido incorporando las
herramientas tecnoldgicas desde el afio 2000, con la implementacion del proyecto Incorporacion
de Nuevas Tecnologias al Curriculo de Mateméticas de la Educacion bésica secundaria y media
de Colombia, dirigido por el Ministerio de Educacion Nacional con la asesoria del Dr. Luis Moreno
Armella y la coordinacion regional de los departamentos de matematicas de las facultades
educacion y ciencia de universidades y algunas secretarias de educacion. Este proyecto puso en
practica una experiencia tecnologica en el aula de algunas instituciones de educacion bésica
secundarias y media y escuelas normales superiores del pais. Sus objetivos generales fueron

mejorar la calidad de la ensefianza de las matematicas y la capacidad de aprendizaje mediante los
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recursos expresivos que la tecnologia pone al alcance de las instituciones educativas, y consolidar
una comunidad de docentes comprometidos con la diseminacion de la cultura informética.

Los resultados de esta experiencia fueron publicados en abril de 2004 con el documento
Pensamiento geomeétrico y tecnologias computacionales. Conformado por cinco capitulos, el texto
hace una reflexion sobre a la importancia de la ensefianza de la geometria en la escuela; da una
mirada a la evolucion de la de la geometria, mostrando la interaccién continua entre lo visual y lo
discursivo; hace un analisis del proceso de aprendizaje de la geometria, sus obstaculos y
dificultades. En el capitulo 4 se desarrollan algunas ideas sobre los ambientes tecnoldgicos de
aprendizaje, se ejemplifica la forma en que se podria abordar el proceso de ensefianza a través del
SGD Cabri Géometré y se proponen algunas actividades de construccion. Son precisamente
algunas de estas actividades las que hemos tomado para nuestra investigacion, tanto para la
evaluacion diagnostica como para la de intervencion, puesto que, al establecer conexiones entre
los procesos de justificacion y los procesos de visualizacion, el razonamiento deductivo adquiere
sentido para los alumnos como posibilidad de explicacién, de comprensién y de argumentacion
(MEN, 2004).

En el capitulo 5, se recogen algunas de las experiencias de aula de los docentes
participantes en el proyecto. ElI documento termina dando una serie de conclusiones sobre la
experiencia, entre las que se destacan las siguientes:

o Durante la experiencia se pudo ver un manejo cada vez mas depurado del lenguaje
matematico, el uso de la generalizacion, la transferencia de los conceptos aprendidos
en actividades anteriores y la explotacion de la potencia que proporciona la calculadora

para escudrifiar en otros ambitos. (p. 87)
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o La Geometria Dindmica se coloca a medio camino entre el mundo sensible (perceptible

por los sentidos), en este caso esencialmente visual, y el mundo matematico,
esencialmente abstracto. (p. 89)

o La Geometria Dinamica cambia la forma de la ensefianza de la geometria. Las
herramientas tecnologicas pueden transformar la practica docente permitiendo la
produccién de actividades radicalmente nuevas. (p. 89)

o La dindmica entre la exploracién y la sistematizacion, generada al trabajar con un
software como Cabri Géométre, favorece en los estudiantes el desarrollo de una mayor
capacidad expresiva que conlleva mayores niveles de argumentacion. (p. 89)

o La exploracion en un medio dindmico se convierte en un instrumento para reconocer
patrones de comportamiento invariante. (p. 89)

o Un uso innovativo de la tecnologia incluye un primer nivel de comprension de un
problema que es el visual, pero acompafado de instrumentos de control que suministran
el medio dindmico como son la medicién y verificacion de propiedades. Esto es muy
importante pues inicia el camino hacia la sistematizacion y verificacion sistemética de
los hechos geométricos. Todo esto desemboca, en una segunda etapa, en la

construccion de demostraciones cada vez con un mayor nivel de formalizacion. (p. 89)

2.2 La Demostracion en Geometria

Como se ha mostrado en los antecedentes tedricos, la concepcion de demostracion es un

factor importante en las investigaciones que en Educacion matematica se realizan sobre este tema,

pues incide en la caracterizacion y analisis de los datos recogidos en la experimentacion. En
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nuestro caso, una demostracion “es el proceso que incluye todos los argumentos planteados por
los estudiantes para explicar, verificar, justificar o validar con miras a convencerse a si mismo, a
otros estudiantes y al profesor de la veracidad de una afirmacion matematica” (Fiallo, 2011).

La caracterizacion y posterior analisis de las demostraciones hechas por los estudiantes al
realizar los problemas de construccién planteados en nuestra secuencia didactica, sera realizada
mediante la estructura planteada por Marrades y Gutiérrez (2000), analizada en Fiallo (2006) y
depurada en Fiallo (2011), en la que se identifican dos tipos de demostraciones: la demostracién
empirica, la cual se da cuando el estudiante usa ejemplos especificos para convencerse de la
veracidad de sus conclusiones y las demostraciones deductivas en las cuales el estudiante emplea
deducciones abstractas para sustentar sus afirmaciones.

A continuacidn, se hace una breve descripcion, que puede ser un parafraseo o una cita

textual de Fiallo (2011), de estos tipos de demostracion y sus subclases:

Demostraciones empiricas

Este tipo de demostracion se caracteriza porque el estudiante usa solo ejemplos para
convencerse o convencer a los demas de la veracidad de sus deducciones. Los estudiantes aceptan
la veracidad de las conjeturas después de que han observado regularidades en uno o méas ejemplos;
ellos usan los propios ejemplos, o relaciones observadas en los ejemplos para justificar la verdad
de su conjetura (Marrades y Gutiérrez, 2000; citado por Fiallo, 2011).

Dependiendo de la forma en que los estudiantes seleccionan los ejemplos para el

planteamiento de conjeturas, en las demostraciones empiricas se identifican tres subclases:
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Empirismo Ingenuo Inductivo: se da cuando el ejemplo que usa el estudiante en la
conjetura 0 demostracion es escogido sin ningln criterio y puede ser de tipo perceptivo si sus
argumentos se basan en elementos visuales o téctiles o inductivo si los argumentos son elementos
matematicos o relaciones detectados en el ejemplo.

Experimento Crucial: este tipo de demostracion se da si para demostrar su conjetura el
estudiante hace uso de un ejemplo escogido cuidadosamente y su escogencia se basa en la
presuncion de que en cualquier otro caso va a dar el mismo resultado. Se determinan dos tipos de
experimentos cruciales, dependiendo de la forma en que los estudiantes escojan su ejemplo:

Experimento Crucial Basado en el Ejemplo: Cuando los estudiantes se basan en la
existencia de un Unico ejemplo o en la ausencia de contraejemplos para su demostracion. En este
caso se trata de una generalizacion inductiva sobre los enunciados y ejemplo genérico (Fiallo,
2011; p. 91).

Experimento Crucial Constructivo: cuando los estudiantes sustentan sus demostraciones
en las construcciones realizadas sobre el ejemplo o en la forma de conseguir el ejemplo (Fiallo,
2011; p. 92).

Ejemplo Genérico: Cuando en la demostracion se usa un ejemplo especifico que es
representante de una clase y la demostracion incluye la produccion de razonamientos abstractos.
Balacheff destaca la importancia del ejemplo genérico como una forma de romper la
discontinuidad epistemologica entre los procesos de produccion de demostraciones por parte de
los estudiantes, sefialando que esta ruptura se supera cuando ellos puedan pasar de un empirismo
ingenuo a mirar las afirmaciones matematicas con un enfoque méas formal a traves del
descubrimiento del ejemplo genérico (Fiallo, 2011; p. 92).

Se tendran en cuenta los siguientes dos tipos de ejemplos genericos:
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Ejemplo Genérico Analitico: cuando en la demostracion, el estudiante usa un ejemplo
representante de una clase, y sus justificaciones estan basadas en propiedades y relaciones
descubiertas en este.
Ejemplo Genérico Intelectual: se da cuando en la demostracion o en la conjetura, el
estudiante usa un ejemplo representante de una clase, pero sus argumentos o justificaciones se
basan en propiedades matematicas aceptadas, pero estas no son producto de observaciones o

propiedades encontradas en el ejemplo, sino que al trabajar sobre el proceso se recuerdan.

Demostraciones deductivas

Se caracterizan por la descontextualizacion de los argumentos, se basan en los aspectos
genéricos del problema, operaciones mentales y deducciones légicas, que apuntan a validar la
conjetura de manera general (Marrades y Gutiérrez, 2000; citado por Fiallo, 2006).

Dependiendo de si el estudiante usa 0 no ejemplos para organizar sus deducciones, este
tipo de demostracion se dividen en las subclases experimento mental y deduccion formal,

respectivamente.

Experimento Mental: se da cuando el estudiante usa un ejemplo para ayudar a organizar
su demostracion. Se pueden distinguir dos tipos de experimento mental:

Experimento Mental Transformativo: Cuando las demostraciones se basan en
operaciones mentales que transforman el problema inicial en otro equivalente. Los ejemplos
ayudan a prever qué transformaciones (imagenes mentales espaciales, manipulaciones simbdlicas

0 construcciones de objetos) son convenientes para la justificacion (Fiallo, 2011; p. 88).
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Experimento Mental Estructural: Cuando las demostraciones estdn basadas en
secuencias logicas derivadas de los datos del problema, de los axiomas, las definiciones o teoremas
aceptados, y, si se usan ejemplos, son para ayudar a organizar o entender los pasos de las
deducciones (Fiallo, 2011; p. 88).

Deductiva Formal: este tipo de demostracion se caracteriza porque el estudiante se basa
en ningln tipo de ejemplo para realizarla, solo en operaciones mentales. Es basicamente el tipo de
demostracion formal que se encuentra en el mundo de los investigadores de las matemaéticas. Se
pueden definir dos tipos de deduccién formal:

Deduccion Formal Transformativa: se da cuando la demostracion del estudiante, se basa
en operaciones mentales que transforman el problema inicial en otro equivalente.

Deductiva Formal Estructural: estas demostraciones se basan en secuencias ldgicas
derivadas de los datos del problema, de los axiomas, las definiciones o teoremas aceptados (Fiallo,

2011; p. 90).

2.3 La Geometria Dinamica

La geometria ha encontrado apoyos en las herramientas virtuales para fortalecer los
procesos de ensefianza y aprendizaje; particularmente ha recibido un impulso desde la Geometria
dinamica, que ha puesto de manifiesto el caracter estructural de los dibujos en una pantalla de
computadora.

Una de las potencialidades de la Geometria esta relacionada con el estatus de dependencia
y orden de los componentes de una representacion; en la GD el orden en el que se dibujan los

componentes de un objeto y la dependencia entre ellos es determinante; por otro lado en la
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resolucion de problemas abiertos, la GD fomenta la produccion y validacion de conjeturas, ya que
pone énfasis en los aspectos teodricos del dibujo y hace que los estudiantes sean conscientes de que
existe una teoria detras de los dibujos. (Furinghetti, 2001).

Sin embargo, es el profesor el encargado de motivar al estudiante no solo a descubrir la
teoria que valida sus construcciones, sino a realizar conjeturas y a encontrar los argumentos para
demostrarlas. Sobre esto, Fiallo (2006) afirma que si el profesor no motiva a los estudiantes a
encontrar por qué una conjetura es verdadera, es posible que las justificaciones dadas por ellos se
queden en un nivel perceptivo-empirico, en el que asumen que la proposicién es verdadera porque
las propiedades de la figura se conservan al someterlas a la prueba del arrastre. En este punto, el
SGD puede convertirse en un obstaculo en la transicion del conocimiento empirico al teorico, al
permitir la validacion de una proposicién sin la necesidad de una teoria. No obstante, si el profesor
hace explicito el papel de la demostracidn en justificar, entonces los estudiantes se verdn motivados
a demostrar por qué una proposicion es verdadera, después de comprobar su validez desde el
software.

Por supuesto que el éxito de la construccién sigue dependiendo, en gran medida, de la
pericia del estudiante al manejar las herramientas de construccién. Sin embargo, con un SGD el
estudiante puede liberar su atencion de la precisién de los trazados y fijarla en la reflexion teérica
de los mismos (MEN, 2004).

En nuestra investigacion, el SGD que usaremos sera GeoGebra, el cual es un software de
matematicas para todo nivel educativo. Retine dinamicamente geometria, algebra, estadistica y
calculo en registros graficos, de anélisis y de organizacion en hojas de célculo (GeoGebra, 2018).

GeoGebra, tiene libre agilidad de uso, congrega a una comunidad vital y en crecimiento,

debido a que reune grafica y dinamicamente algebra y geometria andlisis y hojas de calculo
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(GeoGebra, 2018). En todo el mundo, millones de entusiastas lo adoptan y comparten disefios y
aplicaciones de GeoGebra. Dinamiza el estudio mediante potentes herramientas con una interfaz
intuitiva y agil (GeoGebra, 2018).

Ademas de la posibilidad de descargar de manera gratuita las aplicaciones que GeoGebra
ofrece, en su pagina oficial geogebra.org, es posible crear una cuenta personal mediante la cual se
puede crear grupos para interactuar con los estudiantes, profesores o con cualquier persona que
también posea una cuenta. Estos grupos se tornan relevantes para nuestra investigacion debido a
la imposibilidad de realizar clases presenciales por la emergencia del COVID-19, pues a través de
ellos, es posible proponer a los estudiantes los problemas de construccion que componen nuestra
propuesta didactica y estos podran plasmar sus soluciones en un applet cuya interfaz corresponde
al software clasico de GeoGebra. Los trabajos realizados por los miembros del grupo quedan
guardados y disponibles para que el propietario pueda revisarlos en cualquier momento a través
de la opcidn devolucion. Al dar clic en esta opcién se despliega una lista de los miembros del
grupo que muestra, a través de algunos simbolos, cuéles actividades ha trabajado cada uno de ellos.

De esta manera se posibilita la recoleccion de los datos de investigacion.
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3. Problema de investigacion y objetivo

A medida que la tecnologia avanza, se crean nuevas herramientas que permiten abordar de
diferentes maneras el estudio de un objeto matematico y su ensefianza. El éxito en este ultimo
aspecto no depende de la herramienta que se use, sino de la forma en que el docente la utilice para
acercar a sus estudiantes al conocimiento. Este es el caso del software de geometria dindmica, la
cual permite un mejor conocimiento de los objetos geométricos al darles movimiento. Con esta
herramienta, una persona con nociones basicas de geometria puede acceder a resultados y
conocimientos avanzados, como el de la recta de Euler (Moreno, 2014). Mediante el uso de esta
herramienta, el estudiante también puede realizar una exploracion pragmatica de las propiedades
de un teorema, hasta llegar a conclusiones de caracter general.

A pesar de su potencial, el software no siempre es usado por los docentes en el aula de
clase, y particularmente en la ensefianza del proceso de demostracion, concretamente en el caso
personal, en el ejercicio de la ensefianza de la matematica, han sido muy pocas las oportunidades
en que he ensefiado la geometria, debido a factores como: la baja intensidad horaria que se le
asigna al area, el planteamiento vertical del plan de area; las reiteradas péerdidas de horas de clase,
que luego no se reponen.

Desde el 2013, ejerzo como docente del Instituto Técnico Aquileo Parra de Barichara, en

el afio 2015 integré el grupo de Geometria del Colectivo de Investigacion Edumat-UIS, en donde
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tuve conocimiento del software dinamico Geogebra, como herramienta informética de apoyo a la
ensefianza de la Geometria.

En mi experiencia de uso del Software, con estudiantes de séptimo grado, constaté que los
estudiantes eran muy receptivos; los conceptos y propiedades definidos con esta herramienta, no
solo eran comprendidos y aplicados mejor, sino que el estudiante los recordaba con mayor
facilidad. Sin embargo, hay que precisar que con mis compafieros de area coincidimos que a los
estudiantes no solo les resulta muy dificil hacer una demostracion, por su caracter abstracto, que
precisa razonamientos légicos para llegar a conclusiones, competencias que por lo general no
dominan, sino que no ven la necesidad de hacerlo.

En el pensum académico de la Institucion, el estudio de la demostracion se propone para
el grado noveno, y la ensefianza gira en torno a teoremas béasicos, en donde se establecen
propiedades y relaciones geométricas dentro de un enfoque constructivista. Sin embargo, el curso
se da de una manera tradicional: se les da a los estudiantes un listado de propiedades que el docente
usa para demostrar algunos teoremas y se les pide demostrar otros. De esta manera, la mayoria de
los estudiantes terminan repitiendo los pasos usados por su profesor en su afan de construir la
demostracién pedida sin que ello implique un verdadero aprendizaje.

A partir de esta situacion problemaética, se propone una investigacion orientada a dar
respuesta a la siguiente pregunta: ; Como potenciar las habilidades del proceso de demostracion en
los estudiantes de noveno grado, mediante la resolucion de problemas de construccion en un
entorno de geometria dindmica? Para responder a esta pregunta nos planteamos el siguiente

objetivo:
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Disefiar e implementar una secuencia de problemas de construccién geométrica en un
entorno de geometria dindmica, enfocandola al desarrollo de habilidades de demostracion en

estudiantes de noven grado.

4. Aspectos metodoldgicos

Esta investigacion se baso en la metodologia cualitativa por cuanto es un estudio hecho
directamente en un aula virtual de clase. Con el trabajo de aplicacion se quiso analizar y categorizar
los argumentos que usan los estudiantes de noveno grado al realizar problemas de construcciones
geomeétricas un ambiente de geometria dinamica mediado por el software GeoGebra. Para ello, se

establecieron tres etapas, las cuales detallamos en este apartado.

4.1 Contexto de la Investigacion

Este estudio se llevo a cabo con 10 estudiantes del Instituto Técnico Aquileo Parra, ubicado
en el municipio de Barichara, Santander los cuales cursan el grado noveno de educacion bésica
secundaria (14 — 16 afios). Teniendo en cuenta la situacion de aislamiento y por ende las clases no
presenciales, que generd el COVID-19, se escogieron los estudiantes que pudieran trabajar
GeoGebra ya sea desde un computador o un celular y que puedan participar de las
videoconferencias que se realizaran. Algunos de los estudiantes residen en zonas rurales, por lo

tanto, la conectividad no fue del todo buena en el desarrollo de las actividades.
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4.2 Recoleccion de Datos

Debido a que el enfoque de investigacion es cualitativo, se tuvo en cuenta las practicas
escritas y orales expresadas por los estudiantes a traves de plataformas digitales como
Edmodo.com, WhatsApp, grupos en GeoGebra y aquellas que permiten video conferencias como
Skype.com, Zoom.us, entre otras. En particular, la plataforma geogebra.org fue usada para aplicar
la secuencia didactica, pues como anteriormente se menciono, a traves de ella es posible crear un
grupo con los estudiantes que seran parte de la investigacion. De esta manera tuvimos acceso a las
construcciones que plantearon como solucién a los problemas de construccion propuestos en la
secuencia didactica. Esta forma de aplicacién de actividades y recoleccion de datos se debe a la
imposibilidad de realizar clases presenciales, consecuencia de la emergencia causada por el
COVID-19. Para ello se requirié una cantidad prudente de informacién, es por tanto que los
instrumentos que se utilizaron para la recoleccion de los datos fueron las guias del trabajo virtual
realizado por los estudiantes como muestra de sus producciones, videoconferencias y entrevistas
virtuales con el fin de realizar las transcripciones de las actividades para el analisis de los procesos
de argumentacién. También se tuvo en cuenta las construcciones hechas por los estudiantes en el
grupo de GeoGebra, cuyo analisis se realizd con el apoyo de la opcidn vista de protocolos de

construccion que ofrece el applet y que permitid visualizar el paso a paso de la construccion hecha.

4.3 Fases del Experimento

A continuacion, describimos cada una de las fases de las que consto nuestra investigacion.
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4.3.1 Primera fase o fase diagnostica

Para el disefio de esta prueba se adaptaron cuatro problemas de construcciones geométricas
del proyecto Pensamiento geométrico y tecnologias computacionales (MEN, 2004) con el fin de
determinar los argumentos usados por los estudiantes al solucionarlos usando el SGD GeoGebra.

Se trabajé mediante el grupo creado en la pagina GeoGebra.org y se realiz6 de manera
asincronica, se escogié una fecha para que los estudiantes presentaran su actividad y contaron con
dos horas para su solucion, sin que el docente estuviese pendiente de su desarrollo.

Algunos de los estudiantes no pudieron realizar estas actividades a tiempo por cuestiones
referentes a la conectividad, y otros estudiantes no presentaron las actividades porque al realizar
la implementacion se estaba entrando en la cuarentena debida a la pandemia derivada del Covid-
19 y también se estaban iniciando las evaluaciones bimestrales, es por ello que las actividades que

no se realizaron se categorizan como fallidas.

4.3.2 Segunda fase: Disefio e implementacion de la propuesta didactica

En esta segunda fase se realiz6 una intervencion didactica que constd de una serie de
problemas de construccion geométrica del proyecto pensamiento geométrico y tecnologias
computacionales (MEN, 2004), adaptados para evidenciar los argumentos de los estudiantes al
solucionarlos usando GeoGebra, pero manteniendo la forma de validacion del arrastre.

Se trabajaron cuatro encuentros semanales de aproximadamente ciento veinte (120)
minutos divididos en dos sesiones de 45 minutos, en horarios diferentes a los de la clase, debido a

las restricciones de la plataforma Zoom en su version gratuita, o en una sola sesion en caso de que
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la calidad de la conectividad de los participantes fue dptima. Estas sesiones se dividieron en tres
momentos: en un primer momento, a través de una videoconferencia, se explico a los estudiantes
la actividad a realizar y su objetivo. En un segundo momento, los estudiantes se enfrentaron de
manera individual a la actividad, teniendo como medio el programa de geometria dindmica
GeoGebra. En este momento, a traves de las plataformas virtuales ya mencionadas, el docente no
fue mas alla de responder algunas preguntas sencillas que permitieran al estudiante avanzar en su
exploracién, pero sin dar la solucién del problema. Sin embargo, parte de los estudiantes en algunas
ocasiones optaron por conformar grupos de méaximo tres estudiantes mediante video llamadas, por
iniciativa propia e iniciaron a trabajar en equipo. Se esperaba que el estudiante conjeturara,
verificara a través del software y nuevamente conjeturara si era necesario. Finalmente, en el
momento de cierre, se abrié un espacio en el que algunos estudiantes, de manera voluntaria,
mostraron sus construcciones y sus métodos a través de la videoconferencia con la opcién de
compartir pantalla, con el fin de permitirles argumentar y justificar sus acciones, siendo ahora sus
comparieros quienes validen o refuten sus argumentos y no el software. Como estas construcciones
se hicieron en un applet dispuesto en el grupo de GeoGebra, posteriormente se pudo acceder a

todas ellas y realizar su respectivo analisis.

4.3.3 Tercera fase: Procesamiento de la informacién recolectada

Se procedio a transcribir y analizar la informacion recolectada, es decir, las producciones
de los estudiantes durante el proceso. Para ello se tuvo en cuenta las acciones verbales y no verbales
de los estudiantes, capturadas en los videos, en sus producciones escritas y en las construcciones

hechas en el grupo de GeoGebra. El analisis de estas construcciones se realizd usando la
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herramienta protocolos de construccion, con la cual se puede ver el paso a paso que el estudiante
realiz6 en su construccion y de esta manera entender o inferir su razonamiento y argumentos
usados en la busqueda de la solucion del problema. En ocasiones fue necesario entrevistar a
algunos estudiantes a través de la plataforma WhatsApp con el fin de identificar los argumentos
que tuvieron en cuenta al escoger las herramientas que usaron en su construccion.

Caracterizacion de los argumentos. En este apartado presentamos el andlisis de los datos
recolectados a traves de la implementacion de las actividades diagnosticas inicial y final y de la
secuencia de problemas de construccion geométrica. Para este analisis se adopt6 la definicion de
demostracion de Fiallo (2011) y se uso la estructura usada por Fiallo (2011), que presentamos en
el marco tedrico.

Sin embargo, fue necesario adoptar la categoria Fallida, planteada por Marrades y
Gutiérrez (2000) y usada por Fiallo (2006), la cual incluye los casos de los estudiantes que no son
capaces de seguir un camino de solucion que los lleve al planteamiento de una conjetura o una
demostracién, o a aquellos que no hacen nada, no ven la conjetura o no se puede inferir nada de
sus respuestas. En esta categoria Fallida se pueden considerar los estudiantes que intentan
demostraciones tanto inductivas como deductivas.

Es pertinente aclarar que cuando se menciona las palabras accion o acciones del estudiante,
se hace referencia a las exploraciones, los pasos o las construcciones que éste ha ejecutado en el
software con miras a solucionar un problema. Estas acciones en muchos casos se interpretan como
argumentos, pues suponen el uso de alguna propiedad matematica que el estudiante conoce o que
descubri¢ a traves de una exploracion, con la cual se permite dar el siguiente paso hacia la solucion

de un problema.
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Fase diagndstica. Para esta fase se planted una actividad de 4 problemas de construccion
geomeétrica. Se les indicd a los estudiantes que trabajaran de manera individual el grupo GeoGebra,
en un tiempo de 2 horas.
A continuacion, presentamos los problemas de construccion planteados para esta fase, una
posible solucion y el andlisis y caracterizacion de las soluciones presentadas por los estudiantes.
Problema N° 1. Dados tres segmentos AB, CD y EF, construye un triangulo de forma que
AB y CD sean dos lados y EF sea la mediana sobre el lado AB.
1. Explica paso a paso cémo realizaste la construccion.
2. ¢ Tu construccion aguanta la prueba del arrastre? ;Por qué?
Posible solucién. Se espera que el estudiante encuentre el punto medio del segmento AB
y desde alli transporte el segmento EF con la ayuda del compés. Luego, con esta misma
herramienta, transporte el segmento CD pero desde A o desde B. El punto de interseccion entre

las circunferencias trazadas seré el tercer punto que junto con A y B forman el tridngulo buscado.

Estudiante A. El estudiante no realizé la actividad por lo que se categoriza como Fallida.

Estudiante B. El estudiante acomoda los segmentos dados mediante la funcién de arrastre,

buscando formar un tridngulo, lo cual indica un Empirismo Ingenuo Perceptivo, siendo su

gréafica un ejemplo arbitrario como solucién del problema, basado en lo que ve en la pantalla.
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Figura 2

Fase diagnostica inicial, Problema 1 Estudiante B

Dados tres segmentos AB, CD y EF, construye un triangulo de forma que ABy CD
sean dos lados y EF sea la mediana sobre el lado AB.
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Explica paso a paso como realizaste la construc

A Primero acomode los segmentos luego los uni y los acerque un poco, luego saque la mitad de los
segmentos y me fije que el segmento EF tenia que ser la mediana de AB y las busque y las uni

ita la prueba del anrastre? ;Por qué?

s Tu construce aguar

A No, porque no se como podria unir 3 segmentos para realizar un triangulo, ya que yo solo he
manejado 2 segmentos como mucho o puntos para realizar triangulos

Estudiante C. El estudiante acomoda los segmentos dados mediante la funcién de arrastre,
buscando formar un tridngulo, lo cual indica un Empirismo Ingenuo Perceptivo, siendo su

grafica un ejemplo arbitrario como solucion del problema, basada en lo que ve en su pantalla.
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Figura 3

Fase diagnostica inicial, Problema 1 Estudiante C

Dados tres segmentos AB, CD y EF, construye un triangulo de forma que AB y CD
sean dos lados y EF sea la mediana sobre el lado AB.

. a1 - * —
% . ..‘5. _,r’/ ___L- ) ) ,’_:_.' \:\; f=3 e 43 q —
c -

A En realidad =olo acomode |o segmentos de manera que se cumpliera los pedido a simple vista mas
0 &5 una contruccian
Jx

A Mo, ya que daramente no es una cantruccidn y los segmentas ni se unen

Ji
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Estudiante D. Usando los segmentos dados y la funcién de arrastre, el estudiante intenta

formar un triangulo, y aunque no lo logra, su accién connota un Empirismo Ingenuo Perceptivo,

pues propone un ejemplo arbitrario como solucién del problema, basada en lo que ve en su pantalla.
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Figura 4

Fase diagnostica inicial, Problema 1 Estudiante D

Dados tres segmentos AB, CD y EF, construye un triangulo de forma que ABy CD
sean dos lados y EF sea la mediana sobre el lado AB
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A primero hize un triangulo y luego le puse el segmento EF que era la mediana y ksto

Je

A hoporque se desarma

Estudiante E. El estudiante no da ningin argumento de la solucion que plantea. Sin
embargo, al mirar el protocolo de construccion, se puede ver que ubico tres puntos cualesquiera y
construy6 un triangulo. Luego encontro los puntos medios de los segmentos y trazé las medianas.
Finalmente, encontrd el baricentro. El estudiante no tiene en cuenta las condiciones iniciales del
problema, pero se puede inferir desde su construccion un Empirismo Ingenuo Perceptivo, debido
a que plantea un ejemplo arbitrario como solucion al problema basado en aspectos visuales de su

gréafica, en la que ve, no una sino las tres medianas del triangulo.
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Figura 5

Fase diagnostica inicial, Problema 1 Estudiante E

Dados tres segmentos AB, CD y EF, construye un triangulo de forma que AB y CD
sean dos lados y EF sea la mediana sobre el lado AB.
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Estudiante F. El estudiante no da ningn argumento de la solucion que plantea. Sin
embargo, al mirar el protocolo de construccion, se puede observar que usa AB y CD para formar
un triangulo y deja aparte a EF. Luego, ubica un punto G en BD tratando que quede mas cerca de
B que de D y traza una circunferencia que pasa por G con centro en D. Repite este proceso, pero
ubicando un punto H sobre el segmento BD mas cerca de D que de B y traza una circunferencia
que pasa por H con centro en B. Esto lo hace para determinar el punto de corte | de las
circunferencias, con lo que luego traza un segmento desde el vértice opuesto a BD que pase por |
cuyo extremo final esté sobre BD. Repite este proceso con los tres lados del tridngulo. Se intuye
que esto lo hace para encontrar las medianas del triangulo, aunque no es correcto. Segun lo
anterior, el estudiante no tiene en cuenta todas las condiciones iniciales del problema y trata de
construir un ejemplo arbitrario que visualmente parezca la solucién, por lo que se connota un

Empirismo Ingenuo Perceptivo.
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Figura 6

Fase diagnostica inicial, Problema 1 Estudiante F

Dados tres segmentos AB, CD y EF, construye un tniangulo de forma que AB y CD
sean dos lados y EF sea la mediana sobre el lado AB
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Estudiante G. El estudiante no realizo la actividad por lo que se categoriza como Fallida.

Estudiante H. EIl estudiante omite las condiciones iniciales del problema, construye un
triangulo cualquiera y sobre uno de sus lados determina el punto medio para luego trazar la
mediana. Lo anterior configura un Empirismo Ingenuo Inductivo, por cuanto el estudiante toma
un ejemplo arbitrario como solucién y argumenta con definiciones y propiedades matematicas,

como la mediana o el punto medio, que se destacan en su construccion, aungue esta no sea la

solucion del problema.
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Figura7

Fase diagnostica inicial, Problema 1 Estudiante H

Dados tres segmentos AB, CD y EF, construye un triangulo de forma que ABy CD
sean dos lados y EF sea la mediana sobre el lado AB.
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A hiceuntriangulo busque el punto medio del segmento ab y trace un segmento desde ef vertice
contrario d

A si porque segmento siempre llega al centro de larectaa b
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Estudiante I. El estudiante no realizé la actividad por lo que se categoriza como Fallida.

Estudiante J. El estudiante acomoda los segmentos dados AB y CD usando la funcion de

arrastre y los dispone como los lados del triangulo buscado. Luego traza un segmento AE para

completarlo. Usando circunferencias encuentra el punto medio G de AB y ubica EF desde el

vértice E pasando por G tratando de cumplir la condicion del problema que pide que EF sea la

mediana sobre AB. Las acciones del estudiante configuran un Experimento Crucial
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Constructivo, por cuanto su construccion se puede ver como un ejemplo particular tomado

cuidadosamente y sus argumentos estan basados en la forma en como construyo su ejemplo.

Figura 8

Fase diagnostica inicial, Problema 1 Estudiante J

Dados tres segmentos AB, CD y EF, construye un triangulo de forma que AB y CD
sean dos lados y EF sea la mediana sobre el lado AB.
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UBICHE DE UMA MEIOR MAMERA LOS TRAZOS, LIEGD COM AYUDA DE LA MEDIATRIZ ENCONTRE
~ LA MITAD PARA PODER UNIR LOS PUNTOS ¥ FORMAR EL TRIANGULO, LUEGO CON AYUIDA DEL
Jx COMPAS ENCONTRE LA MEDHAMA DE LA RECTA AR

MO, POROLUE LA ESTRUCTURA DEL AMGULD ES INDEPEMDMEMTE, ¥ 51 SE ARRASTRA SE PIERDE LOY
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Problema N° 2. Dado un segmento AB y un punto M construye un triangulo tal que M
sea corte de las mediatrices.
a. Explica paso a paso como realizaste la construccion.

b. ¢Tu construccion aguanta la prueba del arrastre? ¢Por qué?
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c. ¢Al mover alguno de los Vértices del tridngulo, el punto M sigue siendo el corte de
las mediatrices? ;Por qué?

d. ¢Encuentra alguna relacion entre el punto My los vértices del triangulo construido?

e. Demuestra que la relacion encontrada se cumple para cualquier triangulo.

Posible solucidn. Se espera que el estudiante trace una recta m por M y que encuentre el
punto medio C del segmento AB. Luego transporte el segmento AC sobre la recta m haciendo
centro en un punto D de esta y trace una perpendicular a m por D, encontrando con esto los puntos
E y F intersecciones entre la perpendicular y la circunferencia trazada. Por ultimo, haciendo centro
en M trazar una circunferencia con radio ME o MF y ubicar un punto G sobre esta. El triangulo
buscado tendré vértices EFG.

En el literal c, se espera que el estudiante se dé cuenta que los vértices del tridngulo se
encuentran en una misma circunferencia cuyo centro es M por lo que equidistan de él. Esto ultimo

se espera que lo expresen en el literal d.

Estudiante A. El estudiante no realizé la actividad por lo que se categoriza como Fallida.

Estudiante B. Aunque el estudiante no da argumentos escritos, el protocolo de
construccién permite ver el paso a paso de su solucion:

Usando la funcién del arrastre y apoyado en la cuadricula dispone de manera horizontal y
con una longitud determinada al segmento dado AB.

Luego ubica el punto dado M de tal manera que dé sobre la mediatriz de AB y luego la

traza.
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Ubica un punto C sobre la mediatriz de tal manera que M quede entre C y AB.

Traza los segmentos AC y BC y una paralela a AB por M, pensando quizas en la mediatriz
sobre AC y BC.

Por ultimo, mide los angulos de la base y traza el triangulo ABC con la herramienta
poligono. Finaliza trazando una elipse con focos C y M, quizés pensando en la circunferencia
circunscrita al triangulo.

El proceso anterior connota un Empirismo Ingenuo Perceptivo, por cuanto el estudiante
acomoda de manera arbitraria los elementos dados en el problema y basa en elementos visuales

para dar su solucion.

Figura 9

Fase diagnostica inicial, Problema 2 Estudiante B

Dado un segmento AB y un punto M construye un trianqulo tal que M sea corte

de las mediatrices

Estudiante C. El estudiante no realiz6 la actividad por lo que se categoriza como Fallida.

Estudiante D. El estudiante solo traza la mediatriz del segmento AB accion que por si sola
no permite inferir nada, por lo que se categoriza como Fallida.
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Figura 10

Fase diagnostica inicial, Problema 2 Estudiante D

Dado un segmento AB y un punto M construye un triangulo tal que M sea corte
de las mediatrices.
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Estudiante E. EIl estudiante traza las rectas AM y BM para, quizés, establecer como
solucién el triangulo ABM. Teniendo en cuenta que no hay elementos matematicos en su
construccion diferentes a una recta, y que el estudiante no da ninglin argumento escrito, se connota

la categoria Fallida.

Figura 11

Fase diagnostica inicial, Problema 2 Estudiante E

Dado un segmento AB v un punto M constrsye un tridngulo tal que M sea corte
de las mediatrices
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Estudiante F. El estudiante no realizd la actividad por lo que se categoriza como Fallida.

Estudiante G. El estudiante toma el punto M dado y con la funcion de arrastre lo ubica de
tal manera que esté sobre la mediatriz del segmento AB, la cual traza enseguida.

Esta accion podria configurar un Experimento Crucial Constructivo, por cuanto el
estudiante toma un ejemplo cuidadosamente al mover el punto M al lugar por donde pasara la

mediatriz que va a trazar.

Figura 12

Fase diagnostica inicial, Problema 2 Estudiante G

Dado un segmento AB v un punto M construye un tnangulo tal que M sea corte

de las mediatrices.
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Estudiante H. El estudiante toma AB dado en los datos del problema y con la ayuda de

circunferencias construye un triangulo equilatero; luego traza sus mediatrices y encuentra su punto
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de interseccion al que llama M, con lo cual estd dejando de lado las condiciones del problema,
pues M es un dato inicial.

En sus argumentos, el estudiante hace referencia a la existencia del circuncentro, aunque
en respuestas posteriores lo confunde con el incentro.

A pesar de que su solucién no es correcta, los argumentos del estudiante configuran un
Experimento Crucial Constructivo, por cuanto escoge un ejemplo de manera cuidadosa al

construir el triangulo equilatero y realiza su argumentacion a partir de su construccion.

Figura 13

Fase diagnostica inicial, Problema 2 Estudiante H
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Estudiante I. El estudiante no realizé la actividad por lo que se categoriza como Fallida.

Estudiante J. El estudiante toma el punto M dado y con la funcion de arrastre lo ubica de
tal manera que esté sobre la mediatriz del segmento AB, la cual traza enseguida. Esta accion podria
configurar un Experimento Crucial Constructivo, por cuanto el estudiante mueve toma un
ejemplo cuidadosamente al mover el punto M al lugar por donde pasard la mediatriz que va a
trazar.

Figura 14

Fase diagnostica inicial, Problema 2 Estudiante J
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Problema N° 3. Dados dos segmentos AB y PQ, construye un triangulo rectangulo de
forma que PQ sea la hipotenusa y AB un cateto.
a. Explica paso a paso cdmo realizaste la construccion.

b. ¢ Tu construccion aguanta la prueba del arrastre? ¢Por qué?

Posible solucion. Se espera que el estudiante recuerde que la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo es el didmetro de una circunferencia y que el vértice comun de los catetos es un punto
de esta ultima. Que de esta manera determine el punto medio C de PQ y haciendo centro en él,
trace la circunferencia de radio CP. Que luego, con el compas, transporte el segmento AB centro
en P o en Q. Que ubique el punto de interseccion D entre las circunferencias. El triangulo buscado

sera PDQ.

Estudiante A. El estudiante no realizé la actividad por lo que se categoriza como Fallida.

Estudiante B. Aunque el estudiante no tiene en cuenta las condiciones iniciales del
problema y por lo tanto no lo soluciona, construye un tridngulo rectangulo representante de una
clase, especificamente aquellos cuyos angulos agudos miden 60° y 40° y basa su argumentacion

en su construccion, por lo que se configura un Experimento Crucial Constructivo.
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Figura 15
Fase diagnostica inicial, Problema 3 Estudiante B

Dados dos segmentos AB y PQ, construye un tridngulo rectangulo de forma que
PQ sea la hipotenusa y AB un cateto.

R]r 7L DO LN =S SO QE
cE

Explica paso a paso codmo realizaste la construcadn.

A Realice una recta. luego cologue &n esa misma recta 2 puntos en abjetos, uno en cada en cada
extremo, luego ¢oloco una circunferencia de punto A a punto C y leego de punto de C a punto Ay

B dondese interceptan Coloco una intercepcidn donde luego coloco una arcunferencia de Punto E
a Punto A, luego coleco una intercepddn y utilizo medio o centro en E y F para que luego haga
una recta entre A y G. Luego hago casi lo mismo de Punto B a D y de D a B, coloco una
intercepcién y utilizo Medio o Centro Entre Dy H y hago una recta entre B y |, donde se cortan las

rectas coleco una intercepeidn y luego con la funcidn poligono armo Todo, luege oculto todo ¥
Me queda solo el poligono

£ Tu constreccdn aguania |a prueba del arrastre? ;Por quéd

54 Porgue este Triangulo Rectangulo. tiene una intercepcidn entre 2 rectas y esa rectas estan
interlasadas por &l punto A y punto B
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Estudiante C. El estudiante no realiz6 la actividad por lo que se categoriza como Fallida.

Estudiante D. El estudiante no realiz6 la actividad por lo que se categoriza como Fallida.
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Estudiante E. Usando el arrastre, el estudiante dispone de manera vertical el segmento
dado AB. Luego mide el segmento PQ Yy, ayudado por la cuadricula, alarga el segmento AB a 4
unidades, de tal manera que al trazar un segmento BC horizontal, la longitud del segmento AC sea
aproximadamente la misma del segmento PQ.
Las acciones del estudiante configuran un Experimento Crucial Constructivo, puesto
que elige cuidadosamente el tridngulo que va a construir y los argumentos que usa para sustentar

su solucion estan basados en el mismo ejemplo.

Figura 16

Fase diagnostica inicial, Problema 3 Estudiante E

A mow el tnanguio use poligono le med: o angulos y ya

no
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Estudiante F. El estudiante no realizé la actividad por lo que se categoriza como Fallida.

Estudiante G. La solucién planteada por el estudiante es la idéntica a la que planteé el

estudiante B por lo tanto se configura la misma categoria, un Experimento Crucial Constructivo.

Figura 17

Fase diagnostica inicial, Problema 3 Estudiante G

Dados dos segmentos AB y PQ, construye un tridangulo rectangulo de forma que
PQ sea la hipotenusa y AB un cateto.

] 4l ol0l4IN =4 ©c Q =
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Explica paso a paso como realizaste la construccion

A

K

Realicé una recta, despues coloque en |3 misma recta 2 puntos en objetos. uno en cada extremo,
luego cologue una circunferencia de punto A 3 punto C y luego de punto C 3 punto A y donde se
interceptan, coloque una intercepcion donde luego coloque una circunferencia de punto E a punto
A luego colocque una intercepcion y utifizo medio o centro en Ey F para realizar luego una recta
entre A y G, ensequida realizo practicamente el mismo procedimiento de puntoBaDydeBaD,
coloque una intercepcion y utilizo medio o centro entre D y H y realizo una recta entre B y |, donde
se cortan las rectas coloco nuevamente una intercepcion y luego con la herramienta poligono
sombreo y armo todo. enseguida oculto tode excepto el poligono y finalmente obtengo la
contruccion.

{Tu construcaidn aguanta fa prueba ded arrastre? ;Por qué?

A
K

Si aguanta |3 prueba del amastre ya que este triangulo rectangulo tiene una intercepcion entre 2
rectas y esa rectas estan interlasadas por el punto Ay el punto B,
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Estudiante H. Para resolver el problema, el estudiante utiliza un teorema para convertir su
problema en otro equivalente el cual es construir una circunferencia cuyo radio sea PQ. De esta
manera se constituye un Experimento Mental Transformativo, puesto que ademéas de su

construccidn, sus argumentos se basan en operaciones mentales y deducciones légicas.

Figura 18
Fase diagnostica inicial, Problema 3 Estudiante H

Dados dos segmentos AB y PQ, construye un tridngulo rectangulo de forma que
PQ sea la hipotenusa y AB un cateto.

Al 1% 1) NN 2\ e b —_
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A prnmero fipé que el segmente p q fuera el didmetre de un circulo y después tracé los dos catetos
hasta los bordes del circulo ya que todo anguio de la intersecoion de dos segmentos trazados

f- desde el diametro de un circulo hasta cualquiera de sus radios va a resultar en un anguio de %0
grados

A ¥ debido a que la figura se encuentra dentro de un circule ko cual Ia hace mantener su forma.

Estudiante I. El estudiante no realizé la actividad por lo que se categoriza como Fallida.

Estudiante J. El estudiante usa la funcion de arrastre para, con los segmentos dados, formar

un tridngulo que a simple vista parece rectangulo. Esta accion configura un Empirismo Ingenuo
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Perceptivo, por cuanto el estudiante escoge un ejemplo de manera arbitraria y argumenta su

solucion con elementos visuales.

Figura 19

Fase diagnostica inicial, Problema 3 Estudiante J

Dados dos segmentos AB y PQ, construye un tridngulo rectangulo de forma que

PQ sea |a hipotenusa y AB un catet
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Problema N° 4. Dados dos segmentos AB y CD, construye un tridangulo isdsceles de forma

que AB sea la base del triangulo y CD sea su perimetro.

a. Explica paso a paso como realizaste la construccion.
b. ¢Cuél es la medida de los segmentos congruentes del triangulo? ;Por qué?

c. ¢Cuanto es lo minimo que deben medir los lados congruentes del triangulo? ¢Por

qué?
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d. ¢Es posible construir un triangulo equilatero con estas mismas indicaciones? ¢Por

que?

Posible solucién. Con ayuda del compas se traslada el segmento AB sobre CD, haciendo
centro en uno de los extremos, A para este caso. De esta manera se obtiene el punto E que es la
interseccion entre CD y la circunferencia trazada con el compas. Luego se determina el punto
medio del segmento EB y con el compas se transporta esa medida sobre el segmento AB haciendo
centro en Ay luego haciendo centro en B. El punto de corte F de estas dos circunferencias sera el

vertice buscado, de modo que el tridngulo pedido sera ABF.

CD-AB

En el literal b se espera que los estudiantes respondan

. CD
La respuesta que se espera en el literal c es: ”

. . . . CD
La respuesta que se espera en el literal d es que si es posible, siempre y cuando AB = 5

Estudiante A. El estudiante no realiz6 la actividad por lo que se categoriza como Fallida.

Estudiante B. El estudiante no tiene en cuenta las condiciones iniciales del problema para
realizar su construccion. Sin embargo, construye un triangulo isésceles con la ayuda de una
mediatriz. Esta construccién puede verse como un ejemplo representante de una clase y como los
argumentos del estudiante para justificar la veracidad de su solucién se basan en éste, se configura

un Experimento Crucial Constructivo.
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Figura 20

Fase diagnostica inicial, Problema 4 Estudiante B

Dados dos segmentos AB y CD, construye un tridngulo isdsceles de forma que
AB sea la base del tridngulo y CD sea su perimetro,
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Exphca Paso 3 paso como realizaste 13 construcHon,
A Cologque un segmento (EF) luego c_oloque una mediatnz en _el MisMo segmento y coloque un
punto en objeto en la misma mediatriz, luego utilice la funcion poligonc para sedalarlo, luego
Jx  medila distancia o longitud de todos sus lados para rectificar que era un Triangulo isésceles, y por
Uitimo oculte la meatnz

{Tu construccidn aguanta la prueba del arrastre? ;Por qué?

A Si, Porque el punto G esta esta sobre una mediatnz que esa mediatnz esta en el Segmento &F
haciendo a5 Que Cuando s& Mueva un punto todos los demas puntos tambien o hagan
Jx

Cudl es la medida de los segmentos congruentes del tnangulo? ;Por qué?
A 2.765, Porque la mediatriz esta en el centro del segmento EF y as: al medir la distancia o lengitud
de los segmentos congruentes va a sér 1a misma
x
{Cuédnto es lo minimo que deben medir los lados congruentes del tndngulo? ;Por qué?

Lo minimo que deben medir sus lados congruentes es 2.765 porgue al estar dandonos unas
indicaciones especificas no puede haber un numero minimo
J
{Es posible construir un tnangulo equildtero con estas mismas indicaciones? jPor qué?
A No se puede construir un triangulo equilatero con estas mismas indicaciones ya que nos estan

sendo muy especificos con las indicaciones pidiendo que AB sea 13 Base y que CD sea su
Jx perimetro, y AB es menos de 1/3 de lo que mide CD

Estudiante C. Para solucionar el problema, el estudiante mide el segmento CD e intenta,

con el segmento AB y rectas, formar un triangulo cuyo perimetro sea esa medida. De esta manera
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se configura un Empirismo Ingenuo Perceptivo, pues el tridngulo formado es un ejemplo

arbitrario tomado por el estudiante y sus argumentos se basan en elementos visuales.

Figura 21

Fase diagnostica inicial, Problema 4 Estudiante C

Dados dos segmentos AB y CD, construye un tridngulo isésceles de forma que AB
sea la base del tridngulo y CD sea su perimetro.

Al ORIt 4 DA =

/ >

Perimetrode ABC =71

Explica paso 3 paso cOmo realzaste 3 construcodn

A Primero medila longitud de los segmentos

Tu construccidn aguanta la prueba del arrastre? ;Por qué?

A Siporque realicé una construccion

anto es lo minimo que deben medir los lados congruentes del tnangulo? ;f

£s posbie construw un INangulo equitatero con

A St porque la construccion de ambos s pareada
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Estudiante D. El estudiante toma la medida del segmento CD y con base en esta intenta
construir un tridngulo is6sceles cuyo perimetro sea la medida del segmento CD, asi como lo pide
el problema. Para ello, toma un segmento AB, lo mide y resta esta medida de la medida del
segmento CD. La diferencia la parte en dos, medida que toma para los lados congruentes del
triangulo. El estudiante afirma haber trazado la mediatriz de AB, pero con la vista del protocolo
de construccion se pudo determinar que esto no fue verdad. El tridngulo que formd el estudiante
es un ejemplo arbitrario y particular de la solucién del problema y sus argumentos se basan en las
medidas de los segmentos, es decir en las relaciones observadas en el ejemplo, por lo tanto, se

configura un Empirismo Ingenuo Inductivo.

Figura 22

Fase diagnostica inicial, Problema 4 Estudiante D
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Estudiante E. El estudiante midi6 el segmento dado CD y construyo, usando la mediatriz
de AB, un triangulo isésceles cuyo perimetro es igual a la medida de CD. El tridangulo construido
es un ejemplo tomado cuidadosamente por el estudiante, quien esta seguro de que es la solucion
del problema y basa sus argumentos en la forma en que obtuvo el ejemplo. Esto configura un

Experimento Crucial Constructivo.

Figura 23
Fase diagnostica inicial, Problema 4 Estudiante E

sosceles de forma que AB

5

A 257 por que e30 multnphcado por 2 mas a medada de ab o3 sgual 3 la mecada de od
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Estudiante F. El estudiante no realiz6 la actividad por lo que se categoriza como Fallida.

Estudiante G. El estudiante midio el segmento dado CD y construyo, usando la mediatriz
de EF, un triangulo is6sceles cuyo perimetro es igual a la medida de CD. El tridngulo construido
es un ejemplo tomado cuidadosamente por el estudiante, quien esta seguro que es la solucion del
problema y basa sus argumentos en la forma en que obtuvo el ejemplo. Esto configura un

Experimento Crucial Constructivo.

Figura 24

Fase diagnostica inicial, Problema 4 Estudiante G

A Primero que todo coloque un segmento, luego utibice la funcidon mediatriz, después cologque punto
en objeto sobre la mediatnz, luego ultiige 1a herramienta poligono sombreando del punto G al

Jx punto Fy del punto F al punto € y para finalizar de ¢l punto E al punto G, enseguida medi distanca
lengitud, cespues ocuite 1a medatng para asi quedar solamente el tnangulo Isdsceles

A St aguanta la prueba del arrastre ya que & punto G esta sobre (3 mediatng y €53 mediatn esta en
¢l segmento EF, haciendo asi que de forma gque cuando se mueva un punto todos los demas
Jx puntes lo hagan de igual forma

A La medida de ios segmentos congruentes e3 2.767 porque la mediatniz esta en ¢l centro de ¢l
segmento EF y asi 3l medir 13 distancia © longitud de 103 segmentos congruentes notaremos gue Ly
j; destancia es la misma

o minimo que deben

A o minimo que deben medir 103 lados congruentes es 2.767 porque nos estan dando unas
INGICI0NeS Dimfl‘lil‘
Jx

A NO @5 posible construir un ranguic equIlItero con estas MIsMas INJICACIONes Ya que Nos e5tan
dando unas indicaciones exactas tales como que AB sea |a base y que CD sea su perimetro, y AB
,/,- @5 menos de 1/3 de 1o que mude CO
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Estudiante H. El estudiante midi6 el segmento dado CD y construyd, usando la mediatriz
de AB, un triangulo isosceles cuyo perimetro es igual a la medida de CD. El triangulo construido
es un ejemplo tomado cuidadosamente por el estudiante, quien esta seguro de que es la solucion
del problema y basa sus argumentos en la forma en que obtuvo el ejemplo. Esto configura un

Experimento Crucial Constructivo.

Figura 25

Fase diagnostica inicial, Problema 4 Estudiante H

Dados dos segmentos AB y CD, construye un tridngulo isosceles de forma que AB
sea |a base del tnangulo y CD sea su perimetro.

Q=

=

Jx tangulo isdsceles dnidi la medida que resu
saber cuanto debia medir cada uno de los 13303 congruentes del tnangulo y 105 trace de esta

mecuda <on dos segmentos,

A no, prenso que hice 390 mal no fus capaz de realizar bien la construcodn

Jx

A 1.79 ya que este ¢35 ¢l valor que deben tener pars que ¢ segmento ¢ d sea ol perimetro de
triangulo
Jx
10 minime que debe

A la medica del segmento a b menos 0.1 o mas 0.1

A peenso que st &5 posible porgue el proceso para hacer estas ¢os CoNStrucaones €5 Muy parecico

p/
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Estudiante I. El estudiante no realizé la actividad por lo que se categoriza como Fallida.

Estudiante J. El estudiante no tiene en cuenta las condiciones iniciales del problema para

realizar su construccion. Sin embargo, construye un triangulo isésceles con la ayuda de una

mediatriz. Esta construccidn puede verse como un ejemplo representante de una clase y como los

argumentos del estudiante para justificar la veracidad de su solucion se basan en éste, se configura

un Experimento Crucial Constructivo.

Figura 26

Fase diagnostica inicial, Problema 4 Estudiante J

Dados dos segmentos AB y CD, construye un tridngulo isésceles de forma que AB

sea la base del tridngulo y CD sea su perimetro,
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En las siguientes tablas se presentan de manera concreta las categorias pertenecientes a la
solucién que cada uno de los estudiantes dio a los problemas propuestos en la fase de diagnostico
inicial. Para ello se usan las iniciales de cada categoria detectada. A saber:

F: Fallida; EIP: Empirismo Ingenuo Perceptivo; EIl: Empirismo Ingenuo Inductivo;
ECBE: Experimento Crucial Basado en el Ejemplo; ECC: Experimento Crucial Constructivo;
EGA: Ejemplo Genérico Analitico; EGI: Ejemplo Genérico Intelectual; EMT: Experimento
Mental Transformativo, EME: Experimento Mental Estructural; DFT: Decuctiva Formal

Transformativa; DFE: Deductiva Formal Estructural.

Tabla 1

Actividad diagndstica, problemas 1 a 4

Estudiante Problema 1 Problema 2 Problema 3 Problema 4
A F F F F
B EIP EIP ECC ECC
C EIP F F EIP
D EIP F F Ell
E EIP F ECC ECC
F EIP F F F
G F ECC ECC ECC
H Ell ECC EMT ECC
| F F F F

J ECC ECC EIP ECC
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Fase de implementacion experiencia en el aula. Habiendo terminado la fase diagnostica,
fue necesario esperar alrededor de dos semanas para iniciar la fase de implementacién, pues, como
se expresd en la descripcion del método, los estudiantes estaban presentando evaluaciones
bimestrales y posteriormente actividades de nivelacion, lo cual podria interferir con su
participacion en esta fase. Es importante aclarar que no hubo una retroalimentacion o discusion de
las soluciones de los problemas del diagnostico, puesto que se tenia previsto aplicarlo nuevamente
como actividad final.

Esta fase se dividié en dos momentos: la intervencion en la cual se plantearon cuatro
problemas de construccion geométrica tomados del documento Pensamiento Geométrico y
Tecnologias computacionales MEN (2004), y adaptados para evidenciar los argumentos de los
estudiantes al resolverlos usando GeoGebra. Y la actividad final, en la cual se plantearon los cuatro
problemas aplicados en la fase diagnostica y dos problemas mas, uno adaptado del documento
Pensamiento Geométrico y Tecnologias Computacionales MEN (2004) y el otro propuesto por
nosotros.

Es importante resaltar que, al inicio de cada clase, el docente realizaba la solucion del
problema trabajado el dia anterior a manera de retroalimentacion, procurando mostrar una solucién
distinta a la presentada por los estudiantes y luego se daba un espacio para la discusion, si fuese
necesario.

A continuacion, presentamos los problemas de construccion planteados para esta fase, una

posible solucion y el analisis y caracterizacion de las soluciones presentadas por los estudiantes.
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Problema N° 1. Dado un segmento, construye un cuadrado cuyo perimetro sea ese

segmento.

Posible solucién. Se espera que el estudiante tome un segmento cualquiera y lo divida en
cuatro partes iguales usando la herramienta punto medio. Luego traslade la medida de una de esas
partes usando el compés y construya ayudado de perpendiculares, paralelas y compés el cuadrado

pedido.

Figura 27

Posible solucion del problema N° 1 de la implementacién

Estudiante A. El estudiante indica no haber encontrado ninguna forma diferente a la que
uso para resolver el problema y aunque el estudiante expresa haber construido un cuadrado
claramente no lo es. Tampoco se cumple que el perimetro del cuadrado sea la longitud del
segmento.

Como el estudiante no identifico un camino para resolver el problema ni propuso una

solucion vélida basada en por lo menos un ejemplo correcto, se categoriza como Fallida.



ACERCAMIENTO AL PROCESO DE DEMOSTRACION 78

Figura 28

Implementacion Problema 1 Estudiante A

Estudiante B. La solucion del estudiante se basa en un ejemplo tomado sin ningdn criterio
(AB=16) y la construccién de un cuadrado cuyo lado mide un cuarto del segmento AB. Teniendo
en cuenta que Toma un Unico ejemplo para argumentar su solucion, la categoria a la cual

corresponde su argumentacion es al Experimento Crucial Basado en el Ejemplo.
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Figura 29

Implementacion Problema 1 Estudiante B

Dadoun segmento, construye un cuadrado CUYO permetro sea ese segmento
. ? v » . : - —
RAFE RS 3O '.‘-_?' &N\l D 2 R—
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Primerc hice un Segmento AS, \uego hice & Segmento CD, luego hice una perpendicular cesoe &
punto C Luego Cologue un punto &n Cbjet0 y Jespués Cologue Una paralela en & punto £, Luego
hice una perpendicular cesde D y 1uego coOOQUe UNa Intersaccion que se encuentra entre 1a
perperdicular de Dy la paraiela 0e £ Luego utilizo ia funcion polgono para marcar & cuadndo
Que VO 3 utiiizar y quite t0Ca las partes de [as lineas qua no me son utiles

=

S, mi construccion aguanta 3 prueba el arrastre ya que todo esta unido por el poligono y
tambien pOr intersecCones Gue a 13 VeZ &5t UNiCO POr pAral&as y perpena Culares, J0 unico es Que
&l segmento Que gede ser &l perimetro NC Cambia CuaNto & CuUatrado o hace

Estudiante C. Para realizar su construccion, las estudiantes C y H hicieron equipo y se
compartieron ideas, segun lo expresaron ellas mismas. Por lo tanto, hay mucha similitud en las
soluciones que proponen. En su construccion, el estudiante utiliza una secuencia logica basada en
definiciones y propiedades como lo son la perpendicularidad y el paralelismo en el cuadrado,

también la definicion de mediatriz y la equidistancia de los puntos de una circunferencia y su
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centro. Dado que no toma en cuenta la medida del segmento que usa, por lo que con él no se refiere
a un ejemplo sino a una generalidad, su argumentacién se caracteriza como un Experimento

Mental Estructural.

Figura 30
Implementacion Problema 1 Estudiante C
Dado un segmento, construye un cuadrado cuyo perimetro sea ese segmento.
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Entrada @

Explica paso 2 paso cOmo realizaste 1a construccion,

Primero tracé un segmento, luego realicé una circunferencia partiendo desde el segmento,
volviéndolo & radic. Diviai &l segmento en cuatro partes (saque 13 mediatriz del segmento, luego
X marqué &l punto de interseccidn y sague |a mitad desce &l punto de interseccion hasta & punto a
y lo mismo con el punto b). Luego tracé una perpendicular al segmentc AB para dividir
verticaimente |a circunferencia en 0os y marqué & punto e interseccion en el limite. También
aivid’ 1a perpendicular Que tracé de 1a misma manera que &l segmente AS (punto ce interseccion,
mediatriz) pero 50i0 2 mitad de la mitad (la mas cercana 3l primer segmento). Finalmente tracé los
puntos y segmentos del cuadrado que se alcanzaba divisar cerca del segmento AB (el de! extreme
mas cercanc al punto centro de |3 circunferencia) e forma de que &l punto centro fuera parte de
©s pUnto Ce mi cUadrado y que una de 1as 4 divisiones de! segmento un lade del mismo, ocuité
13s |ineas que nc necesitaba, medi los lados del cuadrado y |3 longitud del segmento AB y me
aseguré que aungue hiciera 1a prueba de! arrastre el segmento siguiera siendo &l perimetro.

£Tu construccion aguanta 1a prueba del arrastre? (Por qué?

A S{porgue realicé corectamente ia construccion de modo que el segmento AS y el cuadrado se
modificaran juntos &s decir que 13 medida segmento AB 3 pesar ¢é ser medificado [ el segmentc ©
S @ cuddrado) siguiera siendo & perimetro del cuadrado
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Estudiante D. La primera accion que realiza el estudiante es tomar un segmento AB de 8
unidades de longitud, es decir un ejemplo arbitrario. Sin embargo, construye un cuadrado cuyo
lado es la cuarta parte del segmento que escogio, con el fin de que su perimetro coincida con la
longitud de este. Su construccion es correcta por cuanto usa paralelas y perpendiculares para
realizarla, aunque en su explicacion solo menciona paralelas.

El estudiante escoge este ejemplo y realiza su construccién con la conviccion de que en
cualquier otro ejemplo también va a suceder lo mismo: EIl perimetro del cuadrado es igual a la
longitud del segmento, lo que se evidencia en su respuesta a la pregunta si la construccién aguanta
el arrastre

Segln lo anterior, la argumentacion del estudiante se categoriza en un Experimento

Crucial Basado en el Ejemplo.

Figura 31

Implementacion Problema 1 Estudiante D

0
[
<
7
x
x

-

-

L]

;

1]

0% BO0% ME VAN & MESr 10 mMEmo



ACERCAMIENTO AL PROCESO DE DEMOSTRACION 82

Estudiante E. El estudiante no tiene en cuenta los datos iniciales del problema. Para su
construccién, toma un segmento cualquiera AB y usando perpendiculares y circunferencias,
construye un cuadrado de lado AB. Aunque este no sea la solucidn del problema, se puede ver un
ejemplo particular tomado de manera arbitraria, que el estudiante toma y justifica como solucion
con elementos matematicos como las perpendiculares, por lo que se configura un Empirismo

Ingenuo Inductivo.

Figura 32

Implementacion Problema 1 Estudiante E

Dado un segmento, construye un cuadrado cuyo perimetro sea ese segmento
A . ’ N e » . ) U
_ -~ P &> P CR AP 7 3 >
3 %
Ti e — *
(A L
B
- 3282
A pues primero hice un segmento Iuego una Circunferencia. Utiizando (a3 funcion Ce recta
: perpendicular hice una racla y marnque un punto de interccacion
Jx
A 5



ACERCAMIENTO AL PROCESO DE DEMOSTRACION 83

Estudiante F. El estudiante toma un segmento cualquiera y realiza un dibujo semejante a
un cuadrado. Aunque es consciente de que su construccion no es correcta porque no resiste la
prueba del arrastre, no propone ninguna otra solucion. No puede ubicarse en un Empirismo
Ingenuo Perceptivo porque su construccion no apunta a la solucién del problema planteado. Por lo
anterior, la argumentacion del estudiante se ubica en la categoria Fallida, por cuanto no es posible

inferir nada de su respuesta.

Figura 33

Implementacion Problema 1 Estudiante F
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A
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Estudiante G. El estudiante toma un segmento AB de 8 unidades de longitud y otro EF de
2 unidades. Con este Ultimo construye un cuadrado cuyo perimetro es del segmento AB, con lo
que asegura haber resuelto el problema. Con esto se infiere que estd convencida de que lo que

sucede en este ejemplo, sucedera en cualquier otro caso por lo que se denota un Experimento

Crucial Basado en el Ejemplo.

Figura 34

Implementacion Problema 1 Estudiante G

Dado un segmento, construye un cuadrado cuyc perimetro sea ese segmento.
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Primero que 1000 trace un segmento & Cudl su Medica es igual § 1Uego trace un segmento & cua
Su MEdica &5 igual 3 2, Cespuds con Ayuda de las heramientas perpendicular y paraiela trace las
neds y l0s puntos E Y F, luego con [ heramienta istancia longitud med( ios segmentcs y as
poder ver que (a medida de todos |05 13dos del cuadrado es igual a 2 y asl forme el cuadrado cuyo
DErMetro era 1a misma med'da del segmento, por Ut mo borre 1as partes de 1as ineas no utles
PAra Que 5& pudierd ver mas limpia 13 PaNtala y sclamente Quedars ¢ Cusdnddo y ¢l segmento,

on aguanta |a prueba del arrastre? ;Por qué?

Mi construccion si aguanta 3 prueba de! arrastre ya que |3 construl con ayuda de varias
herramientas, mas no 'a dibyje.
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Estudiante H. El estudiante toma un segmento AB sin importar su longitud y usando
mediatrices lo divide en cuatro segmentos congruentes. Luego usa una circunferencia de radio AB
para encontrar otro segmento perpendicular y congruente al anterior y lo divide en cuatro
segmentos congruentes usando mediatrices. Con lo que encuentra los vértices del cuadrado
buscado. En la exposicion que hace a sus companeros comenta que con este procedimiento “tenia
varios cuadrados para elegir” refiriéndose a los cuatro cuadrados que formaron las mediatrices que
trazo.

Por cuanto el estudiante usa una secuencia logica basada en definiciones (mediatriz,
paralelismo, perpendicularidad, equidistancia, etc.) y datos del problema para argumentar la
solucién del problema, su argumentacion se categoriza como un Experimento Mental

Estructural.

Figura 35

Implementacion Problema 1 Estudiante H

ado un segmento, construye un cuadradc yO perimetro sea ese segmentc
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medida que &l ragic de &l cuadrado
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Estudiante 1. El estudiante no da ninguna justificacion o argumento sobre la solucion
planteada, Por lo que no se puede inferir nada de ella. De modo que se ubica en una categoria

Fallida.

Figura 36

Implementacion Problema 1 Estudiante |

Estudiante J. El estudiante toma un segmento cualquiera y realiza un dibujo semejante a
un cuadrado. Al parecer no tiene claro en qué consiste la prueba del arrastre, pues asegura que su
construccién si la resiste. No puede ubicarse en un Empirismo Ingenuo Perceptivo porque su
construccién no apunta a la solucién del problema planteado. Por lo anterior, la argumentacién del

estudiante se ubica en la categoria Fallida, por cuanto no es posible inferir nada de su respuesta.
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Figura 37

Implementacion Problema 1 Estudiante J

g

Problema N° 2. Dado un segmento, construye un cuadrado cuya diagonal sea ese

segmento.

Posible solucién. El estudiante puede construir un segmento y su mediatriz, y desde el
punto de interseccion una circunferencia hasta uno de los extremos del segmento. Con los extremos
del segmento trazado y los puntos de interseccién entre la circunferencia y la mediatriz podra

construir el cuadrado pedido.
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Figura 38

Posible solucion del problema N° 2 de la implementacién

Estudiante A. El estudiante no tiene en cuenta las condiciones iniciales del problema, y
construye su cuadrado usando la cuadricula del software para lograr segmentos congruentes y
angulos rectos, y se asegura de que no se deforme con la prueba del arrastre al usar la herramienta
poligono rigido, la cual solo crea un poligono que solo acepta dos transformaciones: rotacion y
traslacion, conservando invariantes propiedades como la longitud de los lados, el area o el
perimetro. Con esta accion el estudiante toma un Gnico ejemplo para solucionar el problema y
usando la herramienta de medicion del software calcula la longitud de la diagonal para luego
construir el segmento GH con lo que concluye su construccion.

Ante la pregunta ¢tu construccion aguanta la prueba del arrastre? El estudiante responde
que no la aguanta y argumenta que se debe a que hizo las construcciones (el cuadrado y el
segmento) por separado, es decir que entiende que no existe una relacion o dependencia entre los

dos.
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Debido a que ni su construccién ni sus argumentos escritos apuntan a la solucion del

problema, se categoriza como Fallida.

Figura 39

Implementacion Problema 2 Estudiante A

Estudiante B. En su construccion el estudiante usa elementos generales como un segmento
AB, su mediatriz, semicircunferencias y puntos de interseccién, con lo cual se configura como un
ejemplo representante de una clase y escogido cuidadosamente. Lo que quiere decir que se presenta
un Ejemplo Genérico Analitico, pues el estudiante lo justifica como solucion al problema
basandose en propiedades observadas en la construccion misma, como la equidistancia entre los

vértices del cuadrado y el centro de las semicircunferencias.
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Figura 40

Implementacion Problema 2 Estudiante B
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Estudiante C. EIl estudiante soluciond el problema de construccion de manera correcta
usando la mediatriz del segmento dado y dos semicircunferencias de didmetro AB. Decide usar
semicircunferencias al no encontrar la forma de trazar una circunferencia a partir de su diametro,
lo que ella llama una “circunferencia completa.” Sin embargo, entre sus argumentos escritos no
expresa porqué decide usar la mediatriz y una circunferencia. Aunque se intuye que ella entiende

que los puntos encontrados seran equidistantes, y de hecho habla de la equidistancia de los puntos
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de una circunferencia al centro, no usa la mediatriz para argumentar la equidistancia entre los
vértices. Los argumentos usados para la solucion del problema se categorizan como un
Experimento Mental Estructurado por cuanto los elementos usados por el estudiante para su
construccion representan una categoria (mediatriz y circunferencia), y usa propiedades que

encontro en su exploracion.

Figura 41

Implementacion Problema 2 Estudiante C

A Primero dibuié un segmento y tracé su mediatrc Wego redice und semx rcunferenca de modo
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de |a linea dentro de |a circunderencia) y Jos uni con los tos A y B formando un cuadrado

otulté 1o que no necesitaba,

A S ya que realicé ¢l cuadrado basdndome en s circunferencia 1o que hace gue no se ceforme

cuando modifique cusiqueera de los dos

Estudiante D. EIl estudiante soluciona el problema correctamente tomando un segmento

cualquiera y hallando su mediatriz con el fin de determinar su punto medio, aunque no lo usa, pues
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traza semicircunferencias y no una circunferencia punto centro. Con esto encuentra los vértices
del cuadrado pedido. Teniendo en cuenta que en sus argumentos escritos no indica por qué decidio
usar la mediatriz y las semicircunferencias, fue necesario hablar con el estudiante via WhatsApp,
pero no pudo responder de manera coherente. Por lo anterior, se establece la categoria
Experimento Mental Estructurado, por cuanto la construccion es un ejemplo representante de
una clase, tomado cuidadosamente y los argumentos que justifican que sea la solucion son las

propiedades y relaciones que el estudiante observa o descubre en ella.

Figura 42

Implementacion Problema 2 Estudiante D

Dado un segmento, construye un cuadrado cuya diagonal sea ese segmento
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./:. H, luego hice lo mismo pero de B 3 A e huce los mismo le puse un punto donde se cruzaban
luego los puntos los uni por medio de segmentos , luego borre todas ks ineas para que solo me
quedaran las del cuadrado,

A S porque al moverlo de A 0 B no se desarma o se 3larga solo un lado y los otros no, tambien

porque 3l arrastrarlo no cambian sus anguics, siguen siendo S0 grados
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Estudiante E. El estudiante pidié compartir su construccion con sus comparieros e inicia
trazando un segmento AB Yy construye una perpendicular por cada extremo. Después traza un
segmento AC, y dice: “puse un segmento recto, segui rectificando el segmento hasta que yo pensé
que fuera lo mas recto posible.” Seglin su construccién, al decir que es un segmento recto, el
estudiante se refiere a un segmento vertical. Después traza el segmento BD para encontrar el punto
D. Cuando se le pregunta si el punto D podia estar en cualquier parte, el estudiante responde: “No
porgue como un cuadrado es... pues todos sus lados son rectos por decirlo asi, entonces yo lo medi
lo mas recto que pude.” En esta accion el estudiante busca la perpendicularidad de los segmentos
AC y BD basado en elementos visuales. Después traza una paralela a BD por A y traza un
segmento BE. Cuando se le pregunta si ese segmento tenia alguna caracteristica particular, el
estudiante dice “es un segmento normal que une estos dos puntos (se refiere a BE), que era lo que
yo estaba buscando, unir estos dos puntos, porque aqui hay una brecha, por decirlo asi, entonces
tenia que unirla.” Por ultimo, une los puntos A, B, D y E para finalizar su construccion.

Los argumentos que da el estudiante al construir su solucién estan, en su mayoria, basados
en ejemplos especificos y en elementos visuales, por lo que se categorizan en un Empirismo

Ingenuo Perceptivo.
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Figura 43

Implementacion Problema 2 Estudiante E
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Estudiante F. El estudiante soluciona correctamente el problema, trazando un segmento
inicial y su mediatriz, con lo cual determina su punto de corte. Luego traza una circunferencia con
centro en este Gltimo punto y didmetro el segmento inicial. Tomando como Vvértices los extremos
del segmento inicial y los puntos de corte de la circunferencia y la mediatriz, construye el cuadrado
pedido. Sin embargo, en la explicacion del paso a paso de su construccion, solo menciona el
segmento, la mediatriz y una perpendicular. Esta explicacién débil junto con el hecho de que en el
cierre de la clase esta construccion habia sido expuesta por otra comparfiera, indican que el
estudiante imit6 lo que su compariera realizd. Al verificar la ultima fecha de modificacién se
comprueba que la construccion se terminé al dia siguiente de la clase, por lo que se procede a
solicitar al estudiante sus argumentos sobre la construccion a través de una conversacion
WhatsApp. Cuando se le pregunta por el uso de la mediatriz en su construccion dice que la usé
para hallar el punto medio del segmento y asi poder construir una circunferencia con centro en ese

punto, y luego encontrar los puntos de corte entre la circunferencia y la mediatriz. Hasta ahi sus
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argumentos parecen pertenecer a un Experimento Mental Estructural, por cuanto ha usado una
secuencia logica basada en definiciones y propiedades matematicas. Sin embargo, no pudo
argumentar de la misma manera porqué los puntos de corte hallados debian ser los vértices del
cuadrado, como si no entendiera la equidistancia de la mediatriz a los extremos del segmento. Al
preguntarle por la distancia entre un par de puntos ubicados en la mediatriz y los extremos del
segmento, tuvo que medir para determinar que eran iguales. Con lo anterior se infiere que los
argumentos del estudiante configuran un Ejemplo Genérico Analitico pues se basa en ejemplos

(elementos) representantes de una clase y usa propiedades descubiertas en estos.

Figura 44

Implementacion Problema 2 Estudiante F
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Estudiante G. La solucion del estudiante es correcta e igual a la expuesta en el cierre de la
clase. Sin embargo, su argumento sobre el porqué aguanta la prueba del arrastre no son precisos y
se basan en el uso de las herramientas del software. Fue necesario entonces dialogar con ella a
través de WhatsApp, y al preguntarle sobre el uso de la mediatriz en su construccion respondio
que lo habia hecho para hallar los puntos de corte, pero que no sabia por qué esos puntos eran los
que necesitaba para su cuadrado. Expresd, ademas, haber solucionado el problema, guidndose por
la construccién que expuso una de sus compafieras.

Por lo tanto, su argumento se caracteriza en un Empirismo Ingenuo Perceptivo, por

cuanto al medir tomaria solo un arbitrario ejemplo y elementos visuales.

Figura 45

Implementacion Problema 2 Estudiante G
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Estudiante H. El estudiante fue una de las primeras en terminar y exponer su solucion.
Trazd un segmento AB y su mediatriz; desde el punto de corte traz6 una circunferencia hasta A y
tomo las intersecciones con la mediatriz junto con los extremos del segmento AB para construir el
cuadrado pedido. Aunque en las respuestas a las preguntas no lo expresa, en su exposicion el
estudiante deja claro que existe una equidistancia entre los puntos por el uso de la mediatriz y
también de los puntos al centro, por el uso de la circunferencia. Podemos caracterizar los
argumentos del estudiante como un experimento mental intelectual, por cuanto usa una

secuencia l6gica basada en datos del problema, definiciones, axiomas o teoremas aceptados.

Figura 46

Implementacion Problema 2 Estudiante H
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Estudiante 1. Para su construccion el estudiante realizé una exploracion previa en la que
uso puntos, segmentos, rectas y circunferencias sin ningun criterio, buscando construir el cuadrado
pedido. Sin embargo, como ella misma lo expresa, al final imit6 la construccion de uno de sus
compaferos para lograr la suya. Las acciones del estudiante en su construccion pueden tomarse
como un Empirismo Ingenuo Perceptivo, pues en su blsqueda solo usa ejemplos arbitrarios y

elementos visuales.

Figura 47

Implementacion Problema 2 Estudiante |
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Estudiante J. Para su construccion el estudiante realiz6 una exploracién previa en la que
uso puntos, segmentos, rectas y circunferencias sin ningun criterio, buscando construir el cuadrado
pedido. Al final logré solucionar el problema al realizar una construccién igual a la de sus
compafieros. Como en sus argumentos no expresa las razones de los objetos matematicos que uso
en su construccidn, fue necesario dialogar con ella via WhatsApp.

Las acciones del estudiante en su construccion pueden tomarse como un Empirismo
Ingenuo Perceptivo, pues en su busqueda solo usa ejemplos arbitrarios y elementos visuales.

Las acciones del estudiante en su construccion pueden tomarse como un Empirismo

Ingenuo Perceptivo, pues en su blusqueda solo usa ejemplos arbitrarios y elementos visuales.

Figura 48

Implementacion Problema 2 Estudiante J
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Problema N° 3. A partir de una recta y un punto A, construye un cuadrado tal que A sea

un vértice del cuadrado y la recta contenga su diagonal.

Posible solucion. se espera que los estudiantes tracen una recta AB y un punto C

cualquiera. Si ubican el punto sobre la recta, deberian deducir que se trata del mismo problema

anterior. En caso de escoger un punto exterior, deberian trazar una perpendicular a AB por C y
encontrar el punto de interseccion D. Luego trazar una circunferencia con centro en D por C. Los
vertices del cuadrado pedido seran el punto C y los puntos de interseccién entre la circunferencia

y las rectas trazadas.

Figura 49

Posible solucién del problema N° 3 de la implementacion

Estudiante A. No realizé la actividad luego se toma como categoria Fallida.

Estudiante B. Para su construccion el estudiante traza un punto A y una recta BC y usa

elementos generales como rectas perpendiculares y circunferencias. Sin embargo, debido a que
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esta solucion fue socializada por una compafiera en el cierre de la clase, fue necesario hablar con
él via WhatsApp sobre sus acciones. El estudiante dice haber trazado la perpendicular y la
circunferencia puesto que los puntos de interseccion entre ellos estarian a la misma distancia del
centro de la circunferencia y que por ello, tanto la recta inicial como la perpendicular serian
mediatrices de los segmentos definidos por los puntos encontrados.

Los argumentos del estudiante se caracterizan como un Ejemplo Genérico Analitico por
cuanto toma cuidadosamente un ejemplo representante de una clase y lo justifica como solucién

mediante propiedades y relaciones que encuentra en él.

Figura 50

Implementacion Problema 3 Estudiante B
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Estudiante C. En su construccién el estudiante usa elementos generales como
perpendiculares y circunferencias. Sin embargo, en su paso a paso no argumenta por qué los puntos
de interseccion entre la circunferencia y las rectas son los vértices del cuadrado. Por lo que se le
indaga via WhatsApp:

Profesor: quisiera saber codmo dedujo que los puntos de interseccion de las rectas con la
circunferencia eran los vértices del cuadrado pedido.

Estudiante: Porque dividi la circunferencia en 4 y pues los puntos equidistantes al centro

Profesor: ¢Y los puntos son equidistantes entre si?

Estudiante: Si porque dividi la circunferencia en 4 partes iguales

Profesor: Porque me basé en su centro y en la propiedad que ya le mencioné o no sé jaja.

Como sus argumentos incluyen elementos abstractos y propiedades y relaciones
descubiertas en su construccion, ademas de transformar el problema en uno ya realizado, se

categorizan en un Experimento Mental Transformativo.
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Figura 51

Implementacion Problema 3 Estudiante C
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Estudiante D. El estudiante ubica el punto A buscando que esté a la misma distancia de B

que de C, es decir sobre la mediatriz del BC. Sin embargo, no lo logra, aunque en apariencia si.

Luego traza la circunferencia y construye su cuadrado sobre los puntos de corte E, G, F y el punto

A. Es claro que el estudiante hace una seleccion cuidadosa de su ejemplo (la recta y el segmento

iniciales) y basa sus argumentos en la construccion, por lo que se caracterizaria como un

Experimento Crucial Constructivo.
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Figura 52

Implementacion Problema 3 Estudiante D
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A Primero hice el punto A y luego hice la recta BC, luego hice a la recta le saque la mediatriz y puse
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Estudiante E. El estudiante toma la recta AB y realiza su construccion con la mediatriz del
segmento AB y una circunferencia con centro en D que es punto de interseccion entre la recta y la
mediatriz. A parecer toma el caso en el que el punto A esta sobre la recta lo cual lo lleva a resolver
el problema N° 2 (ver anexo). Como el estudiante se basan en un ejemplo tomado cuidadosamente

convencido que en cualquier caso la construccion es correcta, y sus argumentos se basan en la
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ausencia de contraejemplos, pues su construccion aguanta la prueba del arrastre, se configura un

Experimento Crucial Basado en el Ejemplo.

Figura 53

Implementacion Problema 3 Estudiante E
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Estudiante F. El estudiante toma la recta AB y realiza su construccion con la mediatriz del
segmento AB y una circunferencia con centro en C (aunque lo oculta y no menciona la

circunferencia en su paso a paso, en el protocolo de construccion se evidencia su uso), que es punto
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de interseccion entre la recta y la mediatriz. A parecer toma el caso en el que el punto A esté sobre
larecta lo cual la lleva a resolver el problema N° 2 (ver anexo). Como el estudiante se basan en un
ejemplo tomado cuidadosamente convencida que en cualquier caso la construccion es correcta, y
sus argumentos se basan en la ausencia de contraejemplos, pues su construccién aguanta la prueba

del arrastre, se configura un Experimento Crucial Basado en el Ejemplo.

Figura 54

Implementacion Problema 3 Estudiante F
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Estudiante G. La construccién del estudiante es igual a la de las compafieras que
participaron en el cierre de la clase, por lo que fue necesario dialogar con ella via WhatsApp.

Al preguntarle porqueé los puntos de corte de la circunferencia y las rectas son los vertices
del cuadrado, el estudiante dice que los puntos de la circunferencia estan a la misma distancia del
centro. Sin embargo, no logré explicar por qué los lados del cuadrado serian iguales. Por lo
anterior, se categoriza en un Ejemplo Genérico Analitico, pues usa relaciones y propiedades

descubiertas en este.

Figura 55

Implementacion Problema 3 Estudiante G
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Estudiante H. En su construccion, el estudiante usa una secuencia légica de datos del
problema, definiciones, axiomas y teoremas como la perpendicularidad, la equidistancia entre los
puntos de una circunferencia y su centro, la simetria de un cuadrado tomando como ejes de simetria
las diagonales. Aunque esto Ultimo no lo menciona en sus argumentos, si lo hace en el cierre de la
clase. Por lo anterior, se concluye que la categoria que se da es el Experimento Mental

Estructural.

Figura 56

Implementacion Problema 3 Estudiante H
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Estudiante I. Para su construccion, el estudiante traza la recta CD, dos semicircunferencias

por CD y halla el punto medio de CD. Luego ubica los puntos A y B sobre la circunferencia y traza

paralelas a CD por ellos. Luego comienza a moverlos hasta que en ellos se forme un angulo recto.
De esta manera el estudiante cree haber solucionado el problema. Sin embargo, la
construccidn no pasa la prueba del arrastre. Por cuanto los puntos A y B son tomados sin ningun

criterio, y acomodados para dar la solucion, se configura un Empirismo Ingenuo Perceptivo.

Figura 57

Implementacion Problema 3 Estudiante |
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Estudiante J. Aunque el estudiante lo afirme, en su construccion no hay ni paralelas ni
perpendiculares. Toma una recta AB y traza dos semicircunferencias de diametro AB. Luego ubica
sobre la circunferencia dos puntos C y D de tal forma que en ellos se forme un angulo recto.
Luego usa rectas para construir su cuadrado ABCD.

Dado que los puntos C y D Fueron puestos de manera arbitraria, la construccion no aguanta
la prueba del arrastre.

La escogencia de un ejemplo arbitrario y usar elementos visuales en su construccion

indican un Empirismo Ingenuo Perceptivo.

Figura 58

Implementacion Problema 3 Estudiante J
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Problema N° 4. Dados tres puntos P, Q y R, construye una circunferencia que pase por los

tres puntos.

Posible solucidon. Se espera que el estudiante ubique tres puntos cualesquiera y busque un
punto que equidiste a estos tres. En su busqueda, el estudiante puede notar que con los primeros
tres puntos puede formar un tridngulo y por lo tanto recuerde que el punto equidistante no es méas
que el circuncentro del tridngulo. Que luego trace por lo menos dos mediatrices ubique el

circuncentro y trace la circunferencia buscada.

Figura 59

Posible solucion del problema N°4 de la implementacion

Estudiante A. Para su construccion el estudiante usa la herramienta circunferencia por
tres puntos de GeoGebra, a pesar de que en el primer momento de la clase se les pidid que
solucionaran el problema sin usarla. El argumento del estudiante es solo porque si, no realiza

ninguna conjetura.
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Por lo anterior, la categoria en este caso seria Fallida.

Figura 60

Implementacion Problema 4 Estudiante A

Estudiantes B, G e I. Los tres estudiantes decidieron trabajar en equipo y construyeron

satisfactoriamente su solucion. Sus argumentos estan basados en las propiedades observadas en

dicha construccion lo cual configura un Ejemplo Genérico Analitico.
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A pesar de que realizan una buena argumentacion en la construccion basada en propiedades
matematicas, no se puede ver como una demostracion deductiva estructurada porque no explica

por qué aguanta la prueba del arrastre.

Figura 61

Implementacion Problema 4 Estudiantes B, G e |
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Estudiante C. Los argumentos del estudiante para construir la circunferencia pedida

connotan un Ejemplo Genérico Intelectual por cuanto usa propiedades matematicas aceptadas
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que recuerda durante su construccion. Esto se infiere del cierre de la clase en la que el estudiante
dice haberse apoyado en la solucion del problema N° 2 (ver anexo) en el que encontré el centro de
la circunferencia usando mediatrices.

A pesar de que realiza una buena argumentacion en la construccidn basada en propiedades
matematicas, no se puede ver como una demostracion deductiva estructurada porque no explica

por qué aguanta la prueba del arrastre.

Figura 62

Implementacion Problema 4 Estudiante C
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Estudiante D. La argumentacion usada por el estudiante configura un Ejemplo Genérico
Analitico, por cuanto usa las mediatrices de los segmentos PR y PQ para hallar el centro de la
circunferencia pedida. Al pedirle, via WhatsApp, la razon para el uso de esta herramienta, expreso
haber visto en su construccion que las mediatrices son la mitad de un segmento y pues cuando se
cruzan dos 0 més iba a tener el punto medio de la circunferencia, es decir usa propiedades
encontradas en su construccion para argumentar.

A pesar de que realizan una buena argumentacion en la construccién basada en propiedades
matematicas, no se puede ver como una demostracion deductiva estructurada porque no explica

por qué aguanta la prueba del arrastre.

Figura 63

Implementacion Problema 4 Estudiante D
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Estudiante E. Luego de realizar su exposicion frente a sus comparieros, el estudiante borrd
su construccion para probar o refutar una conjetura que propuso. Es por esto que lo que muestra la
figura no es la construccion del estudiante, sino un contraejemplo que encontrd sobre su conjetura.

En el cierre de la clase él expuso su construccion en la que hall6 las mediatrices de los
segmentos PQ y QR, luego construyé la circunferencia pedida haciendo centro en el punto de
interseccion de las mediatrices (E) y tom6 como radio EP. Aunque expreso que no sabia por qué
la interseccion de las mediatrices eran el centro de la circunferencia, con lo cual se configura un
Ejemplo Genérico Analitico.

En su exposicién el estudiante menciond su conjetura y como devolucion, el docente le
pidi6 que la demostrara y le sugirié mirar si se cumple para tres puntos cualesquiera. En la figura

se ve que el estudiante encuentra un contraejemplo y concluye que su conjetura no es valida.

Figura 64

Implementacion Problema 4 Estudiante E
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Estudiante F. El estudiante realiza la misma construccion que sus comparfieros, pero no da
ningun argumento, ni escrito, ni en el cierre de la clase ni por WhatsApp. Tampoco escribe ninguna

conjetura, por lo que se categoriza como Fallida.

Figura 65

Implementacion Problema 4 Estudiante F
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Estudiante H. El estudiante no vio la necesidad de trazar segmentos entre los puntos para

poder trazar las mediatrices. Realiz6 su construccidn correctamente y en su exposicion de cierre
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indicd que habia recordado de las clases presenciales, que el punto de corte de las mediatrices es
el centro de una circunferencia circunscrita a un triangulo.

Sus argumentos configuran un Ejemplo Genérico Intelectual, por cuanto usa propiedades

matematicas que recuerda durante su construccion.

Figura 66

Implementacion Problema 4 Estudiante H
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Estudiante J. El estudiante realiza su construccion correctamente usando mediatrices y
circunferencia, al igual que los deméas compafieros. Sin embargo, en su justificacion no hay
argumentos sobre el uso de estos objetos matematicos, y al preguntarle via WhatsApp por qué uso
mediatrices y por qué uso el punto de interseccion de estas para trazar la circunferencia, no pudo
explicar de manera coherente. Esto denota un Ejemplo Genérico Analitico, puesto que la
construccion es un ejemplo representante de una categoria escogido cuidadosamente, y el
estudiante lo justifica como su solucién basado en propiedades y relaciones observadas en la

construccion.

Figura 67

Implementacion Problema 4 Estudiante J

A COoQue tres puntos wego o5 un y CONn LN MeCetng, e saque 3 MmAaC 3 105 CO% segmMentos

ubrque el punto medio, y con ayuda del compas, hice el circulo de tal manera que pasara por los 3
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En las siguientes tablas se presentan de manera concreta las categorias pertenecientes a la

solucién que cada uno de los estudiantes dio a los problemas propuestos en la fase de

implementacion. Para ello se usan las iniciales de cada categoria detectada. A saber:

F: Fallida; EIP: Empirismo Ingenuo Perceptivo; EIl: Empirismo Ingenuo Inductivo;
ECBE: Experimento Crucial Basado en el Ejemplo; ECC: Experimento Crucial Constructivo;
EGA: Ejemplo Genérico Analitico; EGI: Ejemplo Genérico Intelectual; EMT: Experimento
Mental Transformativo, EME: Experimento Mental Estructural; DFT: Decuctiva Formal

Transformativa; DFE: Deductiva Formal Estructural.

Tabla 2

Implementacion, problemas 1 a 4

Estudiante Problema 1 Problema 2 Problema 3 Problema 4

A F F F F

B ECBE EGA EGA EGA
C EMT EME EMT EGI
D ECBE EME ECC EGA
E Ell EIP ECBE EGA
F F EGA ECBE F

G ECBE EIP EGA EGA
H EME EME EME EGI

| F EIP EIP EGA
J F EIP EIP EGA
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Actividad final. Esta actividad se realiz6 de manera sincronica, iniciando con un encuentro
en la plataforma de videollamadas Zoom, para dar las indicaciones pertinentes. Inicialmente
dispondria de dos horas para realizar actividad, pero se fue un poco flexible con este tiempo
teniendo en cuenta la baja calidad de la conectividad de la mayoria de los estudiantes. Debido a
esto, algunos finalizaron sobre las 7:30 pm.

Teniendo en cuenta que en el apartado de la fase diagnoéstica se presenta una posible
solucién de los primeros cuatro problemas de esta actividad, a continuacién se presenta una posible
solucién de los problemas 5 y 6. Luego se realiza el analisis y la caracterizacion de los datos
recogidos con esta actividad, esta vez, organizado por estudiante y no por problema. Es pertinente
aclarar que se omitieron aquellos problemas en los que el estudiante no realizé ningun tipo de

solucién.

Problema N° 5. Construye un segmento AB. Encuentra la posicion de un punto P tal que

AAPB es isésceles y rectangulo.

Posible solucidn. Se espera que el estudiante trace el segmento AB y su mediatriz, con lo
que encontraria el punto medio C del segmento. Que luego trace una circunferencia con centro en
C y que pase por A y defina uno de los puntos de interseccion P entre la mediatriz y la
circunferencia, este sera el punto buscado. También se espera que el estudiante recuerde que, si un
triangulo esta inscrito en una circunferencia y uno de sus lados es el diametro de esta, entonces el

triangulo es rectangulo.



ACERCAMIENTO AL PROCESO DE DEMOSTRACION 122
Problema N° 6. Dados dos puntos A 'y B, sin hacer uso de rectas perpendiculares o

paralelas, construye un cuadrado talque AB sea uno de sus lados.

Posible solucidn. Se espera que el estudiante ubique dos puntos A y B, trace su mediatriz
y una semicircunferencia de didmetro AB. Que luego determine el punto de interseccion B entre
la mediatriz y la semicircunferencia y que mediante simetria central refleje los puntos A y B

obteniendo asi los puntos A’ y B’. Por ultimo, que trace el cuadrado ABA’B’.

Estudiante A.

Problema 1. El estudiante usa la funcion de arrastre para hacer coincidir los segmentos en
los puntos Ay C y luego agrega los puntos H e I.
Ademas, no da ningun argumento escrito, por lo que no es posible inferir nada, de modo que se

configura la categoria Fallida.

Figura 68

Actividad final Estudiante A Problema 1

T

AN
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Problema 2. Usando la funcion del arrastre, el estudiante lleva el punto M al centro del
segmento AB y luego traza la mediatriz de este ultimo. Aunque no da argumentos escritos, se
infiere que su accion podria configurar un Experimento Crucial Constructivo, por cuanto el
estudiante toma un ejemplo cuidadosamente al mover el punto M al lugar por donde pasara la

mediatriz que va a trazar.

Figura 69

Actividad final Estudiante A Problema 2

Problema 3. La Unica accion del estudiante es usar la funcion de arrastre para hacer
coincidir los segmentos dados en uno de sus extremos. Ademas, no da argumentos escritos, por lo

que no se puede inferir nada, configurando asi una categoria Fallida.
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Figura 70

Actividad final Estudiante A Problema 3

dos segmentos AB y PO, constiuye un tridnguls rectdngula de forma

Problema 4. El estudiante traza el segmento AB de 3 unidades usando la herramienta
“segmento de longitud dada.” Luego ubica un punto G y traza los segmentos AG y BG, los mide
y usando la funcion de arrastre mueve G hasta que sean congruentes. Por ultimo, traza un segmento
CD de longitud dada, el cual mide lo que el perimetro del triangulo que construyo.

Las acciones en la construccion de su solucion muestran un Experimento Crucial
Constructivo, dado que escoge su ejemplo cuidadosamente y basa su argumento en su

construccion.
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Figura 71

Actividad final Estudiante A Problema 4

4. Dados dos segmentos AB y CD, construye un triangulo isdsceles de forma que
AB sea la base del tridngulo y CD sea su perimetro.

N . . ~ T N\ . _ —
A0 LN = Q=

a

(]

-
371 3.7

Estudiante B.

125

Problema 2. El estudiante no tiene en cuenta las condiciones iniciales del problema y

construye un triangulo equilatero usando circunferencias, aunque en su argumento afirma haber

puesto un punto en objeto sobre la mediatriz a cualquier altura, insinuando con esto haber

construido un tridngulo isosceles. Luego traza las otras dos mediatrices del triangulo y ubica el

punto M que para él es el mencionado por el problema.

Los argumentos del estudiante configuran un Experimento Crucial Constructivo, por

cuanto selecciona cuidadosamente su ejemplo y lo ve como la solucion del problema basado en la

forma cémo lo obtuvo.
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Figura 72

Actividad final Estudiante B Problema 2

2. Dado un segmento AB y un punto M construye un tridngulo tal que M sea
corte de las mediatrices.

@'A/}b@()éx.ﬁu‘yb Q =

Expica paso a paso cOmo realzaste L construcadn

A Pricnéro realhice un segmento luego hice 2 circunferenca de centro ypurto de A3 BydeBa A
luego realice la mediatriz del segmento AS, Luego ubigue un punto en cbjeto en la meadiatrz en

Jx  cusiquier altura  buego los uni con segmentos y le saque k mediatriz a e20s segmentos y donde
& COnaban coloque una INtersecitn y la nombee M poe LIt o construi ¢l peligano

1Tu construccién aguanta L prueba del ammastre? ;Por qué?

A SiPoegue, todo e5ta supeto 3l Segmento AB y 3l 50l0 ser un Segmento 3l moverio no afectana st
T esta colocada una interseccitn en Ly parte de amba cel tnangulo

Al mover Jiguno de los wirtices del tndngulo, of punto M sigue mendo el corte de las medutnces? ;For
qué?

A i, Sigue sndo porque al estar moviendo ¢ segmento y o resistir 1a prueba del arrastre todos los
PUDICS S& MLEVEN ya Que e51aN TOTOS SURLOS 3 10005

JEncuentra alguna relacion entre &l punto M y los vermices def tringuio constnado?

A Que 2 10005 108 PUntos SC0 IrASPAsItos POf LN MEeRr T de & LegMeno CoMriio
S

Demuestra que b relacdn encontrada se cumple para cuaiqueer tridnguic,

A Porque al tener las medutnces podemaos hallar el punto Medio y que las medatnces parte del
< medio y van bajando o subiendo hasta encontrarse con un Angulo
S
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Problema 3. El estudiante realiza la misma construccion que realiz6 en el problema 2 de
la actividad diagnoéstica y su argumento escrito no varia, por lo que se configura la misma
categoria:
Aunque el estudiante no tiene en cuenta las condiciones iniciales del problema y por lo
tanto no lo soluciona, construye un triangulo rectdngulo representante de una clase,
especificamente aquellos cuyos &ngulos agudos miden 60° y 30° y basa su argumentacién en su

construccién, por lo que se configura un Experimento Crucial Constructivo.

Figura 73

Actividad final Estudiante B Problema 3

3. Dados dos segmentos AB y PQ, construye un tridngulo rectangulo de forma
que PQ sea la hipotenusa y AB un cateto.

1Al Al A Inlliral 20N\ sall 2] -
o A i x| P |\ |/ || i e\ |l ==|| ¥"| D

iéi

PQ

A Realice una recta, luego coloque en esa misma recta 2 puntos en objetos, uno en cada en cada
extremo, luego coloco una circunferencia de punto A 3 punto C y luego depuntode Capunto Ay

Jx donde se interceptan Coloco una intercepcion donde luego coloco una circunferencia e Punto E
aPunto A, luego coloco una intercepcion y utilize medio o centro en € y F para que luego haga
Una rects entre A y G, Luego hago <asi lo mismo de Punto 8 3 Dy de D a B, coloco una
intercepadn y utilizo Medio o Centro Entre D y H y hago una recta entre By |, donde se cortan Ias
rectas coloco una intercepcion y luego con la funcion poligono armo Todo, luego oculto todo y

Me gueda solo el poligono

A Si, Porque este Tnanguio Rectangulo, tiene una iMercepcion entre 2 rectas y sa rectas estan
interlasadas por el punto Ay punto 8
Jx
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Problema 4. El estudiante plantea la misma solucion que construy6 en problema 4 de la
actividad diagndstica solo que agrega dos circunferencias que pasan por el punto E y centro en A
y en B. Segln sus argumentos escritos, lo hizo para unir los puntos, refiriéndose, quizas, a los
veértices del tridngulo. A pesar de este cambio, se configura la misma categoria que en la actividad
diagndstica, es decir un Experimento Crucial Constructivo, puesto que el estudiante no tiene en
cuenta las condiciones iniciales del problema para realizar su construccion y su construccion puede
verse como un ejemplo representante de una clase y como los argumentos del estudiante para

justificar la veracidad de su solucidn se basan en éste.

Figura 74

Actividad final Estudiante B Problema 4

4. Dados dos segmentos AB y CD, construye un tridngulo isdsceles de forma que

AB sea la base del tridngulo y CD sea su perimetro

minimo

A NO tene un MINIMO y3 queé pueden YVanar su amano ambos

Si Porque al pedirme el Segmento AB sea |3 Base y CO su penmetro, en ningun lado dice gue
todos pueden tener el mismo diametro
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Problema 5. El estudiante traza un segmento AB y en el extremo A traza una perpendicular
utilizando para ello circunferencias y puntos medios. Luego ubica de manera arbitraria un punto |
y traza la recta Bl para después marcar el punto de interseccion P entre la perpendicular y la recta
BIl. Con la herramienta poligono traza el triangulo BAP, el cual no es isdsceles pero si rectangulo.

Las acciones del estudiante configuran un Ejemplo Genérico Intelectual, por cuanto el
triangulo rectdngulo que construye constituye un ejemplo representante de una clase y usa

argumentos y propiedades matematicas que tiene presente o recuerda mientras lo elabora.

Figura 75

Actividad final Estudiante B Problema 5

5. Construye un segmento AB. Encuentre la posicion de un punto P tal que AAPB
es isdsceles y rectangulo

Q=

. . - @

A Primero hace un segmento y én ese coloque 2 puntos en objeto luego a Caca uno le sague una
arcuferencia uno con A y otro con 8, obrvamente los mas cercanos y o repetialconBo A s los

/‘; puntos de Objeto luego realice en |3 zona del punto A donde estaban cortandose coloco una

con y luego una circunferenca hasta A y donde se cortan una intersecadn Qo utilice

centro y por ultimo en es3 Zona saque una recta desde el punto A hasta el punto recien

Creado, Luego ubique una recta que pasara per 8 y de una distancia que fuese igual 3 A igual que

de A 3 B{Osea la misma distancia de AB para PAJluego ayuste &l punto H para Que COrtara esa recta

por ulitime cologue un poligond y les uni con el mismo poligeno y segmentos

A No Csea aguanta de un 1ado pero no de todosy cuando se mueve se mueve uno 10 yelotre 3

S
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Estudiante C.

Problema 1. El estudiante no tiene en cuenta las condiciones iniciales del problema y en
vez de tomar tres segmentos y realizar la construccion busca estos segmentos mientras realiza su
construccion, lo cual puede verse como un ejemplo tomado cuidadosamente, pues usa la mediatriz
para hallar el punto medio del segmento AB y lo toma como la solucion del problema basado en
la forma como lo construy6. De esto da cuenta su respuesta sobre la prueba del arrastre, pues dice
que los vértices del tridngulo estan sobre una circunferencia. Segun lo anterior, los argumentos del

estudiante se categorizan como un Experimento Crucial Constructivo.

Figura 76

Actividad final Estudiante C Problema 1

1. Dados tres segmentos AB, CD y EF, construye un triangulo de forma que AB y

CD sean dos lados y EF sea la mediana sobre el lado AB

¢ {19 v piNeilgn2!l 22 —
.:‘\ P L P ) -': &, S o O\

Jx seg
puntos con seg
en el problema. Aungue creo gue
A Si porque el tnangulo esta basado en una circunferencia (sus puntos se encuentran sobre ella)

S
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Problema 2. Las acciones del estudiante configuran un Experimento Mental
Estructurado, porque al ubicar el punto M dado como dato inicia del problema, sobre la mediatriz
del segmento AB, sus argumentos se basan en propiedades que tiene presentes o recuerda durante
su construccion. El estudiante tiene presente y lo expresa de manera escrita, conceptos como la
equidistancia de los vértices de un tridngulo a su circuncentro, la propiedad de que todo triangulo
se puede inscribir en una circunferencia o la equidistancia entre cualquier punto de la mediatriz de

un segmento y sus vértices.

Figura 77

Actividad final Estudiante C Problema 2

A Si ya que como las antenores estd basada en una crcunferenca Y SUS pUNtOs se encuentran sobre

a su forma, solo su ongrtud las medatnces SeguiIrdn Bueetandd ios

P52 POr un vertice ademas oz vertices benen ia
inferencia Que pase por Ios vertice y tenga como

Jx centro el punto M, el triangulo queda inscnito en ks circunferencia
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Problema 3. El estudiante no tiene en cuenta las condiciones iniciales del problema y a
partir de un segmento AB dado construye un tridngulo rectangulo usando una recta perpendicular
y una circunferencia. Las acciones del estudiante configuran un Experimento Crucial
Constructivo, puesto que escoge cuidadosamente un ejemplo particular y lo toma como solucién
basado la forma en que lo obtuvo, es decir en su construccion, lo cual se evidencia al decir que su

construccién aguanta la prueba del arrastre porque esta basada en una circunferencia.

Figura 78

Actividad final Estudiante C Problema 3

3. Dados dos segmentos AB y PQ. construye un tridngulo rectangulo de forma
que PQ sea la hipotenusa y AB un cateto.

| A
Bl

A Primeno tracé un segmento, realicé una cinounferencia gue tuvieran como centro el punto A hasta
¢l punto B y marqué una perpendicular al segmento AE. Luego marqué &l puntos de intersecdon

f; ¢l limite (punto limite de |3 linea dentro de la circunferancia) que me faltaba para tener todos los
vértices del tridngulo. Finalmente los uni con sagmentes de medo que o primer segmento fuera
un lada y la parte de la perpendicular que quedaba también, creando asi un tniangulo, revisé que
fuera un tridngulo rectdngulo, renombré y ooulté lo que no necesitaba.

anta |a prueba 02l arrastnes j For que:

A 51 porque el tridngulo estd basado en una circunferancia

S
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Problema 4. El estudiante plantea dos soluciones. Al primero lo llama caso especial que
describe en su paso a paso y al segundo caso general del cual dice haber encontrado al explorar

distintas herramientas del software con el objetivo de encontrar el segmento CD.

Caso especial. El estudiante no tiene en cuenta las condiciones iniciales del problema y
partiendo de un segmento AB construye un tridngulo equilatero y un segmento CD cuya longitud
es igual al perimetro del triangulo. Se configura entonces un Ejemplo Genérico Intelectual, por
cuanto el triangulo construido es un ejemplo representante de una clase, seleccionado de manera
cuidadosa y los argumentos usados para darlo como solucién no se basan en la construccion sino
en propiedades que el estudiante tiene presentes o recuerda durante su elaboracion,

A pesar de que realizan una buena argumentacién en la construccién basada en propiedades
matematicas, no se puede ver como una demostracion deductiva estructurada porque no explica

por qué aguanta la prueba del arrastre.
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Figura 79

Actividad final Estudiante C Problema 4 Caso Especial

4. Dados dos segmentos AB y CD, construye un tridngulo isésceles de forma que
AB sea la base del triangulo y CD sea su perimetro

(R A~ L P OOFN= S S Q=
@

D,

Dxplica paso a paso como realzaste la construcadn

A No s muy been cémo tracé el segundo (casos en general) ya que utilicé herramientas como
wngentes y Boectices Sin mingun fin, s8I0 medi Agunos puntos Masta que me diera & perimetro y

S mo puedo devolver la figura, asi que voy 3 explicar el aso especial
Primero realicé un tridngulo equildtero, dibujando un segmento y realizando dos arcunferencias
que tuvieran como centro ¢f punto A hasta el punto B y viceverss, margué con un punto, la
INErseccxdn ce ambas circunferencias y und €505 PUNtos CON segmentos, Luego con |a simetna
central en un lado cel trangulo, reflejé puntos ce igual longitud a un Lo del trdngulo, creando
finalmente un segmento que se divida en tres partes igual y una de e5as partes tambéén era un
lado del tridngulo, uni con un segmento Jos punics que Necesitaba ¢ hice |y prueba del arrastre.
Finalmente, o0ulté Io que N necesitaba y rectifigué que luncicrara. NO estoy segura sies d
soluoon correcta

Cudl &3 la medida de los segmentos congruentes del tridngulo? ;Por qué?
Ja

Cuanto o5 1o minimo que deben medir 1os Ldos congruentes del tnanguio? :Por qué?
S

JEs posible construnr un tr ANgUIO equaliaterd CON estas Mismas ind caoones? [Por que?

A Si ya que un tndngulo equilaters es un Cas0 espeial de tndngulc isosceles

Je
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Caso general. Nuevamente el estudiante traza un segmento AB y traza su mediatriz, con

lo que ubica su punto medio G. luego traza una circunferencia desde G hasta A y marca el punto
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H interseccion con la mediatriz. De esa manera traza el tridngulo is6sceles ABH. Luego traza dos
tangentes a la circunferencia y paralelas al uno de los lados congruentes del triangulo y repite el
proceso con el otro lado congruente del triangulo. Con los puntos de interseccion de las tangentes
construye el cuadrado CKLM vy traza las bisectrices de los &ngulos KAL y LCM. Después marca
los puntos N y O intersecciones entre las bisectrices y las tangentes. Y por ultimo traza el punto D
interseccion entre el segmento NO y la mediatriz.

El estudiante omite las condiciones iniciales del problema y mediante la exploracion
construye lo que para él es una solucién. Esta construccion es un ejemplo particular escogido
cuidadosamente, pues toma un triangulo isdsceles y a partir de él construye el segmento CD dado
en los datos del problema. El argumento para ver como solucion su construccion se basa en las
medidas del segmento encontrado y el perimetro del tridngulo, es decir en elementos de su

construccién, de modo que se configura un Experimento Crucial Constructivo.

Figura 80

Actividad final Estudiante C Problema 4 Caso General

4. Dados dos segmentos AB y CD, construye un tridnqulo isdsceles de forma que
9 ) )

AB sea la base del tridangulo y CD sea su perimetro

[ ~ p S . Fon o Mg N\ e = - — —

S N
M - aa s
Perimetro de HBA = 31.81
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Problema 5. Los argumentos plasmados en la construccién del estudiante sugieren la
categoria Deductiva Formal Transformativa, por cuanto se basa en definiciones, propiedades y
deducciones ldgicas que transformaron el problema inicial en uno equivalente el cual consistio en
encontrar un triangulo is6sceles inscrito en una circunferencia, teniendo como uno de sus lados el

didmetro de esta.

Figura 81

Actividad final Estudiante C Problema 5

e,
1l

Problema 6. El estudiante no tiene en cuenta los datos iniciales del problema y realiza una
construccion similar a la del problema N° 2 de la secuencia de problemas de construccion (ver

anexo), usando la mediatriz del segmento formado por los puntos dados y una circunferencia con
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centro en el punto de interseccidn entre el segmento y la mediatriz. A pesar de que su construccion
no sea la solucién del problema, los argumentos usados por el estudiante connotan un Ejemplo
Genérico Analitico, por cuanto escoge cuidadosamente un ejemplo representante de una clase y
los argumentos con los que lo valida como su solucion se basan en propiedades que tiene presentes
0 recuerda durante su construccion.

A pesar de que realizan una buena argumentacion en la construccion basada en propiedades
matematicas, no se puede ver como una demostracion deductiva estructurada porque no explica

por qué aguanta la prueba del arrastre.

Figura 82

Actividad final Estudiante C Problema 6
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Estudiante D.

Problema 1. El estudiante traza el segmento AB dado en los datos del y traza su mediatriz
para ubicar el punto medio E del segmento. Luego, mediante la funcion de arrastre, ubica los
segmentos CD y EF dados en los datos del problema, de tal manera que formaran un tridngulo.
Esto configura un Empirismo Ingenuo Inductivo, pues el estudiante plantea un ejemplo arbitrario
al ubicar los segmentos mediante el arrastre, pero al trazar la mediatriz estd aduciendo a un

argumento matematico

Figura 83

Actividad final Estudiante D Problema 1
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Problema 2. Para su construccion, el estudiante no toma en cuenta que el punto M es un
dato inicial del problema. Traza el segmento AB dado y ubica un punto C de manera arbitraria
para construir un triangulo cualquiera, al que luego le traza sus mediatrices y asi ubica el punto M.

Los argumentos expresados en la construccion connotan un Empirismo Ingenuo
Inductivo, por cuanto el estudiante toma un ejemplo arbitrario y lo justifica como solucién al usar
los argumentos matematicos que tuvo en cuenta en su construccion. No puede ser un Experimento
Crucial Constructivo puesto que el ejemplo lo toma de manera arbitraria al ubicar C sin ningln

criterio.

Figura 84

Actividad final Estudiante D Problema 2

A st porque todos 1as construchiones gue hice para legar al tnangulo 1as hice Dven y encajan etre
ellas mismas

Tx

A S porcue & punto M ssempre va 3 ser en punto de inmersecoon entre ellas

P

S

A pPodna ser que el punto de Mmtersecodn M No siMmpee va 2 estar en Ia matad

T

A por ejempic en un tnangulc sosceles en punto de interseccion NO esta en 13 mad. 1aMmpoco en

U INANGUI0 e4alend tampoco 16 ienen | Pero tal vz &l uNico que o tenga
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Problema 3. Aungue su construccion no es correcta debido al tamafio del segmento PQ,
menor que AB, siendo el primero la hipotenusa, el estudiante establece una secuencia ldgica de
argumentos para los que usa propiedades matematicas que tiene presentes o recuerda durante su

construccion. Por lo tanto, se configura un Ejemplo Genérico Intelectual.

Figura 85

Actividad final Estudiante D Problema 3

3. Dados dos segmentos AB y PQ, construye un tridngulo recténgulo de forma
que PQ sea 2 hipotenusa y AB un cateto.

[ A - . ? Ty e “ e o= - = o

F .*.
— o
0 3 Paso oMo reaiizaste 13 construcaon
primero hice kos Gos segmentos , luego traze una recta para gue esa fuera la base del tnangulo y

v e

otra en & punto C perpendicular, luego AB que era un cateto le tome 1a distancia con el compas
Jx  behice 3 drcunferencia tomando como centro en punto C que s el punto de iz recta base, luego
puse un punto donde se cortaba ks arcunferencia con I3 recta que es el punto €
medida al segmento PQ que era la hipotenusa y puse | circunferencia en el pu
corta con la recta perpendicular que esta en el punto C puse un punto gue esF, |
puntos con segmentos y borre las lineas que no nesecitaba.

janta 13 prueba del amrastre? Por qué?

A si porque 3 construcaidn me quedo bien, pero solo puedo modificar en tamado si muevo los
segmentos ABy PQ o tambien 1a puedo mover del punto C pero no fe puedo cambiar of
tamano

=

Problema 4. El estudiante traza el segmento AB de 3 unidades con la herramienta

2

“segmento de longitud dada.” Luego ubica un punto F de manera arbitraria y usando
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circunferencias de radio AF por A y por B encuentra el punto G, interseccion de las
circunferencias. Después construye un triangulo ABG, mide los lados congruentes y construye un
segmento de longitud dada CE cuya longitud es el perimetro del tridngulo construido.

Las acciones en la construccion de su solucién muestran un Experimento Crucial
Constructivo, dado que escoge un ejemplo particular al ubicar F en cualquier parte y basa su

argumento en su construccion.

Figura 86

Actividad final Estudiante D Problema 4

4. Dados dos segmentos AB y CD, construye un tridngulo isdsceles de forma que
AB sea la base del tridngulo y CD sea su perimetro.

- — o - - *
Pl | ol | 55 | = -3 f’; s 1N | =2 || <P =) q

H
L
. e
A pnmero hae 105 dos segmentios AS y CO. Ieego puse como Dase a segmento AS que ol enundiado
me dijo que ese iba 3 ser la bate luego haze OO punto Gue €1 F que eze e ¢l qQue voy 2 tomar
/}. Para Gue quede 1a alurs del thangulo, luegd Con ayuda del com Te und Grcunferenca dal
punto A al punto F y 3 puse ce 13l manera que A sea ol cemtre | ) hze o Mismo perd esta ver
para gue B quedara como r mitad, luego puse dos puntos de in won selecaomnando las dos
arcunférencias para uego unir ¢ purto de Intersecoon con of puntc Ay B y luego borre todo de

¥ Manera Gue me Guedars 0lo & TNANgUio SosCeles

A 2 medida la puede sacar colocando Oro punto ya sea cerca o leyos de algun punto ded segmento
y bate y hace una crcunferencia con compds de ¢ punto de la base al o270 punto y luego ubsca s

S« cucunferencia de tal manera que el punto de 1a Dase sea el centro | luego hace o mismo con &l
otro punto Cel (9;!“:0!‘73 y dONCe @ CruZan s cwrcunierens:as Pomne un ﬁ‘."‘f{l y os une con ios

Otros dos puntos

minimo que deben mead

o minimo gue debernian medir ¢35 un valor gue se puedan unr 03 trees puntos

R S

A o porque para hacer una trianguio egudatero hay otros tipds de forma para realizarios

I
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Problema 5. El estudiante traza un segmento AB de longitud dada con la intencion de que

sus medidas no cambien al arrastrarlo, lo cual es un ejemplo particular de la solucién del problema.
Luego construye un triangulo rectangulo apoyado en una perpendicular y una

circunferencia de centro A y radio AB, con lo que asegura también que el tridngulo es isosceles.
Al tomar un ejemplo particular y justificarlo como solucion basado en su construccion, se

configura un Experimento Crucial Constructivo.

Figura 87

Actividad final Estudiante D Problema 5

D Y =
'
— “r \,\ SO
0
-
A pnmerd hce o segmento AS U0 CON Syudd Sel compds hice und Qrdunferensa pars que A
nur
/. 3 celes
RGO mire Gue tuviera un angulo recto para que fuera rectangulo
A 5P que hice me guedo been . pero al arrastralo no cambian sus medidas
4

Problemas 6. La construccién del estudiante configura un Empirismo Ingenuo

Perceptivo, por cuanto toma un ejemplo particular sin criterio alguno, lo cual se ve al trazar dos
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circunferencias de radio AB con centro en A y en B y escoger puntos sobre ellas, de tal manera

que a simple vista los segmentos AC y BD sean perpendiculares con AB.

Figura 88

Actividad final Estudiante D Problema 6

6. Dados dos puntos A y B, sin hacer uso de rectas perpendiculares o paralelas

construye un cuadrado talque AB sea uno de sus lados.

\
N A oo $ v P IIN el em2i] 2 p [
w . - - b o/ &y o\ * o p—

&
p—
A weg0 hice dos arcunferencas centro-punto de tal manera Gue de
0 pero contrane centro fuera By el
Ix 5 neas y que son las que unen los puntos AconC yBeon D, y

termine por unirlas

A St pero $0I0 1a aguanta por Ios puntos A-B porque por o puntos CD solo se mueve esa lings 1o

toda

Estudiante E.

Problema 2. El estudiante no tiene en cuenta las condiciones iniciales del problema y ubica
el punto M sobre la mediatriz del segmento AB para luego trazar el triangulo ABM. Teniendo en
cuenta que su construccién no apunta a la solucion del problema y que en sus argumentos escritos

el estudiante no argumenta sus acciones, se denota una categoria Fallida.
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Figura 89

Actividad final Estudiante E Problema 2

2. Dado un segmento AB y un punto M construye un triangulo tal que M sea

corte de las mediatrices.

A | :, O - '.": e 0

/
I

A ROUE TC ¥ s | DT

F-

A 5 POROUE LAS MEDIATRIZAS S8 MU 5 LLas
4 Mo

Sx

Problema 3. El estudiante traza la mediatriz del segmento dado AB y ubica sobre ella el
punto E. traza el segmento CD el cual representa al PQ dado en los datos del problema y toma su
medida. Luego traza una paralela a AB por E y sobre esta paralela ubica el punto G de tal manera
que a simple vista el angulo ABG sea recto. Por Gltimo, traza el tridngulo ABG y mide el segmento

BG cuya medida se aproxima a la del segmento CD. Al ubicar el punto G tratando de que el &ngulo
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BAG fuese recto, el estudiante muestra un Empirismo Ingenuo Perceptivo, siendo su tridngulo

un ejemplo particular y se toma como solucion del problema usando elementos visuales.

Figura 90

Actividad final Estudiante E Problema 3

LE SAQUE AL SEGMENTO UNA MEDIATRIZY UNA PARALELA Y LUEGO UN PUNTO Y YA
A

Problema 4. El estudiante traza los segmentos dados en los datos del problema y los mide.
Luego traza la mediatriz del segmento AB y ubica un punto E sobre ella. Por Gltimo, traza el
triangulo ABE, mide los lados congruentes del tridngulo y con la funcién de arrastre, mueve el
punto E hasta encontrar el triangulo cuyo perimetro es la medida del segmento CD. Por cuanto el
estudiante toma cuidadosamente un ejemplo particular al ubicar el punto E sobre la mediatriz, y
verlo como una solucidn, siendo este un Unico ejemplo, se configura un Experimento Crucial

Basado en el Ejemplo.
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Figura 91

Actividad final Estudiante E Problema 4

4. Dados dos segmentos AB v CD, construye un tridangulo isdsceles de forma que
g 1 ) g 1

AB sea la base del triangulo y CD sea su perimetro.

Q

1l

%

PUEE UPNA MEDIATRIZ PARA TAMAR U PUNTO Y LO MARQUE CON PLUGOND PARS HAVER E

TRIARGULD

A PUZOE 5ER LA QUE 5S4 QUE MO 5E ME GAITVA

minimo

Problema 5. El estudiante traza el segmento dado AB y ubica un punto P de tal manera
que al trazar el triangulo BAP parezca rectangulo. Luego de trazar el triangulo, mide los segmentos
AB 'y AP y arrastra el punto P hasta que sean congruentes. Las acciones del estudiante configuran
un Empirismo Ingenuo Inductivo, por cuanto escoge un ejemplo particular y lo justifica como

respuesta basado en elementos visuales, al ubicar P solo con criterios perceptivos.
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Figura 92

Actividad final Estudiante E Problema 5

5. Construye un segmento AB. Encuentre la p e tal que AX
S 15 rectanguio
—_
N ] A ™ -
e | ° “h \ —
)
a @
.—.
A L A ADEAYLC
/
/x

Problema 6. El estudiante ubica los puntos A y B dados en el problema y traza el segmento
entre ellos. Luego traza su mediatriz, y ayudado por la cuadricula, ubica dos puntos C y D sobre
la mediatriz de tal manera que junto con A y B parecen ser los vértices de un cuadrado. Luego
traza el cuadrado ABCD. Al ubicar de manera visual los puntos C y D, se configura un Empirismo
Ingenuo Perceptivo, pues la construccion es un ejemplo particular el cual se toma como solucién

basado en elementos visuales.
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Figura 93

Actividad final Estudiante E Problema 6

6. Dados dos puntos Ay B, sin hacer uso de rectas perpendiculares o paralelas

construye un cuadrado talque AB sea uno de sus lados.

2 . . . o) AN gm2 . - o—
.'\ 7 ] o (o :".:, a4, - “» \ Q —

®

N

Estudiante F.

Problema 1. El estudiante traza los segmentos dados de tal manera que formen un
triangulo, lo cual indica que no toma en cuenta las condiciones dadas en el problema. Luego traza
dos circunferencias de radio BD, con centro en By en D.

Teniendo en cuenta que su construccién no apunta a la solucién del problema y que el
estudiante no da argumentos escritos, se configura una categoria Fallida, pues no es posible inferir

nada.
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Figura 94

Actividad final Estudiante F Problema 1

Problema 2. El estudiante traza el segmento AB y el punto M dados en el problema. Luego
traza una circunferencia con centro en A que pasa por M y una circunferencia con centro en B que
pasa por M. Por ultimo, traza las rectas AM y BM. Puesto que la construccion del estudiante no
apunta a la solucién del problema y no da argumentos escritos, se configura una categoria Fallida,

pues no es posible inferir nada.

Figura 95

Actividad final Estudiante F Problema 2

2. Dads un segmento AB y un punto M construye un tridngulo tal que M sea

corte de las mediatrices.
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Problema 5. El estudiante traza el segmento AB dado en los datos del problema y traza su
mediatriz. Luego ubica un punto C sobre esta y construye el tridngulo isésceles ABC.
Aunque su construccion no es la solucion, los argumentos usados por el estudiante
connotan un Experimento Crucial Constructivo, por cuanto ubica un punto C sobre la mediatriz

trazada y justifica su solucion basado en la forma en que realiz6 la construccion.

Figura 96

Actividad final Estudiante F Problema 5

5. Construye un segmento AB. Encuentre la posicion de un punto P tal que AAPB
es isosceles y rectangulo

e . [N P o N . —2 —
Rl . = \Z P'} <, -\\ = O\ —

&

Estudiante G.

Problema 2. El estudiante no tiene en cuenta las condiciones iniciales del problema y
construye un triangulo equilatero usando circunferencias. Luego traza mediatrices del triangulo y

ubica el punto M que para €l es el mencionado por el problema.
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Los argumentos del estudiante configuran un Experimento Crucial Constructivo, por
cuanto selecciona cuidadosamente su ejemplo y lo ve como la solucién del problema basado en la

forma cémo lo obtuvo.

Figura 97

Actividad final Estudiante G Problema 2

2. Dado un segmento AB y un punto M construye un tridngulo tal que M sea
corte de las mediatrices.

-

A Primerc que 000 trace segmento, despues con ayuda de Ly herramienta crcunferencia centro ©
punto hice una orcunferencas de A 3 B y otra de B a A luegd trace la mediatnr del segmento AB

/, 12 meciatnz del segmento AC y la mecatnz del segmento BC; Cespues marque ¢f punto M en
donde se cortan las 3 mediatrices y finalmente oculte las circunferencias.

2 Tu construcodn aguanta ks prueba del arrastre? ;Por qué?

A Mi CONSLILCOon 51 aguanta I3 proeda del armastre porgue 1003 13 CONSANUCOION @513 ursda por ol
segmento AS y 35t moverio no se deforma

A El punto M si sigue Siendo ¢l corte de las mediatrices porgue creo yo que 10dos 10 puntos estan
SUpRt05 O uMedos Al LegMEnto y a5k 3l Moverios se mueven 1OJ0s juntos

(Encuentra alguna relacién entre el punto M y los wirtices del tridngulo constrado?

AW Tela00n €5 gue 10008 Ios vertices 0@l tnanguic se encuentran a b misma distancsy de ol punto
M

sira que la relacdn encontrada e cumple para cuaiguiet tridngulo

A La relacion encontrada i se cumple para cualquaer tnangulo ya que al trazas las mediatrcies
hallamos &l punto medo en este Ca30 &4 ¢ punto M.
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Problema 3. El estudiante realiza la misma construccion que realiz6 en el problema 2 de
la actividad diagnoéstica y su argumento escrito no varia, por lo que se configura la misma
categoria:
Aunque el estudiante no tiene en cuenta las condiciones iniciales del problema y por lo
tanto no lo soluciona, construye un triangulo rectdngulo representante de una clase,
especificamente aquellos cuyos &ngulos agudos miden 60° y 30° y basa su argumentacion en su

construccién, por lo que se configura un Experimento Crucial Constructivo.

Figura 98

Actividad final Estudiante G Problema 3

tnadnqulo rectangulo de forma

ael Vo - BV
2 o Y Q =
A Realhce un segmento OICQUe #N 258 MIsMO segmento < pumt 3 encaca @
go e puntodeCa
P
Jx

go una recta entre By |, donde 5
uncién poligono armo Yodo, luego cculto

1040 y Me queds scio & peiigono

S Porque este Triangulo Rectanguio, tiene una Intercepaion entre 2 rectas v €53 rectas estan

nterlasadas por ol punto Ay punto &

.
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Problema 4. El estudiante no tiene en cuenta los datos iniciales del problema y construye
un tridngulo isésceles usando la mediatriz del segmento AB. Luego traza tres circunferencias
innecesarias en su construccion.
Aunque su construccion no es la solucion, los argumentos usados por el estudiante
connotan un Experimento Crucial Constructivo, por cuanto ubica un punto C sobre la mediatriz

trazada y justifica su solucién basado en la forma en que realizé la construccion.

Figura 99

Actividad final Estudiante G Problema 4

4. Dados dos segmentos AB y CD, construye un tridngulo isésceles de forma que

AB sea la base del triangulo y CD sea su perimetro.

p . < . . ™ .
Al AN elol€N=[+] oe «

AaCunacesalCypar
03, luego utite Is funtion po
todos sus lados para rectificar gue era un Tnangulo isésceles, y por ultime oculte 3 mediatriz las

arcunferencias

L2 medida de los segmentos congruentes es ge 5.02 porque los trace con ayuda de las
A ‘ [ 4 -
Qroyterencas v Ia medatns
Jx
minimo

A NO @xste Minemo ya que su lngaus cambed segun su constructda

vy

A Si s posidle, porgue podriamos hallar el punto C con las arcunferencas y no con la ayuda
necesara de [ medatriz © punto de objeto

Jx



ACERCAMIENTO AL PROCESO DE DEMOSTRACION 154

Problema 5. El estudiante realiza la misma construccion que el estudiante B. Traza un
segmento AB y en el extremo A traza una perpendicular utilizando para ello circunferencias y
puntos medios. Luego ubica de manera arbitraria un punto | y traza la recta Bl para después marcar
el punto de interseccion P entre la perpendicular y la recta BI. Con la herramienta poligono traza
el triangulo BAP, el cual no es isosceles pero si rectangulo.

Las acciones del estudiante configuran un Ejemplo Genérico Intelectual, por cuanto el
triangulo rectdngulo que construye constituye un ejemplo representante de una clase y usa

argumentos y propiedades matematicas que tiene presente o recuerda mientras lo elabora.

Figura 100

Actividad final Estudiante G Problema 5

5. Construye un segmento AB. Encuentre la posicion de un punto P tal que AAPB

es isosceles y rectanqulo

. A . e .

Iy - . LI . -2 - -
< . £ie \ o
“{ a ” . f ~ o/ 5 e\ - v )

®

€ €N e4¢ MISMO Segmento 2 puntos en objetos, uno &n cada en

A punto A apunto Cy luegodepuntodeCa
_/; onde lu na arcunferencis
a2 mtercepcidn v utihzo medio © ¢ roen £y F para que
espues hice casi lo mesmo en el punto P para hallar 13 recta y
formar el tnangulo isesceles rectangulo
A S1 aguanta L prueba del arrastre ya que 10dos 105 puntos estan unidos por 105 segmentos y hay

una Mterseccion que impede que se deforme faciimente
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Estudiante H.

Problema 1. El estudiante no tiene en cuenta las condiciones iniciales del problema y en
vez de tomar tres segmentos y realizar la construccion busca estos segmentos mientras realiza su
construccion, lo cual puede verse como un ejemplo tomado cuidadosamente, pues usa la mediatriz
para hallar el punto medio del segmento AB y lo toma como la solucion del problema basado en
la forma como lo construy6. De esto da cuenta su respuesta sobre la prueba del arrastre, pues dice
que soporta el arrastre debido a la manera en la que se construyd utilizando la simetria. Segun lo
anterior, los argumentos del estudiante se categorizan como un Experimento Crucial

Constructivo.

Figura 101

Actividad final Estudiante H Problema 1

1. Dados tres segmentos AB, CD y EF, construye un tridngulo de forma que AB y

CD sean dos lados y EF sea la mediana sobre el lado AB

. Fan o . \ ® - - 4 —
M APDIOD L N =S Q=

A $1 CeLe00 3 QUe gratsss 3 2 manera en k3 que se constryd untilizando 13 simetria &l tr 3’:;..;:' y |3
mediana s& mantignen

;
Jx
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Problema 2. El estudiante toma el segmento dado AB y ubica en su punto medio al punto
M. Luego, usando una circunferencia con centro en M y radio AM, y una perpendicular a AB por
M encuentra el punto D que es el tercer vértice del triangulo buscado.
El estudiante parte de los datos del problema, pero ubica al punto M en el punto medio del
segmento AB, lo que significa que toma, cuidadosamente, un ejemplo represente de una clase y
toma su construccién como solucién, basado en propiedades que tiene claras o recuerda mientras

la realiza, por lo que se configura un Ejemplo Genérico Intelectual.

Figura 102

Actividad final Estudiante H Problema 2

si debade 8 que las dettanciss se rigen segan la de & radic y & dismetre del droulo gue se definen
P echdn de e segmento 3B

It

A S porgoe o e ser & o rredio e ab 4o E5he L& ENCOHE O AGTANCE L& Mantiens Saknd
Emprg ol R

F

A e se encuentra a la misma distancia de 1odos los virtices

S

A debedo & gue depde &l Cone of Las medhalales (8 pUecE TFEZAM Un PUnts gue INFCNDg B Tranguls
#5be sampre 54 cdebe enconiras 2 la misma distanca de todos los wirtices
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Problema 3. El estudiante ubica los puntos P y Q y encuentra el punto medio C. Desde alli
traza una circunferencia de radio PC. Por Gltimo, ubica el segmento AB desde uno de los extremos
de PQ y el otro extremo sobre la circunferencia, asegurando con esto que sea un tridngulo
rectangulo. Aunque construye el segmento AB por el camino, los argumentos del estudiante
configuran una secuencia légica basada en datos del problema, teoremas o axiomas, con lo cual se

categorizan como un Experimento Mental Estructural.

Figura 103

Actividad final Estudiante H Problema 3

b.
Jo
1]

qué & angulo formado fuera sempre de noventa gracos y uni & punto a en &

A s pocque no pretde su forma ya Que se contruye 1omando en Cuenta 1as Cistandias regidas por &

Problema 5. El estudiante construye el tridngulo pedido, pero establece el punto P de

manera incorrecta. Si toma el punto E como P, la solucién seria correcta. De cualquier modo, los
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argumentos del estudiante establecen un Experimento Mental Transformativo, por cuanto se
basa en definiciones, propiedades y deducciones logicas que transformaron el problema inicial en
uno equivalente el cual consistio en encontrar un triangulo isoésceles inscrito en una circunferencia,

teniendo como uno de sus lados el diametro de esta.

Figura 104

Actividad final Estudiante H Problema 5

Problema 6. El estudiante no tiene en cuenta los datos iniciales del problema y realiza una
construccién similar a la del problema N° 2 de la secuencia de problemas de construccién (ver
anexo), usando la mediatriz del segmento formado por los puntos dados y una circunferencia con
centro en el punto medio del segmento. A pesar de que su construccion no sea la solucion del

problema, los argumentos usados por el estudiante connotan un Ejemplo Genérico Analitico, por
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cuanto escoge cuidadosamente un ejemplo representante de una clase y los argumentos con los
que lo valida como su solucion se basan en propiedades que tiene presentes o recuerda durante su

construccion.

Figura 105

Actividad final Estudiante H Problema 6

Estudiante I.

Problema 1. El estudiante traza los segmentos AB y CD compartiendo uno de sus vértices
y traza un triangulo al unir con un segmento A y C. parece que ubica al segmento ED sobre el
segmento BC y traza tres circunferencias con centros en los vértices A, B y C, sin especificar
ningun fin. Teniendo en cuenta que la construccion del estudiante no apunta a resolver y problema

y no da argumentos escritos, se configura una categoria Fallida.
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Figura 106

Actividad final Estudiante | Problema 1

Problema 2. El estudiante no tiene en cuenta las condiciones iniciales del problema ni da
argumentos escritos. Construye un triangulo equilatero usando circunferencias. Luego traza
mediatrices del triangulo y ubica el punto M que para él es el mencionado por el problema.

Los argumentos del estudiante configuran un Experimento Crucial Constructivo, por
cuanto selecciona cuidadosamente su ejemplo y lo ve como la solucion del problema basado en la

forma cémo lo obtuvo.
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Figura 107

Actividad final Estudiante | Problema 2

e un triangulo tal que M sea

& Q

Problema 4. El estudiante no tiene en cuenta las condiciones iniciales del problema y a
partir del segmento AB construye un tridngulo equilatero usando circunferencias. Teniendo en

cuenta que la construccion del estudiante no apunta a solucionar el problema y que no da

argumentos escritos, se ubica en la categoria Fallida.

Figura 108

Actividad final Estudiante | Problema 4

4. Dados dos segmentos AB y CD, construye un tridngulo isdsceles de forma que
AB sea la base del triangulo y CD sea su perimetro.
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Problema 5. El estudiante no tiene en cuenta las condiciones iniciales del problema y a
partir del segmento AB construye un tridngulo equilatero usando circunferencias. Teniendo en

cuenta que la construccion del estudiante no apunta a solucionar el problema y que no da

argumentos escritos, se ubica en la categoria Fallida.

Figura 109

Actividad final Estudiante | Problema 5
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Estudiante J.

Problema 1. El estudiante ubica los puntos A, B, C, D, E y F de manera arbitraria. Luego,
traza los segmentos EF, BD y AC, y ubica los puntos de interseccion G, H, I. Por ultimo, traza el
triangulo GHI y las rectas AC, BD y EF.

Dado que la construccion del estudiante no apunta a resolver el problema y en sus
argumentos escritos dice usar elementos que en realidad no estan en su construccion, se establece

una categoria Fallida.

Figura 110

Actividad final Estudiante J Problema 1
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Problema 3. El estudiante ubica los segmentos dados de tal manera que a simple vista
parecen perpendiculares. Luego traza el segmento AP y con la herramienta poligono traza el
triangulo PBA. Por Gltimo, traza las rectas AB, BP y PA. Este triangulo se puede ver un ejemplo
particular tomado de manera arbitraria, que el estudiante toma y justifica como solucién con

elementos visuales, por lo que se configura un Empirismo Ingenuo Perceptivo.

Figura 111

Actividad final Estudiante J Problema 3
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Problema 4. El estudiante no tiene en cuenta los datos iniciales del problema y construye

un triangulo isésceles usando la mediatriz del segmento AD.
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Aunque su construccion no es la solucion, los argumentos usados por el estudiante

connotan un Experimento Crucial Constructivo, por cuanto ubica un punto C sobre la mediatriz

trazada y justifica su solucién basado en la forma en que realizé la construccion.

Figura 112

Actividad final Estudiante J Problema 4
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Problema 5. El estudiante traza la mediatriz del segmento AB dado en los datos del
problema. Luego ubica el punto P sobre la mediatriz y traza el tridngulo PBA. Por Gltimo, ubica
los puntos D y E en un lugar arbitrario y traza las rectas DB y EP.
Aunque su construccion no es la solucion, los argumentos usados por el estudiante
connotan un Experimento Crucial Constructivo, por cuanto ubica un punto C sobre la mediatriz

trazada y justifica su solucién basado en la forma en que realizé la construccion.

Figura 113

Actividad final Estudiante J Problema 5
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Problema 6. El estudiante toma los puntos A y B dados en los datos del problema y traza

el segmento AB. Luego ubica los puntos D y E procurando que los segmentos DA y AB fueran
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perpendiculares al igual que los segmentos EB y AB. Por ultimo, traza el cuadrado ABDE, el cual
se puede ver un ejemplo particular tomado de manera arbitraria, que el estudiante toma y justifica

como solucion con elementos visuales, por lo que se configura un Empirismo Ingenuo

Perceptivo.

Figura 114

Actividad final Estudiante J Problema 6
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En la siguiente tabla se presentan de manera concreta las categorias pertenecientes a la
solucion que cada uno de los estudiantes dio a los problemas propuestos en la actividad final. Para

ello se usan las iniciales de cada categoria detectada. A saber:



ACERCAMIENTO AL PROCESO DE DEMOSTRACION 168

F: Fallida; EIP: Empirismo Ingenuo Perceptivo; EIl: Empirismo Ingenuo Inductivo;
ECBE: Experimento Crucial Basado en el Ejemplo; ECC: Experimento Crucial Constructivo;
EGA: Ejemplo Genérico Analitico; EGI: Ejemplo Genérico Intelectual; EMT: Experimento
Mental Transformativo, EME: Experimento Mental Estructural; DFT: Decuctiva Formal

Transformativa; DFE: Deductiva Formal Estructural.

Tabla 3

Actividad final, problemas 1 a 6

Estudiante Problemal Problema2 Problema3 Problema4 Problema5 Problema6

A F ECC F ECC F F
B F ECC ECC ECC EGI F
Caso
especial:
EGI
C ECC EME ECC DFT EGA
Caso
general:
ECC
D Ell Ell EGI ECC ECC EIP
E F F EIP ECBE Ell EIP
F F F F F ECC F
G F ECC ECC ECC EGI F
H ECC EGI EME F EMT EGA
I F ECC F F F F

J F F EIP ECC ECC EIP
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En las siguientes figuras se muestra el porcentaje de los tipos de demostracion detectados
en las fases diagnostica inicial, la implementacion de la secuencia de problemas y la actividad
diagndstica final. En la figura 115 se discrimina por subclases, mientras que en la 116 se hace por

clases.

Figura 115

Diagrama de barras de los tipos de demostracion detectados en cada actividad, por subclases
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Figura 116

Diagrama de barras de los tipos de demostracion detectados en cada actividad, por clases

TIPOS DE DEMOSTRACION

30%

ES

60%
4075

200

DETECTADD

0%a

Diagnoztica Inicial

PORCENTAJE DE VE

Implementacion

Diagnostica final

mEmpiricas  wDeductivas  » Fallidas

En figura 115 se puede observar que la cantidad de demostraciones deductivas detectadas
durante la intervencién fue mayor a las detectadas en la fase diagndstica inicial.

También se puede ver que en la diagndstica final la cantidad de demostraciones fallidas
detectadas disminuy6 un 15% con respecto a las detectadas en la diagnoéstica inicial mientras que
la cantidad de demostraciones de tipo ejemplo genérico y demostraciones deductivas aumento.

En cuanto a la cantidad de demostraciones empiricas, deductivas y fallidas, en la figura
116 se observa que la cantidad de demostraciones fallidas disminuyo considerablemente en la
intervencion con respecto a la diagndstica inicial y también disminuy6, aunque en menor cantidad,
en la diagndstica final.

Por su parte, las demostraciones deductivas detectadas aumentaron tanto en la intervencion

como en la diagndstica final con respecto a la diagndstica inicial.
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5. Conclusiones

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos en el proceso de investigacion frente
a la identificacion, analisis y caracterizacion de los tipos de demostracidn de estudiantes de noveno
grado cuando resuelven problemas de construccion geométrica en un entorno de geometria
dinamica.

En cada una de las fases de nuestro disefio se pudo evidenciar tanto fortalezas como
debilidades de los estudiantes al tener que justificar sus planteamientos. Fue comun encontrar en
la fase diagndstica inicial construcciones correctas en la que no se justificaba el porqué estaba bien
0 con argumentos que hacian referencia a la funcion de arrastre del software. Esto ratifica lo dicho
por Arellano (2013) sobre la falta de necesidad de justificacion que tienen los estudiantes al
enfrentar un problema, el cual ven como algo para resolver y no para justificar. Sin embargo,
durante la fase de implementacion de la secuencia de problemas de construccion, las
justificaciones de la mayoria de los estudiantes fueron volviéndose espontaneas y mostraron una
mayor complejidad y fortaleza al incluir propiedades y relaciones matematicas que ya conocian o
que encontraron en la exploracion hecha con el software.

Durante la fase de implementacion se pudo ver la importancia de dos momentos que
identificamos como trabajo autonomo y puesta en comun. El primero se refiere al momento en el
que el estudiante se enfrenta al problema solo con sus presaberes y el software como ayuda. Es

posible que en este momento surja en el estudiante la necesidad de justificar sus acciones en el
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software, pues al permitirle verificar su solucion y que esta sea incorrecta, el estudiante tendré que
analizar lo que ha hecho y recurrir a la teoria para encontrar el error y la posible solucion. Es por
esto por lo que el docente debe tomar un rol pasivo, respondiendo solo a preguntas que direccionen
el trabajo del estudiante mas no que lo resuelva. La puesta en comun, por su parte, favorecio el
desarrollo de las habilidades de argumentacion tanto en el estudiante que exponia su trabajo, pues
se veia obligado a hacerse entender y a convencer a sus comparieros sobre la legitimidad de su
solucién, como en los compafieros de clase, pues si querian refutar lo expuesto, debian usar
argumentos validos, ejemplos o contraejemplos.

En esta misma fase se evidencia la importancia del papel que desempefia el software como
mediador interactivo e inteligente, puesto que permite una exploracion de propiedades invariantes
que redunda en el desarrollo del pensamiento deductivo. Muestra de ello es la solucion que plantea
el estudiante C en el problema N° 4 y que mostramos en el capitulo de andlisis de datos. En su
argumentacion escrita, el estudiante expresa haber encontrado dos soluciones, una a la que llama
caso especial y otra que llama caso particular. Solo los nombres dan cuenta del proceso
argumentativo desarrollado en parte durante la exploracion del problema y en parte durante la
verificacion de la solucion a través de la funcion de arrastre. Al ver su incapacidad de justificar la
obtencion del caso general, decide hablar solo del particular, y a pesar de que dice entender que es
necesaria una demostracion, fue pertinente que el docente reforzara esta necesidad invitandolo a
revisar y encontrar una teoria matematica que sustentara sus acciones en esta construccion. Cabe
recordar que como bien lo dice Fiallo (2011), el software puede convertirse en un obstaculo si el
docente permite que los argumentos de los estudiantes se basen solo en la verificacion que este

ofrece.



ACERCAMIENTO AL PROCESO DE DEMOSTRACION 173

Otro caso que muestra el acercamiento que permite el software cuando se resuelven
problemas de construccion, es el del estudiante E quien, al tratar de resolver el problema de
construccion N° 4 de la fase de implementacion, plante6 que “si pongo dos mediatrices en 2
segmentos que un punto comparten, dara un punto de interseccion.” El estudiante fue motivado
por el docente a que demostrara este postulado y utilizando el software encontré y explico un
contraejemplo que le permiti6 convencerse de la invalidez de su afirmacidn, en ese caso particular.

El andlisis de los datos recolectados en las tres fases metodoldgicas permite evidenciar el
progreso de cada uno de los estudiantes en el proceso demostrativo. Si bien es cierto que algunos
no mostraron progresos individuales, la informacion plasmada en las tablas de la 1 a la 9, muestra
que mientras que en la fase diagndstica se determin6 que un 2,5% de las demostraciones fueron
deductivas, en la fase de implementacion este porcentaje fue del 20% y en la diagndstica final del
6,67%.

Las demostraciones de tipo empirico tuvieron un 55% en la fase diagnostica inicial, un
60% en la implementacién y un 45% en la diagndstica final.

En cuanto a los tipos de demostracion Fallida, en la fase diagndstica inicial fue del 42,25%,
en la implementacion fue del 20% y en la diagnostica final de 38,33%

A partir de estos valores, podemos afirmar que es posible potenciar el desarrollo de las
habilidades de demostracion en estudiantes de noveno grado, cuando solucionan problemas de
construccion geometrica en un software de geometria dinamica.

Debido a la emergencia sanitaria, economica y social causada por el COVID-19, las clases
se vieron suspendidas. Al respecto se resalta la utilidad de la pagina geogebra.org, al permitir a los
estudiantes trabajar desde sus celulares o computadores sin tener que descargar la aplicacion y

mediante la opcidn de crear grupos de trabajo se realizé un seguimiento continuo de su avance.
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Ademas, la vista de protocolos de construccién nos permitio observar el paso a paso de
cada solucion propuesta y de esta manera analizar y categorizar los tipos de demostraciones de los
estudiantes. Por lo anterior, podemos sugerir el uso de esta herramienta no solo a los investigadores

sino a la comunidad matematica en general.
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Anexos
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ANEXO 1. EVALUACION DIAGNOSTICA INICIAL
INSTITUCION:
NOMBRE:

EDAD: FECHA:
1. Dados tres segmentos AB, CD y EF, construye un tridngulo de forma que AB y CD sean
dos lados y EF sea la mediana sobre el lado AB.

a. Explica paso a paso como realizaste la construccion.

b. ¢Tu construccion aguanta la prueba del arrastre? ;Por qué?

2. Dado un segmento AB y un punto M construye un triangulo tal que M sea corte de las
mediatrices.

a. Explica paso a paso como realizaste la construccion.

b. ¢Tu construccion aguanta la prueba del arrastre? ;Por qué?
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c. ¢Al mover alguno de los veértices del triangulo, el punto M sigue siendo el corte

de las mediatrices? ¢Por qué?

d. ¢Encuentra alguna relacion entre el punto M y los vértices del triangulo

construido?

e. Demuestra que la relacion encontrada se cumple para cualquier triangulo.

3. Dados dos segmentos AB y PQ, construye un triangulo rectangulo de forma que PQ sea

la hipotenusa y AB un cateto.

a. Explica paso a paso como realizaste la construccion.

b. ¢Tu construccion aguanta la prueba del arrastre? ¢Por que?
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4. Dados dos segmentos AB y CD, construye un triangulo isosceles de forma que AB sea la

base del triangulo y CD sea su perimetro.

a. Explica paso a paso como realizaste la construccion.

b. ¢Cual es la medida de los segmentos congruentes del triangulo? ;Por qué?

c. ¢Cuanto es lo minimo que deben medir los lados congruentes del triangulo? ¢Por

qué?

d. ¢Es posible construir un triangulo equilatero con estas mismas indicaciones? ¢Por

qué?
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ANEXO 2. CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS
INSTITUCION:
NOMBRE:
EDAD: FECHA:

1. Dado un segmento, construye un cuadrado cuyo perimetro sea ese segmento.

a. Explica paso a paso como realizaste la construccion.

b. ¢Tu construccion aguanta la prueba del arrastre? ;Por qué?

2. Dado un segmento, construye un cuadrado cuya diagonal sea ese segmento.

a. Explica paso a paso como realizaste la construccion.

b. ¢Tu construccion aguanta la prueba del arrastre? ;Por qué?
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3. A partir de una recta y un punto A, construye un cuadrado tal que A sea un vértice del

cuadrado y la recta contenga su diagonal.

a. Explica paso a paso como realizaste la construccion.

b. ¢Tu construccion aguanta la prueba del arrastre? ;Por qué?

4. Dados tres puntos P, Q y R, construya una circunferencia que pase por los tres puntos.

a. Explica paso a paso como realizaste la construccion.

b. ¢Tu construccion aguanta la prueba del arrastre? ;Por qué?
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ANEXO 3. EVALUACION DIAGNOSTICA FINAL
INSTITUCION:
NOMBRE:

EDAD: FECHA:
1. Dados tres segmentos AB, CD y EF, construye un tridngulo de forma que AB y CD sean
dos lados y EF sea la mediana sobre el lado AB.

a. Explica paso a paso como realizaste la construccion.

b. ¢Tu construccion aguanta la prueba del arrastre? ;Por qué?

2. Dado un segmento AB y un punto M construye un triangulo tal que M sea corte de las
mediatrices.

a. Explica paso a paso como realizaste la construccion.

b. ¢Tu construccion aguanta la prueba del arrastre? ;Por qué?
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c. ¢Al mover alguno de los vértices del triangulo, el punto M sigue siendo el corte

de las mediatrices? ¢Por qué?

d. ¢Encuentra alguna relacion entre el punto M y los vértices del triangulo

construido?

e. Demuestra que la relacion encontrada se cumple para cualquier triangulo.

3. Dados dos segmentos AB y PQ, construye un triangulo rectangulo de forma que PQ sea
la hipotenusa y AB un cateto.

a. Explica paso a paso como realizaste la construccion.

b. ¢Tu construccion aguanta la prueba del arrastre? ;Por qué?
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4. Dados dos segmentos AB y CD, construye un triangulo isdsceles de forma que AB sea la

base del triangulo y CD sea su perimetro.

a. Explica paso a paso como realizaste la construccion.

b. ¢Cual es la medida de los segmentos congruentes del triangulo? ¢Por qué?

c. ¢Cuanto es lo minimo que deben medir los lados congruentes del triangulo? ¢Por

qué?

d. ¢Es posible construir un triangulo equilatero con estas mismas indicaciones? ¢Por

quée?

5. Construye un segmento AB. Encuentre la posicién de un punto P tal que AAPB es isésceles y

rectangulo
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a. Explica paso a paso como realizaste la construccion.

b. ¢Tu construccion aguanta la prueba del arrastre? ;Por qué?

6. Dados dos puntos A 'y B, sin hacer uso de rectas perpendiculares o paralelas, construye un
cuadrado talque AB sea uno de sus lados.

a. Explica paso a paso como realizaste la construccion.

b. ¢Tu construccion aguanta la prueba del arrastre? ;Por qué?




