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RESUMEN

TiITULO: ANALISIS NUMERICO DE UN SISTEMA TIPO ALLEN-CAHN-NAVIER-STOKES PARA
FLUIDOS NO-ISOTERMICOS

*x

AUTOR: ELIAN ESTEBAN RUEDA FERNANDEZ

PALABRAS CLAVE: CONVERGENCIA, ESTABILIDAD ENERGETICA, ESTIMACIONES OPTIMAS
DE ERROR, ELEMENTOS FINITOS, SISTEMA DE ALLEN-CAHN NAVIER-STOKES NO ISOTER-
MICO.

DESCRIPCION:

El presente trabajo se enfoca en el andlisis numérico para un modelo no isotérmico de interfaz di-
fusa, en dimensiones N = 2,3, que describe el movimiento de una mezcla de dos fluidos viscosos
incompresibles. Este modelo corresponde a un acoplamiento entre las ecuaciones de Navier-Stokes,
una ecuacion de campo de fase dada por el modelo de Allen-Cahn convectivo, y una ecuacién de
transporte de energia para la temperatura; este sistema admite una ley de energia disipativa. Pro-
ponemos un esquema numérico energéticamente estable basado en el método de los elementos
finitos, y analizamos estimaciones 6ptimas de error en normas débiles y fuertes, asi como la conver-
gencia hacia soluciones regulares. Para construir el esquema numérico, introducimos dos variables
auxiliares (dadas por el gradiente de la temperatura y la variacion de la energia respecto a la fun-
cién campo-fase) que permiten controlar la regularidad fuerte requerida por el modelo, que es una
de las principales dificultades que aparecen desde el punto de vista numérico. Teniendo en cuen-
ta la formulacién equivalente, consideramos un esquema de aproximacién completamente discreto
(usando elementos finitos en espacio y diferencias finitas en tiempo) que esta bien planteado, que es
energéticamente estable (en el sentido de que satisface una ley de energia discreta disipativa) y que
satisface un conjunto de estimaciones uniformes que permiten analizar la convergencia hacia las so-
luciones fuertes del sistema diferencial. Finalmente, presentamos algunas simulaciones numéricas

para validar numéricamente los resultados teéricos.

Tesis de maestria

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Diego A. Rueda Gémez, Ph.D en Ma-
tematicas. Codirector: Elder J. Villamizar Roa, Ph.D en Matematicas.
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ABSTRACT

TITLE: NUMERICAL ANALYSIS OF AN ALLEN-CAHN-NAVIER-STOKES SYSTEM FOR
NON-ISOTHERMAL FLUIDS *

AUTHOR: ELIAN ESTEBAN RUEDA FERNANDEZ ~

KEYWORDS: CONVERGENCE, ENERGY STABILITY, OPTIMAL ERROR ESTIMATES, FINITE ELE-
MENTS, NON-ISOTHERMAL ALLEN-CAHN-NAVIER-STOKES SYSTEM.

DESCRIPTION:

This work focuses on the numerical analysis for a non-isothermal diffuse-interface model, in dimen-
sion N = 2,3, that describes the movement of a mixture of two incompressible viscous fluids. This
model consists of the Navier-Stokes equations coupled with a phase-field equation given by a con-
vective Allen-Cahn equation, and energy transport equation for the temperature; this system admits
a dissipative energy inequality. We propose an energy stable numerical scheme based on the Finite
Element Method, and we analyze optimal weak and strong error estimates, as well as convergence to-
wards regular solutions. In order to construct the numerical scheme, we introduce two extra variables
(given by the gradient of the temperature and the variation of the energy with respect to the phase-
field function) which allows us to control the strong regularity required by the model, which is one
of the main difficulties appearing from the numerical point of view. Considering an equivalent weak
formulation, we consider a fully discrete Finite Element approximation which is well-posed, energy
stable (in the sense that verifies a dissipative discrete energy inequality) and satisfies a set of uniform
estimates which allow to analyze the convergence of the scheme. Finally, we present some numerical

simulations to validate numerically the theoretical results.

Master Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Diego A. Rueda Gémez, Ph.D en Ma-
tematicas. Codirector: Elder J. Villamizar Roa, Ph.D en Matematicas.
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INTRODUCCION

El sistema Allen-Cahn-Navier-Stokes corresponde a un modelo de campo de fases
que se ha utilizado ampliamente para describir el movimiento de una mezcla de
dos fluidos viscosos incompresibles. Cuando la mezcla estd sujeta a efectos no

isotérmicos, surge el siguiente sistema acoplado de EDP:

u+u-Vu—vAu+ Vp = (—eAo + F'(¢)) Vi — aAOVE,
V-u=0,

o +u-Vo =75l —F' (),
0, +u- V60 = rAD,

en Q x (0, 00), donde Q2 es un dominio acotado de RY, N = 2,3, con frontera 9. En
(1) las incégnitas son wu,p, ¢ y 6, que denotan la velocidad media de la mezcla de
fluidos, la presién del fluido, la funcién de campo de fase y la temperatura, respecti-
vamente. € > 0 es un parametro relacionado con el espesor interfacial, mientras que
a,v Y k son parametros positivos que denotan el coeficiente de dilatacion térmica,
el tiempo de relajacién de la interfaz y la conductividad térmica, respectivamente. La
funcion F(¢) es la densidad de energia potencial de doble pozo, que representa las

1

dos fases de la mezcla; la funcién F se define por F(s) = 1-(s* — 1)°. El sistema (1)

se completa con las siguientes condiciones iniciales y de frontera:

u(0) =wup, ¢(0) =¢o, 06(0)=6, enQ,

00 _, (2)

u =0, Freall 8_n:O sobre 99 x (0, 00),

12



donde n denota el vector normal exterior unitario a 0¢2. Note que el potencial F

satisface
lirf F'(z) = o0, h’gl F"(x) = £o0, (3)
F'(1)>0y F'(-1) <0. (4)

En particular la condicion (3) implica que existen algunas constantes positivas ¢; con

i=1,2,3 tales que
— <F'(z) y —c<F(r)<F(r)r+cs paratodaz € R, (5)

donde F(z) = [; F'(s)ds.

En su versién isotérmica, el sistema de Allen-Cahn-Navier-Stokes ha sido amplia-
mente analizado desde un punto de vista te6rico y numérico. Sin ninguna pretension

de exhaustividad, remitimos a los siguientes trabajos que pueden proporcionar al

13



lector otro conjunto de bibliografia complementaria ',2,3,4,°,6,7 8 8. En particular, se
conoce la existencia y unicidad de soluciones fuertes globales en dominios acota-
dos bidimensionales para cualquier dato inicial, asi como la existencia de soluciones
débiles globales y la existencia y unicidad de soluciones fuertes locales en dimen-
sion tres. Desde el punto de vista numérico, se han propuesto algunos esquemas
numeéricos (ver °,6,7 8 9). En particular, en ® se desarrollé un modelo estable de orden
reducido basado en un método de descomposicion ortogonal, incluyendo un analisis

de errores y experimentos numéricos.

' Ciprian G Gal y Maurizio Grasselli. “Longtime behavior for a modelof homogeneous incompressi-
ble two-phase flows”. En: Discrete and Continuous Dynamical Systems 28.1 (2010), pags. 1-39.

2 Ciprian G Gal y Maurizio Grasselli. “Trajectory attractors for binary fluid mixtures in 3D”. En:
Chinese Annals of Mathematics, Series B 31.5 (2010), pags. 655-678.

3 Xiang Xu, Liyun Zhao y Chun Liu. “Axisymmetric solutions to coupled Navier—Stokes/ Allen—Cahn
equations”. En: SIAM J. Math. Anal 41.6 (2010), pags. 2246-2282.

4 Xiaobing Feng, Yinnian He y Chun Liu. “Analysis of finite element approximations of a phase field
model for two-phase fluids”. En: Mathematics of computation 76.258 (2007), pags. 539-571.

5 Xiaobing Feng. “Fully Discrete Finite Element Approximations of the Navier—Stokes—Cahn-Hilliard
Diffuse Interface Model for Two-Phase Fluid Flows”. En: SIAM journal on numerical analysis 44.3
(2006), pags. 1049-1072.

6 Jie Shen y Xiaofeng Yang. “A phase-field model and its numerical approximation for two-phase
incompressible flows with different densities and viscosities”. En: SIAM Journal on Scientific Com-
puting 32.3 (2010), pags. 1159-1179.

Yongyong Cai, Heejun Choi y Jie Shen. “Error estimates for time discretizations of Cahn—Hilliard
and Allen—Cahn phase-field models for two-phase incompressible flows”. En: Numerische Mathe-
matik 137.2 (2017), pags. 417-449.

8  Saifon Chaturantabut y Danny C Sorensen. “Nonlinear model reduction via discrete empirical
interpolation”. En: SIAM Journal on Scientific Computing 32.5 (2010), pags. 2737-2764.

®  Donggin Chen, Qiugi Li y Huailing Song. “Error analysis of a stable reduced order model based
on the proper orthogonal decomposition method for the Allen—Cahn—Navier—Stokes system”. En:
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 401 (2022), pag. 115661.
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Por otra parte, se ha demostrado que la inclusion de modelos de efecto térmico
en la mezcla de fluidos es importante para modelizar la dindmica robusta de las
interfaces en sistemas multifasicos. Un primer modelo de interfaz difusa para flu-
jos incompresibles bifasicos con efecto Marangoni termoinducido se propuso en '°.
El modelo considerado en '°, consiste de las ecuaciones de Navier-Stokes acopla-
das con ecuaciones convectivas de campo de fase y de transporte de energia. Los
autores demostraron la existencia de soluciones débiles globales en 2D y 3D; la
existencia y unicidad de una solucién fuerte global en 2D, la existencia de solucio-
nes fuertes locales en 3D, asi como la existencia de soluciones fuertes globales en
3D siempre que la viscosidad sea suficientemente grande. Una ampliacién de los
resultados en '° se obtuvo en ' considerando un modelo mas general en el que
se permite que la viscosidad del fluido y la difusividad térmica sean funciones de-
pendientes de la temperatura; también hacemos referencia a 2,3, para modelos no
isotérmicos de interfaz difusa para flujos bifasicos que contienen una ecuacién de
temperatura altamente no lineal para la que se obtienen soluciones débiles. En el
modelo considerado en %', el tensor de tensiones incorporado en la ecuacién de
Navier-Stokes permite obtener una ley de energia disipativa, que sélo se verifica

bajo una condicion de pequefiez de la temperatura inicial. A diferencia de °,'", el

10 Pengtao Sun, Chun Liu y Jinchao Xu. “Phase field model of thermo-induced marangoni effects

in the mixtures and its numerical simulations with mixed finite element method”. En: Communica-
tions in Computational Physics 6.5 (2009), pags. 1095-1117.
" Hao Wu. “Well-posedness of a diffuse-interface model for two-phase incompressible flows with
thermo-induced Marangoni effect”. En: European Journal of Applied Mathematics 28.3 (2017),
pags. 380-434.
2. Michela Eleuteri, Elisabetta Rocca y Giulio Schimperna. “On a non-isothermal diffuse interface
model for two-phase flows of incompressible fluids”. En: arXiv preprint arXiv:1401.3244 (2014).
3 Michela Eleuteri, Elisabetta Rocca y Giulio Schimperna. “Existence of solutions to a two-
dimensional model for nonisothermal two-phase flows of incompressible fluids”. En: Annales de
I'Institut Henri Poincaré C 33.6 (2016), pags. 1431-1454.
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sistema (1)-(2) verifica una desigualdad de energia disipativa sin condicion de pe-
queiez en los datos iniciales, que es crucial para obtener resultados de existencia
de solucién. En 4, los autores demostraron la existencia de soluciones débiles para
N = 2,3, incluido el caso de un potencial no singular F' para cualquier dato inicial.
También demostraron la existencia de una solucién fuerte global para N = 2y la
existencia de soluciones locales fuertes para N = 3. En '°, se analizo el sistema
(1)-(2) en el caso general en el que tanto la viscosidad del fluido como la conducti-
vidad térmica dependen de la temperatura. Se demostr6 la existencia y unicidad de
soluciones locales fuertes en dominios acotados 2D y 3D para cualquier dato inicial;
ademas, se obtuvo la existencia de soluciones débiles globales y la existencia y uni-
cidad de soluciones fuertes globales en dominios bidimensionales acotados cuando
la temperatura inicial es convenientemente pequeiia. Mas recientemente, en '8, los
autores analizan el caso general en donde el espesor interfacial = también depende
de la temperatura. En ese caso, se obtuvo la existencia de soluciones locales débi-

les en dominios bidimensionales acotados.

Desde el punto de vista numérico, hasta donde sabemos, no existe literatura que tra-
te el modelo no isotérmico de interfaz difusa (1)-(2). En este trabajo proponemos un
esquema completamente discreto incondicionalmente estable energéticamente (es
decir, que satisface una version discreta de la ley de energia disipativa (18)) para

aproximar las soluciones de (1)-(2), para el cual demostramos algunas propieda-

4 Juliana Honda Lopes y Gabriela Planas. “Well-posedness for a non-isothermal flow of two viscous
incompressible fluids”. En: Communications on Pure & Applied Analysis 17.6 (2018).

5 Juliana Honda Lopes y Gabriela Planas. “On a non-isothermal incompressible Navier—Stokes—
Allen—Cahn system”. En: Monats. Math 195.4 (2021), pags. 687-715.

6 Juliana Lopes y Gabriela Planas. “Existence of solutions for a non-isothermal Navier-Stokes-
Allen-Cahn system with thermo-induced coefficients”. En: (2022).
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des cualitativas adicionales incluyendo su buen planteamiento, algunas estimacio-
nes uniformes para las soluciones discretas, y estimaciones de error éptimas débiles
y fuertes. La principal dificultad que aparece para desarrollar el analisis numérico es
controlar la fuerte regularidad exigida por el modelo; por esta razén, construimos el
esquema numérico basandonos en un sistema equivalente que se obtiene introdu-
ciendo dos variables extra (dadas por el gradiente de la temperatura y la variacion

de la energia con respecto a la funcion de campo de fase).

El documento esta organizado de la siguiente manera: En el Capitulo 1, realizamos
una revisién de algunos conceptos y resultados relevantes que seran utilizados en
el desarrollo del trabajo. Iniciamos con una revision sobre ciertos espacios de fun-
ciones, incluyendo principalmente los espacios de Lebesgue, Sobolev y Bochner.
Posteriormente, presentamos un repaso de algunos resultados conocidos del anali-

sis funcional.

En el Capitulo 2, presentamos el analisis tedrico del modelo, donde, recordamos un
resultado relacionado con la existencia de soluciones débiles y fuertes para (1)-(2),
resultado que se prueba a lo largo de este capitulo. Ademas, establecemos una
formulacién débil equivalente y deducimos una ley de energia disipativa, que es im-

portante para definir y analizar el esquema numérico mas adelante.

En el Capitulo 3, definimos el esquema numérico, demostramos que esta bien (in-
condicionalmente), probamos una propiedad de estabilidad energética y deducimos
algunas estimaciones uniformes; ademas, demostramos estimaciones optimas de
error en normas débiles y fuertes para el conjunto de soluciones discretas con res-

pecto a una solucién suficientemente regular del sistema continuo.

17



En el Capitulo 4, presentamos los resultados de algunas simulaciones numéricas
realizadas con el objetivo de observar la dindmica del modelo (1)-(2), asi como vali-

dar los resultados tedricos obtenidos.

Los resultados obtenidos en esta tesis estan consignados en el manuscrito [Elian
E. Rueda-Fernandez, Diego A. Rueda-Gémez y Elder J. Villamizar-Roa, Numeri-
cal analysis for a non-isothermal incompressible Navier-Stokes-Allen-Cahn system,

manuscrito, 2023 (sometido)].
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1. PRELIMINARES

En este capitulo haremos una revision de algunos conceptos y resultados relevantes
que seran utilizados en el desarrollo del trabajo. Iniciamos con una revisién sobre
ciertos espacios de funciones, incluyendo principalmente los espacios de Lebesgue,
Sobolev y Bochner. Posteriormente, presentamos una revisién de algunos resulta-

dos conocidos del analisis funcional.

1.1. ESPACIOS DE FUNCIONES

Sea 2 un dominio acotado de R"™ con frontera 99 suficientemente regular. Para

p € R, 1<p< oo, el espacio de Banach L*(Q2) es definido como

LP(Q)) := {u :Q — R: ues medibley / lu(x)|P de < oo} :
Q
con norma ||| ., definida por

rwmmnz(ém@mmm>?

En el caso p = 2, el espacio L*(2) es un espacio de Hilbert con producto interno

(u0)esey = [ u(w)ola) da,

1
y con norma definida por [[uf| ;2 = (u, u);(m. Se muestra facilmente que sip > ¢,

el espacio L*(Q2) C L1(2). Asi mismo, el espacio L>(£2) es definido como

L*(Q) :={u:Q—R: uesmedbley |u(x)| < C c.tp.enQ},

19



con norma definida por

||U||Loo(Q) = sup ess [u(z)|.
xel)

Para 1 < p < oo, el espacio dual de L?(2) denotado por (L*(£2))" es dado por
/ 1 1
(LP(2)) = LY(Q2), donde — + - = 1.
P q
Asi mismo, el dual de L' (Q2) es L>((2). Para espacios L*(£2) de funciones vectoriales
de dimensién N, se usara la notacién L?(Q) = (L*(Q2))V, es decir,
LP(Q) :={u = (uy,...,uy) :u; € LP(Q) parai =1,...,N},

y su norma asociada esta dada por

N 3
[ellr ) = (Z leli) :
=1
Se define el espacio L9(0€2) como

L1(0Q) := {u : 002 - R : ues medibley lul?dS < oo} :
G)

1
00 = ( / ru\qu) |
o0

Los espacios C5°(Q) y L},.(Q) se definen respectivamente como:

loc

con norma

C(Q) :=={u:Q—R:ue C®2) con soporte compacto en 2},

Ll

loc

(Q): {f:Q—>R:fes medibley/ |f| < 400, VKcQ,Kcompacto}.
K

20



Partiendo de estos espacios, definiremos el concepto de derivada débil.

Definicion 1.1.1. (Derivada débil). Suponga que u,v € L} .(Q) y a es multi-indice,

loc

la funcion v es la a-ésima derivada débil de u, si

/uDo‘qﬁd:p = (1)l / vodr, Yo € C5°(Q).
Q Q

Parak € Ny pe Rcon 1 < p < oo, los espacios de Sobolev W*?(2) son definidos
por
WkP(Q) := {v e LP(Q): D*v € LP(Q) paratodo 0 < |a| <k},

donde D es el operador diferencial

olel

D® = e
aq an

con |a| = ay+---+ayy a; € ZTU{0}. El espacio de Sobolev 1W*?(Q2) es un espacio
de Banach con la norma

P

||UHWIW(Q) = Z ||DaUHIZ/P(Q) y P <00,
| <k

ooy = mix (sup ess | D*u(a)]), p = oo
|| <k xe)

El espacio W*»(Q)) es separable para 1 < p < oo y reflexivo para 1 < p < oo.
Ademas, cuando p = 2, W*2(Q) := H*(Q), el cual es un espacio de Hilbert con el

producto interno

(u, V) () = Z (D%u, D*v)1200) = Z /QDau(a:)Dav(zc) dex,

lo| <k lo| <k

1
y cuya norma es definida por |[v|[mq) = (v, u)5nm ). De ahora en adelante (-, -)

denota el producto escalar de L*(Q).

21



El espacio H['(2) es definido como la clausura de C;°(€2) en la norma H™(2). En

particular, H3(2) es caracterizado por

H) ={uec H(Q):u=0 sobre 0Q}.
Para espacios de Sobolev de dimension N, se usara la notacién W*?(Q) = (Wk»(Q))¥
y H"(Q) = (H™(Q2))", es decir,

WEP(Q) = {v = (v, ...,on) s v; € WEP(Q) parai = 1,..., N},

H™(Q) :={u = (u,...,un) :u; € H"(Q) parai=1,..., N},

y sus respectivas normas asociadas estan dadas por

2

N
2
”'v“W’“’T’(Q) = (Z HUiHkaP(Q)> ’
=1

2

N
2
HuHHm(Q) = (Z Huz‘”Hm(Q)>
=1

Por simplicidad en la notacion, a lo largo de este trabajo usamos ||-|| x para referirnos

a la norma del espacio X (2). También se utilizan los siguientes espacios:

H={vel*Q);V -v=0;v-nlpg =0},
V={veH (Q);V -v=0;v|pn =0},
H.(Q):= {0 € H'(Q) : ¢ - n = 0 sobre 92} .

Utilizamos las siguientes normas equivalentes en H}(Q2) y H! (Q), respectivamente

22



(véase "7 y 18):

lull7 = [ Vulz, Yu € Hy(Q), (6)

lolli = llolz: + ot ollz. + IV - ol Vo € Hy(Q). (7)

Observacion 1.1.2. A menos que sea estrictamente necesario, para evitar ambiglie-
dades, usaremos (para las normas en espacios de funciones vectoriales) la notacion

|lullx = ||u|x, es decir, omitiremos la negrita en el espacio X.

Motivado por la descomposicion de Helmholtz, se tendra en cuenta que podemos
reescribir a —Awv como
—Av = Av + Vg, (8)

parav e H*NVyalging e H', con [,¢q =0y donde A es el operador de Stokes.

Finalmente, definiremos los espacios de Bochner.

Definicion 1.1.3. (Espacios de Bochner) Sea X un espacio de Banach y a,b
fales que —0 < a < b < +00. Paral < a < 400, diremos que f € L*(a,b, X)

si f es medible y

b 1/a
Hfum,b;X):( / ||f<t>r|§dt) < too.

En el caso o = +o0

HfHLoo(a,b;X) =supess || f()| x -

t€la,b]

7 Jindfich Necas. “Les méthodes directes en théorie des équations elliptiques”. En: Academia

(1967).
8 Chérif Amrouche y Nour El Houda Seloula. “Lp-theory for vector potentials and Sobolev’s inequa-
lities for vector fields: application to the Stokes equations with pressure boundary conditions”. En:
Mathematical Models and Methods in Applied Sciences 23.01 (2013), pags. 37-92.

23



1.2. DEFINICIONES Y RESULTADOS DE ANALISIS FUNCIONAL

En esta seccién, se citaran algunas definiciones y resultados del area de Analisis

Funcional que seran utilizados en el desarrollo de los capitulos posteriores.

Definicion 1.2.1. Sean X eY dos espacios de Banach. Un operador lineal T : X —

Y se dice que es acotado, si existe una constante C > 0 tal que

| T(z)|ly < Cllz||y, paratodoxe X.
Denotamos por B(X,Y") el conjunto de todos los operadores lineales y acotados de
Xeny.

Definicion 1.2.2. Sean X y Y espacios de Banach con normas |||y ¥ |||l respec-
tivamente, tales que X C Y. Diremos que X esta inmerso continuamente enY, y
lo denotaremos por X — Y, si el operador inclusion es continuo, es decir, si existe

una constante C' > 0 tal que

zlly <C x|y, VoeX.

Teorema 1.2.3. (Teorema de las inmersiones de Sobolev '°). Sea Q) un dominio de
RY,p>1yk>0.Sikp <N, entonces

WEP(Q) — L'(Q),

para todo r € [p, 5*5] sikp < N, y para todo r € [p,o0) si kp = N. En particular,
existen constantes c,, c, > 0 que dependen unicamente de k,p,r y N, tales que para
todo u € Wk»(Q)

19 Giovanni Galdi. An introduction to the mathematical theory of the Navier-Stokes equations:
Steady-state problems. Springer Science & Business Media, 2011.
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N ,
lull- < 1 |[ullyr, paratodor € [p,———2—], sikp < N,

- N —kp
lull .- < co||ullyr, Paratodor e [p,o0), sikp= N.

Finalmente, si kp > N, cadau € W*?(Q) es igual en c.t.p. en Q) a una Unica funcién

en C'(Q), con0 <1 < k — & y la siguiente desigualdad se tiene
luller < esl[ullyns
para alguna constante cs > 0.

Teorema 1.2.4. (Teorema de Lax-Milgram). Sea H un espacio de Hilbert y a : H x
H — R un operador bilineal continuo y coercivo, esto es, existen constantes o, 5 > 0

tales que
la(u,v)| < allullg ||v]l;, paratodou,ve H

a(u,u) > B |ull3,, paratodowu c H.
Entonces, para cada f € H' existe un unico elemento v € H tal que
a(u,v) = (f,v), paratodov € H.

Lema 1.2.5. Sea ¥ un subconjunto de 0S) de medida positiva. Entonces para todo

ue WhH(Q), 1 < q < oo, la siguiente desigualdad se tiene

mescowwm+ém0, ©)

donde la constante C > 0 depende de N, ¢,12, %, es decir C = C(N, q,,%).
Demostracion. Véase '°. O

Observacion 1.2.6. Note que siu € W4(Q), 1 < q < oo, es tal que u = 0 sobre 3,

para algun subconjunto ¥ de 02 con medida positiva, entonces la desigualdad del
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Lema 1.2.5 se reduce a
[ull e < CVull L, (10)

con C = C(N,q,Q,%) > 0. Como consecuencia, se deduce que siu € H*(Q) es tal

que u = 0 sobre %, para algun subconjunto Y. de 052 de medida positiva, entonces
ull 2 < CIVull 2, (11)

y por lo tanto,
[ulln < Cl[Vul[z2 . (12)

Lema 1.2.7. Denotemos por

(u>zﬁ/ﬂudm,

lo cual se denomina como la media de u. Entonces, para todo v € W?(Q),1 < p <
+00, Se tiene que
lu = (W)l|r < C[Vullze,

donde C = C(N,p) > 0.

Observacion 1.2.8. En particular, el Lema 1.2.7 implica que para todo v € H'(S),

con (u) = 0, la estimacion (12) también es valida.

A lo largo de este documento, usaremos las siguientes desigualdades de Sobolev y

de interpolacion:

[ullz < Cullullye, Yu e HA(), (13)
[l pe < Collull b Jull 3 Yu € HY(Q), (14)
ulls < Csllull i llullis Yu e HY(S), (15)

para algunas constantes Cy, Cy, C5 > 0, en funcion de 2, pero independiente de w.
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Asi mismo, utilizaremos las desigualdades de interpolacion de Ladyzhenskaya y de
Gagliardo-Nirenberg: para cualquier v € H' que se anula en la frontera de Q se

cumple que

[v]l34 < V2(IVol| a2 o]l 2, N =2, .
2 3/2 1/2
[o]2. < 2(|Vo| 32 loll}s?, N =3,

yparau € LINW™" 1 <q,r < oo,

j « l1—a
IVoul| 0 < Callullgym [l (17)
donde
I 1 m 1
- == - —— 1—a)-, L <a<l1
p N+a(T N)+( Oé)q7 m_Oé_,

para alguna constante positiva Cy con la Unica excepcién:sil <r <ocoym —j — %
es un numero entero no negativo, entonces la desigualdad anterior s6lo se cumple
para L <a < 1.

Las dos desigualdades que se citan a continuacién son usadas frecuentemente y

sus respectivas demostraciones se encuentran en 2°.

Lema 1.2.9. (Desigualdad de Young). Sean a, b, p, ¢ numeros reales positivos tales

que }D + % = 1. Entonces se verifica la siguiente desigualdad

al?  b?
ab < — + —.
p q

Lema 1.2.10. (Desigualdad de Hélder Generalizada). Sea ) un dominio acotado

de RY y las funciones f; € L*i(Q) parai = 1,2,....k, con p;,p > 1 y satisfaciendo

5 =5 o +..+ - Entonces, para [ = fif>- - fi-1fx € LP(2) se tiene

20 Haim Brezis y Haim Brézis. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations.

Vol. 2. 3. Springer, 2011.
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Ll ze < Ifall o (1 f2ll e - - el o

El siguiente resultado es utilizado en el Capitulo 3 para probar la existencia de solu-

cién del esquema numérico que se propondra.

Lema 1.2.11. Sea X un espacio de Hilbert de dimension finita con producto escalar
(-,-) y norma |-|, y sea P una aplicacion continua de X en si mismo. Asuma que
existe p > 0 tal que (P(¢),&) > 0 para |£| = p > 0. Entonces, existe £ € X, |£] < p,
tal que P(¢) = 0.

Teorema 1.2.12. (Férmula de Green). Sea Q) un conjunto abierto de clase C'. Sea
w una funcion C()) con soporte acotado en la clausura Q). Entonces w satisface la

formula de Green
ow

Q ox;

(2)da — / w(@)mi(@)ds,
o0
donde n; es el i-ésimo componente de un vector unitario normal hacia afuera de ).

Corolario 1.2.13. (Integracion por partes). Sea Q) un conjunto abierto de clase C'.
Sean u y v dos funciones C'(Q) con soporte acotado en el conjunto cerrado ().

Entonces se satisface la formula de integracion por partes

/Q u(sc)ggi (2)dw — — /Q v(a:)g;: (x)da + /6 u(@)ol@)ni(e)ds.

Demostracion. Es suficiente tomar w = uwv en el Teorema 1.2.12. O]

Corolario 1.2.14. Sean ) un conjunto abierto de clase C' y u una funcién de C*(Q2)
y v una funcién de C*(Q)), ambas con soporte acotado en el conjunto cerrado .

Entonces se satisface la formula de integracion por partes

ou

/Q Au(z)o(@)ds — — /Q Vu(e) Vo(@ydz + | Sh@)o(ais

ou i ou __
donde Vu = (8—%,)199[ es el gradiente de u, y 5= = Vu - n.
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Teorema 1.2.15. Sea X un espacio de Banach reflexivo y (x,) C X una sucesion
acotada en X. Entonces, existe una subsucesion (x,, ) C (z,) y * € X tal que x,,

converge débilmente a z.

Teorema 1.2.16. Sean X Banach separable, X' el espacio dual asociado a X y
(z;,) € X' una sucesion acotada en X'. Entonces, existe una subsucesion (x;, ) C

x)) yx' € X tal que x!, converge débilmente-* a x'.
n ng

Teorema 1.2.17. Sean X,, X y X, espacios de Banach tales que X, y X, son refle-
xivos y Xq —— X — X, donde la primera inmersion es compacta y la sequnda es

continua. Asuma que 1 < pg, p1 < +oo y defina
WPoPL(0,T; Xo, X7) = {2z € L (0,T; Xo) : 2z € L (0,T; X1)},
dotado de la norma natural
[2[lwror1 0,7:%0,x1) = 12l 270 0,7:x0) + | 2ell Lo 0,731 -
Entonces WroP (0, T; Xy, X1) es un espacio de Banach reflexivo y la inmersion
WPoPL(0,T; Xo, X1) <> LP°(0,T; X)

es compacta.

Lema 1.2.18. Sean X —<— B — Y espacios de Banach con inmersiones conti-
nuas, siendo ademas la de X en B compacta. Entonces se tienen las siguientes

inmersiones compactas:
n L0, T3 X)N{p: 2 e L7(0,T;Y)} > C([0,T]; B)  sil<r<+oo,

n 190, X)N{¢: 2 € LY0,T;Y)} —> LU(0,T;B) sil<q< +oo.
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2. ANALISIS TEORICO

En el presente capitulo nos enfocamos en el andlisis de la existencia y unicidad de
solucién del sistema (1)-(2) tanto débil como fuerte, en dimensiones N =2y N = 3.
Los resultados de este capitulo son de tipo disertativo y corresponden a resultados

de 4.

2.1. EXISTENCIA DE SOLUCIONES DEBILES

Iniciamos esta seccion dando la definicién de solucion débil para el sistema (1)-
(2), y posteriormente recordamos un resultado, proporcionado en 4, relativo a la

existencia de soluciones débiles globales para (1)-(2).
Definiciéon 2.1.1. (Solucién débil) Se dice que una tripla [u, ¢,0] es una solucién
deébil (global) de (1)-(2) en (0,T) paraT > 0, si
uwe L®0,T;H)NL*0,T;V), ¢,0 € L* (0,T; H' N L=) N L* (0,T; H?)
para N = 2,
u, € L*(0,T; V'), ¢, 0, € L* (0,T; L),

para N = 3,
w, € L5 (0,T; V'), ¢1,0, € L (0,T; L?)

y satisface c.t.p. t € (0,T),

(u,v) + (u - Vu,v) + v(Vu, Vo) = —(eA¢V o, v) — (aAbVH,v), Yv €V,
¢ +u-Vo=v(Aop—F'(9), c.tp. enQ,
0, +u-V0 =kAO, c.t.p.en,
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junto con las condiciones iniciales y de contorno (2).

Teorema 2.1.2. ("%, Teorema 2.3) Sean uy, ¢y, 0y € H'(2) N L>(Q), con ||¢o|| ;- < 1.
Entonces, el sistema (1)-(2) tiene al menos una solucion debil global que satisface

o] < 1,10] < ||6oll.~ c.t.p. Q2 x (0,00), y la siguiente desigualdad energética c.t.p.
tel0,7]:

i + V6|2 + ol V|2 + 2 / F(6)da

t
+ 2/ (WIIVulge + 7 leAd = F'()II7z + ka ]| A072)ds (18)
0

< |luollz2 + e Vool 1z + [ Vool 72 + 2/ F (¢o) dex.
Q

Demostracion. Para demostrar el Teorema 2.1.2, aplicamos el método semi-Galerkin
(ver '%). Es importante mencionar que, sin pérdida de la generalidad, tomaremos los

siguientes valores para los parametros en lo que queda del capitulo
e=a=v=k=1.

Sean s; y \; las funciones propias y los valores propios del operador de Stokes.
Para toda m € N, denotamos por P,, la proyeccién ortogonal de H sobre H,, =
gen{si, ..., Sm}-

Filemos T' > 0. Para cualquier m € N consideramos el siguiente problema aproxi-
mado: Encontrar

m

u(t) =Y gr(t)s, "y o"

=1
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tales que

(d
pr (u™,v) + (u™ - Vu™, v) + (vVu™, Vo)

= — (A¢p"Vo™, v) — (AI"VI™ v), Yv e H,,
O+ u™ - Vo™ = A¢™m — F' (¢™) en Q x (0,7, (19)
07 +um - VO™ = A" en Q x (0,7,
u™(0) = Pyug, ¢™(0) = ¢g, 0™(0) =6y en

90 — W™ — () sobre 9Q x (0, T)

\ In

La existencia y unicidad de la solucién local definida sobre (0, 7,,,) para algun 7;,, >
0 puede obtenerse mediante un argumento de punto fijo. La prueba se hace en
la Proposicion 5.0.3 de los Anexos. Note que ¢™ y 6™ satisfacen el principio del
maximo, mas precisamente, |¢™| < 1y [0] < ||6]|;~ C.t.p en Q x (0,T,,). Ademas,
tomando u™ como funcién test en (19),, multiplicando la ecuacion (19), por —A¢™ +
F'(¢™), y la ecuacion (19); por —A6,,, integrando en 2 y sumando las ecuaciones

resultantes, encontramos que [u™, ¢, §™] satisface

d m m m m
= (132 + 1V6™ 13 + 70" 132 + 2 / F(¢") da)

+2 (v IVu" 3, + 1 A¢™ = F' (6713 + 1267 3,) <o,
(20)

donde hemos utilizado que (u™ - Vu™, u™) =0y (u™ - Vo™, F'(¢™)) = 0.

Por lo tanto, integrando en tiempo y utilizando que F'(z) > —c,, y también que

F(¢o) < méxgei—11] F(x), Y |Pruol 2 < ||uol| ., Obtenemos
[w™ ()| 72+ Vo™ (7 VO" )72 < llwoll72+ Vo724 VOo|l72+C [Qf Wt € [0, T).

Por lo tanto, podemos tomar 7,, = T. Ademas, de las estimaciones anteriores, tras

la integracién en el tiempo y utilizando estimaciones elipticas estandar, (ver Teorema
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2.3.3.6 de 2') obtenemos

{u™},, es acotada en L>(0,T; H) N L*(0, T; V), 1)

{¢™}n, {60™},, estan acotadas en L>=(0,7; H N L) N L*(0,T; H?),
independientemente de m.
De las estimaciones uniformes deducimos que existen funciones u € L>(0,7;H) N
L*(0,T;V)y ¢,0 € L>(0,T; H' n L*>) N L*(0,T; H?), tales que, para alguna subsu-
cesion de [u™, ¢™,0™], denotada de la misma forma, las siguientes convergencias

se tienen:

u™ — u débilmente en L?(0,T;V), débilmente-* en L>(0,T; H),
¢™ — ¢ débilmente en L* (0, T; H*), débilmente-* en L> (0,T; H'),

9™ — 6 débilmente en L? (0,7; H*) , débilmente-* en L= (0,7 H") .

Para pasar al limite en los términos no lineales necesitamos algunas convergencias
fuertes. Para ello, estimaremos la derivada con respecto a ¢ de la solucién aproxi-
mada.

Observe que por la identidad V - (Vw ® Vw) = V <@> + AwVw donde ® es el
producto de Kronecker ((a ® b) es la matriz con entradas (7, j) dadas por (a ® b);; =

a;b;), podemos reescribir
— (AQVP™, v) — (AIVO™, v) = (Vo™ @ V™, Vo) + (VO™ ®@ VI™, Vo),

para todo v € V; por lo tanto, a partir de (19); y utilizando el principio del maximo

21 Pierre Grisvard. Elliptic problems in nonsmooth domains. SIAM, 2011.
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para 6,,, tenemos

lu’lly, < sup (| (@™ V™, 0)| +| (/Fu", Vo) | +] (V6" © V6™, Vo)|

ve
lvlly <1
+] (VO™ ® VO™, V) \)

< sup (VIIVUmHLz IVl 2+ ™[] o [Vl 2l (] 2o
v

€
vl <1

+ IV 2 V0l 2 V6™ e + 190" | 97012 967 )

< O ([u"lly + w2 + V6™ 70+ V0"1I74)

Para estimar el lado derecho utilizamos la desigualdad de interpolacion de Gagliardo-
Nirenberg (17) y el hecho de que {¢™},, y {#"},, estan acotadas en L>(0,T; L*>).

En particular, podemos acotar
IV6™ |24 < Cll¢™ gz 6™ | < Cll6™ g2

y similarmente,
IV6™ 20 < C 10" M-

Utilizando la desigualdad de Ladyzhenskaya (16), cuando N = 3 tenemos que
iy < € (lully + IV 152 ™2 + 167+ 167 )

obteniendo

t1 t1 t1 t1 t1
3p/2 2
P e A Ry A Sy A Ry
to to to to to

Dado que necesitamos un valor para p de tal manera que ft? |uf"|[%, < oo, usando
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(21), llegamos a que
t1
/ V™2 < o0
to

para p = 4/3, y consecuentemente {u;"},, estda acotada, independientemente de
m, en L3(0,T; V). De manera analoga, cuando N = 2, deducimos que {u"},, esta
acotada en L?(0,7; V). Dado que la inmersién V C H es compacta, se deduce del

Corolario 4 de 2?2, que la subsucesion
u™ — u fuertemente en L*(0,T; H).
De la ecuacion (19), se tiene
197112 < C (w174 + IV ™ 70 + 11 26™ | 12 + [1F' (™)l 12) -

Como en el caso anterior, utilizando la desigualdad de Ladyzhenskaya (16), elevan-
do a la p e integrando desde ¢, a t; obtenemos que {¢;"},, es acotada independien-
temente de m en L3(0,T; L?) para N = 3y en L%(0, T; L?) para N = 2. Utilizando de
nuevo el Lema de compacidad, Corolario 4 de 22, garantizamos la existencia de una

subsucesion de {¢™},,, denotada por simplicidad por {¢™},,., tal que
o™ — ¢ fuertemente en L?(0,T; H*).

Usando un argumento similar, se puede demostrar que existe una subsucesion de
{6™},,, tal que

6™ — 6 fuertemente en L*(0,T; H").

Por lo tanto, podemos pasar el limite en (19). Note que F'(¢™) — F'(¢) fuertemente

22 Jacques Simon. “Compact sets in the space L p (O, T; B)”. En: Annali di Matematica pura ed
applicata 146 (1986), pags. 65-96.
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en L?(0,T; L*) y concluimos que existe al menos una solucién débil para el problema

(1)-(2).
Mostremos la desigualdad de energia (18) que permite extender la solucion a (0, co).

Integrando (20) en el tiempo, se deduce que

[u™ ()72 + V6™ ()72 + VO™ (1)]7 + Q/QF(Cbm)diB
! m||2 m roamy |2 m||2
+2/ (WIIVu™(|72 + [[A¢™ = F'(¢™)||2 + [|1A0™]|72) ds
0

< ol + [VdollZs + [ V0|22 +2 / F (60) da.
Q

Como el lado derecho no depende de ¢, tenemos que la solucién aproximada esta
definida en (0, 00), y tomando el limite cuando m tiende a oo, vemos que (18) se
cumple. Cabe mencionar que, debido a las estimaciones elipticas para el problema
de Neumann y las estimaciones de ¢ y 6 en L2 (0, c0; L?), se deduce que ¢y 6 estan

loc
en L? .(0,00; H?). O

2.2. EXISTENCIA DE SOLUCIONES FUERTES PARA N =2

Definicion 2.2.1. (Solucion fuerte) Una tripla [u, $,0] se dice solucion fuerte del

sistema (1)-(2) en (0,T), paraT > 0, si

u € L0, T;V)NL*(0,T;H?), ¢,6 € L™ (0,T; H*NL>®) N L* (0,T; H*),

uw, € L (0,T;H), ¢,60, € L™ (0,T;L*) N L*(0,T; H'),

verifica (1) c.t.p. en Q2 x (0,T) y satisface las condiciones iniciales y de contorno (2).

Teorema 2.2.2. ("4, Teorema 2.4) Bajo las hipdtesis del Teorema 2.1.2, si ademds
uy € V, 00,00 € H*(Q) con ||¢gllz~ < 1y % = % = 0 sobre 0%), entonces el

sistema (1)-(2) tiene una unica solucion fuerte global para N = 2.
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Demostracion. Obtendremos una desigualdad diferencial para normas de orden su-
perior para la solucion aproximada. Para simplificar la notacion, en lo que sigue
omitiremos el superindice m.

En primer lugar, tomamos Au € H,,, donde A es el operador de Stokes, como
funcién de prueba en (19); y obtenemos que

1d

5 dtHqu%Q — (V- (vVu),Au) = —(u - Vu, Au) — (ApVe, Au) — (AOVH, Au).

Recordando que —Au = Au + Vg, llegamos a
—(V - (vVu), Au) = (vAu, Au) + (vVq, Au) ,
con lo cual, utilizando el hecho de que Au = 0 sobre 02y V - Au = 0, obtenemos
—(V - (vVu), Au) = (vAu, Au).

Por lo tanto,

1d

5 dtHqu%Q +v HAuHiz < |(u - Vu, Au)| + |(AdVo, Au)| + [(AOVO, Au)|. (22)

Ahora, aplicando el gradiente a la ecuacion (19), para ¢ y a la ecuacién (19); para

0, multiplicando por —VA¢ y —V A6 respectivamente, integrando en (2, llegamos a

= (V¢i, VAY) — (V(u - V), VA¢) = —(VAY, VAG) + (V(F' (), VAP), (23)
— (V0,,VAG) — (V(u- V0), VA) = —(VAI, VAS).

Teniendo en cuenta que %" = %™ — () sobre 09, y que — (Vr, VA®) = L4 | A¢|%,

(el mismo resultado se tiene para ) y sumando las ecuaciones resultantes junto con
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la ecuacioén (22), llegamos a

(IVullZz + |AGI7: + [|A0]72) + vl Aullz: + [IVASI[Z: + VA7

N | —
SIES

<|(w-Vu, Au)| + [(AdV ¢, Au)| + [(AOVE, Au)| + |(Vu - Vo, VAY)|

4| (w V20, VAG) | + | (F(6)V, VAG) | + (V- V6, T AG) &4

+ | (u-V?0,VAD) | := 28: J;.
=1
Estimaremos el lado derecho de (24) término a término. La demostracién se divide
en dos pasos. En el primer paso derivamos una desigualdad diferencial no lineal
que permite demostrar la existencia de soluciones locales fuertes.
Denotamos por ¢ una constante positiva que se elegira mas adelante. Recordemos
que las soluciones aproximadas satisfacen (21). Observe que combinando la des-
igualdad de Gagliardo-Nirenberg (17) y el hecho de que ||A-||;. es equivalente a la

norma H?, se cumple que
IVul7: < C | Aul| . [[Vaul| . - (25)

Ademas, la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg (17) y estimaciones elipticas (ver

21 23) dan las siguientes estimaciones para z, siendo z igual a ¢ 0 6:

IV2ll7a < Cllzllge 12ll e < C (1A2] 2 + 1), (26)

23 ME Taylor. Partial Differential Equations I. Basic theory, vol. 115 of Applied Mathematical Scien-
ces, edition. 2011.
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donde hemos utilizado que = estad acotada en L>°(0,T’; L>°). Ademas

Az < Oz s [|AZ]] 52
[1Az]]7 2]l s 1A=l 27)
S CO(IVAz|| 2 + [[Az] g2 + [[2]] 12) 1AZ]] 2

192210 < Cllellin (1922 8
< (IVAge 1Azl 2 + VAl o + 1A2]5 + |42,z +1).

Paso 1: Solucidn local fuerte para N = 2.  Por las desigualdades de Hélder,

Ladyzhenskaya (16), Young y (25), llegamos a

I < evl|Aully + OVl [l | Va7 29)
< 2ev || Aul?, + C | Vull;s

donde hemos utilizado que u esta acotada en L>°(0,7;H). De manera analoga,

utilizando (26) y (27), obtenemos

Ty < ev||Aullz + ClAGIL Vol 1
< ev||Aulli, + C (VA r2l| Al 2 + 1A= + |AG]]12) (|A] 22 +1)  (30)
< ev||Aulli: + €| VAGIL: + C (A2 + | A 72 + 1A= + | AG]I72) |

Js < ev||Aullfs + €| VAO|Z. + C (| A0] 2 + | A0 72 + |A0]172 + [|A0]72) . (31)
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Para J, y J;, empleamos (25) y (26) junto con las desigualdades de Holder y Young,

para obtener

Ji < €| VAGI[L: + CllAullL: [Vl 2 (| Ag]| 22 + 1) (32)
< d[VAQ|L: + evl|Aulli: + C (IVullz + [[Vullz: + A1) ,

Jr < el VAO|IL: + evl| AuLz + C ([[VullZ: + [ VulL: + | A0]]7:) (33)

Para J5 y Js utilizamos (28) y la desigualdad de Ladyzhenskaya (16) para llegar a

J5 < €| VAG|22 + Cllull? V29|,
< €| VA2 + ClIVu 2wl 2 (IVAG]| 2 | Al 12 + VA 2 + | A2z + 1)

< 3¢|VAGI[L: + O (IVullz: + [[Vullz: + [Ad]Z: + |AG]l: +1)
(34)

Js < 3e|VAO|L + C (IVullz + Vel + |A0]7: + [A0]lz: +1),  (35)

donde hemos vuelto a utilizar que u esté acotada en L>(0,7; H).

Por Gltimo, dado que F' € C?y |¢| < 1, podemos obtener directamente que
Jo S IF" (@) g IV 0l 2 IVAGl| 2 < €[ VAT + C [VElIZ: < €| VA7 +C. (36)

donde se us6 el hecho de que ¢ esta acotada en L>(0,T; H').
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Ahora, reemplazando (29)-(36) en (24), llegamos a

| =

(IVullZz + [|AGI7: + [|A0]72) + viAullz: + [VASI[T: + VA7

N | —
QL

t
< 2ev || Aul|. + C || Vul|7.

+ evl|Aul|7: + €[[VAG[7: + C ([ A¢ 2 + [|A]17: + 12072 + [A¢]12)
+ ev| Aul7: + €| VAO)Z. + C (1A0] 2 + | A0]|7: + [[AG]|72 + [|A0]|72)
+€e[[VAQ|7: + evl|Aullf: + C ([Vull7 + [[Vullz: + | Ad]7:)
+3¢|VAG[72 + C (IVulf + [[Vaullz2 + [|A8]7: + [|Ad]7 + 1)
+e||VAg|I7. +C

+€e[[VAD|72 + ev| Aul7. + C (|VulZ: + [[Vul|zz + [|A0]72)
+3¢[|[VA|Z: + C ([Vaullfz + [[Vullz: + |A0]7: + |A0]7: + 1) .

Tomando ¢ lo suficientemente pequerio y organizando algunos términos, obtenemos

| =

(IVullZz + IAGI7: + [1A0]72) + vl Aullz: + [IVASI[Z: + VA7

| —
QL

t
< C(|Vulls + [A]L + [A0]L2 + 1) + C (| Ad|3: + | A6]I2.) (37)

+ O (1A0]1 2 + 1A0]12) + C (| VullZ2 + | A7 + 126172 ,

por lo tanto, integrando la ecuacién (37) de 0 a ¢, con t € [0,T,,], aplicando el Lema

de Gronwall, podemos concluir que
u € L*(0,T,,; V)N L*(0,T,,; H?), ¢,0 € L (0,T,,; H* N L>®) N L* (0, T,,; H?) .
Finalmente, no es dificil mostrar que se cumple
u, € L (0, T,; H), ¢, 6, € L (0, T, L) N L*(0,T,,; HY).

Esto demuestra la existencia de soluciones locales fuertes para del problema (1)-(2).
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Paso 2: Solucion global fuerte para N = 2.  Para extender la solucién local
basta con demostrar que [u, ¢, 0] estd acotada en L>(0,T; V) x (L>=(0,T; H?))? para
cualquier T > 0. Seguiremos un argumento empleado en 24 para el sistema bidimen-
sional de Boussinesq. El punto clave es combinar las estimaciones de energia con
la regularidad del sistema de Stokes. Mas concretamente, escribimos la ecuacién

(1); como
—V-wVu)+Vp=—u—u-Vu+ (—Ap+ F'(¢)) Vo — AV := H.
Entonces, aplicando el Lema 2.1 de 24, se tiene que

lwllmz + VP2 < C([[H] 2 + [[Vullr2) . (38)
Ahora, estimamos H utilizando la desigualdad de Ladyzhenskaya (16) y (25)-(27),

[#H] 2 < C(Jwll g2 + l[ullzsl[ Vel + 1A s [V Ol s + [Vl 22 + [[AO]] 1] VO] 14)
< CllAullzz + C (uell e + IVullZ: + IVAG[ L2 + A7 + [VAO||L2 + A0 72 + 1),

para cualquier ¢ > 0, donde hemos utilizado que w € L>(0, T;H)y ¢ € L>(0,T; H'N

L>). Tomando ( lo suficientemente pequeno en (38), deducimos que

[Aw] < C (lwell e + IVullze + IVAG| L2 + [ AG]I7: + VA2 + [A0]7 +1) .
(39)

24 Yongzhong Sun y Zhifei Zhang. “Global regularity for the initial-boundary value problem of the
2-D Boussinesq system with variable viscosity and thermal diffusivity”. En: Journal of Differential
Equations 255.6 (2013), pags. 1069-1085.
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A continuacion, estimaremos ||u.|| ;.. Para ello, se multiplica la ecuacion (1), por u.,
se integra en (2, y se utiliza que

vd

(vVu,Vu,) = 57

2
IVl ,

lo que implica que

3
. ViHVuHiZ:—(u-Vu,ut)—(AgngzS,ut)—(AOVQ,ut) =Y K. (40)

=1
Para estimar el lado derecho, procedemos de forma similar a como lo hicimos para
acotar J;, coni = 1,...,3 en el paso 1. Utilizando (39) para acotar || Au||;-, legamos

a

Ky < ellw7z + ClIVaul| 2| Ve 7

< € lwll7 + el Aul72 + C|| V| j2

< 2 |lws 7o + €| VA 72 + €| VAI|Z2 + C (I[Vaull e + [|AG]|72 + [|A0]72 +1)
(41)
Ky < ellwll7> + €| VA7 + C (A2 + 1), (42)

Ky < ellulf32 + €| VAG|2. + C (| AG|[12 + 1) . (43)

Por otro lado, aplicamos el gradiente a la ecuacién (1); para ¢ y a la ecuacion (1),
para 6, luego multiplicando por —VA¢ y —VAA a (1); y (1)4, respectivamente, e
integrando en 2, obtenemos (23). Aplicando las condiciones de contorno para ¢ y

para 6 y, teniendo en cuenta que — (V¢,, VA¢) = 34 |A¢||3. (el mismo resultado se

1
2
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tiene para ¢) y sumando las ecuaciones resultantes, llegamos a

(1AG]172 + [1A017:) + [IVAGIIL2 + VA7

N| —
SIS

<(Vu V¢, VAP) + (u- V24, VAQ) + (F"(¢)Ve, VAP) (44)

+(Vu- VO, VAQ) + (u- V0, VAG) :=> T,

=4

donde J;,coni = 4, ..., 8 vienen dadas en (24) y pueden estimarse exactamente de la
misma manera. Sin embargo, para J, y J; utilizamos la estimacion (39) y obtenemos

que

Ji < €| VAG|L: + evl|Aulfz + C ([Vullze + [[Vul7: + | Agl|7:)
< e lugl[72 + 2¢| VAG||Z2 + ¢ VA 72 + C (| Vulpz + [Ad72 + (28] + 1),
J5 < 3| VA2 + C ([IVulze + [Vl + A7 + [Ag]|7: + 1) ,
Jo < e|[VAQI* + C,
Jr < €| VA7 + evl|Aullz. + C ([VaullZ: + [ Vulz. + A7)
< el + [ VAGIEs + 2| VAR + C ([ Tullts + |AG]Ls + A8 +1)

(45)
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Finalmente, sumando (44) y (40) y utilizando las estimaciones (41)-(43) y (45), lle-

gamos a

5 (V1T + 1A + 18013 + s + IV A + 7801,
< 2 w2 + €| VAG| + | VA + C (I Vuliz + Al E: + [ A0]3 + 1)
el 32 + el VAGIE +C (JAd] + 1)
e llualfa + el VABIE +C (JA0]5 +1)
el + 26| VA + e VA +C (IVullza + [A0]E: + 120112 +1)
+ 3| VAGI[7a + O (IVullfe + [ Vullfs + |A6]5: + [A6]3 + 1)
+ el VAg. +C
e lfudl 32 + < VAGIE + 2| VAT + C (IVul + Al + [ A0]1 +1)

Tomando ¢ > 0 lo suficientemente pequefo y organizando algunos términos, obte-

nemos

| =

(v 19l + 18613 + 18013 ) + w2, + [ VASIE: + VA2

N | —
QL

t
< O (IVaullz. + [Ag]Iz2 + [|A6]|72 + 1)

+C (IVullz: + [Ad)L + |A0]Z: + 1),

por lo tanto, integrando y aplicando el Lema de Gronwall, podemos concluir
ully + |l + |10]l 2 < Cr, VELST.

Esto permite extender la solucién fuerte local a una global y asi concluir la prueba

del teorema para N = 2. La unicidad se deduce de manera directa.
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2.3. UNA FORMULACION EQUIVALENTE

Para disefiar un esquema completamente discreto y energéticamente estable aso-
ciado al modelo (1)-(2) y con el objetivo de controlar numéricamente los términos
fuertemente no lineales (—cA¢ + F'(¢)) V¢ — aAOVE a la derecha de (1),, introdu-

cimos las variables auxiliares
w:=—eAp+ F'(¢p) y o=Vb.

Entonces, obtenemos la siguiente formulacion variacional en las variables w, p, ¢,

w,0yo:

(

(u, @) + (u - Vu,w) + v (Vu,Vu) — (p,V - u)
= (wVo,u) —a((V-o)o, u),Vu e H(Q),
(V-u,p) =0, Vpe L),
(¢0,0) + (u- Vo, W) = — (w, @), Ywe H(Q), (46)
(w,0) =€ (Ve, V) + (F'(9),9), Yo H'(Q),
( (u-0,0) —k(V-0,0)=0, Vi< L*Q),
( A,V -&) =0, Vo e HL(Q).

Tomando la derivada temporal en (46)g, utilizando (46); con § = V - & y afiadiendo

46



el término k(rot o, rot &) (pues rot(VH) = 0), llegamos a

;

(ug, @) + (u - Vu,u) + v (Vu,Vu) — (p, V- u)

= (wV¢,u) —a((V-o)o,u), Yuec H)(Q),
(V-u,p) =0, Vpe Lj(Q),
(¢, W) + (u- Vo, W) = —y (w, @), Vo € H'(Q),
(w,0) =€ (Vo, Vo) + (F'(¢),0) . Vo€ H'(Q),
(6:,0) + (u-V0,0) + k(VO,V0) =0, V0 € H'(Q),
(

0,0)+k(V-0,V-7)+k(rote,rote)=(u-0,V-7), VoecH.(Q),
(47)

donde la condicién inicial considerada para la variable o es oy(x) = V6y(x). En

\

cuanto a la formulacién (47), tenemos los siguientes resultados.

Proposicion 2.3.1. (Equivalencia entre problemas (1) y (47)) Si [u,p, ¢,0] es una
solucion fuerte de (1), entonces [u,p, ¢,0,w, o] es una solucion fuerte de (47), y

reciprocamente.

Demostracion. Por una parte, si [u, p, ¢, 0] es una solucién fuerte de (1), definiendo
w = —eA¢ + F'(¢p) y o = V0, y procediendo como en (46)-(47), obtenemos que
[u, p, 9,0, w, o] es una solucion fuerte de (47). Por otra parte, si [u,p, ¢,0,w, o] es
una solucion fuerte de (47), aplicando el Corolario 1.2.14 y el Corolario 1.2.13 en las

ecuaciones (47), y (47)s, obtenemos
w=—eA¢p+ F'(¢) c.t.p.enQ, (48)

O, +u-VO0—EAO =0 ct.p.en. (49)

Por lo tanto, calculando el gradiente en (49), testeando por @ € H.(Q) y restando la

ecuacion resultante de (47)s, encontramos que p := o — V4 satisface

(p;,0)+k(V-p,V-T)+k(rotp,roteg)=(u-p,V-7) Vo c H},(Q),
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de la cual, tomando @ = p € H.(Q), obtenemos

1d
§%Ilp|liz + K[V - pllZ: +Elrot pll7. = (w-p, V- p) < [lullzs|lplls [V - pll.:
k 2 ¢ 2
< IV Pl + llullzsll ol 2 llpllae

<3 (IV - pll72 + [[rot pll72) + C([lullzs + [lullze) ol 72
Por lo tanto, utilizando el hecho de que p(0) = 0, deducimos que p = 0y por lo tanto,

o = V4. Utilizando este hecho y (48) en (47), y (47)3, obtenemos que [u, p, ¢, 0] es

una solucién fuerte de (1). O

Lema 2.3.2. (Ley de la energia disipativa) El sistema (47) satisface la siguiente ley

de energia disipativa:

d /1 € «
(Gl + S IV61E + 5 Nl + [ Flojde)
+ v [Vl 4 w2 + ak |V - |2 + ak ot o2, = 0.
Demostracién. Tomando [w,p, @, $,&| = [u,p,w, —¢:, ac] en (47) y sumando las

expresiones resultantes, los términos (p, V- u), (wVo,u), a((V-o)o,u) Yy (¢, w) se

cancelan, y llegamos a (50). O
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3. ANALISIS NUMERICO

En el presente capitulo, proponemos un esquema completamente discreto para
aproximar el modelo no isotérmico de interfaz difusa (1)-(2), que satisface una ver-
sion discreta de la ley de la energia disipativa (18). Probamos algunas propiedades
para el esquema, incluyendo su buen planteamiento, estabilidad energética, algu-
nas estimaciones uniformes y estimaciones éptimas de error en normas débiles y
fuertes para el conjunto de soluciones discretas con respecto a una solucion sufi-

cientemente regular del problema continuo.

3.1. ESQUEMA NUMERICO

En esta seccidn, presentamos un esquema completamente discreto para aproximar
el modelo no isotérmico de interfaz difusa (1)-(2), que satisface una versién discreta
de la ley de la energia disipativa (18). Consideramos, para la discretizacion temporal,
una particion uniforme de [0, 7] con paso de tiempo At = T/N ((t,, = mAt)"=Y);

mientras que, para la discretizacion espacial, los siguientes espacios de elementos

finitos:
Xy X Xy X Xy X Xy x Xy x X, € HH(Q) x HY(Q) x HL(Q) x H'(Q) x Hy(Q) x LE(),

correspondientes a una familia de triangulaciones regulares y cuasi-uniformes de
Q, {T»}n>0, conformadas por simplices K (triangulos en 2D vy tetraedros en 3D),
de modo que Q = Ugcr, K, donde h = maxger, hi, siendo hy el didmetro de K.

Asumimos que X, y &, satisfacen la condicion inf-sup: Existe una constante 5 > 0,
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independiente de h, tal que

_(p7 V- U)
sup ———=

> Blpllx,, VD€ &y (51)

Es bien sabido que podemos elegir la aproximacion de Taylor-Hood P, x P,_; (para
r > 2) (%°,26), 0 P, —bubble x P, (*°) (parar = 1) para los espacios de elementos finitos
[Xu, X,]; mientras que, los espacios [X;, X, X, Xp] pueden aproximarse mediante
P, x P,, x P,, x P,,-continuos, con r; > 1 (1 < i < 4). Ademas, consideramos el
operador de Stokes (P, P,) : H{(Q) x L3(Q) — X, x X, tal que

v(V(Pyu —u),Vu) — (Pop—p, V-u) =0, YuecX,,

(V- (Pyu—u),p)=0, VpedA,
que cumple las siguientes propiedades (¥’):
1
lw = Puullp + o llu = Puullr: < Khulgr, Ya e VN H(Q),  (53)

Ip = Pypllze < Kh"||plla, ¥p € Li(Q2) N HT(), (54)

[Puwllwre < Cllullgz y (Pplls < Cllplla- (55)

25 Vivette Girault y Pierre-Arnaud Raviart. Finite element methods for Navier-Stokes equations:
theory and algorithms. Vol. 5. Springer Science & Business Media, 2012.

26 Rolf Stenberg. “A technique for analysing finite element methods for viscous incompressible flow”.
En: International Journal for Numerical Methods in Fluids 11.6 (1990), pags. 935-948.

27" Francisco Guillen-Gonzalez y Maria Victoria Redondo-Neble. “Spatial error estimates for a finite
element viscosity-splitting scheme for the Navier-Stokes equations”. En: International Journal of
Numerical Analysis & Modeling 10.4 (2013).
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También consideramos los operadores de proyeccion
]P)d)ZHl(Q)%X(b, PUZH;_(Q)—)XU Yy PgiHl(Q)—)Xg,

verificando

(V(Psp — 6), Vo) + (Pt — 6,0) =0, Vo € &y,
(V- (Pyo—0),V-7)+ (rot(Pyo — o), rote) + (Poo —0,0) =0, Vo e X,,
(V(Pyf — 0),V0) + (Pe — 0,0) =0, VO € Ay,
(56)
respectivamente. A partir del Teorema 1.2.4, los operadores Py, P, y Py estan bien
definidos. Ademas, es bien sabido que se cumplen los siguientes errores de inter-

polaciéon

¢ = Pyollz2 + hllg — Podlli < KB Y|l gravr, Vo € HHH(Q),
lo = Poo|l2 + hllo = Poo|m < Ch™*Hlo| g, Vo € HFH(Q), (57)

10 —Pob|| 22 + h||0 — Pl zr < KR™FL|0]] grasr, Vo € H™TH(Q),

y las siguientes propiedades de estabilidad
P3¢, Poo, Bob] || < Cllld, 0, 0]l Y [[[Po¢, Poo, Pob][[wre < Cll, o, 0] 12 (58)

Para la variable auxiliar w, consideramos cualquier operador de interpolacién P,

verificando
|lw —Pywl|| g2 + hllw — Pyw|m < Khr2+1||w||Hr2+1, Yw € H”“(Q), (59)

[Pwwlla < Cllwllar y [[Puwllwre < Cllwlla2. (60)
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Por ultimo, consideramos las siguientes formas trilineales que se utilizaran en la

formulacién del esquema numérico:

|:((V1 . V)Vg,Vg) — ((Vl . V)Vg,V2>], Vv, va, vz € HY(Q), (61)

N | —

B(Vh Vo, V3) -

A(v, wy, wy) = %[((v Dpwrwn) — (v s, )] v € HHQ),wy,ws € HY(Q).
(62)
No es dificil comprobar que
B(vi,va,v3) = <(V1 : V)v2,v3), Wi €V, va,vs € HY(Q), (63)
A(ve, w1, wp) = ((VI-V)wl,wg), Vv €V, wi,ws € HY(Q), (64)
B(vi,va,va) = 0, Yvi,vs € H(Q), (65)
Alv,w,w) = 0, ¥ e HY(Q), we HY(Q). (66)

3.1.1. Definicion del esquema. Con el objetivo de construir un esquema total-
mente discreto energéticamente estable asociado al problema (1), descomponemos

F(¢) de la siguiente manera:

1 1
F@)= 3 (#—1)'= 16" - 6+ = =R+ F.(6),  (67)
donde
)= (6'+1) and F(9)= " (68)

Aproximamos F” (¢)explicitamente, es decir,

FL(65) = J-(0}) = —= 4, (69
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mientras que, para F, (¢), utilizamos la siguiente aproximacion del punto medio

Fo (7)) = Fy (¢)
fr (6 0h) = = w{;;ﬁ o G _ L () + (657 e + (@005 + (6h)")
h h

(70)

y asi, tenemos la siguiente aproximacién para el término del potencial
n+l ny __ 1 n+1\3 n+1\2 ,n n\2 in+1 n\3 1 n 71
f(p, o) = e (Oh™)" + (o) oh + (Dh)" en™ + (81)° ) — ggbh- (71)
Entonces, consideramos el siguiente esquema numérico:

= Inicializacién: Sea [¢), ), 0%, u)] = [Pyoo, Puwo, Poog, Puug) € Xy x X, X
Xy X Ay,

= Paso de tiempo » + 1: Dado [¢}, w}, o}, uj] € Xy x X, x X, x &, encontrar

[¢n+1 n+1 n+1 u®

n+1
O

w ot e Xy x X, x X, x X, x X, tal que, para todo
(¢, W, 7, w,p| € Xy x X, x Xy x X, x X, s€ cumpla:

;

(6tun+1,—)+B(uh’ Z+1’—)+y(vuz+l’vu) (pZ+1 vV - ’U;)
— (wi'Verm) +a (V- ophor.u) =

(Bidh ™ @) + (wp™ - VR, @) + (W™,
) =

( nJrl7 ¢) —¢ (V¢n+1 5) ( ¢n+17¢n 7 )

w)
(opt o) — (up™ -0}, V7)) +k(V-0}",V-7) +k(rot o)t rot o)

\ (V-uy™.p
(72)
a’tt — g7
donde, en general, denotamos §;a} ™ = hTth
Una vez resuelto el esquema (72), podemos recuperar 0;*! € X, resolviendo
(60771, 0) + A(up ™, 0511, 0) + k(VE; T, V0) =0, VI € X, (73)
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3.1.2. Buen planteamiento, estabilidad energética y estimaciones uniformes
del esquema (72)-(73). En esta seccidén, demostraremos algunas propiedades
cualitativas para el esquema numeérico (72)-(73), tales como la existencia y unicidad
de solucidn, estabilidad energética incondicional y algunas estimaciones uniformes
para las soluciones discretas, que se requieren mas adelante en el analisis de con-

vergencia.

Teorema 3.1.1. (Buen planteamiento de (72)) Existe [}, w;™ ot wptt pith] €

Xy x Xy X Xy x X, x X, Unica solucion del esquema (72).

Demostracion. En primer lugar, demostramos la existencia de solucion de (72) utili-
zando el Lema 1.2.11. Con este objetivo, denotamos ¢ = ¢7 ™ — g1, X = X, x X, X

X, x X, x X,y consideramos P[¢, wp!, o7t ult pitl] € X definido por

(Plowp o uy o [6,w, 0 w.5]) =
UZ+1 — uz — n o, ntl — n+l o=\ _ (,n+tl LA
> uw|+B (uh,uh ,u) —l—l/(Vuh ,Vu) (ph ,V u)
— (wpt'Ver ) + a ((V-opt)or, )

1
+Kt (gbvw) + (UZH : VQSZ,E) + Y (wz—i_law)
1

_ 1 _ _
—; (Wi,9) + e (V(0+60), V8) + 15 (F(9+ 61 67). )
n+1 n
+a (%;ah,ﬁ) —a(ut o}V 7) +ka (V-opt V- 7)

+ka (rot ot rot @) + (V- up™, p),

para todo [¢,w, 7, w,p|] € X. Tomando [¢,w,7,u,p| = [p,w; ™, ot it pitl]y

utilizando la identidad (a + b,2a) = a* — b* + (a + b)?, algunos términos se cancelan
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y luego, teniendo en cuenta que

(F(6+ 61 07).0) = (o (0 + 61 08). ) + (/-(67). 0
(Bl R ) (L) + o)
~ [ o+ oz~ [ Pooian— o [ (6 +2007) da

+ 5 6l
— [ Peto+ eyt~ [ Pepyin - 5 [ o+ 1o
+ 5 [ @pidm - 5ol

1
~ [ Plo+aiyae = [ Fopdz-+ ool

llegamos a

(Plocwi™ ot g (6.0 5]) =

QLN (IVoll32 = Ve N32 + IV (6 + o) 22) + [Jwi [
1
+E (HuerlHi2 - ||U'ZH%2 + ||’U/Z+1 — 'u,ZHiZ> Yy HvuerlHiz

a7 (o 15 = ot + o = ai.) + kal|V- o35,

n+1||2 i n . i n 1 2
thallrot el ™ + 55 | F(O+ dh)de — 55 / F(oR)dz + 5 1672

Por lo tanto, la hipétesis del Lema 1.2.11 se cumple para p suficientemente gran-

de, por lo que concluimos la existencia de [¢, wi™, af ! wlt! prt!] € X tal que

Plg,wi™ ot up pitl] = 0, lo que implica que [¢p ™, witt of T wlt pitl] es
una solucion de (72).

Por otro lado, para demostrar la unicidad, consideramos ¢}, wit!, o' upt!, pit'l,

[opht wpht o b up bt phh] € Xy x Xy x Xy x Xy x X, dos soluciones de (72). Enton-

n+l _ ,n+l__,n+l , m4+1 _  n+l_, n+l nt+l _ gn+l_ n+l _ntl _ ntl_ __n+l
ces, u" = w —upn W =wp —wy L, O =@p — gy, 0T = oy —og
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y p"tt = ppt! — pit! satisfacen, para todo [¢,w, T, w, p] € Xy X Xy X Xy X Xy X &),

é (v @) + B (u, v @) + v (V" Va) — (", V- -u) — (v"'Vep, u)
+a ((V-e" oy, u) =
L) @ S8) 2 () =0,
(w™,6) — e (Vo' Vo) — (f(oh1",01). @) + (F(ohh" n). 6) =
(0" 7) (0" Y 7) £k (V 0"V ) 4 k1ot 0" rot ) =
(V-u"",p) =
(74)
Tomando [¢,w, &, %, p] = [—¢"*!, Atw™ ™, aAte™!, Atu™, Atp™*+!] en (74), suman-

do las expresiones resultantes y utilizando (65), obtenemos

HunJrlHiQ N HVU”HHZ AL HwnHHi? +e HW"“H; + ”C’"“H;

#a (O = " o) & oz () - @r)?) o)

2 (007 0707 akt [V -0, + kit Jrot o7+, <0,
es decir,

[+ vt [T HAt [P HW“HZ +alem L,
1
oo I+ et 2, + o o oI

+ akAt HV . 0'"+1HL2 + akAt Hrot cJ'”HHL2
1
:_4_8 (¢n+1) ¢n+1¢z;1 de — — /(¢n+1) (b?}’lL( ZJ{1+ n+1) dx
1 mn n n n T n T n
< ool + o ans I + ool anls + o oo 2,

1 n n n n
+gW“Mb+gW“%ﬂm
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de lo que se obtiene

™, oA [T 2, 4+ < |9

+ Ha”HHiQ + akAt HV . cr”“Hi2 + akAt Hrot a’"““f:2 <0,

y asi [Vo't w'tl ot w1 = [0,0,0,0]. Utilizando que [V¢™t wtt utl] =
[0,0,0] en (74),, deducimos que ¢"*™' = 0. Por Ultimo, aplicando la condicién dis-

creta inf-sup (51) concluimos que p"*! = 0. O

Lema 3.1.2. (Buen planteamiento de (73)) Existe una Unica 6;"' € X, solucién de
(73).

Demostracién. Dado [u}*!,07] € X, x X}, (73) es un sistema lineal algebraico, basta
demostrar la unicidad, que se deduce utilizando argumentos estandar (teniendo en

cuenta la propiedad (66)). O

Teorema 3.1.3. (Estabilidad energética) El esquema (72) satisface la siguiente ley

discreta de energia disipativa:

(5 19657+ 5 N5+ 5 o + | Fioptyia)

At At

eS0T [+ Sl 2 +

+ Hwh“HL2 +v HV'U,Z“HL2 + ka ||V - O'ZHHLQ + ak Hroto'ZJrlHL2 =0. (75)

5 o |7 + a5 [loe s

Demostracién. Tomando w = w;*! en (72),, tenemos
(5t¢n+1 n+1) + ( (. VﬁbmeH) + 7Hwh+1||L2 =0. (76)

Ahora, tomando ¢ = —d,¢}"" en (72);, obtenemos

A
(i =00y ™) + SO 5 + ST + (P05 7). 007 H) = 0.

(77)
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Observe que

1 1 n n n+1 n+1
PRy = —rop = (- G G G
1 c ¢n+1€+ ¢n ¢n+1 _ ¢n (78)
_ ~(_Yh h h h
B g( 2 * 2 )

A continuacion, utilizando (69)-(70) y (78), obtenemos

(F(er™ n), 00 ™) = (f+ (@5 0h) + f-(0h), 0:0p ™)

n+1 n
Alt (F+( n+1) Fy (o0, 1) + (%( QST_HZ) ¢n+1> 5t¢n+1>

1
=0 ([ Peordn) - oo [ (00 - () dm + G100
At
= o < /Q F (™) dw) + S l10n 17

Ademés, tomando u = u]"™' en (72);, & = ao}™ en (72), b = pit' en (72)5 y
utilizando (65), llegamos a
—5t o 2+ 5 Hét PR N P AR AR
o ((V : O'ZH)UhauZH) ( +1V¢h7 nH) =0,

aAt

SOl 5+ T e ] —a (w07 Vo)

+ka HV . UZHHLQ + ka ||rot GZHH; =0, (81)

(V- uptt, ) = 0, (82)

Por altimo, sustituyendo (79) en (77), y sumando la expresién resultante con (76) y
(80)-(82), concluimos (75).
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Corolario 3.1.4. (Estimaciones uniformes) Sea [¢}", w}™ u}™ o}*'] una solucién
del esquema (72). Entonces, se cumplen las siguientes estimaciones
ut! esta acotada en I*(L*) N I>(H*),
o} estd acotada en 1™ (L*) N I*(H'),
wy! estd acotada en I*(L?), (83)
Voit! estd acotada en 1°°(L?),

o t! esta acotada en 1°(L*).

Demostracion. La prueba de (83),_, resulta de multiplicar la ley de energia discreta

(75) por Aty sumando desde n = 0 hasta n = m. Ademas,

1 1 1
F n+1 _ n+1 n+1\2 - <
/Q (@7 )da /(45( )= g g )ae < G

donde la constante C; > 0 es independiente de n, At y h. Entonces, tenemos
—||¢”“||L <% Hdﬁ“llp + —IQI +Co < —H¢Z“IIL4 +C,
con C > 0 independiente de n, Aty h, lo que implica (83)s. O

3.2. ESTIMACIONES DE ERRORES

En esta seccion, obtendremos estimaciones de error 6ptimas para cualquier solu-
cion [t wit ottt prtt g1t del esquema (72)-(73), con respecto a una
solucion suficientemente regular [¢, w, o, u, p, 0] de (47). Denotando el error total pa-
ra una variable general z en t = ¢"*! por el = z(t"*1) — "', considerando la
siguiente descomposicion

et = (2(t") = Poz(t™)) + (Poz(t™) — ™) = ©7F + 21, (84)

z
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para un operador de interpolacioén general P,; restando (72)-(73) a (47) ent = t"*ly

usando (52) y (56), obtenemos que los errores discretos ¢! satisfacen la siguiente

formulacion, para todo [¢, W, T, @, p, 0] € Xy X Xy X Xy X Xy X X, X Xp:

(B.E5+ ) + (€5 Vo), ) + (uf™ - VEL )+, ) = (R )
_ (5t@g+17@) — (@Z—H - Vo(t"), W) — (uz—i-l . V@g,@) _ ’y(@Z;H,@),

(€7,5) — (Ve VE) — (@) — (G4*,5)
=~ (€1,3) ~ (047.9) — ~(01.9) + (Ry".3) — (057, 9),
(6,67 7)) — (u(t"“) &0,V ~E) +k (V AR VA E) +k (FO’[ £t rot E)
= (R™,7) + (&' 07,V - &) — (6:077,7) + (u(t™) 08V .5)  (87)
+ (92“ o, V.o ) + k(e 7)),

(G0 @) + B (€, w(t™™), @) + B (u), &1, @) + v (VEL, Va) — (&7, V - @)
_ (§”+1V¢ (), ) ( +1v£¢’ ) +a ((V . £Z+1) O'Z,E)

a((V-ot"™),w) = (R u) — (6,001, u) — B (0L, u(t™),u)

— B (uy, 03, @) + (O47'Ve(t"), @) + (wp'VOy,w) —a (V- 05) o, w)

—a((V-o(t")eg, ),

(. V&) =0, (89)
(5t€n+1;_) T+ k (vfgz-i-l’ V@) — (@@n—i—l)@) +k (@g-ﬁ-l’g) (gn—i-l (tn-i-l) 5)

— AOL 0", 0) — Alup ™ &5, 0) — A(up ™ 057 0) + (Rg . 0)
(90)

donde

(R ) = (50(t"*") = an(t™). ) — (u(t™) -V (5(") = (M) ), (O1)
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(RE,3) = —(6(™) — 6(t"), D).
F

(@3) = (fulo(e+).7) - (=T 5)

Fo(¢(t™1)) — Fy(6(t)) Fi(éy) = Fu(dh) =
S ) — (i) 2)—( p 3).

(R, @) = (Bu(t™) — w(t71),7) — B (w(t™) — w(t™), w ("), @)

+ (wt™V (¢(t") = 0(t")) ,w) — a (V- a(t™) (a(t") — o (t") , 1),
(93)

(R T) = (6,0 (t"™) — o, ("), &) + (w(™) - (a(t"!) — o (t"),V-T), (94)

(92)

(GZJA?%) = (

(Rp1.0) = (8,0(6") — 0,(t"),6) . (95)
Es facil comprobar que

(GZH’(? 3 (4 tn+1 ) n+1 3¢(tn+1) (eg+1) +( n+1) 7¢)

a”?l**
—

+4_1€ (3 el —30(t") (¢5)" + (¢5)’ ’¢> (96)
4_16 (6 +1 tn+1 + ¢n+1)¢h + (¢(tn+1))2eg’a)
A%(e”+1 (1) + o(t™ Hen(o(t") + o7), &) -

Ademas, utilizando la formula de Taylor podemos deducir que, para algun s € (0, 1),

(G, ) = %(ﬂ(o@(zf"“) + (1= a)o(t)(o(t™*) = o(1")), 9)
= 2 (B0 + (L= B)o(tm)* (9(+) — 6() . 5). (97)
3.2.1. Estimaciones de error en normas débiles para [u, o, w, ] y normas fuer-

tes para ¢. En esta parte, obtenemos estimaciones 6ptimas del error en normas

débiles-fuertes asociadas al esquema (72)-(73). Para ello, hacemos la siguiente hi-
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pétesis inductiva: existe una constante positiva C' > 0, independiente de n, tal que
[ohllwrie <C, Yn>1. (98)

Al final de esta seccidn, verificamos la validez de (98). Ademas, introducimos, para

una variable general z, el operador A7 : H'(Q2) — X, definido por
(A72,2) = (Vz,V2) + (2,2), VzZ€ X, (99)
que satisface (ver 28, Lema 3.1)
[2nllwie < CllAz2nllze, Van € X.. (100)

Entonces, podemos demostrar los siguientes resultados:

Teorema 3.2.1. Asuma (98) y X, C X,,. Existe una constante C > 0 (dependiendo
de los datos del problema (47)) tal que si AtC' < % se cumple la siguiente estimacion

para los errores discretos

1€ oy + 110:657 a2y + 160 ey + 1657 e (wynez
€ oy < CCT) (At +mase{hn B, st ekt prety),
(101)

donde la constante C(T') > 0 es independiente de n, At y h.

Teorema 3.2.2. Bajo las hipdtesis del Teorema 3.2.1, la siguiente estimacion para

28 Francisco Guillén-Gonzéalez, Maria A. Rodriguez-Bellido y Diego Armando Rueda-Gémez. “Study
of a chemo-repulsion model with quadratic production. Part II: analysis of an unconditionally
energy-stable fully discrete scheme”. En: Computers & Mathematics with Applications 80.5
(2020), pags. 636-652.
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el error discreto £, se cumple
HA;? ngrl HZQ(LQ) < C(T) (At + HléLX{th7 h/"2+17 hT3+1’ h7"4+17 hr+1}> : (1 02)

donde la constante C(T') > 0 es independiente de n, At y h.

A partir de la descomposicion (84), el Teorema 3.2.1 y los errores de interpolacion
(53), (57) y (59), podemos deducir:

Corolario 3.2.3. Bajo las suposiciones del Teorema 3.2.1, se tienen las siguientes

estimaciones para los errores totales

[emtt, en™™ e ™|l (r2) + [le™ 22y < C(T )<At + max{h™, h2 T pratt pratt hr+1}>,
(103)
lew™ ea™, g e + el ey < C(T) (At+max{hﬁ,hm“,hra,hrah’“}),

(104)

donde la constante C(T') > 0 es independiente de n, At y h.

Estimaciones para ¢y w. Tomandow = &, w = 6,&} ' yw = £ en (85) (las
$

dos ultimas son posibles gracias a la hipotesis X, C X,,), obtenemos

&t e+l = - (upt - Ve et - (sept et
. (@Z+1 . qu(tn) §n+1) _ ( n+1 v@n’gg—&—l) _ (@n—l—l é-n—l—l) (Rn+1 gn—l—l)

(é&n-i-l V¢ tn gn-ﬁ-l Z Kw (1 05)
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H6t52+1”L _i_fy(gnJrl 5£n+1> — ( n+1 V§¢,(5t£n+l> <6t®n+1 §t£n+1)
(@n-ﬁ-l V¢(tn) 5t€n+1) ( n+1 V@g,5t§n+l) _ (@n+1 5€n+1)

(Rn-H 5 gn—l—l) (gn—l-l VQb tn (5t€n+1 ZTu (1 06)

A
15t||§Z+1H%2 4 _t||5t§Z+IH%2 — _( n+1 V§¢ §n+1) (5t®n+1 €n+1)
(@n+1 V¢(tn) €n+1) ( n+1 VGZ,fnJrl) _ (@n+1 £n+1)
(Rn+1, gn—&-l) (fn-‘rl v¢<tn) €n+1) (£Z+17 gn—i—l)

=Z% (107)

Observe que, usando las desigualdades de Hélder y Young, (53), (55)1, (57), (58), y

(59), tenemos

K| =[ (&7 Ve &7) — (Buu(t™) - VE &) |
< H£”“HL4 ||V€$HL4 €™ o+ [PuraE™ )] e V€512 Nl€5 ]2

(108)
G + 57 IV€ 1+ C et I U@ + 196315

<35

+C ™) [ HV%HLQ ’

Ko + K| < Hf"“HLz |(Z = Py)aip(t" )| . + 7[00 )

C
5 e e+ SR 00 [+ o o)

- 12
0 h T1+1) tntl 5
_HMWM+0AtL 000
LOARED [ (109)

64



K5 + K7\< V(") Hm € e + 10w ) 6wt 2

< Zle .+ = HW(t”)Him (lea |52 + 220 @) |00 (110)

|K4| :| (€n+1 . V@n,én—H) - (Puu(tn+l) . v@g’gnﬁ-l) |

<||€"“||Ls Ives IILe &1, + HPuu o VO35 N5

<N I+ 7 IV S+ o et I oten a
i H¢<t“>uim+1 ()2,
s 1S % ot - e
+— [V (e(t") = ¢>(t” DIe [le )]
< Bl lie+ St [ utol
+;HV t”“)—fbt )5 ] (112)

Similarmente, los términos T; y Z; (1 < i < 7) se controlan como en (108)-(112).

Para Zs, obtenemos

28] < 3 [l g ae < 5 e +2C15 (113)

Por lo tanto, sumando (105)-(107) y utilizando (108)-(113) asi como la hip6tesis
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inductiva (98), llegamos a

()@ ) + L et + 165+ I3 + 5ol I3

tn+1

n+1y||2 n||2 h2(r1+1) 2
<l 1965+ €5 [ Bl at

+Oh2 ro+1) Hw tn+1 ‘

Hr2+1
O || Y, (o) e + 1) + CRZ (@) [|6(E™) | 2grs1

+C’|V¢(tn HLOO H5n+1”L2 _'_h2(r+1 Hu tn+1 ‘

HT+1)
tn+1

n 2 n n
+C[[€nT |2 100" 1= + CllEGT 12 +0At/ ge(t)]|72 dt

tn

FC [V (0" = o) |72 e ™) [ + 7 191 (114)

Ahora, tomando ¢ = —(1 + 7)@5;;“ en (86), obtenemos

e(1 —l—v)

At
—(147)(E 0y ™) + O VESTH I + (1 + 1) 10 V€T 172

(1@, 65”“) (14 )G, g™ + (6, 0™
HLE) (0008 + @67 + 1j7wuwﬂ—¢<>@@“>
7
+e(L+ )05, 68 =D i (115)
=1

Observe que usando las desigualdades de Hélder y Young, (57), (59) y (97), tene-

mos

—||5t£”“||p + C (o) 1w + (Ml + 1) ) = oM

+C [lg3ll7 + R e

ORI (") [ + [ 02|

Hr2+1

). (116)

Ademas, teniendo en cuenta (96) y utilizando las desigualdades de Hélder y Young,
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obtenemos

1S SIRELT I + CUB ) e 1657 135 + 1057 13 + 5135 + 10312:)
(I (15 13 + 105 IZNE 130 + 057 1 N0 132
FCIEE ™ s + IS IO 120 + 105 ) e 130 + CIOG [ 105132
+ClB(E 4 (€5 132 + 1©3132)

FCNO() e (€503 + 10313 IR 130 + 10513 1951132

+CIE N4 + IR IRl OB 13 + 10510 IIER I + ClIOBIE~ 31132
FCUDE ) [ I3 (15 132 + 105 32) + CllohIE < i el 1o
YR IE O IENES 3 + Cllgn I3~ 105 122 IPag () I3
+CNOE = (€132 + 10513 (ot 3 + I 67115)

FCNBR e (€5 122 + 1057 132). (117)

Asi pues, utilizando(116)-(117) en (115), y teniendo en cuenta las estimaciones uni-

formes para la solucién discreta obtenidas en el Corolario 3.1.4, asi como (57), (58)
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y la hipétesis inductiva (98), obtenemos

_(1+7>(£3;+175t§£+1) + 5(1 ;_ /7)

< I8 + CUIE™ ) + (M) = + 1) 6 — (M|, + C €3] %
R w7+ CREED (o) 3 + (|6 | Frs0)

+O[ @) 1 (€ 12 + €513z + B2l (t™) |51 + || [3000))

FCE ) (14 o IBONE ™ I + Bl ) e (6™ [ryen )

FO(+ 1) s + o) IS 3 + CRE DYoot

0l VG 7

+C ()17 (€513 + K2 D SE) 30142

O (1 IO IR + ot s o () e )

O+ o) 3 + IeE) 15 I€R N5 + CRDSE) |4 (@) [Frs
+CpE ) 3w (€512 + R2T D@ ) |7 n) + ClET 3

+Cl S 3nllEs 130 + CRA Do) 2 || ) ||y
+Cp(E )T (I E) 7 + D€Lz + B2 |G (E) |1

O 132 + B2 o) || i) (118)
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Estimaciones para u. Tomando w = £,*' en (88), p = &' en (89), utilizando

(65) y sumando las expresiones resultantes, obtenemos

Sl I + B e s + v IV 4 a (V- 7)o 657)
= (Vo) ) + (wit Ve ) — a (V- o (™)), &)
- B (g u(tth), ) — (6,03, ) — B (05, u(t"), &)
— B (up, 05, &) + (051 V(") &) + (wptver, et
—a (V- op &) —a((V-a(™)en, &) + (Rt et

12
- E Sia
i=1

(119)
Observe que, usando las desigualdades de Hdélder y Young, (53), (57) y (59), tene-
mos
n n C n n
1+ 85+ S+ Sul< o [IVEr 7 + 75 len 5. + S Ive)zx [

Ca n mn T n
= [V o) s U5 172 + BVl () )

C
+— R V() 3o [lw (™) s, (120)

C

1551 < [l 12 = Bt < 5 IV 00 ot ) [y

25714—1

14 n C T
< I+ oz [ Ol
(121)
1S3+ Sl < (€allze + 195 z2) ™ )| ey 1657 s (122)

C
R PR (il (O A A P N (G e

=
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Ademas, utilizando (53), (55), (57), (58) y (60),, encontramos

o] =I(€57VER €71 — Puw(t™)VER, €1
< Hf”“HLz Vel (S P L Gl 9 4 0 (A

L5+ g5 €™ 5+ €215 IVEG s + € el IV,
(123)

=12
|57 =IB (&, 04 &) — B (Puu(t"), 057,607 |

< IIS"IILz 105 s 16 1 + IPues M poenns €5 ]2 M€ [

C c
IV + S Dl 215 + B2 e e et
(124)

=32
[Sol =[(&5" VO35, &) — (Puw(t™ ) VOE, &)
< Hf”“HLz IVO3llzs [l&a™ 1 o + [Purw @) s 1V ORI [l o

. . C . (125)
g e + 33 1Ver e + 25 e o)l

_12
C T n n
+ b ot +1>||21 6t 31
S0l =la (V- 05)E5. 607 — a((V - 05 Pao (i), €17)]

<allggllpe IV - O3 s (67 | o + @ IPao ()| ooy 195 122 [ €07 0

2
Vv, + <2 —— ll&5 13 llo (¢ )1
Ca

_32

—h Y ||o (t")lléz lo (™) s
(126)
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C
S1al< 55 V€ 72 + - [1daa(e™™) = el )|y
C
) — ) Bl (1) e
C
Al BV (66 = 6m) 3

+— V- o Lallo () — o ()]
tn+1

C
V€t + Sat [ ol at

tn

v
<
32

C n n n
() = w@)ze o () [l

+%Hw<t”“)|!%sHV (6™ = 6(t")) Iz2

Ca® 1y (2 n+1 ny |2
+— IV o (") llo (™) — o (t")lIz-. (127)

Por lo tanto, utilizando (120)-(127) en (119), y teniendo en cuenta (58) y la hip6tesis

inductiva (98), obtenemos

1 3
sl I + T Iver |G + o (V- &) o er™) < ¢l

OV €5 e+ C IV - @[ (I NZ + 12 Vllo () )
¢t

h2(r+1)
ARV [T s e ) pans + O [ Nty
tn

+C (0D ()2 + (€122 e )
+C [l (o) [ + 1) + C o™ 1) || IVELIZ: + C [l )|z l1€x]17
OB ) [l s+ C (6572, o)

T n 2 n n n
OB w16 [Frin + CllER L o ()]

tn+1

R [ (1) [ ) s + OO [ a0y

tn

+COlu(t™ ) = w(t)|[ 22w (") 152 + Cllw@ DLV (o) — 6(™) 122

+C[IV - o ()| lo (") — o ()12 (128)
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Estimaciones para . Tomando & = a&7"! en (87), llegamos a

At
SOt I + a5 [0€s s + ok [V - €517 + ak [[rot €5,
— (£Z+1 ' UZa Y £Z+1) =« (’u’(tn+1) : Za % €Z+1)

+a(ut™) 05, V- &) —a (6,07, ) +a (031 o, V-0
6
+ak(O &) +a(RyTL ) =) Ly
=1
(129)
De nuevo, utilizando las desigualdades de Hélder y Young, la norma equivalente
en H!(Q) dada en (7), y también (53) y (57), controlamos los términos de la parte

derecha de (129) de la siguiente manera

1Ly + Lo| < ||V - &7 o |w )| oo 162 + O%1 12

k C
< V- &+ o I e (IE31Ze + 120 o (¢ )

(130)
|Ls + Ls| < a [|E5 | ([(Z = Po)dior (") o + k1O I 12)
< % ezt 7. + %Oh2(’"3+1)(H6ta<t"+l)| Y ol [T G |
p2(rs+1) tntl
<5l + 0t g [ IOl
tn
+ORAD o () || (131)

|La| =@ 65, V- 1) — a(OL - Peo (1), V- )]

<a [l 1105 e [|V - €4 2 + @ [Poor ()| o 1€5 122 ||V - €57 L2
Ca

ak a2 - Ca "
<2+ S e e +

r ny |2 n
RO o (852 (™) e,

(132)
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k k k
|M§%wa%+%wwwm + 5 e

(") = (1) 2wl )]}

C
FEN 50 = )2+ S o
k k
sﬁwvaw;#LMWwM+—Mwm

C e
+28 [ oult iy e+ S o) = o) ) (139
:

Entonces, utilizando (130)-(133) en (129), tenemos

k k
Sl I+ Y€ I ot e (6170 -

n 2 n r ny||2 r ny |12 n
< C a5 (162017 + 20 o () [Frgsn) + CRD (lor () 152 (™) [
tn+1

11|12 pA(ratl) 2 2 1 1\]|2
+C &t +C / oo (6) | 3rar dt + CRETHD o (4[|,
tn

At

tn+1

+CAt/tn st (1) [y dt+Cfla () = ()| [u( )],

+C €272 (™) 72 (134)

Estimaciones para . Tomando 6 = &' en (90), y utilizando las desigualdades

Hoélder y Young, (53), (55), (57), (58), (66) y (95), obtenemos

1 At
§5t H{;“rlHiQ + 5 H5t§g+1HiQ s vagﬂHi? _ (5t@n+1 n+1) Tk (@n+1 n+1)

—A(§Z+1+@Z+1,(9(tn+l), gLJrl)_A( n+1 @n+1 n+1> (Rn+1 n+1)

tn+1

1 k h2 ra+1)
< IGv I+ S IVG b g [ 1N a

ORI o) 2+ € (6 2 22 a0 0

FOR D) [ ™) [ + FIVE 1+ C &3 0D

tn+1

+OA / 100 () (135)
tn

73



Demostracion del Teorema 3.2.1.  Anadiendo (114), (118), (128), (134) y (135),
multiplicando la expresion resultante por At, sumando desde k£ = 0 hasta k = n + 1,
asumiendo una regularidad suficiente para la solucién exacta de (47), recordando

que [£3, €0, o, €91 = [0,0,0,0], y utilizando las siguientes estimaciones clasicas

ALY o) = o) [0 < CAD2 (il 2001y
m=1

Atz [u@) —w(t), o) = o ()] ;. < C(A|[ur, a]ll72(2),

se tiene

2
1651 + 6u™ Iz + s IZe + lleo ™[ 2

+EY 7 (IVEE 12 + (19 - €571 + flrot 5717, + [1€5 |1
k=1

2
85 I3 + (VeS| 5 )
< Cl(At)z + Cg(hml + h2(r1+1) + h2(r2+1) + h2(r3+1) + h2(r4+1) + h2(r+1))

+Cat 3" (leblie + N8I + NSl + 511 )

k=1

O (1€ I + g 12 + g 1= + [l&5 152 ) (136)

Por lo tanto, si At es lo suficientemente pequefio como para que ; — C4At > 0,

aplicando el Lema de Gronwall discreto a (136), concluimos (101).
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Demostracion del Teorema 3.2.2.  Ahora, demostraremos (102). Tomando ¢ =

—yAfj 5;“ en (86) y teniendo en cuenta la definicién de A;’f dada en (99), obtenemos

vell A €5+ 3= e (€57, A7 5"“) — (G AL
(Gn+1 A¢ £n+1) (£¢7 A¢> £n+1) + (@n+1 A¢ £n+1) ( A¢ £n+1>

F L) = o(t"), p ) +e9(OF ARG+ (5"“ A7) .(187)

Entonces, acotando el lado derecho de (137) de la misma forma que se hizo en
(115) (ver (116)-(118)), llegamos a

rell AL <

A2+ U + 106 + 1) 6 = 6|1
+C el + oreney @) [Gmer + CREED D) i + [|O(E ) [r0)
O E I (15 15 + UERIE: + 2D E s + [0 [Fr))
FONGE ) e (1 1) ZNET 3 + B () s (™) [ )
FO(+ DB + 6@ 5S35 + ORI () 45 [|oe )|
+C ([ (€515 + B2V () 1)

() e (1 + I E IR + B2 Do) 3 9 71 )
O+ 6™ s + No(E) 3ER I + CRE Do) i (") s+
+ClE 7 (1657 152 + B2 () i) + ClET 0

)
FCSE Bl I + CHO I o) e o]}
)

H'r1+1

H'rl+1

FC 12w (1ot [200 + D) (IERNZ2 + B2 G(E™) |3y 1)
+C(1E 172 4+ 2D |l p(em )]

i) + CIET 172 + ClE 2. (138)

Por lo tanto, multiplicando (138) por At, sumando desde £ = 0 hasta k = n + 1
y utilizando las estimaciones de error en normas débiles obtenidas en el Teorema
3.2.1, concluimos (102).
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Validez de la hipétesis inductiva (98). Por ultimo, comprobaremos que (98)
es verdadera utilizando una estrategia inductiva. Primero, observe que se cumple

IPsp(t™)|lwra < [|@|| Loowray := Cy para todo n > 05y por lo tanto, tenemos que
6% lw1a = [[Psgollwia < Co < Co+1:= K. (139)

Ahora, demostraremos que, si At y h son lo suficientemente pequenos, (139) implica
que

o llwis < K. (140)

Observe que ||¢p[lws < [|€5]Iwrs + [[Pyo(t!)[lwrs, y €ntonces, sélo tenemos que de-
i (Ahﬁ/4 <C,

podemos utilizar la desigualdad inversa [|€} ||y < h™3/4|| €} 1, definiendo sy =

mostrar que ||£}[lw1+ < 1. Para ello, consideramos dos casos: Primero, s

max{h™, b2t pratlopratl prely — pk (para algun k > 1), y del célculo de la norma
[>°(H') en (101) paran = 0 (en el que sbélo hemos utilizado ||} ||y« < K, es decir,
(139)), obtenemos

1 _
163 1ws < 2 M€l < C(T, ||¢2||w174)h3/4(ﬁt+hmax) < C(T, K)(C(A) /2400,
(141)

< C; por lo tanto,

p3/2

En caso contrario, si ¢ hS)/4 no esta acotada, entonces “zix < 122

de (102) para n = 0 (utilizando la estimacién (100)), tenemos

€515 < AR NI72 < C(T, ||¢>h||w14)A (A1)’ + hl) < C(T, K)(At+ Chy2).
(142)
En cualquier caso, suponiendo At y h suficientemente pequenos, concluimos que
[€5lw14 < 1, lo que implica (140). Analogamente, utilizando ||¢;, ||+ < K, podemos
obtener [|&3|lws < 1,y asi, ||¢;]lw1+ < K. Argumentando recursivamente conclui-

mos que ||¢} w14 < K, para todo n > 0.
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3.2.2. Estimaciones de error adicionales en normas fuertes para [u, 0, p,0].  Aqui,
obtenemos algunas estimaciones de error 6ptimas adicionales en normas fuertes
asociadas al esquema (72)-(73). En este caso, planteamos la siguiente hipétesis

inductiva: existe una constante positiva C' > 0, independiente de n, tal que
[ohllwre <C,  Vn>1. (143)
Ademas, consideramos el operador By, : H.(Q2) — X,, definido por
(Bpo,o)=(V-0,V-7)+(roto,roto) + (o,7), Voei,, (144)
que satisface (ver Lema 3.1 28)
lonllwre < Cl|Bronr2, Vo, € Xy (145)

Asi, podemos demostrar el siguiente resultado:

Teorema 3.2.4. Asuma (143). Bajo las hipdtesis del Teorema 3.2.1, se cumple la

siguiente estimacion para los errores discretos

1€+, €40 €4 |y oy HIE ey < C(T) (At+méx{h”, Bl prs e h’”}) ,
(146)

donde la constante C(T') > 0 es independiente de n, At y h.

Demostracion. En primer lugar, obtendremos las siguientes estimaciones fuertes

uniformes preliminares:
I&a e < C N1 H Imm <Cy & i <G, Y >0. (147)
De hecho, recordando que h,,q, := max{h™, k™2t pratl pratl pr+iy - de la estima-
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cion (101) tenemos

l&ut Il < C(T) (At + g2 )2
u HY —= At maez ) o

y por lo tanto, concluimos (147), bajo la hipotesis

h2

max < .

A S C (148)
Por otro lado, de (101) también tenemos que |22, < O(T)((At)2 + hfmm) pa-
ra cada n. Por lo tanto, utilizando la desigualdad inversa ||| ;0 < A0 | L2
obtenemos

n 1
€ i < CT) o (A0 + bl ).
Por lo tanto, concluimos (147), bajo la hipétesis

(At)*
h4

<C. (149)

Por tanto, si At y h son menores o iguales que 1, concluimos (147), porque para
cualquier eleccion de [At, h] ya sea (148) o (149) se tiene. Analogamente, podemos
deducir (147),,3.

Ahora, tomando & = B, in (87), utilizando la definicion del operador B, da-

da en (144), teniendo en cuenta (53), (57), y procediendo como en los apartados
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anteriores, tenemos

1 At
SOl i + ol W + k(| By [ = B (657 Bagy™)
(t") - &5, V- Brggtt) — (505, Bagg ™) + (w(t") - 05,V - Br&gt)

+ (u(
+ (O o), V- Bt ) + k(0L BR&lt) + (RLT, Bugst)
+( n+1 O'h,v Bhgn—i-l)
_k
< BB+ C e + C ) s (B2 s+ 12 [0 )
p2(ra+1)  ptrtl
+C / IO dt + CRED [l (@ )|
N

tntl
+CAt/ loa()2 dt + C o) — o (@), a2

i
+(Op - on, VB [+ (&0 o, VBt | (150)

Acotamos los dos ultimos sumandos en (150) de la siguiente manera:

(O3t o, V- Breg™ ) = [ (04" - . V- Bi&gt) — (04 - Poa (1), V - Brég™) |
k n 2 n n T n n
< S 1Br&e |2 + Cllu™ Dl 1€ 17 + CR* [lor (") [z (™ ) [0

(151)

(&t o, V- Bue ™) = | (&0 - €2,V - Buéy™) — (&t - Poor(t"), V - Bu€r™) |
< B2 + Ol ) Bl B + IR ol e 3
Ol N allgalmllgs
< SB[+ 1o BRI + T i + Cllo () s

+OlET inliEs i + CllEa I llEn™ - (152)
Ademas, al tomar § = A%¢; ! en (90), utilizando la definicion del operador A9 dada
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en (99), teniendo en cuenta (53), (57), y procediendo como arriba, llegamos a

]' n At n n 2 n n
5%59“”?{1 + 7“5t o I+ k HAZ 9+1HL2 = k( 9“7142 0“)
_ <5t@z+1,142 gz—i-l) +k(@Z+1,AZ g—i—l) _A(§Z+1 +@Z+1,9(tn+1),142 gz—i—l)

n+l e¢en+1 0 n+1 n+1 n+1 0 en+1 n—+1 0 n+1
—Aupt G ATEGTY) — A(uy T 05 AR 4+ (R ARG
2«/.n+1

k A9 n+1(2 C n+1(2 71 n+1(2 ChQ(M—H) 0 2 d
< a1 + Ol + e e + O [ IO dt
tn

FORD o2, + O ) s + € ) 106

HCIOE DG 160 I + CUI&E ™ I + B0 D)) (™ )l

tn+1

+CIE R €5 Il + ClEG ™ H Iz 1€ 1 +0At/ 16:(t)][7 dt. (153)

tn

Por otra parte, sustrayendo (89) en el tiempo ¢t = t" de (89) en el tiempo ¢ = "1,

obtenemos
(P, V-6L0") =0 Vpe A, (154)

Entonces, tomando w = §,£"" en (88),p = fg“ en (154) y sumando las expresiones

resultantes, los términos (£', V- 6,£.*!) se cancelan y obtenemos

Ll S s s + a2 = o (V- 57) o i)
+ (VR 080 T) + (Wt VER, 6i60) — a (V- o (t™))eg, 060"
=B (& ut™), 665 t) — (0,05 aEt) — B (05, u(t™),6.60™)
—B (up, &7 66t) — B (up, 007, 6,607 + (037 Ve, 6,60+
+ (wtVOy, 66 ) — a ((V-657) o, 60™) — a (V- o(t")65, 6.60H)

1
R0 = (90657 < SIS 72 + Nlglle)- (159)

Argumentando como en las secciones anteriores, podemos acotar ||g||.: de la si-
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guiente manera: observe que, para todo ¢ € L?, tenemos

(g.2)1= C(lles am 6 7 12l + (19 - €672 + 119 - 0572 llr(

(€ Iz + 105 | e2) IVl ze + [[w(E ) o (V€L 2 + VORI 2)
(€N + 102 o) ™) | zz + (16,02 12

) a2 |z + 105 ) + IExlm ™) a2

HllEn I slen P IEn i + NEm I sllent I Ien

Hlo ) (€2 1 + 108 1) + [|da(E™h) — w41
Fllu™h) = ™) lu@ ) Lz + o) |z () = (") |

Ho (" Dllwzllo (@) - U(t")HHl) el 2.

)

(156)

Por lo tanto, utilizando ||g||z2 = sup{|(g,¢)| : ¢ € L*(Q), |l¢|lr>= < 1}, de (155)-(156)

(teniendo en cuenta (143), (145) y (147)), llegamos a

1 1 k
Sl I3 + 5l 12 < SllgllEe < 5 [1Bagst I + (Nl

GO 2e + [[€8HY 20 4 (|| - €22, + ||V - 012, o (t) |3 + (05|12

w3 (VI + IVO3I:) + (I€alldn + 10313 et )l
(6 s + 105 1) + ali (™) )
2R e + 12 ) + € (a1 + e 3
o) a1 3 + 193130) + [0at™) = w5,
) = ) e + @Rl = o)

Hlo (@ )| zello ) ~ a(t">||%p)-
Por otro lado, aplicando el Lema 11 de 27 a (88)-(89), obtenemos

Heat & Mivronre < CUIOET T2 + llgllZ2).
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y asi, sumando (157) con (158)x 7, (para 0 < 7 < 1), obtenemos

LSlEn B+ 16 + s & Winonss < & 1Bt

O (rllEs s + e o + (1Y € 7 + 19 @22 o () e
HOLH 3 + w2 (V&3 + [ VERIE)

U1 + O3Bl ) s + ™) (€5 s + 105+ )

HIE Rl e + 1R + €2 ) + C (el + €I
o @) (1€ 13 + 105130 + 6t — we I,

() — () B ) s+ 150 B + g 3

HlwE DL 6™ ) = o)z + lo (@) Zpllo () — U(t”)lﬁn)- (159)

Por lo tanto, utilizando (151)-(152) en (150), sumando la expresién resultante con
(153) y (159), considerando 7, > 0 lo suficientemente pequefio como para absorber
el término Cny||6,£2%1|3. a la derecha, y 71 > 0 suficientemente pequefio con res-

pecto a 7, y usando (53), (57), (59), (100), (101), (145) y (147), podemos concluir
(146).
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4. SIMULACIONES NUMERICAS

El objetivo de esta seccion es verificar numéricamente la propiedad de estabilidad
energética del esquema numeérico, las estimaciones de error demostradas en el ana-
lisis tedrico y observar la dinamica del modelo (1)-(2). El esquema numérico (72) es
un sistema algebraico no lineal, por lo que utilizamos un método tipo punto fijo pa-
ra aproximarlo. Todos los resultados numéricos se computan utilizando el software
Freefem-++. En todas las simulaciones hemos considerado espacios de elementos
finitos para ¢, w, 0, u, o y p generados por P, P;,P,,[P; — bubble, P, y Py, respectiva-

mente; y el dominio 2 = (0,1) x (0,1).

4.1. ESTABILIDAD ENERGETICA

Recordemos que se demostroé que el esquema (72) es energéticamente estable en
el sentido de que se cumple la ley de la energia discreta disipativa (75). Por tanto,
en este primer experimento comprobaremos numéricamente el comportamiento de

la energia discreta

1
£t i= S+ g e+ S

5 o7, +/§2F(¢Z+1)dm, (160)

y el correspondiente residuo discreto

RE™ = 5,8 4oy [ e+ [V |7 + ko |9 o |7 + ok [rot o1

(161)
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Con este fin, consideramos los siguientes valores para los parametros v = 0.05, a =

0.5,k =0.3,7=0.2,e = 0.02, At = 0.001 y h = 1/100, y las condiciones iniciales
uy = [227 cos(m(z — 0.5)) sin(7(y — 0.5)), =227 sin(7(x — 0.5)) cos(m(y — 0.5))],
0o = 1007 sin(mw(z — 0.5)) cos(m(y — 0.5)),

oo = [1007* cos(m(z — 0.5)) cos(m(y — 0.5)), —1007* sin (7 (x — 0.5)) sin(7(y — 0.5))],
o =1— 1 — ¢a,

con

oy (V@ =057+ (y — 032 018
¢1 = tanh ( 5\/5 )

5y — tanh <\/(x — 052+ (y — 0.7)?2 — 0.18) |
ev2
Observamos que el esquema (72) satisface la propiedad de energia decreciente en
el tiempo &7 < £" para todo n > 0 (ver Figura 1(a)), y la desigualdad de energia
discreta RE™™! < 0 para RE™*! definido en (161) (ver Figura 1(b)), que concuerdan
con los resultados obtenidos en el Teorema 3.1.3.

1200
1000
800
600
400
200

=)
3

Residual RE™!

@
3

07 075 08 08 09 095

o
3
3

. . . . N _o50 L1 . . . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Time Time

(a) Comportamiento de la energia £"*1. (b) Comportamiento del residuo discreto RE™*!.

Figura 1. Estabilidad energética del sistema (72).
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4.2. ESTIMACIONES DE ERRORES

En esta prueba, consideramos el esquema (72)-(73) con segundos miembros ade-

cuados correspondientes a la solucién exacta

u =¢'[sin(2my) (— cos(2mz + 7) — 1), sin(27z)(cos(2my + 1) + 1)],

0 =e~!(sin(2my) + cos(2mz) — 2wy + 9),

o =2re "t [—sin(2rx), cos(2my) — 1], (162)
¢ = cos(2my) sin(2mx + 7/2) cos(t),

p =e '(cos(2mx) + sin(27y)),

y los siguientes valores para los parametros: ¢ = 0.01 y el resto de pardmetros en
(72)-(73) iguales a 1. Note que u = 0y 22 = %2 = () sobre 00, V-u =0enQy
Jop = 0. Ademas, utilizamos una particién uniforme con m + 1 nodos en cada direc-

cion.

Los resultados numéricos de las tasas de convergencia espacial se presentan en las
Tablas 1-4 para At = 5 x 107 con respecto al tiempo final 7" = 0.001. Observamos
tasas de convergencia optimas para los errores totales e*!, ef ™' y eg+ ! es decir,
convergencia de orden 2 en norma [*°(L?) y convergencia de orden 1 en norma

[>°(H"), lo que concuerda con nuestro andlisis teérico.

’ m X m ‘ HGZTIHZOO(LQ) ‘ Orden ‘ ”631“”100(1{1) ‘ Orden ‘
16 x 16 | 9.3874 x 1073 - 1.2437 -

20 x 20 | 5.8734 x 1072 | 2.1015 | 9.4777 x 107! | 1.2181
26 x 26 | 3.4086 x 1072 | 2.0739 | 7.3603 x 10~ | 0.9637
32 x 32 | 2.2550 x 1073 | 1.9898 | 5.9693 x 10~! | 1.0088

Tabla 1. Tasas de convergencia en espacio para u;.
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XN

u e |

Orden ‘ |entt

us =) |

Orden ‘

16 x 16

9.3320 x 107

1.1930

20 x 20

5.9420 x 1073

2.0229

9.6154 x 1071

0.9667

26 x 26

3.4284 x 1073

2.0961

7.2320 x 1071

1.0857

32 x 32

2.2503 x 1073

2.0277

5.8479 x 1071

1.0231

Tabla 2. Tasas de convergencia en espacio para us.

m XxXm ‘ ||€$+1||l°°(L2) ‘ Orden ‘ ||€Z“Hloo(H1) \ Orden \

16 x 16

1.2326 x 1072

6.8601 x 1071

20 x 20

8.0325 x 1073

1.9192

5.4996 x 1071

0.9906

26 x 26

4.6776 x 1077

2.0609

4.1986 x 1071

1.0288

32 % 32

3.0357 x 1073

2.0823

3.3632 x 1071

1.0685

Tabla 3. Tasas de convergencia en espacio para ¢.

’ m X m ‘ |’€Z+1||loo(L2) ‘ Orden ‘ ||€g+1Hloo(H1) ‘ Orden ‘

16 x 16

1.2462 x 1072

6.8587 x 1071

20 x 20

8.0613 x 1073

1.9524

5.4520 x 101

1.0286

26 x 26

4.7445 x 1073

2.0204

4.2069 x 107!

0.9882

32 x 32

3.0589 x 1073

2.1138

3.4104 x 1071

1.0108

Tabla 4. Tasas de convergencia en espacio para 6.
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4.3. DINAMICA DEL MODELO

En esta seccidén presentamos los resultados de dos experimentos numéricos rea-
lizados con el objetivo de observar la dinamica de separacion de fases del siste-
ma (1)-(2).

4.3.1. Efecto "diagonal”. Para este experimento, consideramos los siguientes
valores para los parametros: v = 0.05,a = 0.5,k = 0.3,7 = 0.2, = 0.02, At = 0.001

y h = 1/100, y las condiciones iniciales

wuy = [227 cos(m(z — 0.5)) sin(7(y — 0.5)), =227 sin(m(x — 0.5)) cos(m(y — 0.5))],
0o = 1007 sin(mw(z — 0.5)) cos(m(y — 0.5)),
oo = [1007* cos(m(z — 0.5)) cos(m(y — 0.5)), —1007* sin (7 (x — 0.5)) sin(7(y — 0.5))],

¢o=1—¢1 — o,

con

_ V(@ =052+ (y— 0.3)2 —0.18
¢1 = tanh ( E\/§ )

¢ = tanh (Wx —0.5)>+ (y —0.7)> — 0.18) |

eV2

En la representacidon grafica proporcionada en la Figura 2, se puede observar de
manera clara el dindmico comportamiento de las fases en un intervalo temporal.
Especificamente, se destaca la transicién progresiva adquiriendo una peculiar forma

diagonal.

4.3.2. Efecto "mariposa"”. Para este experimento, consideramos los siguientes

valores para los parametros: v = 0.05,a = 0.5,k = 0.3,y = 0.2, = 0.02, At = 0.005
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() t=0 (b) t=0.001

(c) t=0.258 (d) t=0.855

Figura 2. Evolucién en el tiempo de la funcién campo de fase ¢.
y h = 1/100, y las condiciones iniciales

uo = [0, 0],

0o = 1007 sin(m(z — 0.5)) cos(m(y — 0.5)),

oo = [10072 cos(m(z — 0.5)) cos(m(y — 0.5)), —1007* sin(7(x — 0.5)) sin(7(y — 0.5))],
Po=1— ¢,
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con

¢1 = tanh V(. —0.5)2 4 (y —0.5)? — 0.18
V2 :
(b) t=0.005 ) 120.025

) t=0.225 ) t=0.47

Figura 3. Evolucién en el tiempo de la funcion campo de fase ¢ tomando a uy = 0.

Observe detenidamente el patron de comportamiento exhibido por las fases en la
Figura 3. Es evidente como una de estas fases experimenta una transformacion
notable, adoptando una intrigante forma semejante a la de una mariposa a medida

que progresa el tiempo.
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5. CONCLUSIONES

A partir de los resultados obtenidos en el presente trabajo, es posible enunciar las

siguientes conclusiones:

m Se realiz6 un estudio tedrico y numérico de un sistema de ecuaciones diferen-

ciales parciales tipo Allen-Cahn-Navier-Stokes para fluidos no isotérmicos.

» Se diseridé un esquema completamente discreto para la aproximacion de las
soluciones del modelo bajo estudio, usando los métodos de diferencias finitas
en tiempo y elementos finitos en espacio, considerando un sistema de EDP

equivalente.

= Se probo el buen planteamiento del esquema numérico, la propiedad de es-
tabilidad energética (proveniente del problema continuo) y algunas estimacio-
nes uniformes para las variables discretas (independientes de los parametros
discretos). Asi mismo, se realizé el correspondiente analisis de convergen-
cia hacia soluciones regulares del problema continuo bajo estudio, probando
estimaciones de error 6ptimas (en normas débiles y fuertes) en tiempo y en

espacio.

m Se presentaron los resultados de tres experimentos numéricos realizados para
validar el buen comportamiento del esquema numérico estudiado. El primer
experimento valida la propiedad de estabilidad energética demostrada para
el esquema, el segundo experimento corrobora numéricamente las tasas de
convergencia probadas tedricamente, y el tercer experimento permite observar

la dinamica del modelo bajo estudio.
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= Los resultados obtenidos en esta tesis estan consignados en el manuscrito 2°.

29 Elian E. Rueda-Fernandez, Diego A. Rueda-Gémez y Elder J. Villamizar-Roa. “Numerical
analysis for a non-isothermal incompressible Navier-Stokes-Allen-Cahn system”. En: manuscrito
(2023).
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ANEXOS

Anexo A. Existencia y unicidad local del problema aproximado (19)

En esta seccidén probamos la existencia y unicidad de la solucion local del problema
aproximado (19).

Primero recordamos algunos hechos relativos a las ecuaciones de campo de fase y
temperatura con coeficientes regulares.

Dado v™ € C([0,T]; H,,) considere el siguiente problema

O+ V™ Vg = Ag™ — F' (¢) en 2 x (0,T),
¢m<0) = ¢O en Q, (163)
%™ — ( sobre 99 x (0,T).

La existencia y unicidad de la soluciéon a este problema se obtiene mediante un
método estandar de Galerkin. Ademas, se cumple el principio del maximo (véase,

por ejemplo, 30,31 32 Resumimos estos resultados en el siguiente lema.

Lema5.0.1. Sea ¢, € H'NL> tal que ||¢o||,;~ < 1. Entonces, el problema (163) tiene
unica solucion ¢™ € L>(0,T; H') N L*(0,T; H?), con ¢!* € L*(0,T; L?) y satisface el
principio del maximo

lp™(x,t)| <1ctp. enfx(0,T).

30 Fang-Hua Lin y Chun Liu. “Nonparabolic dissipative systems modeling the flow of liquid crystals”.
En: Communications on Pure and Applied Mathematics 48.5 (1995), pags. 501-537.

31 Hao Wu y Xiang Xu. “Analysis of a diffuse-interface model for the binary viscous incompressible
fluids with thermo-induced Marangoni effects”. En: arXiv preprint arXiv:1204.6013 (2012).

32 Blanca Climent-Ezquerra, Francisco Guillén-Gonzalez y M Jesus Moreno-Iraberte. “Regularity

and time-periodicity for a nematic liquid crystal model”. En: Nonlinear Analysis: Theory, Methods
& Applications 71.1-2 (2009), pags. 539-549.
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Adicionalmente, si ¢, € H?, % = 0 sobre 0}, entonces ¢™ € C([0,T]; H?) N
L2(0,T; H®) y ¢ € L®(0,T; L?) N L*(0,T; HY).

Andlogamente, para la ecuacién de temperatura

Oy +v™ - VO™ = A" en Q x (0,T),
0™ (0) = 0y en Q, (164
W — ( sobre 9Q x (0,7),

tenemos el siguiente resultado:

Lema 5.0.2. Sea 6, ¢ H' n L*>. Entonces, el problema (164) tiene tnica solucion
0™ e L>(0,T; H") N L*(0,T; H?*), con 67" € L*(0,T; L*) y se satisface el principio del
maximo

107 (2, )] < |60l c.tp. enQ x (0, 7).

Adicionalmente, sif, € H?, %% = 0 sobre 99, entonces 0™ € C((0,T]; H*)NL*(0,T; H?)

yom e L~°(0,T; L?) N L*(0,T; HY).

Enunciamos ahora el resultado sobre la existencia y unicidad de la solucién local del

problema aproximado (19).

Proposicion 5.0.3. Sean u, € H, ¢o,60, € H N L*>, con ||¢o|| ;- < 1. Para cualquier

m > 0, existe T,, > 0 tal que el problema aproximado (19) admite una solucion unica
u™ e H' (0, T, Hyy)

¢, 0™ € L (0,T,,; H' N L>®) N L* (0, T,; H?)

M@ <1, 107 (@, 0)] < 6ol ctp enx (0,T,,).

Adicionalmente, si ¢y, 6, € H?, % = %% sopre 9, entonces ¢™, 0™ € C([0,T,,]; H*)N

L0, T H3) y ¢, 07 € L*°(0,T; L) N L2(0, T; HY).
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Demostracion. Demostramos la proposicién utilizando el Teorema del punto fijo de

Schauder. Para ello, sea T' > 0 y fije v™ € C([0,T]; H,,,) tal que

() =D o Bsi Y (sz”(t)ﬁ) <M. (165)

donde M es una constante suficientemente grande que se elegira mas adelante.

Ahora, dado que v™ € C([0,7];H,,), usando el Lema 5.0.1, existe una solucién
unica ¢™ del problema (163) que satisface |¢"(x,t)| < 1 c.t.p. en Q x (0,7,,). Por
otra parte, multiplicando la ecuacién (163) por —A¢™ e integrando en ) obtenemos

la siguiente estimacion
d m m m m
prl L% 172 + 126" (172 < IV ol + O (Ilo™ [z V™[22 + 1)

donde hemos utilizado que [|F"(¢™)|« .12y < €. Dado que H,, es de dimension
finita, de (165) se deduce que [|v™ || ;<o 7.1~) < CnM. Por lo tanto, el lema de Gron-
wall proporciona

V™ [[72 < M ([ Veollz2 +C). (166)

Analogamente, por el Lema 5.0.2, existe una unica solucidén 6™ al problema (164)
que satisface
VO™ |72 < MV 67 (167)

Una vez determinados ¢ y 0™, pasamos a buscar una solucion u™ (t) = ", g (t)s;

a la ecuacion (19);, que es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

( m

S0 == YT 095, Ts) = Y G OF ) (5 V)

i=1 ij=1

— (AP, s1) — (AO"VO" sp), k=1,---,m,

ar(0) = (ug,s), k=1,---,m.

\
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A partir del teorema de existencia local de la teoria clasica de EDO, existe una
solucién tnica (7 ())1<x<m definida en [0,7},), para algin 7™ > 0 en funcién de m,
y gm e HY(0,T™).

Demostraremos que ™ = T™, Para ello, tomando »™ como funcién de prueba en

(19),, tenemos

1d

o s v [T < [ (AGTTE" w4 | (AGTVET, W] (168)

Para estimar el lado derecho, utilizamos la identidad V - (Vw ® Vw) = V (%) +
AwVw donde ® es el producto de Kronecker, que es la matriz con entradas (i, j)

dada por (a ® b);; = a;b;, podemos reescribir
— (AQ"VP™, u™) — (AITVOI™ u™) = (Vo™ @ Vo™, Vu™) + (VO™ @ VO™, Vu™) .

Dado que H,, es un espacio de dimensién finita, se cumple que || Vu™|| ;.. < Cp, [[VU™]| ;2

para una constante C,, en funcién de m. Asi, obtenemos las siguientes estimaciones

—_

(Vo™ @ Ve™, Vu) < Z|[Vu™|72 + Cn [IV6™ |12,

Hm

(VO™ @ VO™, Vu™) < — [Vu™|[72 + Cp [ V™72 -

W

Introduciendo las estimaciones anteriores en (168) y utilizando las estimaciones
(166)-(167) de ¢™ y 0™, obtenemos

1d

5 s + v Va3 < Con

Integrandode 0 at < Tm, llegamos a

t o~ o~
™ (6) 22 + / Va2 dt < G T+ [futol e (169)
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Por lo tanto, concluimos que ™ = Tm y que u,, estd acotada en L>(0,7;H) N
L?*(0,T;V) por una constante que depende de m y M. A partir del sistema de
EDO, vemos que 4y esti acotada en L*(0,T) y por tanto u™ estd acotada en
HY(0,T;H,,).

Para demostrar que v™ = u™ aplicamos el Teorema del punto fijo de Schauder.

Definamos el siguiente operador

o C([0,T;Hy) — (L0, T;H)NL2(0,T; HY)) — H'(0,T; H,,)

™ — (o™, 0™) — um

donde ¢™, 0™ y 4 son las soluciones de (163), (164) y (19),, respectivamente.
Observe que P} es un operador continuo, pues ¢™ y 6™ son continuas con respecto
av™, y u™ es continua con respecto a ¢ y ™. Dado que H,, es un espacio de
dimensién finita, H'(0,7;H,,) es compacto en C([0,T]; H,,). Ademas, como &2 es
un operador acotado de C([0, T]; H,,) sobre H'(0,T; H,,), concluimos que @7 es un
operador compacto de C([0,T]; H,,) sobre el mismo.

Finalmente, de (169), tenemos que

STIG O = )2 < CnT + Jlugl2 -

=1
Por lo tanto, tomando M > 0 tal que |uol, < M72 y T,, > 0 lo suficientemente

pequefo (Tm = %) obtenemos

STIGr)P < M2, Ve [0,T).
=1

Por lo tanto, por el Teorema del punto fijo de Schauder, existe un punto fijo u,, de
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o' y el problema (19) tiene una solucion local (u™, ¢™,0™) que satisface

u™ € H (0,T,,;H,,),

¢, 0™ € L (0,T,,; H' N L®) N L* (0, T,; H?) .

La prueba de la unicidad de la solucién es estandar, por lo que omitimos los detalles.
La regularidad adicional para ¢™ y 6™ se deduce de los Lemas 5.0.1 y 5.0.2. Esto

completa la prueba. O
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