COPIAS DE ¢y(T) y £ (T") EN ESPACIOS DE FUNCIONES

Copias de ¢o(I') y £ (") en espacios de funciones

Diego Johann Reyes Rojas

Trabajo de Grado para optar al titulo de Magister en Matematicas

Director
Carlos Wilson Rodriguez Cardenas

Doctorado en Matematicas

Universidad Industrial de Santander
Facultad de Ciencias
Escuela de Matematicas
Bucaramanga

2021



COPIAS DE ¢((T') y £, (") EN ESPACIOS DE FUNCIONES 2

Dedico esta tesis a dos grandes médicos de mi afecto:

Alejandra Vargas y Sebastidn Puerto.



COPIAS DE ¢((T') y £, (") EN ESPACIOS DE FUNCIONES 3

Agradecimientos
Agradezco a mis padres Alfonso Reyes y Celia Rojas por su amor y apoyo incondicional a lo lar-
go de todo mi proceso de formacién académica. También a los demds integrantes de la familia y
amistades que bien sea desde la distancia o la cercania supieron estar presentes.
Me siento enormemente agradecido con el profesor Michael Alexdnder Rincén y también con el
profesor Sergio Pérez quienes sin su ayuda constante, orientacion y experiencia en la investigacion
matematica habria sido imposible la creacion de esta tesis.
Quisiera agradecer también al profesor Carlos Wilson Rodriguez quien al final se ofrecié amable-
mente a ser mi tutor y a todos los profesores que hicieron parte de mi proceso, especialmente al
profesor Javier Camargo y finalmente, agradecer a todos mis compaieros de maestria de los cuales
aprendi mucho mientras trabajabamos. A la Universidad Industrial de Santander que se volvié mi

segundo hogar en este tiempo, muchas gracias.



COPIAS DE ¢y(T) y £ (T") EN ESPACIOS DE FUNCIONES

Tabla de Contenido

[Intreduccién|

I._Objetivos

(1.1. Objetivo general]

(1.2. Objetivos especificos|

B Preling |

[2.1.  Conceptos basicos en espacios de Banach|

[2.2. Polinomios n—homogéneos|

[2.3. Linealizacion de polinomios n—homogéneos|

[2.4. Otras propiedades utilizadas|

13. Copias de /., y /(") en espacios de polinomios

[3.1. Resultados preliminares|

13.2. El Teorema de Drewnowski y el espacio Pk ("X;Y)|

13.3. Copias de co(I') y £op (') en P ("X*;Y)|

[Referencias Bibliograficas|

g B B H

B

5 B B ©®

3



COPIAS DE ¢y(T) y £ (T") EN ESPACIOS DE FUNCIONES

Bx

Sx

X*
Z(X;Y)
F(X;Y)
K(X:Y)

Ky (X*;Y)

Jx

lo

le(T)

Lista de simbolos
Los niimeros naturales.
Los nimeros naturales incluido el O.
El cuerpo de escalares R o C.
Espacios de Banach.
La bola cerrada unitaria en X.
La esfera unitaria en X.
El dual topolégico de X.
El espacio de los operadores lineales acotados de X en Y.
El espacio de los operadores de rango finito de X en Y.
El subespacio de .Z(X;Y) de los operadores compactos.
El subespacio de .Z(X*;Y) de los operadores ®* — @—continuos
y compactos.
El encaje canénico de X en X **.
El espacio X es isomorfo a un subespacio cerrado de Y.
El espacio de todas las sucesiones de escalares acotadas con la norma del
supremo.

El espacio de todas las familias de escalares (0y)yer tales que sup|oty| < o0
vell

con la norma del supremo.



COPIAS DE ¢y(T) y £ (T") EN ESPACIOS DE FUNCIONES

co()

T*
Zu("X3Y)
ZL("X;Y)
Za("X:Y)
2("X;Y)
Zx("X;Y)

f@w* (”X*;Y)

Xi® X,
X, X
QX
s X

®n7s,7tx

<

d*p
k!

El subespacio de £ (I") de todas las familias de escalares (0ty)yer tales que
para cada € > 0, el conjunto {y e I : |ay| > €} es finito.

El adjunto del operador T.

El espacio vectorial de las aplicaciones n—lineales de X en Y.

El subespacio de .%,("X;Y) de la aplicaciones n—lineales continuas.

El espacio vectorial de los polinomios n—homogéneos de X en Y.

El subespacio de &2,("X;Y) de los polinomios n—homogéneos continuos.
El subespacio de £("X;Y) de los polinomios n—homogéneos compactos.
El espacio de los polinomios n—homogénos ®* — w—continuos y compactos
deX*enY.

El producto tensorial de X1, ..., X,.

El producto tensorial de X.

El producto tensorial de X junto con la norma 7.

El subespacio de ®n7ﬂX generado por todos los elementos de la forma

X1 ®s - - - Qg X, junto con la norma 7.

El completamiento del espacio (X), , . X con respecto a la norma 7.

n,s,m
La dnica aplicacién n—lineal simétrica tal que P(x) = ;’(x, ey X)
para todo x € X donde P e Z("X;Y).

El polinomio 7 — k—homogéneo de X* en &2 (*X*;Y) dado por

/7< \%
L (e0)(5%) = ()P 0.



COPIAS DE ¢((T') y £, (") EN ESPACIOS DE FUNCIONES 7

Resumen

Titulo: Copias de ¢o(I") y £ (") en espacios de funciones E]
Autor: Diego Johann Reyes Rojas

Palabras Clave: Teorema de Drewnowski, operador lineal @* — w—continuo y compacto, copias de £, polinomio

n—homogéneo, copias de ¢o(I') y £o(T).

Descripcion: El Teorema de Drewnowski, el cual fue probado por el matematico polaco Lech Drewnowski en 1991
establece condiciones necesarias y suficientes para que el espacio K+ (X™*;Y) de los operadores lineales @* —
®—continuos y compactos contenga una copia de {y. Esto es, Ky« (X™;Y) contiene una copia de ¢y, si, y solo si,
X oY contiene una copia de £4. Una consecuencia de este teorema es que el espacio K(X;Y) de los operadores
compactos de X en Y contiene una copia de 4, si, y solo si, X* o Y contiene una copia de /.. En este trabajo probare-
mos que el Teorema de Drewnowski puede ser extendido al espacio &y« ("X*;Y) de los polinomios n—homogéneos
o* — w—continuos y compactos de X* en Y. Esto es, &« ("X*,Y) contiene una copia de ¢, si, y solo si, X o Y
contiene una copia de {y,. También mostraremos que el Teorema de Drewnowski para el caso de K(X;Y) no puede
ser extendido al espacio Pk ("X;Y) de los polinomios n—homogéneos compactos de X en ¥ considerando el caso en
elquen=2yX =Y = {,, esto es, Pk (*(»;0>). Finalmente, daremos condiciones para que el espacio Py ("X*;Y)

contenga una copia de ¢p(I') 0 €5 (T).

Trabajo de grado

Facultad de Ciencias. Escuela de Matemdticas. Director: Carlos Wilson Rodriguez Cardenas, Doctorado en Ma-
tematicas.
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Abstract

Title: Copies of ¢y(I') and £, (T") in function spaces E]
Author: Diego Johann Reyes Rojas

Keywords: Drewnowski’s Theorem, which was proved by the Polish mathematician Lech Drewnowski in 1991 esta-
blishes necessary and sufficient conditions so that the space K, (X*;Y) of all ®* — @—continuous compact operators
contains a copy of {. That is, K+ (X*;Y) contains a copy of ¢, if, and only if, X or ¥ contains a copy of /o, . A
consequence of this theorem is that the space K(X;Y) of all compact operators from X into ¥ contains a copy of £, if,
and only if, X* or Y contains a copy of £4. In this work we will prove that Drewnowski’s Theorem can be extended
to the space L, ("X*;Y) of all ®* — w—continuous compact n—homogeneous polynomials from X* into Y. That is,
P ("X*,Y) contains a copy of £y if, and only if, X or Y contains a copy of £.,. We will also show that Drewnowski
Theorem for the case of K(X;Y) cannot be extended to the space Pk ("X;Y) of all compact n—homogeneous polyno-
mials from X into Y considering the case in which n =2 and X =Y = /», that is, ,@K(zfg;ﬁg). Finally, we will give

conditions so that space P« ("X*;Y) contains a copy of ¢o(T") or £ ().

Bachelor Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matemadticas. Director: Carlos Wilson Rodriguez Cérdenas, Doctorado en Ma-
tematicas.
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Introduccion

Este trabajo tuvo como propdsito inicial abordar el problema de encontrar y establecer
condiciones suficientes y necesarias para que dado un espacio de funciones, este contuviera una
copia de £ (I") o de co(T"). Recordemos que ¢, (T") es el espacio de Banach de todas las familias de
escalares (Qly)yer junto con la norma del supremo y co(I") es el subespacio de £« (I') yer que consta
de todas las familias de escalares (0ty)yer tales que para cada € > 0, el conjunto {ye I': |0y | > €}
es finito.
Desde este enfoque, estudiamos el teorema probado por el matemético polaco Lech Drewnowski
en el afio 1991 el cual determina cuédndo el espacio Kg+(X*;Y) de los operadores lineales de X* en

Y que son ®* — @—continuos y compactos contiene una copia de £ (I") en el caso tal que I' = N:

Teorema 0.1. ((Drewnowski, 1990, Teorema de Drewnowski)) Sean X,Y espacios de Banach.

Entonces K« (X*;Y) contiene una copia de L, si, y solo si, X oY contiene una copia de (..

Dados X,Y espacios de Banach, decimos que una aplicacién P : X — Y es un polinomio

n—homogéneo si existe asociada una aplicacién n—lineal L tal que P(x) = L(x,...,x) para cada x
—

n veces
en X; el espacio de todos los polinomios n—homogéneos de X en Y lo denotamos por &2,("X;Y).

El candidato para dar respuesta a esta pregunta es el subespacio Py« ("X*;Y) de Z2,("X*;Y) que
consta de todos los polinomios n—homogéneos continuos que son @* — @—continuos y compactos.
YU

Esto ultimo hace referencia a que si tomamos un subconjunto acotado A de X*, entonces P(A)

es un conjunto compacto en norma. Cuando n = 1 tenemos que Kpx(X*;Y) = P4« (1X*;Y). De
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forma natural podemos preguntarnos si el teorema anterior puede ser extendido al espacio de poli-

nomios n—homogéneos como se conjetura a continuacion:

Conjetura 1. Sean X yY espacios de Banach 'y n € N. Entonces &« ("X*;Y) contiene una copia

de Uy, si, y solo si, X oY contiene una copia de { ..

Por otro lado, debido a que K(X;Y) y Kgp+(X**;Y) son isométricamente isomorfos (ver
Proposicion [2.12)), se tiene que el Teorema de Drewnowski puede ser adaptado al espacio K(X;Y)

de la siguiente forma:

Teorema 0.2. ((Drewnowski, |1990, Corolario 1)) Sean X y Y espacios de Banach. Entonces

K(X:;Y) contiene una copia de {, si, y solo si, X* 0 Y contiene una copia de (..

Si denotamos por Pk ("X;Y) al espacio de polinomios n—homogéneos compactos, resulta

natural pensar en la siguiente afirmacion:

Conjetura 2. Sean X y Y espacios de Banach y n € N. Entonces Px("X;Y) contiene una copia

de Uy, si, y solo si, X* oY contiene una copia de (.

En este trabajo abordaremos y daremos solucién a ambos problemas, probando asi que la
Conjetura[l]es verdadera y mostrando que la Conjetura [2|no siempre es cierta para todo n € N.

El trabajo estd dividido en dos partes: En la primera parte, correspondiente al Capitulo
2, daremos los preliminares que se usan en la construccién de los dos resultados mencionados
anteriormente. En la Seccion 2.1 recordaremos conceptos clasicos en espacios de Banach y mos-

traremos algunos de los espacios de funciones que se usardn. En la Seccién 2.2 introduciremos
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el concepto de polinomio n—homogéneo que se define a través de las aplicaciones n—lineales y
estudiaremos sus propiedades. En la Seccion 2.3 introduciremos el producto tensorial y sus propie-
dades junto con el Teorema de linealizacion de Ryan que permite linealizar los espacios &2 ("X;Y)
y Pk ("X;Y). Finalmente, en la Seccién 2.4 mencionaremos otros resultados que serdn aplicados
de forma muy especifica en el desarrollo tedrico del trabajo.

En la segunda parte, correspondiente al Capitulo 3, abordaremos y desarrollaremos los problemas
mencionados anteriormente. En la Seccién 3.1 definiremos el espacio de polinomios &;—‘P que nos
permitir establecer un teorema que relaciona los espacios P ("X*;Y) y Kyx (X*; Py ("1X*1Y)),
y al final probaremos el Teorema de Drewnowski extendido al espacio Py« ("X*;Y). En la Sec-
cién 3.2 mostraremos a través del espacio Pk (2(5;K) que la Conjetura [2] es falsa. Finalmente, en
la Seccién 3.3 damos condiciones para que el espacio Py« ("X*;Y) contenga una copia de co(I')
0l (T).

Muchos resultados del Capitulo 2 que en la literatura aparecen sin prueba o0 con muy pocos ar-
gumentos fueron demostrados con mucho detalle y haciendo uso de una notacién sencilla en la

medida de lo posible. Esperamos entonces que este trabajo pueda ser también un buen material de

consulta para quienes estén trabajando temas afines.
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1. Objetivos
1.1. Objetivo general

= Estudiar copias de co(I") y £o(I") en espacios de funciones

1.2. Objetivos especificos
= Abordar el problema de encontrar condiciones a fin de establecer la equivalencia entre las

siguientes afirmaciones

o Z("X;Y) contiene una copia de co(I');

o Z("X;Y) contiene una copia de /o ().

= Abordar la validez de la siguiente afirmacién: C(K;X) contiene una copia de ¢, () si, y solo

si, Co(K) o X contiene una copia de £, (T).

= Abordar la validez de la siguiente afirmacién: Sean X, Y espacios de Banachy n€ N. &« ("X*,Y)

contiene una copia de /4 si, y solo si, X 0 Y contiene una copia de ¢.

= Abordar validez de la siguiente afirmacion: Sean X,Y espacios de Banachy ne N. Pk ("X*;Y)

contiene copia de /o si, y solo si, X* o Y contiene copia de /.

= Sean X,Y espacios de Banach. Abordar el problema de encontrar las condiciones suficientes

a fin de que las siguientes afirmaciones sean equivalentes:

* B(X;Y) contiene una copia de co(T);
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* B(X;Y) contiene una copia de ¢, (T).

13
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2. Preliminares

En este capitulo se dardn los conceptos previos al desarrollo de los objetivos del trabajo. En la Sec-
cién 2.1 daremos las definiciones y resultados basicos acerca de la teoria de espacios de Banach.
En la Seccion 2.2 definiremos las aplicaciones n—lineales, los polinomios n—homogéneos junto
con algunos resultados importantes. En la Seccién 2.3 introduciremos la nocién de producto ten-
sorial de espacios de Banach que serd de utilidad para establecer algunas propiedades del espacio
de polinomios n—homogéneos. Finalmente, en la Secciéon 2.4 mencionaremos mas propiedades
utilizadas en a lo largo del trabajo.

2.1. Conceptos basicos en espacios de Banach

Todos los espacios vectoriales que aparezcan en este trabajo tendrdn a K como el cuerpo de esca-

lares, donde K es R o C.

Definicion 2.1. Sean X y Y espacios de Banach. El espacio de todos los operadores lineales
(respectivamente acotados) de X en Y es denotado por £,(X;Y) (respectivamente £ (X;Y)). Si

Y =K entonces £ (X;Y) es el dual topoldgico de X que es denotado por X*.
A continuacién mostramos algunos subespacios importantes de .2 (X;Y).

Definicion 2.2. Denotamos por 7 (X;Y) al subespacio de £ (X;Y) generado por todos los opera-
dores lineales acotados de la forma T (x) = ¢ (x)b, con ¢ € X* ybeY el cual es llamado el espacio

de los operadores de rango finito.

Definicion 2.3. Sea T € £ (X;Y). Diremos que T es compacto si dado B < X acotado, T (B) ey
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es compacto en norma. El espacio de operadores compactos de X en'Y se denotard por K(X;Y).

Definicion 2.4. Sean X,Y espacios de Banach. Denotamos por Ky« (X*;Y) al espacio de ope-
radores compactos y ®*—continuos sobre conjuntos acotados junto con la norma usual de los
operadores, esto es, T € Ky« (X*;Y) si, y solo si, dada una red (x},)q acotada y @*—convergente

en X*, la red de imdgenes (T (x},))o es convergente en norma.

Definicion 2.5. Sea X un espacio normado. Para cada x* € X* y cada sucesion (x,), en X conver-

gente a 0 en norma, sea

B(x*, (xp)n) = {y" € X* : |y —x")xn| < | para cada n}.

Denotamos por bo* a la topologia para X* que tiene como base la coleccion de todos los conjun-

tos de la forma B(x*, (x,)n)-

Teorema 2.6. ((Megginson, 1998, Teorema 2.7.2)) Sea X un espacio normado. Si denotamos por

T, a la topologia sobre X* inducida por la norma entonces se tienen las siguientes contenencias:

0 Cho” CT,.

Teorema 2.7. ((Megginson, (1998, Corolario 2.7.3)) Sea X un espacio normado, (x})q una red

bo* . . o*
acotada en X* y x* € X*. Entonces x5, — x* si, y solo si, xj, — x*.

Teorema 2.8. Sea T € £ (X*;Y). Entonces T es bo* — | - |—continuo si, y solo si, T es ®* — || -

|—continuo sobre conjuntos acotados.
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Demostracion. Para probar la implicacion derecha sea A € X* acotado y sea (x},)q una red en
A tal que x}, %, ¢*. Por el Teorema tenemos que xg boT y por la hipdtesis se sigue que
T (x}) — T(x*). Supongamos ahora que (x};)q es una red en X* tal que xj, LI para algin
x* € X*. Ya que bw* es una topologia mas fuerte que w* (ver Teorema , entonces xj, OF, y

por la hipétesis se sigue que T'(x},) — T (x*). O

Definicion 2.9. Sea X un espacio de Banach. La aplicacion Jx : X — X** denota la inyeccion

canonica de X en X** definida como sigue: dado x € X, sea
x e X" - Jx(x)(x*) = x*(x).

Se dice que X es reflexivo si Jx (X) = X**.

La siguiente proposicién nos da un criterio util para determinar cudndo un elemento de

Z(X*;Y) estd en Ky (X*;Y):

Proposicién 2.10. (Myung Kim, 2013} Proposicién 3.1)) Sea T € £ (X*;Y) un operador lineal,

entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) T es ®* — ||- | —continuo sobre conjuntos acotados,
b) T es * — w—continuo y compacto,

c¢) T es bo* — w—continuo y compacto,

, w* -1
d) si (x})a es una red en By« tal que x};, — x*, entonces Tx};, —> Tx".
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Demostracion. Sea T € £ (X*;Y). Veamos primero que T es ®* — w—continua si, y solo si, T es
bw* — w—continua. Ya que bo* es una topologia més fuerte que ®* (ver Teorema [2.6)), se sigue
directamente que si 7 es ®@* — w—continua, entonces 7 es b®* — w—continua. Supongamos que
T es bo* — w—continua. Entonces T*y* es bow*—continua para todo y* € Y*. En efecto, sea (x}, )«

bo* 0]
una red en X* tal que xj;, — x™, entonces Tx; — Tx™ y por tanto

(T%y")xg =y (Txg) = y*(Tx*) = (T7y")x" (1)

para todo y* € Y*. Por lo tanto T*y* es b@*—continua para todo y* € Y*, lo cual es equivalente
a que T*y* es *—continua para todo y* € Y* (ver (Megginson, |1998, Teorema 2.7.8)). Es decir,

T*y* € Jx(X). Concluimos que T es ®* — w—continua ya que T es @* — w—continua si, y solo

si, T*(Y*) < Jx(X). Para probar a) implica b) supongamos que 7 es ®* — | - | —continua sobre
conjuntos acotados, o equivalentemente, que es b@* — | - | —continua (ver Teorema [2.8)). Entonces

T es bo* — w—continua y por lo anterior, T es ®* — w—continua. Sea (x},)q una red acotada

* b *
en X*. Por el Teorema de Banach-Alaoglu podemos suponer que xj, 2, x* y por tanto Xy 22,

: -1 . e
x* (ver Teorema . De a) concluimos que Tx;, — Tx* y asi T es compacto. La implicacién

de b) a c) se sigue directamente. Para probar c¢) implica d) sea (x};)q una red en By« tal que

o* bo* p ®
xp, —> x*. Como (x},)¢ es una red acotada, tenemos que xj, — x* y asi Tx}, — Tx* por la

hipétesis ¢). Ya que T (Byx) es un subconjunto convexo y cerrado de Y tenemos que 7' (By )

T(BX*)w (ver (Megginson, 1998, Teorema 2.5.16)) y se sigue directamente que 7'x, A, Tx*.

. *
Finalmente, para probar d) implica a) suponga que 7'x, I, Tx* siempre que xq 2%, x* en Bys.
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Entonces T'x;, — Tx* siempre que xj, IR x* en tByx para cualquier ¢ > 0. Esto implica que T
es 0* — | - | —continua con respecto a la topologia @* relativa a 1By para cualquier z > 0. Sea V
un abierto de ¥ en norma. Ya que 7~ (V) ntBy+ es un @*—abierto en tBy+ para cada t > 0, se
sigue que 7~ 1(V) es bw* —abierto en X* (ver (Megginson, 1998, Corolario 2.7.4)). Por lo tanto, T

es bo* — || - | —continuo. O

Definicion 2.11. Sean X y Y espacios de Banach. Un isomorfismo de X a Y es un operador lineal
T : X — Y inyectivo, tal que T y su inversa T~ son operadores continuos. Un isomorfismo T es
un isomorfismo isométrico si |T (x)| = ||x| para todo x € X. Decimos que X es isomorfo (respec-
tivamente isométricamente isomorfo) a Y lo cual denotamos por X =Y si existe un isomorfismo

sobreyectivo (respectivamente isomorfismo isométrico sobreyectivo) de X en'Y.

Proposicion 2.12. ((Ruess, 1984, p. 60)) Sean X y Y espacios de Banach. Entonces K(X;Y) y

K+ ( X**;Y) son isométricamente isomorfos.

Demostracion. Supongamos que 7 : X — Y es un operador lineal compacto. Ya que 7**(X**) <
Jy(Y) (ver (Mujica, 2006, Proposicién 10.4)) tenemos que 7** : X** — Jy(Y) y podemos defi-
nir la aplicacién J;l oT** : X** — Y. Veamos que JY_l o T** es un operador ®* — @—continuo
y compacto. Sabemos que Jy ¥ Jy(Y) — Y es una aplicaciéon @* — w—continua ya que Jy : ¥ —
Jy(Y) es @ — @*—continua. Ademds, como 7% : Y* — X* es un operador continuo, tenemos que
T . X* - Y* es * — w*—continuo (ver (Megginson, (1998, Teorema 3.1.11)). Por lo tanto,
Jy Yo T** es 0* — w—continua. Por otro lado, T** es compacto ya que T es compacto (consecuen-

cia de (Megginson, 1998, Teorema de Schauder 3.4.15)) y como J, l'es una aplicacion continua,
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se sigue que J, ' o T** es un operador compacto. Por lo tanto, J; ' o T** € Ky« (X**;Y). Veamos
ahora que la aplicacién T € K(X;Y) — J; ' o T** € Ky« (X**;Y) es un isomorfismo isométrico

sobreyectivo. Sean 71, 7> € .Z(X;Y) y o € K, entonces

Jo o (T +al)™ =0, o (T + aTy)* = Jy o (T + aTy™) = Jy Lo I + a(Jy o T57).

Por lo tanto 7' — J U'o T** es una aplicacion lineal. Supongamos ahora que S € Kgx (X**;Y).

Como S es ®* — w—continua y Jy es ® — @* —continua, tenemos que Jy oS es ®* — ®*—continua.

Entonces existe una aplicacion A : Y* — X* lineal y continua tal que A* = Jy o S (ver (Megginson,
*

1998, Teorema 3.1.11)). Veamos que A : Y* — X* es ®@* — w*—continua. Supongamos que yg, LN

y* y sea x € X, entonces

AYa) () = Jx(x)(A(Ve)) = A" (Ux (x) Ve) = (y 08) (Ux (%)) (Vo)

Ya que x se escogid arbitrariamente se sigue que A(y},) iR A(y). Por (Megginson, 1998, Teorema
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3.1.11) garantizamos la existencia de una aplicacién 7 : X — Y lineal y continua tal que 7* = A.
Esto implica que 7** = A* = Jy oS y como S es compacto, se tiene que 7' es compacto (ver
(Megginson, |1998, Teorema de Schauder 3.4.15)). Finalmente, como JY_1 oTH** = JY_1 o(JyoS)=S
concluimos que 7 — J;l o T** es sobreyectiva. Ya que J;l oT**oJx =T paratodo T € Z(X;Y)

y ||T| = || T**|| paratodo T € £ (X;Y), se sigue que

[y o T**| < oy T = 1oy - T 2

y
1T = 1y o T o d | < |y o T - U] 3)
Finalmente, como |Jx| = ||J; | = 1, las ecuaciones (2) y (3) implican que ||T| = |J; ' o T**| y asi

T—Jy, 1o T** es una isometria lineal. Por lo tanto, T — Jy U'o T** es un isomorfismo isométrico

sobreyectivo. [

Teorema 2.13. ((Megginson, [1998, Teorema 1.9.1)) Supongamos que M es un subespacio denso
de un espacio normado X, que Y es un espacio de Banach 'y que Ty : M — Y es un operador lineal
acotado. Entonces existe una tinica extension lineal continua T : X — Y de Ty (esto es, T (x) = Tp(x)
para todo x € M) tal que |T| = |Ty|. Si Ty es un isomorfismo o un isomorfismo isométrico, entonces

T tiene la misma propiedad.

Definicion 2.14. Sea X un espacio de Banach. Decimos que X contiene una copia de Y y denota-
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mos Y — X si existe un subespacio cerrado Z de X, tal que Y es isomorfo a Z. Si Y es isométri-

camente isomorfo a Z en el enunciado anterior, decimos que X contiene una copia isométrica de

Y.

Proposicion 2.15. Sean X,Y espacios de Banach. Entonces Ky« (X*;Y) contiene una copia iso-

métricade X yY.

Demostracion. Para probar que K« (X™*;Y) contiene una copia isométrica de X fijemos uny € Y
donde |y| = 1y consideremos la aplicacién x € X — T, € K+ (X*;Y) dada por Ty (x*) := Jx (x) (x*) -
y. Observe que T} es compacto ya que el rango de 7 es finito. Finalmente, si x* € X* y (x},) €s una
red acotada tal que xj, o, x*, es claro que Ty(x}) — Ty (x*). Asi, Ty € K+ (X*;Y). Sean x1,xp € X

y a € K. Como

T oy (X7) = Jx (x1 + 0tx) (x7)
= (Jx (x1) + oy (x2)) (x) = Jx (x1) (x*) + otJx (x2) (x™)

= T, (") + 0T, ()
para todo x* € X*, se sigue que x — T es una aplicacion lineal. Por otro lado, tenemos que

| = sup [*(x)| = sup |Jx (x)(x")] = ( sup fo(X)(X*)> v

<1 o<1 <1

= sup ([Jx (x)(x*)[Iyl)

<1
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= sup [Jx(x)(x") -y

e <1

= sup [T:(x")]

[* <1

= |7

Por lo tanto, x — T, es una isometria lineal y se sigue que es un isomorfismo de X en Ky« (X*;Y).
Veamos ahora que K+ (X*;Y) contiene una copia isométrica de Y. Fijemos x € X tal que |x| =1y
consideremos la aplicacién y € Y — T, € K« (X*;Y) tal que Ty (x*) := x*(x) - y. Como demostramos

anteriormente, es facil ver que 7y, € K+ (X*;Y). Sean y1,y2 € Y y o € K. Ya que

Ty +ay, (x*) =x%(x) - (y1 + ay2)
= x"(x) - y1 + ax*(x) -2

= Tm (X*) + OCTy2 (X*)

para todo x* € X*, se sigue que y — 7, es una aplicacion lineal. Por otro lado, sabemos que existe

xj € X* tal que |x§| = 1y x§5(x) = |x| = 1 (ver (Kesavan|, 2009| Corolario 3.1.1)). Entonces

Iyl = o )yl = ( sup Ix*(X)> [yl = sup (|x*(x)[[lv])

e <1 o<1

= sup [x*(x) -y

o<1
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= sup [T,(x")]

e <1

=%

Por tanto y — 7, es un isomorfismo de Y en Ky« (X*;Y). O

Definicion 2.16. Denotamos por {,(I") al espacio de familias de escalares (Oy)yer tales que

sup |oty| < 0
yell

Jjunto con la norma del supremo. Cuando I = N escribimos £y, (T') = £y.
Proposicion 2.17. ({o, |- ||) y (Ueo(T), | - |) son espacios de Banach.

2.2. Polinomios n—homogéneos
En esta seccion introduciremos los polinomios n—homogéneos y algunos subespacios que serdn

objeto de estudio en este trabajo. Sean (X1, - [1),-.., (X, | - |n) espacios de Banach. Recordemos

que si (xp,...,x,) es un elemento de X1, ..., X,, la aplicacién definida por
51t} = e 5]

esunanormaen Xj X --- x X, y (X; X --- x Xp,, |- |) es un espacio de Banach.

Definicion 2.18. Sean (X1, -|),....,(Xu,| - |) espacios de Banach. Decimos que una aplicacion

L:X; x---xX, —>Y es n—lineal si dados x| € X1,....xx Y Yk € Xpp..Xn € X;; y & € K tenemos
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que L(X1,..,X; 4+ OYgy .oy Xn) = L(X1,y .00y Xpy ey X)) + QL(X1, ooy Viy -y Xn ) para cualquier 1 < k < n.
Denotamos por £,(X1,...,Xy;Y) al espacio vectorial de las aplicaciones L : X; x --- x X, — Y
n—lineales. El subespacio de £,(X1,...,Xn;Y) de las aplicaciones n—lineales continuas se deno-
tard por £(X1,...,Xn;Y). Para cada L € £,(Xy,...,X,;Y ) definimos
ILf = sup [L(x1,x)].
I <L,..o <1

Cuando Y =K escribimos £,(X1,....Xn; K) = Z,(X1, ... %) y L (X1, ..., Xn; K) = L (X1, ..., Xn)-
SiX) =...=X, =X denotamos a £,(X,,...,Xn;Y) por Z,("X;Y)ya L (X1,....Xn;Y) por L("X;Y).

Note que cuando n = 1, se tiene que £,('X;Y) = Z,(X;Y) y Z(1X;Y) = Z(X;Y).

Ejemplo 2.19. ((Pérez, 2017, Ejemplo 1.2.2)) Sean x7, ...,x,, € X*. La aplicacion

(X1, Xn) € X" — L(x1,x2, ..., Xn) = X7 (x1)25 (x2)..x}, (x)

estd en £ ("X;K).

A continuacién presentamos una caracterizacion de la continuidad de un elemento de

Z,("X;Y).

Proposicion 2.20. ((Mujica, |1986, Proposicion 1.2)) Para cada L € £,("X;Y), las siguientes afir-

maciones son equivalentes:
1. L es continua,

2. L es continua en el origen;
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3. L] < 0.

Demostracion. 1. = 2. Se sigue directamente. 2. = 3. Si 3. no es cierto, existe una sucesion

de puntos (xgp,...,Xg,)x en X" tal que ]méx |xeil <1y |L(xk1,...,%kn)| = k" para cada k € N.
<ign

<1
\ky

Xk,i

Entonces max r

1<i<n

Xk, 1 Xk.n
L<——>H >1
(e

para cada k, contradiciendo 2. 3. = 1. Seaa = (ay, ...,a,) € X" y x = (x1,...,x,) € X" con méx [a;| <

1<i<

¢y max |x;| < ¢ donde ¢ es constante, entonces

1<i<n

IL(x1,....xn) — L(ay, ...,an)|| = |[L(x1, ..., xn) — L(a1,x2, ..., xn)]

+ [L(a1,x2, .., Xn) — L(ay,a2,x3, ..., %,)]

+ ...+ [L(ay,....,an_1,%) — L(ay,az, ...,a)]|
n

= > (L(ai,...,aj—1,xj,....;x0,) —L(ay, ...,aj,Xj41,....,%n)) |
=1
n

< ZHL(a17...7aj_1,xj—aj,xjﬂ,...,xn)H
=1
n

—1

< 2 ILle" xj—ajl

j=1

< nHLHc"*IH(xl yeenXn) — (@, -eesan) |

y 1. se sigue. [

Proposicién 2.21. ((Mujica, 1986, Proposicién 1.3)) (Z("X;Y),| - |) es un espacio de Banach.
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Demostracion. Sea (Lj); una sucesion de Cauchy en .Z("X;Y). Tenemos que L; — L es un ele-

mento de £ ("X;Y) para todo par j,k € Ny ademds

ILj=Lell = sup [(Lj = Li)(x1esn) .

lerl|<1,es <1

Sea (xp,...,x,) € X", entonces

X1 X
e o) < L — L),

I(Lj = Li) (>
’ ler ™ e

y por propiedades de la aplicacion L; — L se sigue que

1L Cers s n) = Lae(xn, oo 2n) | <L = La e |- -

“)

para todo par j,k € N. De la ecuacion (4) se deduce que (L;(xp,...,x,)); es una sucesién de Cauchy

enY y yaqueY es completo el limite

L(x1,....x,) = lim Lj(xy,...,x,)
J—oo

existe. Dados x1,...,Xg, Vi, .., Xn € X y @ € K, tenemos que

&)
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para todo j € N. Aplicando limite a ambos lados de la igualdad se verifica que L es lineal. Por
otro lado, como (L j) j €s una sucesion acotada por ser de Cauchy, existe una constante M > 0 tal
que ||L;j| < M para todo j € N, luego |L;(x1,...,x,)| <M paratodo j > 1y todo (x1,...,x,) € Bxn,
entonces

ey, o) | = Jm Lj(xr oo )| < M

para todo (xj,...,x,) € Bx». De esta dltima desigualdad se tiene que |L| < M y por la Proposicién
2.20|se concluye que L es una aplicacion lineal continua. Finalmente, ya que (L;); es una sucesion

de Cauchy, dado € > 0, existe un entero N > 0 tal que
ILj (X1, n) = Li(x1,.yxn) | < |Lj— L < €/2
para todo j =k > N y todo (x1,...,x,) € Bx». Haciendo k — oo, por la ecuacién (5)) tenemos que
ILj(x1,.yXn) = L(X1,...,x0) || < €/2

para todo j > N y todo (xi,...,x,) € Bx». Se concluye que |L; —L| < &/2 < € paratodo j >Ny

por lo tanto ||L; — L| — 0 cuando j — oo. O

Definicion 2.22. Denotamos por £*("X;Y) al subespacio de las aplicaciones L € £ ("X;Y) que

son simétricas, esto es

L(x1,..,%) = L(Xg (1), X6 (n))
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para toda permutacion o de {1,2,...,n}.

Proposicion 2.23. ((Mujica, |1986, Proposicion 1.6)) Para cada L € £,("X;Y) sea L* definida por

1
Ls(xb,..,xn) = E Z L(xc(l),...,xo(n)).

* o€eS,

Entonces la aplicacion L — L* es una proyeccion de £,("X;Y) sobre £ ("X;Y) con ||L*| < ||IL||
para cada L € £,("X;Y). Esta aplicacion induce una proyeccion continua de £ ("X;Y) sobre

25("X;Y).

Teorema 2.24. ((Mujica, 1986, Teorema 1.8)) Sea L€ £ ("X;Y). Entonces para todo Xy, ...,x, € X

tenemos la siguiente Formula de Leibniz

donde L(x)" := L(x,...,x) con x € X. Ademds, la suma se toma bajo todos los multi-subindices

o= (o,...,0) € Nj tales que || = 0y +---+ 0y =nyo! = oy!--- ol

Teorema 2.25. ((Mujica, (1986, Teorema 1.10)) Dada L € £5("X;Y) y xg,...,xn € X tenemos la

Formula de Polarizacion

1
L(xy,...,xp) = 5 Z €1 - &L(xo+ €1X1, ..., Exxn)",
’ gi=+1




COPIAS DE ¢y(T) y £ (T") EN ESPACIOS DE FUNCIONES

Demostracion. Por la Férmula de Leibniz (Teorema[2.24)) tenemos que

n!
L(X() +&x1+--+ 8nxn)” = Z ' 'L(anO, (81X1)a1 s e (Snxn)a”)
o (XO.' (Xn.
22 n g [ (x0%,x X, %)
a Oto' an! 1 0 1 n ’

donde la suma se toma sobre todo o € Nj tal que ap,...,0,, = 0y 0y + - - + @, = n. Entonces

Z € &L(xg+€x1 + -+ &))"

n!
o (07 o (07
= Z 81"'8n2ﬁ81 l...g, ”L(xoao,xll,...,xn ")
~ 0! - 0!

L (x0%0, X7, ... 20 %)

e%...¢
Z & Z 1 n(xoian|

gt g, L (xg% X1, . x, %)

l... |
€= Op'---0y!

Q. Q,
_ L(xy°,x] ,...,xn") S

29

(6)

Si a; = 0 para algin 1 < i < n, tendrfamos que Z EO”H -e%+1 = 0. En efecto, si o; = 0,
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entonces

Z 8a1+1 a2+1 ._(81.1 N Otn+1 2 8a1+1 a0 'gﬁirl'“g'?n—ﬂ
o+l Loi— o;+1 Op+1 _
— 2 Eh e 8[+1 g, =0.

Por lo tanto o; = 1 para todo 1 < i < n, donde oy = O (recordemos que 0+ ---+ &, =n) y

Z 8a1+1 gt = 3 g2...g2 = 2" Tenemos de la ecuacion (ﬁ) que

O

L(x3°x% ..., x%)
2 €1 &, L(x0 + €11 + -+ &) —n'z 0 1’ oon 2 g€

L(xgo,x?l,...,xg‘")

0!+ + 0ty

Finalmente, como @ = ... = o, = 1 y oy = 0, entonces = L(xy,...,x,) y asi
o

1

L(x,...,xn) = a2

2 & EHL(X() + €1x1,.. 8,,)6,1) .
=+1

]

Definicion 2.26. Sean X Y espacios de Banach. Decimos que P : X — Y es un polinomio n—homogéneo
si existe una aplicacion L € £,("X;Y) tal que L(x) := P(x) = L(x,...,x) para cada x € X. Deno-

tamos por Z,("X;Y) al espacio de polinomios n—homogéneos y por Z("X;Y) al subespacio de
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P,("X;Y) de los polinomios n—homogéneos continuos. Para cada P € Z,("X;Y) definimos

[P = sup |[P(x)].

<1
Cuando Y = K escribimos Z,("X;K) = Z,("X) y Z2("X;K) = Z("X). Ademds, cuando n =0
definimos Z,("X;Y) = 2("X;Y) =Y.

Teorema 2.27. ((Mujica, 1986, Teorema 2.2)) Para cada L€ £,("X;Y ) sea Le P,("X;Y) definido

por L(x) = L(x, ...,x) = L(x)" para cada x € X. Entonces:

1. Las siguientes desigualdades se tienen para cada L € £,("X;Y):

N n .
IL[ < L] < ;HLII-

2. La aplicacion Le £5("X;Y) — Le 2,("X;Y) es lineal y biyectiva.

Demostracion. Para probar 1. veamos primero que |L| < |L|. Sea x € By, entonces |L(x)| =

IL(x,...,x)| < sup IL(x1,...,xn)| < |L| y tenemos que ||f,\| < |L|. Veamos ahora que
1|1, X0 ] <1

n
IL|| < n—’HﬁH Sea (xi,...,Xx,) € Bxn. Aplicando la Férmula de Polarizacién (Teorema [2.25)) con
n!

xo = 0 tenemos que

1 .
g —
1 A
s 2, le e allLiem o )|

’ gi=11
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Ya que

| 1 1
ILC (€1 -+ €xn)) | = L (Er01 + - &))" = L€ + -+ )"

1 .
= L+ + &),

1
y ademds —(gx] + - + &,x,) € By pues
n

1
= (Enx 4+ &) | < >R

1<ign 1<i<n

tenemos

1
2p!

Z |L(&1x1 + - + €3] < Py 2 n"
-l Cgi—tl

)
=

A n"
g <=

ni’l
2'n!

~

IL]-

n . nt .
Como |L(xy,...,x,)| < —|L| para todo (x1,...,x,) € Bxn, se sigue que ||L|| < —|L|. Para probar
n n

2. veamos primero que L — L es inyectiva. Sean L, L € Z3("X,Y) tales que L, = L, entonces
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Li(x) = Li(x,...,x) = Ly(x,...,x) = L(x) para todo x € X. Por la Férmula de Polarizacién con

xo = 0 tenemos que

1
Ll(xl,...,xn) = 2] Z 81“‘8nL1(81x1+"'+8nxn)n
gi==1
1
= ong 82181'“&[12(81)61 +o &) = Lo (X1, Xn),
j__

para todo (xi,...,x,) € X" y asi L; = L. Veamos ahora que L — L es sobreyectiva. Sea P €
Z,("X;Y), entonces existe L € .Z,("X;Y) tal que P = L. Veamos que L = I* donde L’ es la si-

metrizacién de L (ver Proposicién[2.23). Sea x € X, entonces

para todo x € X. Por lo tanto P = L = 5. Finalmente sean L, Ly e Z,("X;Y) y a € K. Entonces
(L + oLy (x,....,x) = Ly (x, ...,x) + aLa(x, ...,x) = L (x) + oL (x) = (L1 + o) (x) para todo x € X.
Ya que L — L es biyectiva se sigue que L; + oL, = L1 + aL, y asi L — L es lineal. Concluimos

que Le Z5("X;Y) — Le 2,("X;Y) es una aplicaci6n lineal biyectiva. O
Corolario 2.28. ((Mujica, 1986, Corolario 2.3)) Se tienen las siguientes afirmaciones:

a) La aplicacion L — L induce un isomorfismo sobreyectivo entre £°("X;Y)y 2("X;Y);

b) Un polinomio P € Z,("X;Y) es continuo si, y solo si, |P|| < oo,
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c) P("X;Y) es un espacio de Banach bajo la norma P — |P)|.

Demostracion. Sea L€ £;("X;Y) continua y (x;); es una sucesion en X tal que x; — x. Ya que
(X}, -yX;) = (x,...,x) cuando j — oo tenemos que L(x;) = L(x},...,x;) — L(x,...,x) = L(x) y se
sigue que L es continua. Esto implica que la aplicacién L e £*("X;Y) — L e 2("X.Y) estd bien
definida. Veamos ahora que la aplicacion es sobreyectiva. Sea P € Z("X;Y ). Sabemos que existe
Le %,("X;Y) tal que P = L. Si (xj1,...,xj,); es una sucesién en X" tal que (x;j1,...,Xj,) —

(x1,..., %), por la Férmula de Polarizacion dada en el Teorema con xo = 0 tenemos que

Ya que (€1x,1 + -+ &Xjn) — (€1x1 + -+ + &X,), por la continuidad de L tenemos que ﬁ(elij +

o EnXjp) — L(€1x1 + -+ €,x,). Ademds se tienen las siguienes convergencias
€1 &L(e1xj1 + -+ &Xjn) — € - &L(€1x1 + - + €x,) cuando & = +1,

Z €1 &L(e1xj1 + + Exjn) — Z g1 &L(ex) + -+ &),

1 A 1 A
Z 81---8,1L(81Xj’1+--‘+€nxj'7n)HF Z € ---&L(ex) + -+ Exy).
’ gi=+1 n: gj=+1

De la tdltima convergencia se sigue que L(xj1,...,xj,) — L(x1,...,x,) cuando j — ooy asi L €
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Z5("X;Y). Por otro lado, la inyectividad y la linealidad de L € Z*("X;Y) — Ie P("X;Y) se
heredan de la aplicacién L € .Z5("X;Y) — Le 2,("X;Y) y yaque |L|| < |L|| < Z—’:m < o0 para
toda L € Z*("X;Y) se concluye que la aplicacién L € .Z*("X;Y) — L e 2("X;Y) y su inversa
son continuas. Por lo tanto, Z*("X;Y) y Z("X;Y) son isomorfos y se prueba a). Para probar b)
supongamos que P € &2,("X;Y) es un polinomio continuo. Por el literal a) sabemos que existe
Le Z°("X;Y) tal que P = L. Si x € By entonces ||P(x)| < |L(x,...,x)| < |L| < oo y se tiene
que |P|| < oo. Supongamos ahora que ||P| < ooy sea (x;); una sucesién en X tal que x; — x.
Como |L| < Z—’:HP] < oo donde P = L, se sigue que L es continua y asi P(x;) = L(xj,...,x;) —
L(x,...,x) = P(x). Luego P es un polinomio continuo. Finalmente, para probar c) sea (P;); una
sucesion de Cauchy en &2 ("X;Y). Por el literal a), para cada n € N existe L € £*("X;Y) tal que
L, = P,. Ya que Pj— P e Z("X;Y) para todo j,k € N, se sigue de las desigualdades dadas en el

teorema anterior que

nl’l
1P =Pl < L= Lell < <[P = Bil

para todo j,k € N. De esta desigualdad se sigue que (L;); es una sucesion de Cauchy y como
Z*("X;Y) es un espacio de Banach (consecuencia de la Proposicién [2.21]) entonces L; — L para
algiin L € .#*("X;Y). Por la continuidad del isomorfismo L — L tenemos que F, =L, - L =Py

concluimos que Z?("X;Y) es un espacio de Banach. O

Ejemplo 2.29. ((Pérez, 2017, Ejemplo 1.2.7)) Sea P : ¢, — K tal que P((x;);) = Z?ilx;?, donde
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n=2ysealL: V5 — Ktal que

0 n
L(X1, 00y Xn) = X1,162, 1. X, 1 + X1 22200 X2 F o = Z <kaj>

donde x; = (x; j) j € {2 para todo 1 <i < n. Veamos que L€ £,("(). En efecto, Si X1,...,Xg, Yk, ---sXn €

U, 1 <k<nyacelk, entonces

L(X1, ey X+ Qg ooy X X1 (X j+ @Yk j) - Xn,j

0

X1 j XpyjooXn,j+ & lej Vk,j o Xn,j
j=1

Q0
j=1
o0
= L(X1, .0y Xkyeees X)) + OL(X1 5oty Viy vey Xn)-

Ya que P((x;);) = L((x;) ;)" para todo (x;); € ¢, se sigue que P € Z,("{5). Por otro lado, supon-

gamos que x = (x1,xy,...) € By,. Ya que |x| < 1, entonces |x|* < |x| <1y como |xi| < |x| <1

para todo i > 1, tenemos ademds que |x;|* < |xi|* < |x;| para todo i > 1. Por lo tanto

|P(x)| = |IL(x,....x)[| = ¥} +x5 4+ .| < [x]|+ 25|+ < g " + |xa]" + ...

<P+ e+ < xl? < xl <1

Asi |P| <1 < o0y por el Corolario[2.28 concluimos que P € 2 ("(5).
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\
Proposicion 2.30. Para cada P € 2 ("X;Y) existe una vinica P € £*("X;Y) tal que

para todo x € X.

Demostracion. Ya que Z*(X;Y)y Z("X;Y) son isomorfos (Colorario 2.28] literal a)) existe un

Y
isomorfismo sobreyectivo P € Z("X;Y) — Pe Z5("X.;Y). ]

Definicion 2.31. Sean X,Y espacios de Banach. Decimos que P € & ("X;Y) es compacto si para
cada subconjunto acotado B de X, el conjunto P(B) es relativamente compacto en Y. Denotamos

al espacio de los polinomios n—homogéneos compactos por Pk ("X;Y).

Definicion 2.32. Sean XY espacios de Banach. Denotamos por Py« ("X*;Y) al espacio de poli-
nomios n—homogéneos continuos y @* —continuos sobre conjuntos acotados con la norma defini-
da para los polinomios n—homogéneos, esto es, P€ Py« ("X*;Y) si, y solo si, dada una red (x}) o

acotada 'y @* —convergente en X*, la red de imdgenes (P(x},))a es convergente en norma.

Observacion 2.33. Cuando n = 0 tenemos que

ZaX*Y) = P(OX*Y) = Poe(°X*Y) =,

y cuando n = 1 tenemos que

P s (1X*Y) = Ky (X5, 7).
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La siguiente proposicién es consecuencia del Teorema [2.25]y de la Proposicion [2.30}

Proposicion 2.34. Dado P € Py« ("X*;Y) y x§y, ..., € X* tenemos la Férmula de Polarizacion

1
~pIon

% * *
Z tS IR ‘SnP(XO —|—£1x1,...,8nxn).
gj=+1

Vv
Proposicion 2.35. Sea P € Py« (X*;Y). Entonces P es 0*—continua sobre conjuntos acotados si,

y solo si, P es ®*—continuo sobre conjuntos acotados.

*
Demostracién. Sea (x%)q una red acotada en X* tal que x* 2> x* y veamos que P(x*) — P(x*).
a q o y q a

w* . ., C()* \
En efecto, como x}, — x™ se tiene también que (x},, ..., x5 ) —> (x*,...,x*) y por lo tanto P(x}, ..., x5 ) —

\2
P(x*,...,x"). Por la Proposicién2.30|tenemos que P(xy,) — P(x*). Por otro lado, sea (x, |, ...,Xg ) a

una red acotada en (X*)" tal que

o* -4 o* .
Entonces x, , —> x} paratodo 1 <k <nytambién Y’ | &x} ;,— >/, &x;. Como P es @* —continua

sobre conjuntos acotados tenemos que P (Z?:l Eixy, i) — P(3)_ &x?) y se sigue que

n n
e &P (Z e,-xj;,i> — & ---&P (2 8,-x§">
i=1 i=1

para todo €; = +1,
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y finalmente

1 " 1 no
n!2n 2 € &b (Z 8ixoc,i) o Z € --- &P (Z gix; | .
gj==1 i=1 gj=+1 i—1

De la convergencia anterior y de la Proposicion [2.34 tenemos que

\2 \2 \
P(Xp 155 Xen) = P(X],...,x;,). Por lo tanto P es ®*—continua sobre conjuntos acotados. O

2.3. Linealizacion de polinomios n—homogéneos
En esta seccién mostraremos los teoremas importantes en torno a la linealizacion de poli-
nomios n—homogéneos. Sean X, ..., X, espacios de Banach y sea I el subespacio de X x --- x X},

generado por todos los elementos de la forma

(X1 eeey (G FAVE) 5 ey X)) = (XL ooy Xy ooy X)) — A(XTy ooy Vs oeey Xn) (7)

donde 1 <k <ny A € K. Definimos el espacio X; x --- x X,,/I como el Producto tensorial de
X1, ...,X, el cual denotamos por X| ®---®X,. Cuando X; = ... = X, denotamos a X| ® --- @ X,
por X), X. Los elementos de X; ®--- ®X, los llamaremos fensores y los tensores de la forma

(x1,...,x) + I los cuales llamaremos tensores bdsicos los denotaremos por x; ® - - - ®x,. Sea u =
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Zj Ai(xi1,...,xi ») un elemento de X; x - -- x X,,, entonces

u+1I= Zl XilyeoosXin) +1 = Z?L Xily-osXip) +1] = Zl,x,1® - ®@Xip.

Por lo tanto, podemos volver a definir el espacio X| ® - -- ® X;, de la siguiente forma:

Definicion 2.36. ((Ryan, [1980, p. 1)) Sean X1, ...,X, espacios de Banach. Definimos el producto
tensorial X1 ® --- ®X,, como el espacio vectorial generado por todos los elementos de la forma

X1 Q- Qxy, donde x1,...,x, son elementos de X, sujetos a las relaciones:
L 1@ ®Ax) Q@ ®xp =A(x] R - ®x;® - ®xy) para todo i y todo A en K,
2 0Q QX+ y)® ®x =x1Q  ®xi® Rxp + X1 Q- RY;® - ®x,, para todo i.

De la definicion anterior tenemos que si # es un elemento de X; ® - - - ® Xj,, entonces u puede

ser escrito (no necesariamente de forma tnica) como
= Aixi @ ®%in = > (A1) @ ®@Xip = > Xi | Q- @i,
i i i

donde A; € Ky x; j € X; para todo i y todo 1 < j < n. Observe que redefinimos x; | := A;x; | para
mostrar que se puede prescindir de los coeficientes A; en la representacion de u. Podemos definir

una norma sobre X; ® - - - ® X, como lo muestra el siguiente resultado:
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Proposicion 2.37. Dado u = ), Aixi 1 ® - - - ®@x; , un elemento de X\ ® - -- ®X,, la funcion

X1

1

(u) = fnf{Z Adl i+ i = Ay @ @x,,n}

es una norma sobre X1 ®--- @X, y t(x1 ®--- ®xy,) = |x1]|- - |xn| para cada xj e Xj, 1 < j <n.

Definicion 2.38. Denotaremos al espacio vectorial normado (X1 ® - ® Xy, 7t) por X1 ®r -+ Qg
Xy y cuando X\ = ... = X, denotaremos a (&), X, ) por X, »X. Denotaremos a los tensores
bdsicos de X1 @z -+ Qn X, por x| Qg - - - Qg Xn. Ademds, denotaremos por X1y - - @z Xy, (@n’ﬂX)
al completamiento de X1 ® ---®X,, ( @n’nX , respectivamente) con respecto a la norma 7, donde
sus tensores bdsicos serdn denotados por x1&y - Qnx, y cuando no haya lugar a confusion los

denotaremos simplemente por x1 Q- -- @ X,

Proposicion 2.39. ((Dineen and Mujica, 2015, p. 368)) Sean Xi,...,X,,Y espacios de Banach.
Entonces

$<X|®ﬂ---®7an;Y) = g(X],...,Xn;Y) = g(Xﬁf(Xz, ...,Xn;Y)).

Demostracion. Veamos que . (X|®z -+ @z Xp;Y) = L(X1,...,Xu; Y ). Supongamos que Le £ (Xy, ...
X3 Y), que u =Y. Aix; | ® - ®x;, €s un elemento de X; @z -+ ®z X, y que L es la aplicacion

dada por

i(u) =L (Z 7(«,')6,‘71 ®--- ®x,~7n> = Z%’L(xi,l»---axi?n)-

Si (Y1500, V) €EX1 ®- - - ®xXy, entonces (X1, ...,x,) — (¥1,...,¥n) € I (ver Ecuacién ). Como L(v) =0

para todo v € I, se sigue directamente que L(xy, ...,X,) = L(y1,...,yn). En general, siu; = > ; Lix; 1 ®
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C@Xip Y Ua = D Ayi1 @+ ®Yin son iguales, tenemos que X; | @+ @Xin = i1 @ - @i (luego
(Vi,15 -5 Yin) €Xi1 @ - ®xy, ) paratodo 1 < i< ny porloanterior L(X;1,...,Xin) = L(Yi1;-++Yin)
para todo 1 <i < n. Entonces D>, L;L(X;1,....,%in) = >, AL(Yi1,-.-,Yin) Y s€ sigue que L — L estd
bien definida. Por otro lado, dado u = )}, x; 1 ® - - - ®x; , (recordemos que podemos prescindir de

los A; en la representacion de u) tenemos que

(L1 + otly) (me ®:- '®xi,n> = YLy + L) (i1, ooes i)

i
= 2[4 (xijl,...,xm) + OCELQ(X,"I, ...,xm) = El (I/t) + OCEQ(M).
i i

Por lo tanto L — L es lineal. Para probar que dicha aplicacién es inyectiva supongamos que
Ly =1,y sea (x1,...,x,) € X; x -+ x X,,. Entonces Li(x1,...,x,) = Li(x; ® - ®x,) = Lr(x] ®
o ®xp) = Lp(x1,...,x,) y asi L} = L. Sea S € Z (X ®r - ®r X,;Y) y definamos L : X" —
Y tal que L(xy,...,x;) = S(x] ® - ®xp). Dados x; € X|,....x¢, Vi € XpseosXn € X y @ € K tene-
mos que L(x1,...,xx + QY- Xn) = S Q- @ + 0k ) Q-+ Rx) =S Q- @ Q-+ ®
Xn) + AS(X1 R QY ® - ®Xp) = L(X1 vy Xy eey X)) + OL(X1, 0y Yiy oo, X ) para todo 1 < k < n.
Entonces L € Z(X1,...,X,;Y) y asi L — L es sobreyectiva. Por todo lo anterior tenemos que
Le Z(Xy,...XY) > Le Z(X|®r - @z Xy;Y) es una aplicacién lineal biyectiva. Sea u =

ijﬂ ®- - ®@xjn € X1 ®r - @z X, una representacion de u. Tenemos que

IZ(u)| = =

ZL(Xj71,...,Xj7n)

J

L (ij,l®“‘®xj,n) H =
J

Zi(xj,l ®- - @Xjn)
J
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gl

< QLG x| < LY L
' j

J

Ya que lo anterior se tiene para cualquier representacion de u tenemos |L(u)| < ||L|7(u).
Por lo tanto, L es acotada y se cumple que ||Z|| < |L||. Por otro lado, si (x1,...,X,) € X] X -+ x Xy,

entonces [L(x1, . xn)| = [L(x1 @+ @xn) | < |Lf[|x1]-- lxall. Ast L] < L] y [ L] = [L]. Por el

Teorema la aplicacion L:X|® --®X, — Y admite una dnica extensién lineal continua L :
X1®r - - ®rX, — Y tal que sus normas coinciden. Por lo tanto la aplicacién L€ £ (X,..., X, Y ) —
Le Z(X\®xr--®rXy;Y) es una isometria lineal. Gracias a esta tltima propiedad concluimos que
L — L y su inversa son continuas y por tanto L — L es un isomorfismo isométrico sobreyectivo.

Para probar que .Z (X, ....Xn;Y) = Z(X1;Z(Xa,...,X,;Y)) consideremos la aplicacién

Le L(X1,...Xp;Y) > Le L(X1;Z (X2, ... Xn;Y)),

tal que L(x1)(x2,...,%,) := L(x1,%2,...,X,) para todo x; € X;, 1 <i < n. Supongamos que L;,L, €
Z(X1,...,X,;Y) son tales que Ly = [. Entonces Ly (x1,...,X,) = L1 (x1) (X2, ..., %2) = Lo (x1) (%2, ..., X)) =
Ly(x1,...,X,) para todo (xi,...,x,) € X] x - -- x X, y asf L; = L,. Esto implica que L — L es inyectiva.
Para probar que L — L es sobreyectiva supongamos que S € .2 (X1;.% (X2, ...,Xy;Y)) y definamos
L:X| x---xX,—Y por L(x1,....,x,) = S(x1)(x2,...,x,) para todo (xy,...,x,) € X1 X -+ x Xj,. La
linealidad de L en la primera componente se obtiene directamente de la linealidad de S y la linea-

lidad de L en las demds componentes se obtiene directamente de la linealidad de S(x;) para cada

valor fijo x; € X. Por otro lado, sea (xi,...,x,) € Bx,x..xx,- Ya que L es continua tenemos que
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IL(x1) (x2, e Xn) | = |IL(x1,-..,x0) | < ||IL||, entonces |L(x;)| < |L| para todo x; € B, y asi |L| <
|IL|. Ademds, ya que L y L(x;) son continuas se sigue que |L(x1,...,x,)| = [L(x1)(x2,...,x,)| <

IL(x1)|| < |L|| y asi |L| < |L|. Entonces |L| = |L| y L — L es una isometria lineal. La conti-

nuidad de L — L y de su inversa se sigue directamente del resultado anterior. Concluimos que

Le L(X1,....XY) = Le L(X1;4(Xa,...,Xs;Y)) es un isomorfismo sobreyectivo. O

Corolario 2.40. Si X y Y son espacios de Banach y L € £,("X;Y), entonces existe una tinica
aplicacion lineal L € L@z X:3Y) tal que Lx|® - ®x,) = L(x1,...,x,) para todo x; € X, 1 <
i < n. La aplicacion

Le Z,("X;Y) > Le Z,(X)X;Y)

n,m
es lineal biyectiva. Ademds, dicha aplicacion induce un isomorfismo sobreyectivo entre £ ("X;Y)

y g(@n,ﬂ:X;Y)'

Demostracion. Se sigue directamente de la proposicion anterior haciendo X; = ... = X, en el pri-

mer isomorfismo sobreyectivo. O

Definicion 2.41. Sea x| ®---®x, de ®n7nX. Definimos la simetrizacion de x| ® - - - ® x,, por

1
X Qs X2 Qs -+ Qs Xp 1= al Z xc(])®xc(2)®' : '®xc(n)a

‘oES,

donde S, denota el grupo de permutaciones de n elementos. Definimos (X), . . X (o simplemente

n,s,m

®n7 X ) como el subespacio de ®n,7rX generado por los elementos de la forma x| Qs x3 Qs - - R Xpy

con xi,...,.x, en X. Cuando no haya lugar a confusion escribiremos x| ®; x2 Qs - - - Qg X, Simple-
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X como el completamiento de (X), . . X con

mente como x| ® - - @ x,. Ademds, definimos (X) -
"

n,s,7

respecto a la norma 7.

Proposicion 2.42. Sean X1, ....X,,X,Y espacios de Banach y 1 < k < n. Entonces la aplicacion
Le Z(X1,...XY) > Le L(X1, .. Xnt:L Xp—ii1s o, X3 Y)),

tal que L(x1,....%0—1) (Xn—kt1,+-sXn) := L(X1,....X,) para todo (xi,...,x,) € X1 X -+ x X, es un iso-
morfismo sobreyectivo. En particular, si X, = ... = X,, = X se tiene que £ ("X;Y) = L (" *X; Z(*X;Y))
y L(XY) = L ("X 25X Y).

Demostracion. La prueba de este resultado es andloga a la realizada en la Proposicion [2.39] pa-

ra probar que L € Z(Xy,....X;Y) —» Le L(X1;Z(Xa,....,X,;Y)) dada por L(x)(x2,...,x,) =

L(xy,...,x,) es un isomorfismo sobreyectivo. ]

Proposicion 2.43. ((Ryan, 1980, Proposicion 1.4)) Dado u = x1 ® - Qx;, € @mSX tenemos la

Formula de Polarizacion

1
xl@"'®xnzﬁ Z 81"'€n(81X1+"'+8nxn)”,
T oe=+1

donde X" 1= x®---®x para todo x € X. Por lo tanto, se tiene que si u € (X), X, entonces u puede

ser escrito (no necesariamente de forma iinica) como

u=2xi®---®x,~.
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Demostracion. Sea xi,...,x, € X. Entonces

1
' Z € E(€1x1 + - Exn)"
n!2n
gi==1
1
:n'zn Z 81"'8}1 Z £i1"'8inxi1®"'®xin
gi=x1 1<iy,...,in<n
1
= n'zn Z 8]"'8"' Z ' gil...ginxil®...®xin
g=%1 1y.ylp
—
distintos
1
_|-n!2n Z gl...gn ‘ Z ‘ €i1"‘8inxi1®'”®xin
gj==*l1 [1y.00ylp
—_——
no todos distintos
=A+B.
Podemos escribir
1
A= o Z €1 ...gn. Z ‘ &, - & Xi ®"'®xin
=%l Iy.eelp
—
distintos
1
T alon DL B E D Ea(1) Ea(no() @ @l
gi==1 CESy
1

Dado 1 <i<n, como g = &;(;) para un unico 1 < j < n se sigue que

46
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Por lo tanto

1
A= 2| 20 e EEs() B [ Xe(1) @ B

1

oES, " 0€S,

Si denotamos por D, al conjunto de funciones de {1,...,n} en {1,...,n} no sobreyectivas, tenemos

que

nl2n et =
1

T pl2n 2| 2 E ey e [ X @ @i,
" 1eD, | gj==*1

Sea T € Dy, ya que T no es sobreyectiva, existe 1 < j < n el cual no pertenece al rango de 7.

Entonces

Z gl...gj...gng,c(l)...gr(n): Z 81"'8j71<1)£j+1"'gngf(l)"'gr(n)

+ Z g - "8]’71(_1)8]#1 "'811817(1) .. 'gf(n)
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= Z €1 & 1Ej11" ..gngf(]) .. .gr(n)
€j:+1

— Z 81"'8j—1£j+1"'gng’r(l)"'gf(n):0'
gi=+1

Esto implica que B = 0 y asi

1
nl2n

Z € --&ex1+ X)) =A+B=A=x1® - Qxp,.
gi=+1

O

Proposicién 2.44. ((Ryan, |1980, Proposicién 1.3)) Sea P € Z("X;Y). Entonces existe una uini-
ca aplicacion lineal Tp € £4(),  X;Y) tal que Tp(x® -+ ®x) = P(x). Por otro lado, si S €
Zu(X,,sX:Y), entonces la igualdad P(x) = S(x® -+ ®x) define un polinomio n—homogéneo

Pde X enY tal que Tp = S. La aplicacion

Pe Z,("X;Y) - Tpe Z((X)X:Y)

n,s

es lineal biyectiva.

Demostracion. Sea P € &("X;Y). Escojamos L € Z("X;Y) tal que P(x) = L(x,...,x) para todo
x € X. Entonces P(x) = L(x®---®x) para todo x € X, donde L : ®,X — Y es la aplicacién lineal
asociada a L en el Corolario Sea Tp la restriccién de L a @,MX , entonces Tp es lineal y
Tp(x®---®x) = P(x) para todo x € X. Ademds Tp estd univocamente definida por P ya que si S €

Z(&), XY ) tiene también la propiedad de que S(x®- - -®x) = P(x), entonces para cada elemento
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u=>,;%® - Qx;de @mSX (podemos tomarlo asi gracias a la Proposiciéon b tenemos que

S(u) =S (in®"‘®xi> =Y S®--®x;) = ) Px) = Y Tp(xi® - ®x;)
i j i i

=Tp (in@--@xi) = Tp(u).

Por lo tanto, S = Tp. Por otro lado, si S es una aplicacién lineal de @n ;X enY, denotemos por Sa
la tinica extensi6n lineal de S que va de (X),, X a Y (Teorema|2.13)). Por el Corolario existe una
tinica aplicacién n—lineal L tal que L(x, ...,x) = S(x®- --®x) para todo x € X. Si P es el polinomio

asociado a la aplicacion L, tenemos que

para cada x € X. Por lo tanto 7Tp = S. De lo anterior se sigue que

Pe Z,('X;Y) - Tpe Z((X)X:Y)

n,s

es una aplicacion biyectiva. Veamos que dicha aplicacién es lineal. Sean P, P, € Z,("X;Y)y o €
K. Como (P, + aP>)(x) = Pi(x) + aP2(x) = Tp,(x®- - - ®x) + aTp,(x®---®x) = (Tp, + aTp,) (x®
---®x) para todo x € X, se sigue de la biyectividad de P — Tp que Tp es la tnica aplicacién lineal

que cumple esta propiedad, asi que T(p , p,) = Tp, + OUTp,. [

El siguiente resultado se conoce como Teorema de Linealizacién de Ryan:
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Proposicion 2.45. Sean X y Y espacios de Banach'y P e Z("X;Y). Entonces existe una tinica

aplicacion lineal continua Tp € (), . -X:Y) tal que Tp(x®---@x) = P(x) para todo x € X. La

n,s,m

aplicacion

Pe 2("X;Y) — Tp e$(®nmX;Y)

es un isomorfismo sobreyectivo isométrico. Ademds P € Pk ("X;Y) si, y solo si, Tp € K(X),, ; zX:Y).

Demostracion. Suponga que P e Z("X;Y) y sea Tp es la aplicacién lineal asociada a P de la
Proposicién[2.44] Dado u€ (%), » X tal que u = 3, x;® - ®x; es una representacion de u, tenemos

que

|Tp(u)|| =

oo

)| < ZHP(Xi)H

il < HPHZ o™

2l ()

€ By. Como estas desigualdades se tienen para cualquier

La ultima desigualdad se tiene ya que —

| lH

representacion de u, tenemos que

|Tp ()] < \PHl'Hf{Z Joci [ - e = sz@“-@xz} = 1Pl ().

Por lo tanto ||7p|| < |P| < 0. Esto prueba que P Z("X;Y) — Tpe L(), . . X;Y) estd bien de-

n,s,m

finida. Por otro lado, sea S € .2’ (®, s,z X;Y) dada. Por la proposicién anterior existe P € Z,("X;Y)

tal que Tp = S. Veamos que P € &#("X;Y). Dado x € By, esto es, ||x| < 1, observe que T(x®- - ®
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x) = 1. En efecto, 7(x®---®x) = inf {|x]|"} = |x|” < ||x| < 1. Por lo tanto, si x € By, entonces

x®---®x€Bg xycomo Tpesuna aplicacion lineal continua tenemos que
n,s,

[P = Tr(x®---@x)| < [Tp] < co. (®)

Por el Corolario se sigue que P € Z("X,;Y). Esto prueba que la aplicacién P € Z("X;Y) —

Tre Z(X),.2X:Y) es sobreyectiva. De la ecuacion (8) se sigue que [P < |7p, y asi |P| = |7p|.

Luego Pe Z("X;Y) — Tp e L(), , XY ) es una isometria, y por lo tanto es una aplicacién
inyectiva, continua y su inversa es continua. Su linealidad se hereda de la linealidad de la aplicacion

Pe Z,("X;Y) — Tp € £4(®), ;X;Y) dada en la Proposicion Asi Pe 2("X;Y) - Tpe

ZL(Q,2X:Y) es un isomorfismo sobreyectivo isométrico. Por otro lado, ya que ), , ;X es

un subespacio denso de @ X, por el Teorema [2.13| para cada Tp € Z(X)

X;Y) existe una

n,s,m n,s,m

tnica extension lineal continua 7p € £ (@ X,;Y) tal que sus normas son iguales. Por lo tanto,

n,s, 7
la aplicacién

Pe 2('X;Y) > Tre Z(X), _X:Y)

es un isomorfismo sobreyectivo isométrico. Suponga que P € Px("X;Y) y Tp € L(X), . X:Y).

n,s,m

Sea (x;®---®x;); una sucesién acotada en (), ; ,X y consideremos la sucesién (x;)j en X. Como

n,s,m
P es compacto existe una subsucesién (x;,); tal que (P(xj,)); es convergente y ya que Tp(xj, ®
- ®uxj;) = P(xj,) se sigue que (xj,®---®uxj,); es una subsucesion tal que (Tp(x;;, ® - ®x},));

es convergente. Supongamos ahora que 7p es compacto, que P € &("X;Y) y que (x;); es una

sucesion acotada en X. Dada la sucesion (x; ®---®ux;); en ), ; .X existe una subsucesion (x; ®
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- ®ux;j,)i tal que (Tp(x;, ®---®x},)); es convergente. Como P(xj,) = Tp(x;; ®---®xj,) se sigue
que (x;,); es una subsucesion tal que P(x;,); es convergente y asi P es compacto. Esto demuestra

que P € Px("X;Y) si, y solo si, Tp € K((X), . . X;Y) en el isomorfismo P e 2("X;Y) — Tp €

n,s,m

L( Ry 5.2X:Y). 0
2.4. Otras propiedades utilizadas

Definicion 2.46. Sea X un espacio de Banach. Decimos que X tiene una expansion incondicional
finito dimensional de la identidad si existe una sucesion de operadores lineales acotados (A,), en

X de rango finito tal que para todo x € X,

donde la convergencia de la serie es incondicional.

Ejemplo 2.47. Sea A; : ¢ — {5 la aplicacion definida por Ai(x) = aje; si x = Z?’;l aje; para todo
i€ Ndonde e; = (ej;); es tal que e; j = 1 cuando i = jy e; j = 0 en los demds casos, entonces A,

es un operador lineal continuo de rango igual a 1 para cada i € N. Ademds, se tiene que

para todo x € {y. Por lo tanto, {5 tiene una expansion incondicional finito dimensional de la iden-

tidad.
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El siguiente resultado que se encuentra de manera més general en |[Kalton| (1974)). Para los

propositos del trabajo, lo enunciaremos de la siguiente forma:

Proposicion 2.48. Sea X un espacio de Banach con una expansion incondicional finito dimensio-
nal de la identidad (A,)nen. Si Y es cualquier espacio de Banach de dimension infinita, entonces

los siguientes resultados son equivalentes:

1. K(X;Y)=2(X;Y);

2. Z(X;Y) no contiene una copia de {..
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3. Copias de ¢, y /o (T") en espacios de polinomios
El siguiente resultado, probado en el afio 1991 por el matemaético polaco Lech Drewnowski es-
tablece condiciones necesarias y suficientes para que el espacio K+ (X*;Y) de los operadores

0" — w—continuos y compactos de X* en Y contenga una copia de £:

Teorema 3.1. ((Drewnowski, 1990, Teorema de Drewnowski)) Sean X y Y espacios de Banach.

Entonces K.« (X*;Y) contiene una copia de {, si, y solo si, X o Y contiene una copia de ;.

Ya que K(X;Y) y Ky« (X**;Y) son isométricamente isomorfos (ver Proposicion [2.12)) el

Teorema de Drewnowski puede ser adaptado al espacio K(X;Y) como sigue:

Corolario 3.2. ((Drewnowski, [1990, Corolario 1)) Sean X y Y espacios de Banach. Entonces

K(X;Y) contiene una copia de l, si, y solo si, X* oY contiene una copia de (..

Demostracion. Supongamos que K(X;Y) contiene una copia de ¢-,. Ya que K(X;Y) es isométri-
camente isomorfo a Ky« (X**;Y) (Proposicion[2.12)), tenemos que K+ (X**;Y) contiene una copia
de {. Se sigue del Teorema de Drewnowski (Teorema [3.1)) que X* o Y contiene una copia de /.
Supongamos ahora que X* o Y contiene una copia de ¢.,. Ya que Ky (X**;Y) contiene una copia
de X* y Y (ver Proposicién , se sigue directamente que Ky« (X**;Y) contiene una copia de
(. Finalmente, como K (X**;Y) es isométricamente isomorfo a K(X;Y ), tenemos que K(X;Y)

contiene una copia de /. [

A continuacién abordaremos dos de los objetivos importantes de la investigacion: extende-

remos el Teorema de Drewnowski al espacio P« ("X*;Y) y veremos que el resultado de Drew-
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nowski para el espacio K(X;Y ) no puede ser extendido al espacio Pk ("X;Y ). Luego abordaremos
el problema general de encontrar copias de ¢, (") y ¢o(I') donde I" es un conjunto de cardinal
arbitrario en espacios de funciones.
3.1. Resultados preliminares

En esta seccion desarrollaremos los conceptos previos a la prueba del Teorema de Drew-
nowski extendido al espacio P+ ("X*;Y) y daremos una prueba de dicho resultado.

Definicion 3.3. Sean X,Y espacios de Banach, P & ("X*;Y) y 0 < k < n. Definimos la aplicacion

d*p
- :X* — P (*X*.Y) dada por

n—kveces  kveces

\
para todo x*,y* € X* donde (Z) es el numero combinatorio n sobre k 'y P es la aplicacion n—lineal

. o d*p
definida en la Proposicion|2.30, Cuando k = 0, o = P.

Observacion 3.4. Para mayor simplicidad de los calculos asumiremos sin problema alguno que

dkp v
W(x*)(y*) := P((x*)"*, (y*)¥) para todo 0 < k < n, omitiendo la constante (}).
. dkp ,
Observacion 3.5. cuando k¥ = n — 1, —— es un operador lineal. En efecto, sean

k!
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x7,x5 € X*y a € K, entonces

d/\n_lp * £ * M * % % " Y4 " " N v . . .
n—1! (x] +axy)(y*) = P(x] + ox3,y", ..., y") = P(x], Y™, ...,y") + P (x5,y",...y")
d"'p d"'p
- _1,(XT)(y*)+(x _1,(353)(}’*),
I"1p dr'p an1p

para todo y* € X*. Por tanto —1'()6’1k +ax;) = m(x’f) + ocn_—l!(xi).

d*p
Proposicion 3.6. Si 0 < k < n, entonces o € P (kx 2 (kXY)).

Demostracion. Consideremos los isomorfismos sobreyectivos
Le Z5("X*Y) — Le (" *x*; 25 (*x*;1))

*

56

tal que i(x’l",...,xsz)(x:fkﬂ, . Xp) 1= L(x},...,x};) para todo (x},...,x};) € (X*)" (ver Proposicién

2.42)y

Le Z*("X*,Y) — Le 2("X*Y)

tal que L(x*) = L(x*,...,x*) para todo x* € X* (ver Corolario[2.28). Entonces existe un isomorfismo

sobreyectivo

Le £5("X*Y) »Le £5("*x*; 2(*x*;Y))

tal que L(x7, X)) = Z(x’l", ...,x;"_k)(y*)k =L(x},...x;_,, (y*)k) paratodo xj, ...,xs_,,y*€
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Vv
X*. Si denotamos a P por Lp, como Lp € Z*("X*,Y), tenemos que

Luego
&* A x\n—k *k_E x\n—k *k_L‘ w\n—k (%
o 07) =Le((7)"5 07)) = L) (7)" = Lp(x)" (")
d* ]
para todo x*,y* € X*. Por lo tanto W(X*) = Lp(x*)" % para todo x* € X* y ya que
] ' &P -
Lpe ZL5("*x*; 2(*X*,Y)) se sigue del Corolario [2.28 que o = Lpe P("kx* 2(kx*;v)).

]

Definicion 3.7. Sea X un espacio normado y (xj)q una red en X*. Decimos que (Xj)q es

o*—Cauchy si para cada U € @* tal que Oxx € U, existe un oy tal que ng —xy € U siempre

que oy < By oy <.
Lema 3.8. Sea L€ Z("X*,Y). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) L es @*—continua sobre conjuntos acotados;

b) si (x(";’i)a es una red acotada y ®*—Cauchy en X* para cada 1 <i<ny existe | <k <n tal

que (xp, ;) s ®* —nula, entonces L(xy, 1., X ) A, 0;

c) si (x},;)a es una red acotada y ®*—Cauchy en X* para cada 1 < i < n, entonces (L(x}, , ...,

Xgn)) o €S una red de Cauchy,

d) L es ®*—uniformemente continua sobre conjuntos acotados.
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Demostracion. Usaremos induccion sobre n. Supongamos que n = 1. Si (x},) o s unared o*—nula
en X*yL:X*—Y es®* —|-|—continua, entonces L(x},) — 0 en norma. Asi, a) implica b). Sea
(x}) una red en X* acotada y @*—Cauchy en X*. Por el Teorema de Banach-Alaoglu, (x%)¢
tiene una subred (x})y que es @*—convergente. Si x} ©%, ¢* tenemos que xj, ©% ¢*. Ya que (x}, —
x*)q es acotada y @*—nula (ver (Megginson, (1998, Corolario 2.6.10)), se sigue de la hipétesis
b) que (L(x})) — 0 en norma y asi (L(x},))¢ es una red de Cauchy. Por lo tanto, b) implica c).
Para mostrar que c) implica d) supongamos que B — X* es acotado. Debemos probar que L|p es
o*—uniformemente continua, esto es, que dado € > 0, existe un > 0 y F < X finito tal que
si x*,y* € ¥(0,F,8) n B, entonces |L(x*) — L(y*)| < € donde ¥ (0,F,8) := {y* € X* : [y*(x)| <
0,x € F}. Si no fuera asi, existiria & > 0 tal que para cualquier § > 0 y F < X finito, podemos
encontrar xj ., ys . € ¥ (0,F,8) n B tales que HL(x;’F) —L(y5 z)| = €. Sea [X]=? la coleccién
de todos los subconjuntos finitos de X y considere el conjunto &/ = N x [X]|=® ordenado por
(n,F) < (m,G) si,y solosi,n<my F < G. Paracada (n,F) € &, sea z, j 1= x’l“/mF —y’l“/mF. El
Teorema de Banach-Alaoglu implica que (zZ F)n,F tiene una subred (zg)q @*—convergente. Por
lo tanto, (z},)o es una red acotada y @*—Cauchy. Pero por la hipétesis c), (L(z}))q €s una red de
Cauchy en norma lo cual es absurdo ya que |L(z;, r)|| = & para todo (n,F) € /. Es claro que d)
implica a). Supongamos ahora que las afirmaciones son equivalentes para todas las aplicaciones
(n— 1)—lineales. Si la hipétesis a) se tiene para una aplicacién n—lineal continua L pero b) es

falsa, existe una coleccién de redes (x}, ;) acotadas y w*—Cauchy con i = 1,...,n donde al menos

una de ellas, digamos (x7, |)o €s @*—nula'y L(xy, |,...,Xg ,) = 0. Asi, existe & > 0y una subred

*

Xyn

(L(x} 15, %y0))y tal que [L(x

y.10-->Xyn)| = € para todo . Sea v fijo y considere la aplicacién
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(n—1)—lineal Lxy , : (X*)"~! — ¥ dada por

*

(ZT7 "'aZ:—l) = Lx}cn(ZT? ""Z:—l) = L<ZT7 "'7ZZ—17X:;,n)'

59

Note que Lx), es una aplicacion @*—continua sobre conjuntos acotados. Por hipétesis de induc-

cién, existe ky > vy tal que si B > ky, entonces

1L (5o )] = LLGG, s o) | < 022

Se sigue que

k

HL(XZ,,,D"'=ny,n717xl>:y,n _xy,n)” = HL(ny,lﬂ --way,nfuny,n)H

- HL(XIZ,,I? "‘7x;:y7n—1 ’x;‘/,n) H

> 8()—8()/2 = 80/2

%

%
y.n> €0LONCES yy 250y

para cada v. Si y;n = x;{"y L X
LG 1y, 1Y) | = £0/2

para todo ¥. Ahora, si ky es fijo, sea szy‘nfl : (X*)"~% — Y dada por

(ZT> "'7Z:72> - Lx;k/,nfl(zi "'7Z272) = L(ZT7 "'>sz2>xzy7n—17y;;,n>'

€))

(10)

(1)
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Entonces la aplicacién Lny 41 €8 @*—continua sobre conjuntos acotados. Una vez de nuevo por

., . . ., . / . /
hipétesis de induccion, existe k,, > ky tal que si > k,, entonces

1L, 1 (g 15X )| = 1L0xB 15X 20Xk, 15 Yy ) | < €0/2-

Usando el mismo razonamiento de la ecuacion (9) tenemos que

H ( k 1 Z n_zax;:;”n_l_x;:%nfl?y;n)“ 280/2

1 * [ * * w*
para cada y. Haciendo Yyn—1:= xk,y —Xp,n—1 tENEmMos que yy , | — Oy

HL( k 10 7xz;7n727y;,n—17y;,n)” >'5‘0/2

para cada 7. Procediendo inductivamente, construimos » redes acotadas y w*—nulas (y;*, j)V donde
j=1,...n tales que [L(yy;,-.-,Yy,)| = €/2 paracada y. Yaque (yy ., -..,y},)y €s @*—convergente
(ver (Megginson, 1998, p. 205)) esto contradice la hipétesis a). El procedimiento realizado cuando
se asume que (x7, )a es una red ®*—nula para algin 2 < i < n es andlogo al anterior. Supongamos
ahora que se satisface b) y sea (Xfx,i)a una red acotada en X* y @*—Cauchy paracadai=1,....n

Si o y B son dados, entonces

L(xg1-sXqn) = L(Xp 1, Xp ) = L(xg 1 —Xp 1,%02 -1 X0 n)
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+L(Xp X2 X ) — L(Xp 1, X5 )
= L(xp —xzjl,...,xfx’n) —i—L(xE’l,xfx,z —xE’Z, s X n)

+L(Xg 1, X 2, Xg ) — L(Xg 15X )

% * % * £ 3 * %
= L(xg,1 = Xg 15--»%qn) + LXg 1:X2 = XB 251 X0 )
% * % % %
+...+L(xﬁ7l,xﬁ72,...,xﬁ7n_l,xa7n —xﬁﬂ).

* ek - * *__ -
Sea 2y B.j = Xa,j—Xp,; Para o,Byj=1,...,n Entonces (Zaﬁ,j) es una red @* —nula. Renumeran

do las redes y usando la hip6tesis b), concluimos que (L(xp, 1, -..,X3 ;) €s una red de Cauchy en

*

Y. Para probar c) implica d) sea (xm1 -

- Xg.n) e Una red acotada y @*—Cauchy en (X*)". Entonces
cada red (xp,;)a con 1 < i< n es acotada y @*—Cauchy. Por ¢) tenemos que (L(xy ;... X5 ,))a
es una red de Cauchy en Y. Por lo tanto, L envia redes w*—Cauchy en redes de Cauchy y asi L es

®* — || - | —uniformemente continua (ver (Dineen, 1999, Lema 2.3)). Finalmente, d) implica a) se

sigue directamente. O

Lema 3.9. Sea x* € X* y ||x*| < 1,entonces

Vs % n" Yrow *
sup ”P(x 7x27'-'7xn)H < _' sup HP(X 3V 5y )H
[ [<1L. |xE <1 S|

Demostracion. Supongamos que x* € X* tal que |x*| < 1y sea P : X* — Y tal que P (y*) :=

\ Vv \2
P(x*,(y*)"~1) para todo y* € X*. Ya que P € .Z*("X*;Y) tenemos que la aplicacién P(x*,-,...,-) €
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Z5("1X*;Y) y por lo tanto P € 22("~!1X*;Y). Sabemos de la Proposicién que existe una

\2 \2
tinica aplicacién (n — 1)—lineal simétrica continua Py« tal que Py (y*) = P (y*,...,y™) para todo

\Y \Y
y* € X*. Esto obliga a que P(x*,-,...,-) = Pw(-). Por otro lado, del Corolario[2.27|y de la Proposi-
: . v n"
cién [2.30/ se sigue que Py || < — [P« |, esto es
n!
N % % n" * %
sup [P (23, .0y )| < — sup [P (v, ..., )|
IS <1, k<1 "<t
\ \2
y como P(x*,-,...,-) = Px(-) tenemos que
Vrox % * n" % * n" Voiw %
sup [|POFx5, )| < 5 osup ([P (vY, 00| = = sup [Py 0]
IS I<L,... s <1 - y* <1 - y* <1
donde la ultima igualdad se sigue de la definicion de Px. [

Teorema 3.10. Si Pe Z("X*;Y), X y Y son espacios de Banach, entonces los siguientes enuncia-

dos son equivalentes:

a) Pe Pye("X*Y);

d*p
b) para cada k, 0 < k < n, el polinomio B es W* —continuo sobre conjuntos acotados;
kP . .
c) para cada k , 0 < k < n, el polinomio o es compacto y @* — W—continuo;
d"1p
d) =11 es un operador compacto y @* — w—continuo.
n—1)!
dr
Demostracion. a) = b). Ya que o P cuando k = 0, la implicacién se sigue directamente

para dicho caso. Supongamos ahora que 1 < k < ny que P es un polinomio ®*—continuo sobre
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Vv
conjuntos acotados. Por la Proposicion [2.35] P es @*—continuo sobre conjuntos acotados y por lo

*
tanto satisface las condiciones del Lema@ Sea (x,)q una red acotada en X* tal que x, 2 x* y

suponga que existe & > 0 tal que

dp . dP

W(Xa>—7(x*) 28() (12)

A~
n

. . d"pP o
para todo . Observe que la ecuacién 1} obliga a que k # n pues — esuna funcidén constante.
n

En efecto, si x7,x5 € X* entonces

TP ) 07) = PO, 07)) = PO, ed®) = P30, 07 = L2 () (0)
P, . d'p ap

para todo y* € X*. Luego ( x}) = —(x3) y asi - es constante. Por otro lado, por definicién
n! n!

de la norma, para cada o existe un vector unitario uj, en X* tal que

7k 7k
H("P ) z>—<i—f<x*>><uz>

Ya que (u},)q es una red acotada en X*, por el Teorema de Banach-Alaoglu podemos suponer que

> = (13)

o* .
uy, — u* para algin u* € X*. Entonces

d*p . ar, .\ .
( o (xa)> () — <7(x )) ()
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+ P((og)" o — 2, (ua))
n—k—lv .

DN CAL RN El WA
j=0

Como

64
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(ver Ecuacién[I3)), tenemos que

n_k_lv ®\] L * * w\n—k—1—j #\k
P((XOC) Xog =X 7(x ) a(”a) )_/_)0

j=0

Pero esto implica que existe 0 < r <n—k—1 tal que

Esto contradice el Lema[3.8] literal b). Por lo tanto concluimos que a) implica b) cuando 1 <k <n.

b) = a). Ya que b) se cumple para 0 < k < n, en particular se tiene para k = 0. Entonces

4 .
o esto es, P satisface a). b) = ¢). Sea 0 <k <ny (x};)q unared acotada en X*. Por el Teorema

' 7k

: P

de Banach-Alaoglu podemos suponer que xj, ©%, ¥*. Como estamos suponiendo b), W(x*a) —
d<p d*p d*p '
?(x*) y por lo tanto, o es compacto. Veamos ahora que N es @* — w—continuo. En efecto,

! ! N ! ap
sea (x})q una red en X* tal que xj, — x*. Entonces (x,) es una red acotada y ya que ¢S

. . . d*p d*p o

®*—continuo en conjuntos acotados se tiene que 7()@) > W(X*) Se sigue inmediatamente

d*P d*P d'p
)y _O 7(x*) ¢) = d). Se sigue directamente. d) = a). Suponga que ( 01
! n—1)!

€S un
An—IP

operador compacto y @* — w—continuo. Por lo tanto (=11
n—1)!

es ®*—continuo sobre conjuntos

acotados (ver Proposicion [2.10). Si (x}) o es una red @*—convergente a x* en X*, entonces

jnilP * * *

\
= sup [nP(xg—x* ("))

ly* <1

d"~'P d"~'P
Ty e T ey
(n—1)! (n—1)!

(")

= sup

ly*|<1
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Ya que
Jn—1 Jn—1
e~ )] =0,
se sigue que
sup [nP(xt — 3", (")"~")] 0. (14)

ly* (<1

Veamos ahora que }3 es w*—continuo sobre conjuntos acotados. Suponga que (xj;ﬂ.)a es una red
acotaday @*—Cauchy en X* paracada 1 <i<nyexisteunenteroktalque 1 <k<ny (xj;’k)a es
®*—nula. Podemos asumir sin perdida de generalidad que k = 1 pues Iv’ es un operador multilineal
simétrico. Como [x7, ;| < M; paratodo 1 <i<ny todo a, entonces |xy ;| <M paratodo 1 <i<n
y todo @, donde M := méax M;. Por otro lado, de la férmula @ se tiene que dado € > 0, existe

I<i<n

v n!
B > 0 tal que H Sl.‘1|p HM”*InP(x(’;?l,y*, LY < —TE para todo o > B. Tenemos entonces
y¥[<1

v v X ) X
HI’ZP(X;X;’],...,_)CZ?”)H = ||Mn lnP(X*aJ,%,...,%)H
\
< sup HM”_lnP(me,x;,...,xZ)H
g <1, <1
< sup [MTIP( Ly ey < e = e
e y*<1 ’ n! ntl

para todo @ > B. La desigualdad (1) es consecuencia del Lema Por lo tanto

\Y \Y \ .
IP(xg 15+ Xp.) | < € paratodo o = By asi P(xp, ..., Xy ,) — 0. Porel Lema P es w*—continuo
sobre conjuntos acotados y por la Proposicién se tiene que P es ®*—continuo sobre conjuntos

acotados. Por lo tanto d) implica a) y esto completa la prueba. 0
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Teorema 3.11. Si X,Y son espacios de Banach, entonces la aplicacion

d"-'p

(n—1)!

Pe Py ("X*Y) — € Ko+ (X*; P s ("T1X*:Y))

es un isomorfismo sobreyectivo.

alp

(n—1)!

Demostracion. Sea T : Py ("X*;Y) — K (X*; P o= ("1X*;Y)) tal que T(P) :=

para

todo P e Py« ("X*;Y). Supongamos que P;, P, en Py« ("X*;Y) y o € K. Entonces

AN Pitak), ., v R AT PP
(I(’l—l)' )<X )(y ):<Pl+aP2)(x 'Y 5oy ):(P]—I—(XPZ)(.X Y 7"'7y)

L;'\n_lpz

(n—1)!

_ d/\n_lpl

(n—1)!

V VvV
=P (X", y", .Y ) + aPy(x, Yyt ")

() ()

(x)0") +

para todo x*,y* en X*. Por lo tanto

6?1_1<P1 +OCP2) _ jn—lpl +ac{'\n_1P2
m—1)!  (m=1)! T (n—1)!

jn—lpl B c?n_le
(n—1!  (n—1)!
Vv

\
Pi(x*,(y*)" 1) = P (x*,(y*)""!) para todo x*,y* en X*. Si fijamos x* € X*, tenemos que

y asi T es lineal. Supongamos ahora que T(P)) = = T(P,). Entonces

\2 \2
Py(x*,-, ..., )y P(x*,-,...,-) son aplicaciones (n— 1)—lineales simétricas continuas. Sea Py el poli-

\Y \Y Y
nomio asociado a Py (x*,-,...,-). Esto es, P (y*) = P (x*,y*,...,y") para todo y* € X*. Como P es

la dnica aplicacién (n — 1)—lineal simétrica asociada a P+ que cumple esta condicidn, se sigue que

\2 A\ \
P (x5, ...,x5) = P (x*,x5,...,x5) = Py (x*,x3,...,x;;) paratodo x} € X* con | <i<n.Yaquex*eX*
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\ \2 \
se escogio arbitrariamente se sigue que P; = P> y concluimos que P; = P> ya que P — P es inyectiva

(ver Proposicién [2.30). Veamos ahora que T es sobreyectiva. Dado G € Ky (X*; P« (" 1X*;Y))

n—1
(n—1)!

L(x],...,x5) := G(x)(x},...,x;) para todo x} € X* con 1 <i<n. Yaque

debemos probar que existe P € P+ ("X*;Y) tal que =G.Sea L: (X*)" — Y tal que

\ \2

\2
L(OT + ay7), 32,00 %) = GO + 1) (2,5 %,) = (G(x7) + @G (31)) (43, -, %)

\ Vv

= G(x1)(x2, -, X) + AG(1) (33, -,)

%

= L(x7],...,x;) + oL(x7,...,x,)

Vv
* *

L(x], e, (X +07)5 s X)) = G (43,0, (X + 007,00, %,)

Vv \

= G ) + QG (5, )

para todo X7, Y7, ...,X,¥7,....X, en X* y 1 < j < n se sigue que L es n—lineal. Sea P el polinomio

asociado a L, esto es, P(x*) = L(x*,...,x*) para todo x* € X*. Entonces, dados x*,y* en X* se tiene

que
d/\n_lp % * M * * % % % * Y % * % % *
00 = PO ) = L) = G0, 07) = G )0,
n—1
Luego = G y concluimos que T es sobreyectiva.

(n—1)!
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Finalmente, si P € P, ("X*,Y), entonces

AP
D0

dn—lP .

a-'p
TSI

(n—1)!

I7(P)| =

e <1

)

(1 Yol % *
< sup sup HP(X ax27-"7xn)H

= sup sup
<1\ Iy*[ <1

\Y
= sup (sup P(x*,y*,...,y*))

e <1\ [y*(l<1

<t \ 5 I<1,.. [k <1
Lrow ®
= sup HP(X ax2a'-'7xn)H
<t <1
v (2) p"
=[Pl < P
n.

donde la desigualdad (1) se sigue del siguiente argumento: dado x* € Byx, como

Vv \
{|P(x*,y*, ... y")|| 1 ¥* € Bxs} < {|P(x*,x5,...,x5)|| : x5, ...,x;; € By« }, entonces

vV Vv
sup |P(x*,y*,....,y")| < sup |P(x*,x5, ..., x;) |-

n
ly* (<1 S <L, k<1

Por lo tanto

\ \
sup (Sup P(X*,y*,---yy*)> < sup ( sup IIP(X*,X§,---,XZ)|>-
3

e <1\ Iy* <1 <1 It lxf <1

Ademds, la desigualdad (2) se sigue del Teorema y asi T es continua. Ya que |T(P)| =
d"-'p
(n—1)!

inversa de T es continua. Asi, T es un isomorfismo sobreyectivo. 0

Vv \
= |P| y |P| < |P| para todo P € Py« ("X*;Y) (ver Teorema [2.27) se sigue que la
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El siguiente resultado es una generalizacién del Teorema de Drewnowski para el espacio

P+ ("X*;Y) y es consecuencia del Teorema [3.11}

Teorema 3.12. Sean X,Y espacios de Banach. Entonces &« ("X*;Y) contiene una copia de £,

si, y solo si, X oY contiene una copia de (.

Demostracion. Sean € Ny supongamos que X oY contiene una copia de ¢,,. Dado que P« ("X*;Y)
es isomorfo a  Kgux(X*; Pus("'X*Y)) (ver Teorema [3.11) 'y que
Ko#(X*; P4+ (""1X*,Y)) contiene una copia de X y P4« ("~1X*,Y) (ver Proposicién , tene-
mos que Pu«("X*;Y) contiene una copia de Pu«(""!X*;Y), esto es,
P ("TIX*Y) <> P« ("X*;Y)). Usando el argumento anterior para cada 1 < k < n se cumple

que

Y = P (OX*Y) > ..o Pos (FTIX5Y) o P (FX*Y) > o> P ("X*Y). (15)

Si es X quien contiene una copia de £, como K« (X*; P« (""1X*;Y)) contiene una copia de
X, se sigue que P« ("X*;Y) contiene una copia de /. Si es Y quien contiene una copia de
{4, por la ecuaciéon concluimos también que P+ ("X*;Y) contiene una copia de /. Su-
pongamos ahora que Py« ("X*;Y) contiene una copia de /. Por el Teorema tenemos que
Ko (X*; P ("1X*;Y)) es isométricamente isomorfo a P« ("X*;Y), entonces

Kox (X*; P (""1X*,Y)) contiene una copia de /o,. Aplicando el Teorema (Teorema de Drew-
nowski) al espacio Kgyx(X*; Pg+(""1X*;Y)) obtenemos que X 0 Py« (""'X*;Y) contiene una

copia de /.. Si es X quien contiene una copia de /., la prueba se concluye. Si es Py« ("1 X*;Y)
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quien contiene una copia de /., utilizamos nuevamente el Teorema para probar que X o
Py (""2X*,Y) contiene una copia de /.. Procediendo de la misma manera se llega en un ma-
ximo de n — 3 pasos adicionales a que X 0 P,«('X*;Y) contiene una copia de /. Ya que
P (1X*,Y) = Ky« (X*;Y), aplicando el Teorema de Drewnowski una tltima vez al espacio

K+ (X*;Y) concluimos que X o Y contiene una copia de ;. O

3.2. El Teorema de Drewnowski y el espacio Zkx("X;Y)
A pesar de que el Teorema de Drewnowski puede generalizado al espacio Py« ("X*;Y)
veremos a continuacion que el Corolario no puede ser generalizado al espacio Pk ("X;Y).

Recordemos su enunciado:

Corolario 3.13. ((Drewnowski, 1990, Corolario 1)) Sean X y Y espacios de Banach. Entonces

K(X;Y) contiene una copia de {, si, y solo si, X* oY contiene una copia de (..

Consideremos el espacio Pk ("X;Y) donde n =2, X = ¢, y Y = K. Esto es, el espacio
Py (2l2;K). Por el Teorema de linealizacién de Ryan (Proposicién [2.45) tenemos que Pk (*£2;K)
es isométricamente isomorfo a K (®27M€2;K) y ademds ¥ (®27M€2;K) es isométricamente iso-
morfo a & (*(»;K). Entonces

P (CK) = K(R), . :K) = (®2Mz2)* - 3(@27&”62;]@ ~ P(K).  (16)

Son conocidos ademads los siguientes isomorfismos ((Dineen and Mujica, 2015, p. 370))

PCUK) = LK) 2 220.K) D L0 L(0:K)) =~ L(bs:0), a7
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donde el isomorfismo (2) es consecuencia de la Proposicion Los espacios como ¢, que cum-
plen el isomorfismo (1) son llamados espacios estables, esto es, X es estable si Z°("X;K) ~
Z("X;K) ((Dineen and Mujica, 2015, p. 370)). Por otro lado, observe que K(¢; ) # £ (42;¢3)
ya que si I : ¢ — ¢ es el operador identidad, I € £ (¢5;¢;) y sin embargo I no es compacto
(By, es un conjunto acotado en ¢, pero I(By,) = By, no es relativamente compacto). Ya que ¢,
tiene una expansion incondicional finito dimensional de la identidad (ver Ejemplo [2.47), por la
Proposicion concluimos que .#(¢»;¢,) contiene una copia de ¢,,. Considerando los isomor-
fismos dados en la ecuacién (I6), la ecuacioén (I7) y todo lo anteriormente mencionado, se sigue
que Px(*02;K) = Z(fy;05) contiene una copia de /.. Sin embargo, ni 05 = 05, ni K contienen
una copia de /4. Por lo tanto, el Corolario no puede ser extendido al espacio Pk ("X;Y).
Podriamos pensar que el intento de generalizar el Corolario [3.13] falla debido a que el espacio
Y que estamos tomando en el ejemplo anterior, esto es, K, es de dimensidn finita. Sin embargo,
observemos que esto no es asi: Consideremos el espacio Pk ("X;Y) donde n =2y X =Y = (5.
Esto es, f@K(zﬁz;ﬁz). Claramente X y Y son espacios de dimension infinita. Por el Teorema de

linealizacion de Ryan (Proposicion [2.45) sabemos que @K(Zéz;ég) es isométricamente isomorfo

a K(®27M€2;€2), y a partir del Corolario [3.13|tenemos que Pk (*(5;(;) = K(®27S7ﬂ€2;€2) con-

A * A
tiene una copia de (@2 s 7:62) = Z((X)y ; z2,K). Como se probé al inicio de esta seccidn,

Pg(PlyK) = L ((®27M£2’ K) contiene copia de £4. Tenemos entonces que

A

lee = L(Q), ;2. K) = Pk (lasla).
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Sin embargo, ni £5 = ¢», ni ¢, contienen una copia de £«.
3.3. Copias de co(I") y 4o (') en Py« ("X*;Y)

En esta seccién abordaremos el problema general de este trabajo: intentaremos encontrar
condiciones para que un espacio de funciones, a saber, el espacio Py« ("X*;Y), contenga una

copia de £ (T") 0 ¢o(I') donde T es un conjunto de cardinal arbitrario.

Definicion 3.14. Sea X un espacio de Banach. Denotamos por dens(X) al menor cardinal x para
el cual X tiene un subconjunto denso de cardinalidad k. Sea T un cardinal infinito. Entonces la
cofinalidad de T que denotamos por cf(7) es el menor cardinal o tal que existe una familia de

ordinales {B; : i € a} satisfaciendo B; < T para todo i € &t y sup;co Bi = 7.
El siguiente resultado serd usado en la prueba del préximo teorema:

Proposicion 3.15. ((Rosenthal, 1970, Proposicion 1.2)) Sea X un espacio de Banach, I" un con-
junto infinito, y T : Lo (") — X un operador lineal tal que infyer |T (ey)| > 0 para todo 'y € " donde
ey es tal que ey(B) = 1 cuando y = B y ey(B) = 0 en los demds casos. Entonces existe un conjunto

I' =T con |['| = 1| tal que T| 1, (I") €8 un isomorfismo.

Teorema 3.16. Sean X y Y espacios de Banach y I" un conjunto no numerable. Supongamos que

cf(|T]) > dens(X*). Entonces £y (I') < Kgx (X*;Y) si, y solo si, £ (I) — Y.

Demostracion. Si Uy (T) — Y, ya que Y — Ky« (X*;Y) (ver Proposicion [2.15)) se sigue directa-
mente que {o () < K+ (X*;Y). Sean J : £ (I') — K+ (X*;Y) un isomorfismo, & > 0 satisfa-
ciendo |J(a)| > & para cada a€ Sy () y D < By+ tal que D'l = B+ y |D| = dens(X*). Da-

do d* € D, definamos I'yx = {y e I": ||J(ey)(d¥)|| = €/2}, donde ey € £, (I") estd definida por
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ey(B) =1si B =7yyey(B)=0enlos demds casos. Veamos que I" = | j+cp T'g+. Si existe eI’
tal que % ¢ Uy #ep I a+, entonces |J(ey,)(d*)| < &/2 para todo d* € D. Sea a € By+. Como D es
denso en By, existe una sucesion (dy), en D tal que d; — a 'y como |J(ey,)(d;)| < €/2 pa-
ra todo n concluimos que |J(ey,)(a)| < &)/2. Por tanto, |J(ey,)| < &//2 lo cual es absurdo. Por
otro lado, como |I'| > cf(|I"|) > dens(X*) = |D|, existe d € D tal que |Fd6k| = |['|. En efecto, si

\Tgx| < |Ug#epTax| = |I'| para todo d*, entonces

|J T

d*eD

< Y [Tgs| <|D|- sup [Tg«| < |D|-|T] =|T7.
d*eD d*eD

Sea Ty : £o(Lyx) — Y dada por To(a) = J(a)(dy). Veamos que Tp es lineal. Si a,b € £oo(I'yx)
y a € K, por la linealidad de J tenemos que J(a + ab) = J(a) + aJ(b) y asi J(a + ab)(x*) =

J(a)(x*) + aJ(b)(x*) para todo x* € X*. En particular tenemos que
To(a+ab) =J(a+ ab)(dy) =J(a)(dy) + o (b)(dy) = To(a) + aTy(D).

Para probar la continuidad de 7j sea (a,), una sucesion en /o (I") tal que a, — a para algin

a € £y (T). Como J es continua, J(a,) — J(a) y

[/(an) (%) = J (@) ()| = [ (J(an) = I (@) (&%) | < [V (an) = (@) | = O
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para todo x* € Byx. Luego J(a,)(x*) — J(a)(x*) para todo x* € By=. En particular

To(an) = J(an)(dy) — J(a)(dg) = To(a)

y asi Ty es continua. Finalmente, como | Ty(ey)| = &/2 para cada y € I'yx, se cumple que 1’111f 1To(ey)| =
(S aF
0

€0/2 > 0. Por la Proposicién [3.15| existe I = [gz con Ir'| = [Cgx| = || tal que To|€w(l_/) es

/

un isomorfismo. Por lo tanto £ (') <> ¥ y como fo(I') = £o(T) se sigue directamente que

lo(T) <> Y. O

Corolario 3.17. Sean X y Y espacios de Banach y I" un conjunto no numerable. Supongamos que

cf(T") > dens(X™). Entonces Ly (L) — Py« ("X*;Y) si, y solo si, {(T) — Y.

Demostracion. Supongamos que £, (I') < Y. Como se argumentd en la prueba del Teoremam,
tenemos que {o () <= Y — Py« ("X*;Y). Como Py« ("X*;Y) es isométricamente isomorfo a
Kos (X*; P o ("IX*;Y)) (ver Teorema 3.11)), se sigue que

lop(T) — Kox(X*; P ("1X*;Y)). Ya que cf(|T]) > dens(X*), el Teorema implica que
U (T) < P (""1X*;Y). Repitiendo el razonamiento anterior (n — 1)—veces encontramos que
U (D) > P s (1X*;Y) = Ky« (X*;Y ). Nuevamente por el Teorema concluimos que £ (I7) —

Y. U

El proximo resultado da una condicion que garantiza la existencia de una copia isomorfa
de {o(T") en Z("X;Y) a partir de una copia de co(I") en Y. La prueba es inspirada por (Pérez and

Rinconl, 2019, Proposicion 1.3).
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Definicion 3.18. Sean T un cardinal infinito, I un conjunto tal que |I| = t. Decimos que un
espacio de Banach X tiene la propiedad de T—Josefson-Nissenzweig (o de forma corta, X tiene
la propiedad de JNz) si existe una familia de elementos (xy)yer en Sy= tal que (xy(x))yer € co(I')

para todo x € X.

Proposicion 3.19. Sea I un conjunto infinito y X un espacio de Banach con la propiedad de JN|r.

Entonces para cualquier espacio de Banach Y tenemos que
co(I') =Y =l (') — Z2("X;Y).

Demostracion. Supongamos que ¢o(I') — Y ysea T : ¢o(I') — Y un isomorfismo. Ya que X tiene
la propiedad de JN|p, existe una familia (x})yer en Sx« tal que (x}(x))yer € co(I') para todo x € X.
Veamos  que (ay [Tio xak,(xj)> r € ¢o(') para cada xp,..x, € X 'y

a= (ay)y€lx(I'). Cuando a = 0 0 x; = 0 para algiin 1 < k < n tenemos que (ay H}}=1 x;(ﬂ)) _— =

0 que claramente pertenece a co(I"). Supongamos que existen a = (ay)yer, X1, ..., X, € X no nulos y

& > 0 tales que el conjunto

n
rgo - ’}/EF: a'}/nx;<x1) 280
j=1

es infinito y sea ¥ € I'¢,. Entonces \x;, (xj)| # O paratodo 1 < j <nyaque

a}/l_llx}/(xj) = ’%’HX}/(M)!---|xy/(xn)\ > g 0.
]:
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Si 1 <k < ny denotando

N = sup|ay|,Ni = sup|xy(x1)|, .., N = sup|x} (xa)],
yvell yell yell

entonces por la desigualdad (1) tenemos que

&
Jay e Gen)l- e Com) 1 Co) - e ()

5 ()| =

> &N -Ni---Ni_1-Nigy1 Ny

& . /
De esta manera, para £ = se sigue que ¥ € {yel :|xi(x;)| = €&} o
P NN N Ny, e sigvequey efye I o lu)| > &

equivalentemente I'g, © {y € I": [x}(xx)| > €1}. Esto implica que {ye I": [x}(x)| > € } es infinito

lo cual es absurdo. Sea J : £ (I") — .Z,("X;Y) dada por

J(@)(x1,.oxn) = T(ay | [25(x))),
j=1

donde x1,...,x, € X. Ya que

J(@) (X1 o X O %) = Ty (1) - (5 05) + @) 05)) -+ 5 ()

k

= T(ayxt(x1) x5 () -5 (x))

+ T (ayxy(x1) -2 (i) - xy (%))

=J(@) (X1 eeey Xiy ey X)) + 0T (@) (X1 evy Vi ey X)),
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para todo Xxp,...,Xg, Vi, -.,Xn € X, @ € Ky 1 <k < n, se cumple que J(a) € Z,("X;Y) para todo

a € l(I'). Veamos que J es continua. Si a = (ay)y € £ ('), tenemos que

V@l= — sup  [J(a@)(x1,.0 %) |

lerl <Ll <1

= sup HT((any;(xj))Y)H
j=1

Hxl H<17‘|xn|‘<l

n
<[7]- sup (ay] [x5(x))yl
j=1

Hxl H<17“'7‘|xﬂ”<1

n
<|T]- sup ay| [x5(x))
(Y,X],...,XH)EFXB)(H j—l

=[T]lal-

Por lo tanto J es continua. Por otro lado, existe 6 > 0 tal que |7 (x)| > J|x| para todo x = (xy)y €

¢o(T"). Entonces

M@l= — sup  [J(a)(x1,.ex0)|

lerl <ol <1

— sup HT((any;(xj))Y)H
=1

IS IS

>4 sup H(aynx;‘,(xj))yH
j=1

<L ] <1

n
=0- sup ayl_[xj‘,(xj)
j=1

(%xl 7...,)C,Z)GFXBXn

= &]al.
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Luego ||/ (a)|| = 8|\a| paraa e £y (). Asi, J es inyectivay J~! es continua. Por lo tanto, £, (") <

Z("X,Y). O
La proposicion anterior nos da pie a conjeturar lo siguiente:

Conjetura 3.20. Sea I un conjunto infinito y X un espacio de Banach tal que X* tiene la propiedad

de JNr|. Entonces para cualquier espacio de Banach'Y tenemos que

co(D) > P ("X*;Y) = Lo (D) > P ("X*Y).

Con el siguiente ejemplo notamos que la conjetura anterior es falsa.

Ejemplo 3.21. Sea I" un conjunto infinito y X =Y = co(I'). Es fdcil ver que X* = {1(T') tiene la
propiedad de JNr|. Notemos que co(I') Y. Sin embargo, ("X *;Y) no contiene una copia de
l(T). En efecto, si esto ocurriera, por el Teorema tendriamos  que

Uy — ¢o(T), pero esto no es cierto puesto que co(I') admite una norma LUR mientras que (v,

no admite una norma LUR (ver (Fabian et al., 2011, p. 409 y Teorema 13.27)).
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