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Lista de símbolos

N Los números naturales.

N0 Los números naturales incluido el 0.

K El cuerpo de escalares R o C.

X ,Y Espacios de Banach.

BX La bola cerrada unitaria en X .

SX La esfera unitaria en X .

X˚ El dual topológico de X .

L pX ;Y q El espacio de los operadores lineales acotados de X en Y .

F pX ;Y q El espacio de los operadores de rango finito de X en Y .

KpX ;Y q El subespacio de L pX ;Y q de los operadores compactos.

Kω˚pX˚;Y q El subespacio de L pX˚;Y q de los operadores ω˚´ω´continuos

y compactos.

JX El encaje canónico de X en X˚˚.

X ãÑ Y El espacio X es isomorfo a un subespacio cerrado de Y .

`8 El espacio de todas las sucesiones de escalares acotadas con la norma del

supremo.

`8pΓq El espacio de todas las familias de escalares pαγqγPΓ tales que sup
γPΓ

|αγ | ă 8

con la norma del supremo.
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c0pΓq El subespacio de `8pΓq de todas las familias de escalares pαγqγPΓ tales que

para cada ε ą 0, el conjunto tγ P Γ : |αγ | ě εu es finito.

T˚ El adjunto del operador T .

Lap
nX ;Y q El espacio vectorial de las aplicaciones n´lineales de X en Y .

L pnX ;Y q El subespacio de Lap
nX ;Y q de la aplicaciones n´lineales continuas.

Pap
nX ;Y q El espacio vectorial de los polinomios n´homogéneos de X en Y .

PpnX ;Y q El subespacio de Pap
nX ;Y q de los polinomios n´homogéneos continuos.

PKp
nX ;Y q El subespacio de PpnX ;Y q de los polinomios n´homogéneos compactos.

Pω˚pnX˚;Y q El espacio de los polinomios n´homogénos ω˚´ω´continuos y compactos

de X˚ en Y .

X1b¨¨ ¨bXn El producto tensorial de X1, ...,Xn.

Â

n X El producto tensorial de X .

Â

n,π X El producto tensorial de X junto con la norma π .

Â

n,s,π X El subespacio de
Â

n,π X generado por todos los elementos de la forma

x1bs ¨ ¨ ¨bs xn junto con la norma π .

ˆÂ
n,s,π X El completamiento del espacio

Â

n,s,π X con respecto a la norma π .

_

P La única aplicación n´lineal simétrica tal que Ppxq “
_

Ppx, ...,xq

para todo x P X donde P PPpnX ;Y q.

pdkP
k!

El polinomio n´ k´homogéneo de X˚ en PpkX˚;Y q dado por

pdkP
k!
px˚qpy˚q “

`n
k

˘_

Pppx˚qn´k,py˚qkq.
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Resumen

Título: Copias de c0pΓq y `8pΓq en espacios de funciones *

Autor: Diego Johann Reyes Rojas **

Palabras Clave: Teorema de Drewnowski, operador lineal ω˚´ω´continuo y compacto, copias de `8, polinomio

n´homogéneo, copias de c0pΓq y `8pΓq.

Descripción: El Teorema de Drewnowski, el cual fue probado por el matemático polaco Lech Drewnowski en 1991

establece condiciones necesarias y suficientes para que el espacio Kω˚pX˚;Y q de los operadores lineales ω˚ ´

ω´continuos y compactos contenga una copia de `8. Esto es, Kω˚pX˚;Y q contiene una copia de `8 si, y solo si,

X o Y contiene una copia de `8. Una consecuencia de este teorema es que el espacio KpX ;Y q de los operadores

compactos de X en Y contiene una copia de `8 si, y solo si, X˚ o Y contiene una copia de `8. En este trabajo probare-

mos que el Teorema de Drewnowski puede ser extendido al espacio Pω˚pnX˚;Y q de los polinomios n´homogéneos

ω˚´ω´continuos y compactos de X˚ en Y . Esto es, Pω˚pnX˚;Y q contiene una copia de `8 si, y solo si, X o Y

contiene una copia de `8. También mostraremos que el Teorema de Drewnowski para el caso de KpX ;Y q no puede

ser extendido al espacio PKp
nX ;Y q de los polinomios n´homogéneos compactos de X en Y considerando el caso en

el que n“ 2 y X “ Y “ `2, esto es, PKp
2`2;`2q. Finalmente, daremos condiciones para que el espacio Pω˚pnX˚;Y q

contenga una copia de c0pΓq o `8pΓq.

* Trabajo de grado

** Facultad de Ciencias. Escuela de Matemáticas. Director: Carlos Wilson Rodríguez Cárdenas, Doctorado en Ma-
temáticas.
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Abstract

Title: Copies of c0pΓq and `8pΓq in function spaces *

Author: Diego Johann Reyes Rojas **

Keywords: Drewnowski’s Theorem, which was proved by the Polish mathematician Lech Drewnowski in 1991 esta-

blishes necessary and sufficient conditions so that the space Kω˚pX˚;Y q of all ω˚´ω´continuous compact operators

contains a copy of `8. That is, Kω˚pX˚;Y q contains a copy of `8 if, and only if, X or Y contains a copy of `8 . A

consequence of this theorem is that the space KpX ;Y q of all compact operators from X into Y contains a copy of `8 if,

and only if, X˚ or Y contains a copy of `8. In this work we will prove that Drewnowski’s Theorem can be extended

to the space Pω˚pnX˚;Y q of all ω˚´ω´continuous compact n´homogeneous polynomials from X˚ into Y . That is,

Pω˚pnX˚;Y q contains a copy of `8 if, and only if, X or Y contains a copy of `8. We will also show that Drewnowski

Theorem for the case of KpX ;Y q cannot be extended to the space PKp
nX ;Y q of all compact n´homogeneous polyno-

mials from X into Y considering the case in which n “ 2 and X “ Y “ `2, that is, PKp
2`2;`2q. Finally, we will give

conditions so that space Pω˚pnX˚;Y q contains a copy of c0pΓq or `8pΓq.

* Bachelor Thesis

** Facultad de Ciencias. Escuela de Matemáticas. Director: Carlos Wilson Rodríguez Cárdenas, Doctorado en Ma-
temáticas.
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Introducción

Este trabajo tuvo como propósito inicial abordar el problema de encontrar y establecer

condiciones suficientes y necesarias para que dado un espacio de funciones, este contuviera una

copia de `8pΓq o de c0pΓq. Recordemos que `8pΓq es el espacio de Banach de todas las familias de

escalares pαγqγPΓ junto con la norma del supremo y c0pΓq es el subespacio de `8pΓqγPΓ que consta

de todas las familias de escalares pαγqγPΓ tales que para cada ε ą 0, el conjunto tγ P Γ : |αγ | ě εu

es finito.

Desde este enfoque, estudiamos el teorema probado por el matemático polaco Lech Drewnowski

en el año 1991 el cual determina cuándo el espacio Kω˚pX˚;Y q de los operadores lineales de X˚ en

Y que son ω˚´ω´continuos y compactos contiene una copia de `8pΓq en el caso tal que Γ“ N:

Teorema 0.1. ((Drewnowski, 1990, Teorema de Drewnowski)) Sean X ,Y espacios de Banach.

Entonces Kω˚pX˚;Y q contiene una copia de `8 si, y solo si, X o Y contiene una copia de `8.

Dados X ,Y espacios de Banach, decimos que una aplicación P : X Ñ Y es un polinomio

n´homogéneo si existe asociada una aplicación n´lineal L tal que Ppxq “ Lpx, ...,x
loomoon

n veces

q para cada x

en X ; el espacio de todos los polinomios n´homogéneos de X en Y lo denotamos por Pap
nX ;Y q.

El candidato para dar respuesta a esta pregunta es el subespacio Pω˚p
nX˚;Y q de Pap

nX˚;Y q que

consta de todos los polinomios n´homogéneos continuos que son ω˚´ω´continuos y compactos.

Esto último hace referencia a que si tomamos un subconjunto acotado A de X˚, entonces PpAq
}¨}

es un conjunto compacto en norma. Cuando n “ 1 tenemos que Kω˚pX˚;Y q “Pω˚p
1X˚;Y q. De
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forma natural podemos preguntarnos si el teorema anterior puede ser extendido al espacio de poli-

nomios n´homogéneos como se conjetura a continuación:

Conjetura 1. Sean X y Y espacios de Banach y n PN. Entonces Pω˚p
nX˚;Y q contiene una copia

de `8 si, y solo si, X o Y contiene una copia de `8.

Por otro lado, debido a que KpX ;Y q y Kω˚pX˚˚;Y q son isométricamente isomorfos (ver

Proposición 2.12), se tiene que el Teorema de Drewnowski puede ser adaptado al espacio KpX ;Y q

de la siguiente forma:

Teorema 0.2. ((Drewnowski, 1990, Corolario 1)) Sean X y Y espacios de Banach. Entonces

KpX ;Y q contiene una copia de `8 si, y solo si, X˚ o Y contiene una copia de `8.

Si denotamos por PKp
nX ;Y q al espacio de polinomios n´homogéneos compactos, resulta

natural pensar en la siguiente afirmación:

Conjetura 2. Sean X y Y espacios de Banach y n P N. Entonces PKp
nX ;Y q contiene una copia

de `8 si, y solo si, X˚ o Y contiene una copia de `8.

En este trabajo abordaremos y daremos solución a ambos problemas, probando así que la

Conjetura 1 es verdadera y mostrando que la Conjetura 2 no siempre es cierta para todo n P N.

El trabajo está dividido en dos partes: En la primera parte, correspondiente al Capítulo

2, daremos los preliminares que se usan en la construcción de los dos resultados mencionados

anteriormente. En la Sección 2.1 recordaremos conceptos clásicos en espacios de Banach y mos-

traremos algunos de los espacios de funciones que se usarán. En la Sección 2.2 introduciremos
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el concepto de polinomio n´homogéneo que se define a través de las aplicaciones n´lineales y

estudiaremos sus propiedades. En la Sección 2.3 introduciremos el producto tensorial y sus propie-

dades junto con el Teorema de linealización de Ryan que permite linealizar los espacios PpnX ;Y q

y PKp
nX ;Y q. Finalmente, en la Sección 2.4 mencionaremos otros resultados que serán aplicados

de forma muy específica en el desarrollo teórico del trabajo.

En la segunda parte, correspondiente al Capítulo 3, abordaremos y desarrollaremos los problemas

mencionados anteriormente. En la Sección 3.1 definiremos el espacio de polinomios
pdkP
k!

que nos

permitirá establecer un teorema que relaciona los espacios Pω˚p
nX˚;Y q y Kω˚pX˚;Pω˚p

n´1X˚;Y qq,

y al final probaremos el Teorema de Drewnowski extendido al espacio Pω˚p
nX˚;Y q. En la Sec-

ción 3.2 mostraremos a través del espacio PKp
2`2;Kq que la Conjetura 2 es falsa. Finalmente, en

la Sección 3.3 damos condiciones para que el espacio Pω˚p
nX˚;Y q contenga una copia de c0pΓq

o `8pΓq.

Muchos resultados del Capítulo 2 que en la literatura aparecen sin prueba o con muy pocos ar-

gumentos fueron demostrados con mucho detalle y haciendo uso de una notación sencilla en la

medida de lo posible. Esperamos entonces que este trabajo pueda ser también un buen material de

consulta para quienes estén trabajando temas afines.
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1. Objetivos

1.1. Objetivo general

Estudiar copias de c0pΓq y `8pΓq en espacios de funciones

1.2. Objetivos específicos

Abordar el problema de encontrar condiciones a fin de establecer la equivalencia entre las

siguientes afirmaciones

• PpnX ;Y q contiene una copia de c0pΓq;

• PpnX ;Y q contiene una copia de `8pΓq.

Abordar la validez de la siguiente afirmación: CpK;Xq contiene una copia de `8pΓq si, y solo

si, C0pKq o X contiene una copia de `8pΓq.

Abordar la validez de la siguiente afirmación: Sean X ,Y espacios de Banach y n PN. Pω˚p
nX˚;Y q

contiene una copia de `8 si, y solo si, X o Y contiene una copia de `8.

Abordar validez de la siguiente afirmación: Sean X ,Y espacios de Banach y n PN. PKp
nX˚;Y q

contiene copia de `8 si, y solo si, X˚ o Y contiene copia de `8.

Sean X ,Y espacios de Banach. Abordar el problema de encontrar las condiciones suficientes

a fin de que las siguientes afirmaciones sean equivalentes:

• BpX ;Y q contiene una copia de c0pΓq;
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• BpX ;Y q contiene una copia de `8pΓq.
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2. Preliminares

En este capítulo se darán los conceptos previos al desarrollo de los objetivos del trabajo. En la Sec-

ción 2.1 daremos las definiciones y resultados básicos acerca de la teoría de espacios de Banach.

En la Sección 2.2 definiremos las aplicaciones n´lineales, los polinomios n´homogéneos junto

con algunos resultados importantes. En la Sección 2.3 introduciremos la noción de producto ten-

sorial de espacios de Banach que será de utilidad para establecer algunas propiedades del espacio

de polinomios n´homogéneos. Finalmente, en la Sección 2.4 mencionaremos más propiedades

utilizadas en a lo largo del trabajo.

2.1. Conceptos básicos en espacios de Banach

Todos los espacios vectoriales que aparezcan en este trabajo tendrán a K como el cuerpo de esca-

lares, donde K es R o C.

Definición 2.1. Sean X y Y espacios de Banach. El espacio de todos los operadores lineales

(respectivamente acotados) de X en Y es denotado por LapX ;Y q (respectivamente L pX ;Y q). Si

Y “K entonces L pX ;Y q es el dual topológico de X que es denotado por X˚.

A continuación mostramos algunos subespacios importantes de L pX ;Y q.

Definición 2.2. Denotamos por F pX ;Y q al subespacio de L pX ;Y q generado por todos los opera-

dores lineales acotados de la forma T pxq “ φpxqb, con φ P X˚ y b PY el cual es llamado el espacio

de los operadores de rango finito.

Definición 2.3. Sea T PL pX ;Y q. Diremos que T es compacto si dado BĎ X acotado, T pBq
}¨}
ĎY
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es compacto en norma. El espacio de operadores compactos de X en Y se denotará por KpX ;Y q.

Definición 2.4. Sean X ,Y espacios de Banach. Denotamos por Kω˚pX˚;Y q al espacio de ope-

radores compactos y ω˚´continuos sobre conjuntos acotados junto con la norma usual de los

operadores, esto es, T P Kω˚pX˚;Y q si, y solo si, dada una red px˚αqα acotada y ω˚´convergente

en X˚, la red de imágenes pT px˚αqqα es convergente en norma.

Definición 2.5. Sea X un espacio normado. Para cada x˚ P X˚ y cada sucesión pxnqn en X conver-

gente a 0 en norma, sea

Bpx˚,pxnqnq “ ty˚ P X˚ : |py˚´ x˚qxn| ă 1 para cada nu.

Denotamos por bω˚ a la topología para X˚ que tiene como base la colección de todos los conjun-

tos de la forma Bpx˚,pxnqnq.

Teorema 2.6. ((Megginson, 1998, Teorema 2.7.2)) Sea X un espacio normado. Si denotamos por

τn a la topología sobre X˚ inducida por la norma entonces se tienen las siguientes contenencias:

ω
˚
Ď bω

˚
Ď τn.

Teorema 2.7. ((Megginson, 1998, Corolario 2.7.3)) Sea X un espacio normado, px˚αqα una red

acotada en X˚ y x˚ P X˚. Entonces x˚α
bω˚

ÝÑ x˚ si, y solo si, x˚α
ω˚

ÝÑ x˚.

Teorema 2.8. Sea T PL pX˚;Y q. Entonces T es bω˚´} ¨ }´continuo si, y solo si, T es ω˚´} ¨

}´continuo sobre conjuntos acotados.
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Demostración. Para probar la implicación derecha sea A Ď X˚ acotado y sea px˚αqα una red en

A tal que x˚α
ω˚

ÝÑ x˚. Por el Teorema 2.7 tenemos que xα
bω˚

ÝÑ x˚ y por la hipótesis se sigue que

T px˚αq Ñ T px˚q. Supongamos ahora que px˚αqα es una red en X˚ tal que x˚α
bω˚

ÝÑ x˚ para algún

x˚ P X˚. Ya que bω˚ es una topología más fuerte que ω˚ (ver Teorema 2.6), entonces x˚α
ω˚

ÝÑ x˚ y

por la hipótesis se sigue que T px˚αq Ñ T px˚q.

Definición 2.9. Sea X un espacio de Banach. La aplicación JX : X Ñ X˚˚ denota la inyección

canónica de X en X˚˚ definida como sigue: dado x P X, sea

x˚ P X˚Ñ JXpxqpx˚q “ x˚pxq.

Se dice que X es reflexivo si JXpXq “ X˚˚.

La siguiente proposición nos da un criterio útil para determinar cuándo un elemento de

L pX˚;Y q está en Kω˚pX˚;Y q:

Proposición 2.10. ((Myung Kim, 2013, Proposición 3.1)) Sea T PL pX˚;Y q un operador lineal,

entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) T es ω˚´} ¨ }´continuo sobre conjuntos acotados,

b) T es ω˚´ω´continuo y compacto,

c) T es bω˚´ω´continuo y compacto,

d) si px˚αqα es una red en BX˚ tal que x˚α
ω˚

ÝÑ x˚, entonces T x˚α
}¨}
ÝÑ T x˚.
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Demostración. Sea T PL pX˚;Y q. Veamos primero que T es ω˚´ω´continua si, y solo si, T es

bω˚´ω´continua. Ya que bω˚ es una topología más fuerte que ω˚ (ver Teorema 2.6), se sigue

directamente que si T es ω˚´ω´continua, entonces T es bω˚´ω´continua. Supongamos que

T es bω˚´ω´continua. Entonces T ˚y˚ es bω˚´continua para todo y˚ PY ˚. En efecto, sea px˚αqα

una red en X˚ tal que x˚α
bω˚

ÝÑ x˚, entonces T x˚α
ω
ÝÑ T x˚ y por tanto

pT ˚y˚qx˚α “ y˚pT x˚αq Ñ y˚pT x˚q “ pT ˚y˚qx˚ (1)

para todo y˚ P Y ˚. Por lo tanto T ˚y˚ es bω˚´continua para todo y˚ P Y ˚, lo cual es equivalente

a que T ˚y˚ es ω˚´continua para todo y˚ P Y ˚ (ver (Megginson, 1998, Teorema 2.7.8)). Es decir,

T ˚y˚ P JXpXq. Concluimos que T es ω˚´ω´continua ya que T es ω˚´ω´continua si, y solo

si, T ˚pY ˚q Ă JXpXq. Para probar a) implica b) supongamos que T es ω˚´} ¨ }´continua sobre

conjuntos acotados, o equivalentemente, que es bω˚´} ¨ }´continua (ver Teorema 2.8). Entonces

T es bω˚´ω´continua y por lo anterior, T es ω˚´ω´continua. Sea px˚αqα una red acotada

en X˚. Por el Teorema de Banach-Alaoglu podemos suponer que x˚α
ω˚

ÝÑ x˚ y por tanto x˚α
bω˚

ÝÑ

x˚ (ver Teorema 2.7). De a) concluimos que T x˚α
}¨}
ÝÑ T x˚ y así T es compacto. La implicación

de b) a c) se sigue directamente. Para probar c) implica d) sea px˚αqα una red en BX˚ tal que

x˚α
ω˚

ÝÑ x˚. Como px˚αqα es una red acotada, tenemos que x˚α
bω˚

ÝÑ x˚ y así T x˚α
ω
ÝÑ T x˚ por la

hipótesis c). Ya que T pBX˚q
}¨}

es un subconjunto convexo y cerrado de Y tenemos que T pBX˚q
}¨}
“

T pBX˚q
ω

(ver (Megginson, 1998, Teorema 2.5.16)) y se sigue directamente que T x˚α
}¨}
ÝÑ T x˚.

Finalmente, para probar d) implica a) suponga que T x˚α
}¨}
ÝÑ T x˚ siempre que xα

ω˚

ÝÑ x˚ en BX˚ .
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Entonces T x˚α
}¨}
ÝÑ T x˚ siempre que x˚α

ω˚

ÝÑ x˚ en tBX˚ para cualquier t ą 0. Esto implica que T

es ω˚´} ¨ }´continua con respecto a la topología ω˚ relativa a tBX˚ para cualquier t ą 0. Sea V

un abierto de Y en norma. Ya que T´1pV qX tBX˚ es un ω˚´abierto en tBX˚ para cada t ą 0, se

sigue que T´1pV q es bω˚´abierto en X˚ (ver (Megginson, 1998, Corolario 2.7.4)). Por lo tanto, T

es bω˚´} ¨ }´continuo.

Definición 2.11. Sean X y Y espacios de Banach. Un isomorfismo de X a Y es un operador lineal

T : X Ñ Y inyectivo, tal que T y su inversa T´1 son operadores continuos. Un isomorfismo T es

un isomorfismo isométrico si }T pxq} “ }x} para todo x P X. Decimos que X es isomorfo (respec-

tivamente isométricamente isomorfo) a Y lo cual denotamos por X – Y si existe un isomorfismo

sobreyectivo (respectivamente isomorfismo isométrico sobreyectivo) de X en Y .

Proposición 2.12. ((Ruess, 1984, p. 60)) Sean X y Y espacios de Banach. Entonces KpX ;Y q y

Kω˚p X˚˚;Y q son isométricamente isomorfos.

Demostración. Supongamos que T : X Ñ Y es un operador lineal compacto. Ya que T ˚˚pX˚˚q Ď

JY pY q (ver (Mujica, 2006, Proposición 10.4)) tenemos que T ˚˚ : X˚˚ Ñ JY pY q y podemos defi-

nir la aplicación J´1
Y ˝ T ˚˚ : X˚˚ Ñ Y . Veamos que J´1

Y ˝ T ˚˚ es un operador ω˚´ω´continuo

y compacto. Sabemos que J´1
Y : JY pY q Ñ Y es una aplicación ω˚´ω´continua ya que JY : Y Ñ

JY pY q es ω ´ω˚´continua. Además, como T ˚ : Y ˚Ñ X˚ es un operador continuo, tenemos que

T ˚˚ : X˚˚ Ñ Y ˚˚ es ω˚´ω˚´continuo (ver (Megginson, 1998, Teorema 3.1.11)). Por lo tanto,

J´1
Y ˝T ˚˚ es ω˚´ω´continua. Por otro lado, T ˚˚ es compacto ya que T es compacto (consecuen-

cia de (Megginson, 1998, Teorema de Schauder 3.4.15)) y como J´1
Y es una aplicación continua,
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se sigue que J´1
Y ˝T ˚˚ es un operador compacto. Por lo tanto, J´1

Y ˝T ˚˚ P Kω˚pX˚˚;Y q. Veamos

ahora que la aplicación T P KpX ;Y q Ñ J´1
Y ˝ T ˚˚ P Kω˚pX˚˚;Y q es un isomorfismo isométrico

sobreyectivo. Sean T1,T2 PL pX ;Y q y α PK, entonces

J´1
Y ˝ pT1`αT2q

˚˚
“ J´1

Y ˝ pT ˚2 `αT ˚1 q
˚
“ J´1

Y ˝ pT ˚˚1 `αT ˚˚2 q “ J´1
Y ˝T ˚˚1 `αpJ´1

Y ˝T ˚˚2 q.

Por lo tanto T Ñ J´1
Y ˝ T ˚˚ es una aplicación lineal. Supongamos ahora que S P Kω˚pX˚˚;Y q.

Como S es ω˚´ω´continua y JY es ω´ω˚´continua, tenemos que JY ˝S es ω˚´ω˚´continua.

Entonces existe una aplicación A : Y ˚Ñ X˚ lineal y continua tal que A˚ “ JY ˝S (ver (Megginson,

1998, Teorema 3.1.11)). Veamos que A : Y ˚Ñ X˚ es ω˚´ω˚´continua. Supongamos que y˚α
ω˚

ÝÑ

y˚ y sea x P X , entonces

Apy˚αqpxq “ JXpxqpApy˚αqq “ A˚pJXpxqqpy˚αq “ pJY ˝SqpJXpxqqpy˚αq

“ y˚αpSpJXpxqqq

Ñ y˚pSpJXpxqqq

“ JY pSpJXpxqqqpy˚q

“ A˚pJXpxqqpy˚q

“ JXpxqpApy˚qq

“ Apy˚qpxq.

Ya que x se escogió arbitrariamente se sigue que Apy˚αq
ω˚

ÝÑ Apyq. Por (Megginson, 1998, Teorema
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3.1.11) garantizamos la existencia de una aplicación T : X Ñ Y lineal y continua tal que T ˚ “ A.

Esto implica que T ˚˚ “ A˚ “ JY ˝ S y como S es compacto, se tiene que T es compacto (ver

(Megginson, 1998, Teorema de Schauder 3.4.15)). Finalmente, como J´1
Y ˝T ˚˚“ J´1

Y ˝pJY ˝Sq “ S

concluimos que T Ñ J´1
Y ˝T ˚˚ es sobreyectiva. Ya que J´1

Y ˝T ˚˚ ˝ JX “ T para todo T PL pX ;Y q

y }T } “ }T ˚˚} para todo T PL pX ;Y q, se sigue que

}JY ˝T ˚˚} ď }J´1
Y } ¨ }T ˚˚} “ }J´1

Y } ¨ }T } (2)

y

}T } “ }pJ´1
Y ˝T ˚˚q ˝ JX} ď }J´1

Y ˝T ˚˚} ¨ }JX}. (3)

Finalmente, como }JX} “ }J´1
Y } “ 1, las ecuaciones (2) y (3) implican que }T } “ }J´1

Y ˝T ˚˚} y así

T Ñ J´1
Y ˝T ˚˚ es una isometría lineal. Por lo tanto, T Ñ J´1

Y ˝T ˚˚ es un isomorfismo isométrico

sobreyectivo.

Teorema 2.13. ((Megginson, 1998, Teorema 1.9.1)) Supongamos que M es un subespacio denso

de un espacio normado X, que Y es un espacio de Banach y que T0 : M Ñ Y es un operador lineal

acotado. Entonces existe una única extensión lineal continua T : X ÑY de T0 (esto es, T pxq “ T0pxq

para todo x PM) tal que }T } “ }T0}. Si T0 es un isomorfismo o un isomorfismo isométrico, entonces

T tiene la misma propiedad.

Definición 2.14. Sea X un espacio de Banach. Decimos que X contiene una copia de Y y denota-
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mos Y ãÑ X si existe un subespacio cerrado Z de X, tal que Y es isomorfo a Z. Si Y es isométri-

camente isomorfo a Z en el enunciado anterior, decimos que X contiene una copia isométrica de

Y .

Proposición 2.15. Sean X ,Y espacios de Banach. Entonces Kω˚pX˚;Y q contiene una copia iso-

métrica de X y Y .

Demostración. Para probar que Kω˚pX˚;Y q contiene una copia isométrica de X fijemos un y P Y

donde }y} “ 1 y consideremos la aplicación x PX Ñ Tx PKω˚pX˚;Y q dada por Txpx˚q :“ JXpxqpx˚q ¨

y. Observe que Tx es compacto ya que el rango de Tx es finito. Finalmente, si x˚ P X˚ y px˚αqα es una

red acotada tal que x˚α
ω˚

ÝÑ x˚, es claro que Txpx˚αq Ñ Tαpx˚q. Así, Tx P Kω˚pX˚;Y q. Sean x1,x2 P X

y α PK. Como

Tx1`αx2px
˚
q “ JXpx1`αx2qpx˚q

“ pJXpx1q`αJXpx2qqpx˚q “ JXpx1qpx˚q`αJXpx2qpx˚q

“ Tx1px
˚
q`αTx2px

˚
q

para todo x˚ P X˚, se sigue que xÑ Tx es una aplicación lineal. Por otro lado, tenemos que

}x} “ sup
}x˚}ď1

}x˚pxq} “ sup
}x˚}ď1

}JXpxqpx˚q} “

˜

sup
}x˚}ď1

}JXpxqpx˚q}

¸

}y}

“ sup
}x˚}ď1

p}JXpxqpx˚q}}y}q
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“ sup
}x˚}ď1

}JXpxqpx˚q ¨ y}

“ sup
}x˚}ď1

}Txpx˚q}

“ }Tx}.

Por lo tanto, xÑ Tx es una isometría lineal y se sigue que es un isomorfismo de X en Kω˚pX˚;Y q.

Veamos ahora que Kω˚pX˚;Y q contiene una copia isométrica de Y . Fijemos x P X tal que }x} “ 1 y

consideremos la aplicación y PY Ñ Ty PKω˚pX˚;Y q tal que Typx˚q :“ x˚pxq ¨y. Como demostramos

anteriormente, es fácil ver que Ty P Kω˚pX˚;Y q. Sean y1,y2 P Y y α PK. Ya que

Ty1`αy2px
˚
q “ x˚pxq ¨ py1`αy2q

“ x˚pxq ¨ y1`αx˚pxq ¨ y2

“ Ty1px
˚
q`αTy2px

˚
q

para todo x˚ P X˚, se sigue que yÑ Ty es una aplicación lineal. Por otro lado, sabemos que existe

x˚0 P X˚ tal que }x˚0} “ 1 y x˚0pxq “ }x} “ 1 (ver (Kesavan, 2009, Corolario 3.1.1)). Entonces

}y} “ }x˚0pxq}}y} “

˜

sup
}x˚}ď1

}x˚pxq}

¸

}y} “ sup
}x˚}ď1

p}x˚pxq}}y}q

“ sup
}x˚}ď1

}x˚pxq ¨ y}
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“ sup
}x˚}ď1

}Typx˚q}

“ }Ty}.

Por tanto yÑ Ty es un isomorfismo de Y en Kω˚pX˚;Y q.

Definición 2.16. Denotamos por `8pΓq al espacio de familias de escalares pαγqγPΓ tales que

sup
γPΓ

|αγ | ă 8

junto con la norma del supremo. Cuando Γ“ N escribimos `8pΓq “ `8.

Proposición 2.17. p`8,} ¨ }q y p`8pΓq,} ¨ }q son espacios de Banach.

2.2. Polinomios n´homogéneos

En esta sección introduciremos los polinomios n´homogéneos y algunos subespacios que serán

objeto de estudio en este trabajo. Sean pX1,} ¨ }1q, ...,pXn,} ¨ }nq espacios de Banach. Recordemos

que si px1, ...,xnq es un elemento de X1, ...,Xn, la aplicación definida por

}px1, ...,xnq} “ máx
1ď jďn

}x j} j

es una norma en X1ˆ¨¨ ¨ˆXn y pX1ˆ¨¨ ¨ˆXn,} ¨ }q es un espacio de Banach.

Definición 2.18. Sean pX1,} ¨ }q, ...,pXn,} ¨ }q espacios de Banach. Decimos que una aplicación

L : X1 ˆ ¨¨ ¨ ˆ Xn Ñ Y es n´lineal si dados x1 P X1,...,xk y yk P Xk,...,xn P Xn y α P K tenemos
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que Lpx1, ..,xk`αyk, ...,xnq “ Lpx1, ...,xk, ...,xnq`αLpx1, ...,yk, ...,xnq para cualquier 1 ď k ď n.

Denotamos por LapX1, ...,Xn;Y q al espacio vectorial de las aplicaciones L : X1ˆ ¨¨ ¨ ˆXn Ñ Y

n´lineales. El subespacio de LapX1, ...,Xn;Y q de las aplicaciones n´lineales continuas se deno-

tará por L pX1, ...,Xn;Y q. Para cada L PLapX1, ...,Xn;Y q definimos

}L} “ sup
}x1}ď1,...,}xn}ď1

}Lpx1, ...,xnq}.

Cuando Y “K, escribimos LapX1, ...,Xn;Kq “LapX1, ...,Xnq y L pX1, ...,Xn;Kq “L pX1, ...,Xnq.

Si X1“ ...“Xn“X denotamos a LapX1, ...,Xn;Y q por Lap
nX ;Y q y a L pX1, ...,Xn;Y q por L pnX ;Y q.

Note que cuando n“ 1, se tiene que Lap
1X ;Y q “LapX ;Y q y L p1X ;Y q “L pX ;Y q.

Ejemplo 2.19. ((Pérez, 2017, Ejemplo 1.2.2)) Sean x˚1, ...,x
˚
n P X˚. La aplicación

px1, ...,xnq P Xn
Ñ Lpx1,x2, ...,xnq “ x˚1px1qx˚2px2q...x˚npxnq

está en L pnX ;Kq.

A continuación presentamos una caracterización de la continuidad de un elemento de

Lap
nX ;Y q.

Proposición 2.20. ((Mujica, 1986, Proposición 1.2)) Para cada L PLap
nX ;Y q, las siguientes afir-

maciones son equivalentes:

1. L es continua;

2. L es continua en el origen;
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3. }L} ă 8.

Demostración. 1. ñ 2. Se sigue directamente. 2. ñ 3. Si 3. no es cierto, existe una sucesión

de puntos pxk,1, ...,xk,nqk en Xn tal que máx
1ďiďn

}xk,i} ď 1 y }Lpxk,1, ...,xk,nq} ě kn para cada k P N.

Entonces máx
1ďiďn

›

›

›

xk,i

k

›

›

›
ď

1
k

y
›

›

›
L
´xk,1

k
, ...,

xk,n

k

¯
›

›

›
ě 1

para cada k, contradiciendo 2. 3.ñ 1. Sea a“pa1, ...,anq PXn y x“px1, ...,xnq PXn con máx
1ďiďn

}ai}ď

c y máx
1ďiďn

}xi} ď c donde c es constante, entonces

}Lpx1, ...,xnq´Lpa1, ...,anq} “ }rLpx1, ...,xnq´Lpa1,x2, ...,xnqs

` rLpa1,x2, ...,xnq´Lpa1,a2,x3, ...,xnqs

` ...`rLpa1, ...,an´1,xnq´Lpa1,a2, ...,anqs}

“ }

n
ÿ

j“1

pLpa1, ...,a j´1,x j, ...,xnq´Lpa1, ...,a j,x j`1, ...,xnqq}

ď

n
ÿ

j“1

}Lpa1, ...,a j´1,x j´a j,x j`1, ...,xnq}

ď

n
ÿ

j“1

}L}cn´1
}x j´a j}

ď n}L}cn´1
}px1, ...,xnq´pa1, ...,anq},

y 1. se sigue.

Proposición 2.21. ((Mujica, 1986, Proposición 1.3)) pL pnX ;Y q,} ¨ }q es un espacio de Banach.



COPIAS DE c0pΓq y `8pΓq EN ESPACIOS DE FUNCIONES 26

Demostración. Sea pL jq j una sucesión de Cauchy en L pnX ;Y q. Tenemos que L j´Lk es un ele-

mento de L pnX ;Y q para todo par j,k P N y además

}L j´Lk} “ sup
}x1}ď1,...,}xn}ď1

}pL j´Lkqpx1, ...,xnq}.

Sea px1, ...,xnq P Xn, entonces

}pL j´Lkqp
x1

}x1}
, ...,

xn

}xn}
q} ď }L j´Lk},

y por propiedades de la aplicación L j´Lk se sigue que

}L jpx1, ...,xnq´Lkpx1, ...,xnq} ď }L j´Lk}}x1} ¨ ¨ ¨ }xn} (4)

para todo par j,k PN. De la ecuación (4) se deduce que pL jpx1, ...,xnqq j es una sucesión de Cauchy

en Y y ya que Y es completo el límite

Lpx1, ...,xnq “ lı́m
jÑ8

L jpx1, ...,xnq (5)

existe. Dados x1, ...,xk,yk, ...,xn P X y α PK, tenemos que

L jpx1, ...,xk`αyk, ...,xnq “ L jpx1, ...,xk, ...,xnq`αL jpx1, ...,yk, ...,xnq
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para todo j P N. Aplicando límite a ambos lados de la igualdad se verifica que L es lineal. Por

otro lado, como pL jq j es una sucesión acotada por ser de Cauchy, existe una constante M ą 0 tal

que }L j} ďM para todo j P N, luego }L jpx1, ...,xnq} ďM para todo j ě 1 y todo px1, ...,xnq P BXn ,

entonces

}Lpx1, ...,xnq} “ lı́m
jÑ8

}L jpx1, ...,xnq} ďM

para todo px1, ...,xnq P BXn . De esta última desigualdad se tiene que }L} ďM y por la Proposición

2.20 se concluye que L es una aplicación lineal continua. Finalmente, ya que pL jq j es una sucesión

de Cauchy, dado ε ą 0, existe un entero N ą 0 tal que

}L jpx1, ...,xnq´Lkpx1, ...,xnq} ď }L j´Lk} ă ε{2

para todo j ě k ě N y todo px1, ...,xnq P BXn . Haciendo kÑ8, por la ecuación (5) tenemos que

}L jpx1, ...,xnq´Lpx1, ...,xnq} ă ε{2

para todo j ě N y todo px1, ...,xnq P BXn . Se concluye que }L j´L} ď ε{2 ă ε para todo j ě N y

por lo tanto }L j´L} Ñ 0 cuando jÑ8.

Definición 2.22. Denotamos por L spnX ;Y q al subespacio de las aplicaciones L PL pnX ;Y q que

son simétricas, esto es

Lpx1, ...,xnq “ Lpxσp1q, ...,xσpnqq
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para toda permutación σ de t1,2, ...,nu.

Proposición 2.23. ((Mujica, 1986, Proposición 1.6)) Para cada L PLap
nX ;Y q sea Ls definida por

Ls
px1, ...,xnq :“

1
n!

ÿ

σPSn

Lpxσp1q, ...,xσpnqq.

Entonces la aplicación LÑ Ls es una proyección de Lap
nX ;Y q sobre L s

a p
nX ;Y q con }Ls} ď }L}

para cada L P Lap
nX ;Y q. Esta aplicación induce una proyección continua de L pnX ;Y q sobre

L spnX ;Y q.

Teorema 2.24. ((Mujica, 1986, Teorema 1.8)) Sea L PL s
a p

nX ;Y q. Entonces para todo x1, ...,xn PX

tenemos la siguiente Fórmula de Leibniz

Lpx1`¨¨ ¨` xnq
n
“
ÿ

α

n!
α!

Lpxα1
1 , ...,xαn

n q,

donde Lpxqn :“ Lpx, ...,xq con x P X. Además, la suma se toma bajo todos los multi-subíndices

α “ pα1, ...,αnq P Nn
0 tales que |α | “ α1`¨¨ ¨`αn “ n y α!“ α1! ¨ ¨ ¨αn!.

Teorema 2.25. ((Mujica, 1986, Teorema 1.10)) Dada L P L s
a p

nX ;Y q y x0, ...,xn P X tenemos la

Fórmula de Polarización

Lpx1, ...,xnq “
1

n!2n

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnLpx0` ε1x1, ...,εnxnq
n,

.
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Demostración. Por la Fórmula de Leibniz (Teorema 2.24) tenemos que

Lpx0` ε1x1`¨¨ ¨` εnxnq
n
“
ÿ

α

n!
α0! ¨ ¨ ¨αn!

Lpx0
α0,pε1x1q

α1, ...,pεnxnq
αnq

“
ÿ

α

n!
α0! ¨ ¨ ¨αn!

ε1
α1 ¨ ¨ ¨εn

αnLpx0
α0,xα1

1 , ...,xn
αnq,

donde la suma se toma sobre todo α P Nn
0 tal que α0, ...,αn ě 0 y α0`¨¨ ¨`αn “ n. Entonces

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnLpx0` ε1x1`¨¨ ¨` εnxnq
n

“
ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εn
ÿ

α

n!
α0! ¨ ¨ ¨αn!

ε1
α1 ¨ ¨ ¨εn

αnLpx0
α0,xα1

1 , ...,xn
αnq

“ n!
ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εn
ÿ

α

ε1
α1 ¨ ¨ ¨εn

αnLpx0
α0,xα1

1 , ...,xn
αnq

α0! ¨ ¨ ¨αn!

“ n!
ÿ

ε j“˘1

ÿ

α

ε1
α1`1 ¨ ¨ ¨εn

αn`1Lpx0
α0,xα1

1 , ...,xn
αnq

α0! ¨ ¨ ¨αn!

“ n!
ÿ

α

ÿ

ε j“˘1

Lpxα0
0 ,xα1

1 , ...,xαn
n q

α0! ¨ ¨ ¨αn!
¨ ε

α1`1
1 ¨ ¨ ¨ε

αn`1
n

“ n!
ÿ

α

¨

˝

Lpxα0
0 ,xα1

1 , ...,xαn
n q

α0! ¨ ¨ ¨αn!

»

–

ÿ

ε j“˘1

ε
α1`1
1 ¨ ¨ ¨ε

αn`1
n

fi

fl

˛

‚. (6)

Si αi “ 0 para algún 1 ď i ď n, tendríamos que
ř

ε j“˘1
ε

α1`1
1 ¨ ¨ ¨εαn`1

n “ 0. En efecto, si αi “ 0,
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entonces

ÿ

ε j“˘1

ε
α1`1
1 ε

α2`1
2 ¨ ¨ ¨ pε

1
i q ¨ ¨ ¨ε

αn`1
n “

ÿ

ε j“˘1

ε
α1`1
1 ¨ ¨ ¨ε

αi´1
i´1 ¨ ε

αi`1
i`1 ¨ ¨ ¨ε

αn`1
n

´
ÿ

ε j“˘1

ε
α1`1
1 ¨ ¨ ¨ε

αi´1
i´1 ¨ ε

αi`1
i`1 ¨ ¨ ¨ε

αn`1
n “ 0.

Por lo tanto αi “ 1 para todo 1 ď i ď n, donde α0 “ 0 (recordemos que α0 ` ¨¨ ¨ `αn “ n) y

ř

ε j“˘1
ε

α1`1
1 ¨ ¨ ¨εαn`1

n “
ř

ε j“˘1
ε2

1 ¨ ¨ ¨ε
2
n “ 2n. Tenemos de la ecuación (6) que

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnLpx0` ε1x1`¨¨ ¨` εnxnq
n
“ n!

ÿ

α

¨

˝

Lpxα0
0 xα1

1 , ...,xαn
n q

α0! ¨ ¨ ¨αn!

»

–

ÿ

ε j“˘1

ε
2
1 ¨ ¨ ¨ε

2
n

fi

fl

˛

‚

“ n!
ÿ

α

Lpxα0
0 ,xα1

1 , ...,xαn
n q

α0! ¨ ¨ ¨αn!
¨2n

“ n!2n
ÿ

α

Lpxα0
0 ,xα1

1 , ...,xαn
n q

α0! ¨ ¨ ¨αn!
.

Finalmente, como α1 “ ...“ αn “ 1 y α0 “ 0, entonces
ř

α

Lpxα0
0 ,xα1

1 , ...,xαn
n q

α0!`¨¨ ¨`αn!
“ Lpx1, ...,xnq y así

Lpx1, ...,xnq “
1

n!2n

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnLpx0` ε1x1, ...,εnxnq
n.

Definición 2.26. Sean X ,Y espacios de Banach. Decimos que P : X ÑY es un polinomio n´homogéneo

si existe una aplicación L PLap
nX ;Y q tal que L̂pxq :“ Ppxq “ Lpx, . . . ,xq para cada x P X. Deno-

tamos por Pap
nX ;Y q al espacio de polinomios n´homogéneos y por PpnX ;Y q al subespacio de
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Pap
nX ;Y q de los polinomios n´homogéneos continuos. Para cada P PPap

nX ;Y q definimos

}P} “ sup
}x}ď1

}Ppxq}.

Cuando Y “ K escribimos Pap
nX ;Kq “Pap

nXq y PpnX ;Kq “PpnXq. Además, cuando n “ 0

definimos Pap
nX ;Y q “PpnX ;Y q :“ Y .

Teorema 2.27. ((Mujica, 1986, Teorema 2.2)) Para cada L PLap
nX ;Y q sea L̂ PPap

nX ;Y q definido

por L̂pxq “ Lpx, ...,xq “ Lpxqn para cada x P X. Entonces:

1. Las siguientes desigualdades se tienen para cada L PLap
nX ;Y q:

}L̂} ď }L} ď
nn

n!
}L̂}.

2. La aplicación L PL s
a p

nX ;Y q Ñ L̂ PPap
nX ;Y q es lineal y biyectiva.

Demostración. Para probar 1. veamos primero que }L̂} ď }L}. Sea x P BX , entonces }L̂pxq} “

}Lpx, ...,xq} ď sup
}x1}ď1,...,}xn}ď1

}Lpx1, ...,xnq} ď }L} y tenemos que }L̂} ď }L}. Veamos ahora que

}L} ď
nn

n!
}L̂}. Sea px1, ...,xnq P BXn . Aplicando la Fórmula de Polarización (Teorema 2.25) con

x0 “ 0 tenemos que

}Lpx1, ...,xnq} ď

›

›

›

›

›

›

1
2nn!

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnL̂pε1x1`¨¨ ¨` εnxnq

›

›

›

›

›

›

ď
1

2nn!

ÿ

ε j“˘1

|ε1 ¨ ¨ ¨εn|}L̂pε1x1`¨¨ ¨` εnxnq}
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ď
1

2nn!

ÿ

ε j“˘1

}L̂pε1x1`¨¨ ¨` εnxnq}.

Ya que

}L̂p
1
n
pε1x1`¨¨ ¨` εnxnqq} “ }Lp

1
n
pε1x1`¨¨ ¨` εnxnqq

n
} “

1
nn }Lpε1x1`¨¨ ¨` εnxnq

n
}

“
1
nn }L̂pε1x1`¨¨ ¨` εnxnq},

y además
1
n
pε1x1`¨¨ ¨` εnxnq P BX pues

}
1
n
pε1x1`¨¨ ¨` εnxnq} ď

ÿ

1ďiďn

}εixi}

n
ď

ÿ

1ďiďn

|εi|

n
ď

n
n
“ 1,

tenemos

1
2nn!

ÿ

ε j“˘1

}L̂pε1x1`¨¨ ¨` εnxnq} ď
1

2nn!

ÿ

ε j“˘1

nn
›

›

›

›

L̂
ˆ

1
n
pε1x1`¨¨ ¨` εnxnq

˙
›

›

›

›

ď
nn

2nn!

ÿ

ε j“˘1

}L̂}

ď
nn

2nn!
}L̂}

ÿ

ε j“˘1

1

“
nn

2nn!
}L̂}2n

ď
nn

n!
}L̂}.

Como }Lpx1, ...,xnq} ď
nn

n
}L̂} para todo px1, ...,xnq P BXn , se sigue que }L} ď

nn

n
}L̂}. Para probar

2. veamos primero que L Ñ L̂ es inyectiva. Sean L1,L2 PL s
a p

nX ;Y q tales que L̂1 “ L̂2, entonces
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L̂1pxq “ L1px, ...,xq “ L2px, ...,xq “ L̂2pxq para todo x P X . Por la Fórmula de Polarización con

x0 “ 0 tenemos que

L1px1, ...,xnq “
1

2nn!

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnL1pε1x1`¨¨ ¨` εnxnq
n

“
1

2nn!

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnL2pε1x1`¨¨ ¨` εnxnq
n
“ L2px1, ...,xnq,

para todo px1, ...,xnq P Xn y así L1 “ L2. Veamos ahora que L Ñ L̂ es sobreyectiva. Sea P P

Lap
nX ;Y q, entonces existe L P Lap

nX ;Y q tal que P “ L̂. Veamos que L̂ “ L̂s donde Ls es la si-

metrización de L (ver Proposición 2.23). Sea x P X , entonces

L̂spxq “ Ls
px, ...,xq “

1
n!

ÿ

σPSn

Lpx, ...,xq “
1
n!

Lpx, ...,xq
ÿ

σPSn

1“
n!
n!

Lpx, ...,xq

“ Lpx, ...,xq “ L̂pxq

para todo x P X . Por lo tanto P “ L̂ “ L̂s. Finalmente sean L1,L2 PLap
nX ;Y q y α P K. Entonces

pL1`αL2qpx, ...,xq “ L1px, ...,xq`αL2px, ...,xq “ L̂1pxq`αL̂2pxq “ pL̂1`αL̂2qpxq para todo x PX .

Ya que LÑ L̂ es biyectiva se sigue que ˆL1`αL2 “ L̂1`αL̂2 y así LÑ L̂ es lineal. Concluimos

que L PL s
a p

nX ;Y q Ñ L̂ PPap
nX ;Y q es una aplicación lineal biyectiva.

Corolario 2.28. ((Mujica, 1986, Corolario 2.3)) Se tienen las siguientes afirmaciones:

a) La aplicación LÑ L̂ induce un isomorfismo sobreyectivo entre L spnX ;Y q y PpnX ;Y q;

b) Un polinomio P PPap
nX ;Y q es continuo si, y solo si, }P} ă 8;
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c) PpnX ;Y q es un espacio de Banach bajo la norma PÑ }P}.

Demostración. Sea L PL s
a p

nX ;Y q continua y px jq j es una sucesión en X tal que x j Ñ x. Ya que

px j, ...,x jq Ñ px, ...,xq cuando j Ñ8 tenemos que L̂px jq “ Lpx j, ...,x jq Ñ Lpx, ...,xq “ L̂pxq y se

sigue que L̂ es continua. Esto implica que la aplicación L PL spnX ;Y q Ñ L̂ PPpnX ;Y q está bien

definida. Veamos ahora que la aplicación es sobreyectiva. Sea P PPpnX ;Y q. Sabemos que existe

L P Lap
nX ;Y q tal que P “ L̂. Si px j,1, ...,x j,nq j es una sucesión en Xn tal que px j,1, ...,x j,nq Ñ

px1, ...,xnq, por la Fórmula de Polarización dada en el Teorema 2.25 con x0 “ 0 tenemos que

Lpx j,1, ...,x j,nq “
1

2nn!

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnL̂pε1x j,1`¨¨ ¨` εnx j,nq.

Ya que pε1x j,1`¨¨ ¨`εnx j,nqÑ pε1x1`¨¨ ¨`εnxnq, por la continuidad de L̂ tenemos que L̂pε1x j,1`

¨¨ ¨` εnx j,nq Ñ L̂pε1x1`¨¨ ¨` εnxnq. Además se tienen las siguienes convergencias

ε1 ¨ ¨ ¨εnL̂pε1x j,1`¨¨ ¨` εnx j,nq Ñ ε1 ¨ ¨ ¨εnL̂pε1x1`¨¨ ¨` εnxnq cuando ε j “˘1,

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnL̂pε1x j,1`¨¨ ¨` εnx j,nq Ñ
ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnL̂pε1x1`¨¨ ¨` εnxnq,

y finalmente

1
2nn!

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnL̂pε1x j,1`¨¨ ¨` εnx j,nq Ñ
1

2nn!

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnL̂pε1x1`¨¨ ¨` εnxnq.

De la última convergencia se sigue que Lpx j,1, ...,x j,nq Ñ Lpx1, ...,xnq cuando j Ñ 8 y así L P
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L spnX ;Y q. Por otro lado, la inyectividad y la linealidad de L P L spnX ;Y q Ñ L̂ P PpnX ;Y q se

heredan de la aplicación L PL s
a p

nX ;Y q Ñ L̂ PPap
nX ;Y q y ya que }L̂} ď }L} ď

nn

n!
}L̂} ă 8 para

toda L P L spnX ;Y q se concluye que la aplicación L P L spnX ;Y q Ñ L̂ P PpnX ;Y q y su inversa

son continuas. Por lo tanto, L spnX ;Y q y PpnX ;Y q son isomorfos y se prueba a). Para probar b)

supongamos que P P Pap
nX ;Y q es un polinomio continuo. Por el literal a) sabemos que existe

L P L spnX ;Y q tal que P “ L̂. Si x P BX entonces }Ppxq} ď }Lpx, ...,xq} ď }L} ă 8 y se tiene

que }P} ă 8. Supongamos ahora que }P} ă 8 y sea px jq j una sucesión en X tal que x j Ñ x.

Como }L} ď
nn

n!
}P} ă 8 donde P “ L̂, se sigue que L es continua y así Ppx jq “ Lpx j, ...,x jq Ñ

Lpx, ...,xq “ Ppxq. Luego P es un polinomio continuo. Finalmente, para probar c) sea pPjq j una

sucesión de Cauchy en PpnX ;Y q. Por el literal a), para cada n P N existe L PL spnX ;Y q tal que

L̂n “ Pn. Ya que Pj´Pk PPpnX ;Y q para todo j,k P N, se sigue de las desigualdades dadas en el

teorema anterior que

}Pj´Pk} ď }L j´Lk} ď
nn

n!
}Pj´Pk}

para todo j,k P N. De esta desigualdad se sigue que pL jq j es una sucesión de Cauchy y como

L spnX ;Y q es un espacio de Banach (consecuencia de la Proposición 2.21) entonces L j Ñ L para

algún L PL spnX ;Y q. Por la continuidad del isomorfismo LÑ L̂ tenemos que Pn “ L̂n Ñ L̂ “ P y

concluimos que PpnX ;Y q es un espacio de Banach.

Ejemplo 2.29. ((Pérez, 2017, Ejemplo 1.2.7)) Sea P : `2 Ñ K tal que Pppx jq jq “
ř8

j“1 xn
j , donde
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ně 2 y sea L : `n
2 ÑK tal que

Lpx1, ...,xnq “ x1,1x2,1...xn,1` x1,2x2,2...xn,2` ...“
8
ÿ

j“1

˜

n
ź

k“1

xk, j

¸

,

donde xi“pxi, jq j P `2 para todo 1ď iď n. Veamos que L PLap
n`2q. En efecto, si x1, ...,xk,yk, ...,xn P

`2, 1ď k ď n y α PK, entonces

Lpx1, ...,xk`αyk, ...,xnq “

8
ÿ

j“1

x1, j ¨ ¨ ¨ pxk, j`αyk, jq ¨ ¨ ¨xn, j

“

8
ÿ

j“1

x1, j ¨ ¨ ¨xk, j ¨ ¨ ¨xn, j`α

¨

˝

8
ÿ

j“1

x1, j ¨ ¨ ¨yk, j ¨ ¨ ¨xn, j

˛

‚

“ Lpx1, ..,xk, ...,xnq`αLpx1, ...,yk, ...,xnq.

Ya que Pppx jq jq “ Lppx jq jq
n para todo px jq j P `2, se sigue que P PPap

n`2q. Por otro lado, supon-

gamos que x “ px1,x2, ...q P B`2 . Ya que }x} ď 1, entonces }x}2 ď }x} ď 1 y como |xi| ď }x} ď 1

para todo iě 1, tenemos además que |xi|
n ď |xi|

2 ď |xi| para todo iě 1. Por lo tanto

}Ppxq} “ }Lpx, ...,xq} “ |xn
1` xn

2` ...| ď |xn
1|` |x

n
2|` ...ď |x1|

n
`|x2|

n
` ...

ď |x1|
2
`|x2|

2
` ...ď }x}2 ď }x} ď 1.

Así }P} ď 1ă8 y por el Corolario 2.28 concluimos que P PPpn`2q.
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Proposición 2.30. Para cada P PPpnX ;Y q existe una única
_

P PL spnX ;Y q tal que

Ppxq “
_

Ppx, ...,xq

para todo x P X.

Demostración. Ya que L spX ;Y q y PpnX ;Y q son isomorfos (Colorario 2.28, literal a)) existe un

isomorfismo sobreyectivo P PPpnX ;Y q Ñ
_

P PL spnX ;Y q.

Definición 2.31. Sean X ,Y espacios de Banach. Decimos que P PPpnX ;Y q es compacto si para

cada subconjunto acotado B de X, el conjunto PpBq es relativamente compacto en Y . Denotamos

al espacio de los polinomios n´homogéneos compactos por PKp
nX ;Y q.

Definición 2.32. Sean X ,Y espacios de Banach. Denotamos por Pω˚p
nX˚;Y q al espacio de poli-

nomios n´homogéneos continuos y ω˚´continuos sobre conjuntos acotados con la norma defini-

da para los polinomios n´homogéneos, esto es, P PPω˚p
nX˚;Y q si, y solo si, dada una red px˚αqα

acotada y ω˚´convergente en X˚, la red de imágenes pPpx˚αqqα es convergente en norma.

Observación 2.33. Cuando n“ 0 tenemos que

Pap
0X˚;Y q “Pp

0X˚;Y q “Pω˚p
0X˚;Y q “ Y,

y cuando n“ 1 tenemos que

Pω˚p
1X˚;Y q “ Kω˚pX˚;Y q.
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La siguiente proposición es consecuencia del Teorema 2.25 y de la Proposición 2.30.

Proposición 2.34. Dado P PPω˚p
nX˚;Y q y x˚0, ...,x

˚
n P X˚ tenemos la Fórmula de Polarización

_

Ppx˚1, ...,x
˚
nq “

1
n!2n

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnPpx˚0` ε1x˚1, ...,εnx˚nq.

Proposición 2.35. Sea P P Pω˚pX˚;Y q. Entonces
_

P es ω˚´continua sobre conjuntos acotados si,

y solo si, P es ω˚´continuo sobre conjuntos acotados.

Demostración. Sea px˚αqα una red acotada en X˚ tal que x˚α
ω˚

ÝÑ x˚ y veamos que Ppx˚αq Ñ Ppx˚q.

En efecto, como x˚α
ω˚

ÝÑ x˚ se tiene también que px˚α , ...,x
˚
αq

ω˚

ÝÑpx˚, ...,x˚q y por lo tanto
_

Ppx˚α , ...,x
˚
αqÑ

_

Ppx˚, ...,x˚q. Por la Proposición 2.30 tenemos que Ppx˚αqÑPpx˚q. Por otro lado, sea px˚
α,1, ...,x

˚
α,nqα

una red acotada en pX˚qn tal que

px˚α,1, ...,x
˚
α,nq

ω˚

ÝÑ px˚1, ...,x
˚
nq.

Entonces x˚
α,k

ω˚

ÝÑ x˚k para todo 1ď kď n y también
řn

i“1 εix˚α,i
ω˚

ÝÑ
řn

i“1 εix˚i . Como P es ω˚´continua

sobre conjuntos acotados tenemos que P
´

řn
i“1 εix˚α,i

¯

Ñ Pp
řn

i“1 εix˚i q y se sigue que

ε1 ¨ ¨ ¨εnP

˜

n
ÿ

i“1

εix˚α,i

¸

Ñ ε1 ¨ ¨ ¨εnP

˜

n
ÿ

i“1

εix˚i

¸

para todo ε j “˘1,
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ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnP

˜

n
ÿ

i“1

εix˚α,i

¸

Ñ
ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnP

˜

n
ÿ

i“1

εix˚i

¸

,

y finalmente

1
n!2n

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnP

˜

n
ÿ

i“1

εix˚α,i

¸

Ñ
1

n!2n

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnP

˜

n
ÿ

i“1

εix˚i

¸

.

De la convergencia anterior y de la Proposición 2.34 tenemos que

_

Ppx˚
α,1, ...,x

˚
α,nq Ñ

_

Ppx˚1, ...,x
˚
nq. Por lo tanto

_

P es ω˚´continua sobre conjuntos acotados.

2.3. Linealización de polinomios n´homogéneos

En esta sección mostraremos los teoremas importantes en torno a la linealización de poli-

nomios n´homogéneos. Sean X1, ...,Xn espacios de Banach y sea I el subespacio de X1ˆ¨¨ ¨ˆXn

generado por todos los elementos de la forma

px1, ...,pxk`λykq, ...,xnq´px1, ...,xk, ...,xnq´λ px1, ...,yk, ...,xnq (7)

donde 1 ď k ď n y λ P K. Definimos el espacio X1ˆ ¨¨ ¨ ˆXn{I como el Producto tensorial de

X1, ...,Xn el cual denotamos por X1b ¨¨ ¨ bXn. Cuando X1 “ ... “ Xn denotamos a X1b ¨¨ ¨ bXn

por
Â

n X . Los elementos de X1b ¨¨ ¨ b Xn los llamaremos tensores y los tensores de la forma

px1, ...,xnq` I los cuales llamaremos tensores básicos los denotaremos por x1b ¨¨ ¨b xn. Sea u “
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ř

j λipxi,1, ...,xi,nq un elemento de X1ˆ¨¨ ¨ˆXn, entonces

u` I “
ÿ

i

λipxi,1, ...,xi,nq` I “
ÿ

i

λirpxi,1, ...,xi,nq` Is “
ÿ

i

λixi,1b¨¨ ¨b xi,n.

Por lo tanto, podemos volver a definir el espacio X1b¨¨ ¨bXn de la siguiente forma:

Definición 2.36. ((Ryan, 1980, p. 1)) Sean X1, ...,Xn espacios de Banach. Definimos el producto

tensorial X1b ¨¨ ¨ bXn como el espacio vectorial generado por todos los elementos de la forma

x1b¨¨ ¨b xn, donde x1, ...,xn son elementos de X, sujetos a las relaciones:

1. x1b¨¨ ¨bpλxiqb ¨ ¨ ¨b xn “ λ px1b¨¨ ¨b xib¨¨ ¨b xnq para todo i y todo λ en K,

2. x1b¨¨ ¨bpxi` yiqb ¨ ¨ ¨b xn “ x1b¨¨ ¨b xib¨¨ ¨b xn` x1b¨¨ ¨b yib¨¨ ¨b xn para todo i.

De la definición anterior tenemos que si u es un elemento de X1b¨¨ ¨bXn, entonces u puede

ser escrito (no necesariamente de forma única) como

u“
ÿ

i

λixi,1b¨¨ ¨b xi,n “
ÿ

i

pλixi,1qb ¨ ¨ ¨b xi,n “
ÿ

i

xi,1b¨¨ ¨b xi,n,

donde λi P K y xi, j P X j para todo i y todo 1 ď j ď n. Observe que redefinimos xi,1 :“ λixi,1 para

mostrar que se puede prescindir de los coeficientes λi en la representación de u. Podemos definir

una norma sobre X1b¨¨ ¨bXn como lo muestra el siguiente resultado:
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Proposición 2.37. Dado u“
ř

i λixi,1b¨¨ ¨b xi,n un elemento de X1b¨¨ ¨bXn, la función

πpuq “ ı́nf

#

ÿ

i

|λi|}xi,1} ¨ ¨ ¨ }xi,n} : u“
ÿ

λixi,1b¨¨ ¨b xi,n

+

es una norma sobre X1b¨¨ ¨bXn y πpx1b¨¨ ¨b xnq “ }x1} ¨ ¨ ¨ }xn} para cada x j P X j, 1ď j ď n.

Definición 2.38. Denotaremos al espacio vectorial normado pX1b ¨¨ ¨bXn,πq por X1bπ ¨ ¨ ¨ bπ

Xn y cuando X1 “ ... “ Xn denotaremos a p
Â

n X ,πq por
Â

n,π X. Denotaremos a los tensores

básicos de X1bπ ¨ ¨ ¨bπ Xn por x1bπ ¨ ¨ ¨bπ xn. Además, denotaremos por X1b̂π ¨ ¨ ¨ b̂πXn ( ˆÂ
n,πX)

al completamiento de X1b¨¨ ¨bXn (
Â

n,π X, respectivamente) con respecto a la norma π , donde

sus tensores básicos serán denotados por x1b̂π ¨ ¨ ¨ b̂πxn y cuando no haya lugar a confusión los

denotaremos simplemente por x1b¨¨ ¨b xn

Proposición 2.39. ((Dineen and Mujica, 2015, p. 368)) Sean X1, ...,Xn,Y espacios de Banach.

Entonces

L pX1b̂π ¨ ¨ ¨ b̂πXn;Y q –L pX1, ...,Xn;Y q –L pX1;L pX2, ...,Xn;Y qq.

Demostración. Veamos que L pX1b̂π ¨ ¨ ¨ b̂πXn;Y q–L pX1, ...,Xn;Y q. Supongamos que L PL pX1, ...

...,Xn;Y q, que u “
ř

i λixi,1b¨¨ ¨b xi,n es un elemento de X1bπ ¨ ¨ ¨bπ Xn y que L̃ es la aplicación

dada por

L̃puq “ L̃

˜

ÿ

i

λixi,1b¨¨ ¨b xi,n

¸

“
ÿ

i

λiLpxi,1, ...,xi,nq.

Si py1, ...,ynq P x1b¨¨ ¨bxn, entonces px1, ...,xnq´py1, ...,ynq P I (ver Ecuación (7)). Como Lpvq “ 0

para todo v P I, se sigue directamente que Lpx1, ...,xnq “ Lpy1, ...,ynq. En general, si u1“
ř

i λixi,1b
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¨ ¨ ¨bxi,n y u2 “
ř

i λiyi,1b¨¨ ¨byi,n son iguales, tenemos que xi,1b¨¨ ¨bxi,n “ yi,1b¨¨ ¨bxi,n (luego

pyi,1, ...,yi,nq P xi,1b¨¨ ¨b xyi,n) para todo 1ď iď n y por lo anterior Lpxi,1, ...,xi,nq “ Lpyi,1, ...,yi,nq

para todo 1 ď i ď n. Entonces
ř

i λiLpxi,1, ...,xi,nq “
ř

i λiLpyi,1, ...,yi,nq y se sigue que LÑ L̃ está

bien definida. Por otro lado, dado u “
ř

i xi,1b ¨¨ ¨b xi,n (recordemos que podemos prescindir de

los λi en la representación de u) tenemos que

˜pL1`αL2q

˜

ÿ

i

xi,1b¨¨ ¨b xi,n

¸

“
ÿ

i

pL1`αL2qpxi,1, ...,xi,nq

“
ÿ

i

L1pxi,1, ...,xi,nq`α

ÿ

i

L2pxi,1, ...,xi,nq “ L̃1puq`αL̃2puq.

Por lo tanto L Ñ L̃ es lineal. Para probar que dicha aplicación es inyectiva supongamos que

L̃1 “ L̃2 y sea px1, ...,xnq P X1 ˆ ¨¨ ¨ ˆ Xn. Entonces L1px1, ...,xnq “ L̃1px1 b ¨¨ ¨ b xnq “ L̃2px1 b

¨¨ ¨ b xnq “ L2px1, ...,xnq y así L1 “ L2. Sea S P L pX1 bπ ¨ ¨ ¨ bπ Xn;Y q y definamos L : Xn Ñ

Y tal que Lpx1, ...,xnq “ Spx1 b ¨¨ ¨ b xnq. Dados x1 P X1,...,xk,yk P Xk,...,xn P Xn y α P K tene-

mos que Lpx1, ...,xk `αyk, ...,xnq “ Spx1b ¨¨ ¨ b pxk `αykq b ¨ ¨ ¨ b xkq “ Spx1b ¨¨ ¨ b xk b ¨¨ ¨ b

xnq`αSpx1b ¨¨ ¨b ykb ¨¨ ¨b xnq “ Lpx1, ...,xk, ...,xnq`αLpx1, ...,yk, ...,xnq para todo 1 ď k ď n.

Entonces L P L pX1, ...,Xn;Y q y así L Ñ L̃ es sobreyectiva. Por todo lo anterior tenemos que

L P L pX1, ...,Xn;Y q Ñ L̃ P L pX1 bπ ¨ ¨ ¨ bπ Xn;Y q es una aplicación lineal biyectiva. Sea u “

ř

j x j,1b¨¨ ¨b x j,n P X1bπ ¨ ¨ ¨bπ Xn una representación de u. Tenemos que

}L̃puq} “

›

›

›

›

›

L̃

˜

ÿ

j

x j,1b¨¨ ¨b x j,n

¸
›

›

›

›

›

“

›

›

›

›

›

ÿ

j

L̃px j,1b¨¨ ¨b x j,nq

›

›

›

›

›

“

›

›

›

›

›

ÿ

j

Lpx j,1, ...,x j,nq

›

›

›

›

›
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ď
ÿ

j

}Lpx j,1, ...,x j,nq} ď }L}
ÿ

j

}x j,1} ¨ ¨ ¨ }x j,n}.

Ya que lo anterior se tiene para cualquier representación de u tenemos }L̃puq} ď }L}πpuq.

Por lo tanto, L̃ es acotada y se cumple que }L̃} ď }L}. Por otro lado, si px1, ...,xnq P X1ˆ¨¨ ¨ˆXn,

entonces }Lpx1, ¨ ¨ ¨ ,xnq} “ }L̃px1b¨¨ ¨b xnq} ď }L̃}}x1} ¨ ¨ ¨ }xn}. Así }L} ď }L̃} y }L} “ }L̃}. Por el

Teorema 2.13, la aplicación L̃ : X1b ¨¨ ¨bXn Ñ Y admite una única extensión lineal continua L̃ :

X1b̂π ¨ ¨ ¨ b̂πXnÑY tal que sus normas coinciden. Por lo tanto la aplicación L PL pX1, ...,Xn;Y qÑ

L̃ PL pX1b̂π ¨ ¨ ¨ b̂πXn;Y q es una isometría lineal. Gracias a esta última propiedad concluimos que

L Ñ L̃ y su inversa son continuas y por tanto L Ñ L̃ es un isomorfismo isométrico sobreyectivo.

Para probar que L pX1, ...,Xn;Y q –L pX1;L pX2, ...,Xn;Y qq consideremos la aplicación

L PL pX1, ...,Xn;Y q Ñ L̃ PL pX1;L pX2, ...,Xn;Y qq,

tal que L̃px1qpx2, ...,xnq :“ Lpx1,x2, ...,xnq para todo xi P Xi, 1 ď i ď n. Supongamos que L1,L2 P

L pX1, ...,Xn;Y q son tales que L̃1“ L̃2. Entonces L1px1, ...,xnq“ L̃1px1qpx2, ...,xnq“ L̃2px1qpx2, ...,xnq“

L2px1, ...,xnq para todo px1, ...,xnq PX1ˆ¨¨ ¨ˆXn y así L1“ L2. Esto implica que LÑ L̃ es inyectiva.

Para probar que LÑ L̃ es sobreyectiva supongamos que S PL pX1;L pX2, ...,Xn;Y qq y definamos

L : X1ˆ ¨¨ ¨ˆXn Ñ Y por Lpx1, ...,xnq “ Spx1qpx2, ...,xnq para todo px1, ...,xnq P X1ˆ ¨¨ ¨ˆXn. La

linealidad de L en la primera componente se obtiene directamente de la linealidad de S y la linea-

lidad de L en las demás componentes se obtiene directamente de la linealidad de Spx1q para cada

valor fijo x1 P X1. Por otro lado, sea px1, ...,xnq P BX1ˆ¨¨¨ˆXn . Ya que L es continua tenemos que
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}L̃px1qpx2, ...,xnq} “ }Lpx1, ...,xnq} ď }L}, entonces }L̃px1q} ď }L} para todo x1 P BX1 y así }L̃} ď

}L}. Además, ya que L̃ y L̃px1q son continuas se sigue que }Lpx1, ...,xnq} “ }L̃px1qpx2, ...,xnq} ď

}L̃px1q} ď }L̃} y así }L} ď }L̃}. Entonces }L} “ }L̃} y L Ñ L̃ es una isometría lineal. La conti-

nuidad de L Ñ L̃ y de su inversa se sigue directamente del resultado anterior. Concluimos que

L PL pX1, ...,Xn;Y q Ñ L̃ PL pX1;L pX2, ...,Xn;Y qq es un isomorfismo sobreyectivo.

Corolario 2.40. Si X y Y son espacios de Banach y L P Lap
nX ;Y q, entonces existe una única

aplicación lineal L̃ PLap
Â

n,π X ;Y q tal que L̃px1b¨¨ ¨b xnq “ Lpx1, ...,xnq para todo xi P X, 1 ď

iď n. La aplicación

L PLap
nX ;Y q Ñ L̃ PLap

â

n,π
X ;Y q

es lineal biyectiva. Además, dicha aplicación induce un isomorfismo sobreyectivo entre L pnX ;Y q

y L p ˆÂ
n,πX ;Y q.

Demostración. Se sigue directamente de la proposición anterior haciendo X1 “ ... “ Xn en el pri-

mer isomorfismo sobreyectivo.

Definición 2.41. Sea x1b¨¨ ¨b xn de
Â

n,π X. Definimos la simetrización de x1b¨¨ ¨b xn por

x1bs x2bs ¨ ¨ ¨bs xn :“
1
n!

ÿ

σPSn

xσp1qb xσp2qb¨¨ ¨b xσpnq,

donde Sn denota el grupo de permutaciones de n elementos. Definimos
Â

n,s,π X (o simplemente

Â

n,s X) como el subespacio de
Â

n,π X generado por los elementos de la forma x1bs x2bs ¨ ¨ ¨bs xn

con x1, ...,xn en X. Cuando no haya lugar a confusión escribiremos x1bs x2bs ¨ ¨ ¨ bs xn simple-
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mente como x1b ¨¨ ¨ b xn. Además, definimos ˆÂ
n,s,πX como el completamiento de

Â

n,s,π X con

respecto a la norma π .

Proposición 2.42. Sean X1, ...,Xn,X ,Y espacios de Banach y 1ď k ď n. Entonces la aplicación

L PL pX1, ...,Xn;Y q Ñ L̃ PL pX1, ...,Xn´k;L pXn´k`1, ...,Xn;Y qq,

tal que L̃px1, ...,xn´kqpxn´k`1, ...,xnq :“ Lpx1, ...,xnq para todo px1, ...,xnq P X1ˆ¨¨ ¨ˆXn es un iso-

morfismo sobreyectivo. En particular, si X1“ ...“Xn“X se tiene que L pnX ;Y q–L pn´kX ;L pkX ;Y qq

y L spnX ;Y q –L pn´kX ;L spkX ;Y qq.

Demostración. La prueba de este resultado es análoga a la realizada en la Proposición 2.39 pa-

ra probar que L P L pX1, ...,Xn;Y q Ñ L̃ P L pX1;L pX2, ...,Xn;Y qq dada por L̃px1qpx2, ...,xnq :“

Lpx1, ...,xnq es un isomorfismo sobreyectivo.

Proposición 2.43. ((Ryan, 1980, Proposición 1.4)) Dado u “ x1b ¨¨ ¨ b xn P
Â

n,s X tenemos la

Fórmula de Polarización

x1b¨¨ ¨b xn “
1

n!2n

ÿ

ε“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnpε1x1`¨¨ ¨` εnxnq
n,

donde xn :“ xb¨¨ ¨b x para todo x P X. Por lo tanto, se tiene que si u P
Â

n,s X, entonces u puede

ser escrito (no necesariamente de forma única) como

u“
ÿ

i

xib¨¨ ¨b xi.
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Demostración. Sea x1, ...,xn P X . Entonces

1
n!2n

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnpε1x1`¨¨ ¨εnxnq
n

“
1

n!2n

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εn

«

ÿ

1ďi1,...,inďn

εi1 ¨ ¨ ¨εinxi1b¨¨ ¨b xin

ff

“
1

n!2n

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εn
ÿ

i1, ..., in
loomoon

distintos

εi1 ¨ ¨ ¨εinxi1b¨¨ ¨b xin

`
1

n!2n

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εn
ÿ

i1, ..., in
loomoon

no todos distintos

εi1 ¨ ¨ ¨εinxi1b¨¨ ¨b xin

“ A`B.

Podemos escribir

A“
1

n!2n

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εn
ÿ

i1, ..., in
loomoon

distintos

εi1 ¨ ¨ ¨εinxi1b¨¨ ¨b xin

“
1

n!2n

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εn
ÿ

σPSn

εσp1q ¨ ¨ ¨εσpnqxσp1qb¨¨ ¨b xσpnq

“
1

n!2n

ÿ

σPSn

»

–

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnεσp1q ¨ ¨ ¨εσpnq

fi

flxσp1qb¨¨ ¨b xσpnq.

Dado 1ď iď n, como εi “ εσp jq para un único 1ď j ď n se sigue que
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ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnεσp1q ¨ ¨ ¨εσpnq “
ÿ

ε j“˘1

pε1q
2
¨ ¨ ¨ pεnq

2
“ 2n.

Por lo tanto

A“
1

n!2n

ÿ

σPSn

»

–

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnεσp1q ¨ ¨ ¨εσpnq

fi

flxσp1qb¨¨ ¨b xσpnq

“
1

n!2n

ÿ

σPSn

2n
¨ xσp1qb¨¨ ¨b xσpnq “

1
n!

ÿ

σPSn

xσp1qb¨¨ ¨b xσpnq “ x1b¨¨ ¨b xn.

Si denotamos por Dn al conjunto de funciones de t1, ...,nu en t1, ...,nu no sobreyectivas, tenemos

que

B“
1

n!2n

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εn
ÿ

τPDn

ετp1q ¨ ¨ ¨ετpnqxτp1qb¨¨ ¨b xτpnq

“
1

n!2n

ÿ

τPDn

»

–

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnετp1q ¨ ¨ ¨ετpnq

fi

flxτp1qb¨¨ ¨b xτpnq.

Sea τ P Dn, ya que τ no es sobreyectiva, existe 1 ď j ď n el cual no pertenece al rango de τ .

Entonces

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨ε j ¨ ¨ ¨εnετp1q ¨ ¨ ¨ετpnq “
ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨ε j´1p1qε j`1 ¨ ¨ ¨εnετp1q ¨ ¨ ¨ετpnq

`
ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨ε j´1p´1qε j`1 ¨ ¨ ¨εnετp1q ¨ ¨ ¨ετpnq
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“
ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨ε j´1ε j`1 ¨ ¨ ¨εnετp1q ¨ ¨ ¨ετpnq

´
ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨ε j´1ε j`1 ¨ ¨ ¨εnετp1q ¨ ¨ ¨ετpnq “ 0.

Esto implica que B“ 0 y así

1
n!2n

ÿ

ε j“˘1

ε1 ¨ ¨ ¨εnpε1x1`¨¨ ¨εnxnq
n
“ A`B“ A“ x1b¨¨ ¨b xn.

Proposición 2.44. ((Ryan, 1980, Proposición 1.3)) Sea P PPpnX ;Y q. Entonces existe una úni-

ca aplicación lineal TP P Lap
Â

n,s X ;Y q tal que TPpxb ¨¨ ¨ b xq “ Ppxq. Por otro lado, si S P

Lap
Â

n,s X ;Y q, entonces la igualdad Ppxq “ Spxb ¨¨ ¨ b xq define un polinomio n´homogéneo

P de X en Y tal que TP “ S. La aplicación

P PPap
nX ;Y q Ñ TP PLap

â

n,s
X ;Y q

es lineal biyectiva.

Demostración. Sea P PPpnX ;Y q. Escojamos L P L pnX ;Y q tal que Ppxq “ Lpx, ...,xq para todo

x P X . Entonces Ppxq “ L̃pxb¨¨ ¨b xq para todo x P X , donde L̃ : bnX Ñ Y es la aplicación lineal

asociada a L en el Corolario 2.40. Sea TP la restricción de L̃ a
Â

n,s X , entonces TP es lineal y

TPpxb¨¨ ¨b xq “ Ppxq para todo x P X . Además TP está unívocamente definida por P ya que si S P

L p
Â

n,s X ;Y q tiene también la propiedad de que Spxb¨¨ ¨bxq “Ppxq, entonces para cada elemento
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u“
ř

i xib¨¨ ¨b xi de
Â

n,s X (podemos tomarlo así gracias a la Proposición 2.43) tenemos que

Spuq “ S

˜

ÿ

i

xib¨¨ ¨b xi

¸

“
ÿ

j

Spxib¨¨ ¨b xiq “
ÿ

i

Ppxiq “
ÿ

i

TPpxib¨¨ ¨b xiq

“ TP

˜

ÿ

i

xib¨¨ ¨b xi

¸

“ TPpuq.

Por lo tanto, S“ TP. Por otro lado, si S es una aplicación lineal de
Â

n,s X en Y , denotemos por S̃ a

la única extensión lineal de S que va de
Â

n X a Y (Teorema 2.13). Por el Corolario 2.40 existe una

única aplicación n´lineal L tal que Lpx, ...,xq “ S̃pxb¨¨ ¨bxq para todo x P X . Si P es el polinomio

asociado a la aplicación L, tenemos que

Ppxq “ Lpx, ...,xq “ S̃px, ...,xq “ Spxb¨¨ ¨b xq

para cada x P X . Por lo tanto TP “ S. De lo anterior se sigue que

P PPap
nX ;Y q Ñ TP PLap

â

n,s
X ;Y q

es una aplicación biyectiva. Veamos que dicha aplicación es lineal. Sean P1,P2 PPap
nX ;Y q y α P

K. Como pP1`αP2qpxq “ P1pxq`αP2pxq “ TP1pxb¨¨ ¨bxq`αTP2pxb¨¨ ¨bxq “ pTP1`αTP2qpxb

¨¨ ¨b xq para todo x P X , se sigue de la biyectividad de PÑ TP que TP es la única aplicación lineal

que cumple esta propiedad, así que TpP1`αP2q “ TP1`αTP2 .

El siguiente resultado se conoce como Teorema de Linealización de Ryan:
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Proposición 2.45. Sean X y Y espacios de Banach y P P PpnX ;Y q. Entonces existe una única

aplicación lineal continua TP PL p ˆÂ
n,s,πX ;Y q tal que TPpxb¨¨ ¨b xq “ Ppxq para todo x P X. La

aplicación

P PPp
nX ;Y q Ñ TP PL p

ˆâ
n,s,πX ;Y q

es un isomorfismo sobreyectivo isométrico. Además P PPKp
nX ;Y q si, y solo si, TP PKp ˆÂ

n,s,πX ;Y q.

Demostración. Suponga que P P PpnX ;Y q y sea TP es la aplicación lineal asociada a P de la

Proposición 2.44. Dado u P
Â

n,s,π X tal que u“
ř

i xib¨¨ ¨bxi es una representación de u, tenemos

que

}TPpuq} “

›

›

›

›

›

TP

˜

ÿ

i

xib¨¨ ¨b xi

¸›

›

›

›

›

“

›

›

›

›

›

ÿ

i

TPpxib¨¨ ¨b xiq

›

›

›

›

›

ď
ÿ

i

}Ppxiq}

“
ÿ

i

›

›

›

›

P
ˆ

xi

}xi}

˙›

›

›

›

}xi}
n
ď }P}

ÿ

i

}xi}
n.

La última desigualdad se tiene ya que
xi

}xi}
PBX . Como estas desigualdades se tienen para cualquier

representación de u, tenemos que

}TPpuq} ď }P} ı́nf

#

ÿ

i

}xi}
n : u“

ÿ

i

xib¨¨ ¨b xi

+

“ }P}πpuq.

Por lo tanto }TP} ď }P} ă 8. Esto prueba que P PPpnX ;Y q Ñ TP PL p
Â

n,s,π X ;Y q está bien de-

finida. Por otro lado, sea S PL pbn,s,πX ;Y q dada. Por la proposición anterior existe P PPap
nX ;Y q

tal que TP “ S. Veamos que P PPpnX ;Y q. Dado x P BX , esto es, }x} ď 1, observe que πpxb¨¨ ¨b
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xq “ 1. En efecto, πpxb ¨¨ ¨ b xq “ ı́nft}x}nu “ }x}n ď }x} ď 1. Por lo tanto, si x P BX , entonces

xb¨¨ ¨b x P BÂ

n,s,π X y como TP es una aplicación lineal continua tenemos que

}Ppxq} “ }TPpxb¨¨ ¨b xq} ď }TP} ă 8. (8)

Por el Corolario 2.28 se sigue que P PPpnX ;Y q. Esto prueba que la aplicación P PPpnX ;Y q Ñ

TP PL p
Â

n,s,π X ;Y q es sobreyectiva. De la ecuación (8) se sigue que }P} ď }TP}, y así }P} “ }TP}.

Luego P PPpnX ;Y q Ñ TP P L p
Â

n,s,π X ;Y q es una isometría, y por lo tanto es una aplicación

inyectiva, continua y su inversa es continua. Su linealidad se hereda de la linealidad de la aplicación

P P Pap
nX ;Y q Ñ TP P Lap

Â

n,s X ;Y q dada en la Proposición 2.44. Así P P PpnX ;Y q Ñ TP P

L p
Â

n,s,π X ;Y q es un isomorfismo sobreyectivo isométrico. Por otro lado, ya que
Â

n,s,π X es

un subespacio denso de ˆÂ
n,s,πX , por el Teorema 2.13 para cada TP PL p

Â

n,s,π X ;Y q existe una

única extensión lineal continua TP PL p ˆÂ
n,s,πX ;Y q tal que sus normas son iguales. Por lo tanto,

la aplicación

P PPp
nX ;Y q Ñ TP PL p

ˆâ
n,s,πX ;Y q

es un isomorfismo sobreyectivo isométrico. Suponga que P PPKp
nX ;Y q y TP PL p ˆÂ

n,s,πX ;Y q.

Sea px jb¨¨ ¨bx jq j una sucesión acotada en ˆÂ
n,s,πX y consideremos la sucesión px jq j en X . Como

P es compacto existe una subsucesión px jiqi tal que pPpx jiqqi es convergente y ya que TPpx ji b

¨¨ ¨ b x jiq “ Ppx jiq se sigue que px ji b ¨¨ ¨ b x jiqi es una subsucesión tal que pTPpx ji b ¨¨ ¨ b x jiqqi

es convergente. Supongamos ahora que TP es compacto, que P P PpnX ;Y q y que px jq j es una

sucesión acotada en X . Dada la sucesión px jb¨¨ ¨b x jq j en ˆÂ
n,s,πX existe una subsucesión px jib
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¨ ¨ ¨ b x jiqi tal que pTPpx ji b ¨¨ ¨ b x jiqqi es convergente. Como Ppx jiq “ TPpx ji b ¨¨ ¨ b x jiq se sigue

que px jiqi es una subsucesión tal que Ppx jiqi es convergente y así P es compacto. Esto demuestra

que P P PKp
nX ;Y q si, y solo si, TP P Kp ˆÂ

n,s,πX ;Y q en el isomorfismo P P PpnX ;Y q Ñ TP P

L p ˆÂ
n,s,πX ;Y q.

2.4. Otras propiedades utilizadas

Definición 2.46. Sea X un espacio de Banach. Decimos que X tiene una expansión incondicional

finito dimensional de la identidad si existe una sucesión de operadores lineales acotados pAnqn en

X de rango finito tal que para todo x P X,

8
ÿ

n“1

Anpxq “ x,

donde la convergencia de la serie es incondicional.

Ejemplo 2.47. Sea Ai : `2 Ñ `2 la aplicación definida por Aipxq “ aiei si x“
ř8

j“1 a je j para todo

i P N donde ei “ pe j,iq j es tal que ei, j “ 1 cuando i “ j y ei, j “ 0 en los demás casos, entonces Ai

es un operador lineal continuo de rango igual a 1 para cada i P N. Además, se tiene que

8
ÿ

n“1

Anpxq “ x

para todo x P `2. Por lo tanto, `2 tiene una expansión incondicional finito dimensional de la iden-

tidad.
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El siguiente resultado que se encuentra de manera más general en Kalton (1974). Para los

propósitos del trabajo, lo enunciaremos de la siguiente forma:

Proposición 2.48. Sea X un espacio de Banach con una expansión incondicional finito dimensio-

nal de la identidad pAnqnPN. Si Y es cualquier espacio de Banach de dimensión infinita, entonces

los siguientes resultados son equivalentes:

1. KpX ;Y q “L pX ;Y q;

2. L pX ;Y q no contiene una copia de `8.
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3. Copias de `8 y `8pΓq en espacios de polinomios

El siguiente resultado, probado en el año 1991 por el matemático polaco Lech Drewnowski es-

tablece condiciones necesarias y suficientes para que el espacio Kω˚pX˚;Y q de los operadores

ω˚´ω´continuos y compactos de X˚ en Y contenga una copia de `8:

Teorema 3.1. ((Drewnowski, 1990, Teorema de Drewnowski)) Sean X y Y espacios de Banach.

Entonces Kw˚pX˚;Y q contiene una copia de `8 si, y solo si, X o Y contiene una copia de `8.

Ya que KpX ;Y q y Kω˚pX˚˚;Y q son isométricamente isomorfos (ver Proposición 2.12) el

Teorema de Drewnowski puede ser adaptado al espacio KpX ;Y q como sigue:

Corolario 3.2. ((Drewnowski, 1990, Corolario 1)) Sean X y Y espacios de Banach. Entonces

KpX ;Y q contiene una copia de `8 si, y solo si, X˚ o Y contiene una copia de `8.

Demostración. Supongamos que KpX ;Y q contiene una copia de `8. Ya que KpX ;Y q es isométri-

camente isomorfo a Kω˚pX˚˚;Y q (Proposición 2.12), tenemos que Kω˚pX˚˚;Y q contiene una copia

de `8. Se sigue del Teorema de Drewnowski (Teorema 3.1) que X˚ o Y contiene una copia de `8.

Supongamos ahora que X˚ o Y contiene una copia de `8. Ya que Kω˚pX˚˚;Y q contiene una copia

de X˚ y Y (ver Proposición 2.15), se sigue directamente que Kω˚pX˚˚;Y q contiene una copia de

`8. Finalmente, como Kω˚pX˚˚;Y q es isométricamente isomorfo a KpX ;Y q, tenemos que KpX ;Y q

contiene una copia de `8.

A continuación abordaremos dos de los objetivos importantes de la investigación: extende-

remos el Teorema de Drewnowski al espacio Pω˚p
nX˚;Y q y veremos que el resultado de Drew-
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nowski para el espacio KpX ;Y q no puede ser extendido al espacio PKp
nX ;Y q. Luego abordaremos

el problema general de encontrar copias de `8pΓq y c0pΓq donde Γ es un conjunto de cardinal

arbitrario en espacios de funciones.

3.1. Resultados preliminares

En esta sección desarrollaremos los conceptos previos a la prueba del Teorema de Drew-

nowski extendido al espacio Pω˚p
nX˚;Y q y daremos una prueba de dicho resultado.

Definición 3.3. Sean X ,Y espacios de Banach, P PPpnX˚;Y q y 0ď kď n. Definimos la aplicación
pdkP
k!

: X˚ÑPpkX˚;Y q dada por

x˚ P X˚Ñ
pdkP
k!
px˚q PPp

kX˚;Y q,

pdkP
k!
px˚qpy˚q :“

ˆ

n
k

˙

_

Ppx˚, ...,x˚
looomooon

n´k veces

,y˚, ...,y˚
looomooon

k veces

q “

ˆ

n
k

˙

_

Pppx˚qn´k,py˚qkq

para todo x˚,y˚ P X˚ donde
`n

k

˘

es el número combinatorio n sobre k y
_

P es la aplicación n´lineal

definida en la Proposición 2.30. Cuando k “ 0,
pdkP
k!

:“ P.

Observación 3.4. Para mayor simplicidad de los cálculos asumiremos sin problema alguno que
pdkP
k!
px˚qpy˚q :“

_

Pppx˚qn´k,py˚qkq para todo 0ď k ď n, omitiendo la constante
`n

k

˘

.

Observación 3.5. cuando k “ n ´ 1,
pdkP
k!

es un operador lineal. En efecto, sean
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x˚1,x
˚
2 P X˚ y α PK, entonces

pdn´1P
n´1!

px˚1`αx˚2qpy
˚
q “

_

Ppx˚1`αx˚2,y
˚, ...,y˚q “

_

Ppx˚1,y
˚, ...,y˚q`α

_

Ppx˚2,y
˚, ...,y˚q

“
pdn´1P
n´1!

px˚1qpy
˚
q`α

pdn´1P
n´1!

px˚2qpy
˚
q,

para todo y˚ P X˚. Por tanto
pdn´1P
n´1!

px˚1`αx˚2q “
pdn´1P
n´1!

px˚1q`α

pdn´1P
n´1!

px˚2q.

Proposición 3.6. Si 0ď k ď n, entonces
pdkP
k!
PPpn´kX˚;PpkX˚;Y qq.

Demostración. Consideremos los isomorfismos sobreyectivos

L PL s
p

nX˚;Y q Ñ L̃ PL s
p

n´kX˚;L s
p

kX˚;Y qq

tal que L̃px˚1, ...,x
˚
n´kqpx

˚
n´k`1, ...,x

˚
nq :“ Lpx˚1, ...,x

˚
nq para todo px˚1, ...,x

˚
nq P pX

˚qn (ver Proposición

2.42) y

L PL s
p

nX˚;Y q Ñ L̂ PPp
nX˚;Y q

tal que L̂px˚q “ Lpx˚, ...,x˚q para todo x˚ PX˚ (ver Corolario 2.28). Entonces existe un isomorfismo

sobreyectivo

L PL s
p

nX˚;Y q Ñ L̄ PL s
p

n´kX˚;Pp
kX˚;Y qq

tal que L̄px˚1, ...,x
˚
n´kqpy

˚q :“ L̃px˚1, ...,x
˚
n´kqpy

˚qk “ Lpx˚1, ...,x
˚
n´k,py

˚qkq para todo x˚1, ...,x
˚
n´k,y

˚ P
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X˚. Si denotamos a
_

P por LP, como LP PL spnX˚;Y q, tenemos que

LPppx˚qn´k,py˚qkq “ L̃Ppx˚qn´k
py˚qk “ L̄Ppx˚qn´k

py˚q.

Luego
pdkP
k!
px˚qpy˚q “ LPppx˚qn´k,py˚qkq “ L̃Ppx˚qn´k

py˚qk “ L̄Ppx˚qn´k
py˚q

para todo x˚,y˚ P X˚. Por lo tanto
pdkP
k!
px˚q “ L̄Ppx˚qn´k para todo x˚ P X˚ y ya que

L̄P PL spn´kX˚;PpkX˚;Y qq se sigue del Corolario 2.28 que
pdkP
k!
“ ˆ̄LP PPpn´kX˚;PpkX˚;Y qq.

Definición 3.7. Sea X un espacio normado y px˚αqα una red en X˚. Decimos que px˚αqα es

ω˚´Cauchy si para cada U P ω˚ tal que 0X˚ P U, existe un αU tal que x˚
β
´ x˚γ P U siempre

que αU ĺ β y αU ĺ γ .

Lema 3.8. Sea L PL pnX˚;Y q. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) L es ω˚´continua sobre conjuntos acotados;

b) si px˚
α,iqα es una red acotada y ω˚´Cauchy en X˚ para cada 1 ď i ď n y existe 1 ď k ď n tal

que px˚
α,kqα es ω˚´nula, entonces Lpx˚

α,1, ...,x
˚
α,nq

}¨}
ÝÑ 0;

c) si px˚
α,iqα es una red acotada y ω˚´Cauchy en X˚ para cada 1 ď i ď n, entonces pLpx˚

α,1, ...,

x˚α,nqqα es una red de Cauchy;

d) L es ω˚´uniformemente continua sobre conjuntos acotados.
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Demostración. Usaremos inducción sobre n. Supongamos que n“ 1. Si px˚αqα es una red ω˚´nula

en X˚ y L : X˚Ñ Y es ω˚´} ¨ }´continua, entonces Lpx˚αq Ñ 0 en norma. Así, a) implica b). Sea

px˚αqα una red en X˚ acotada y ω˚´Cauchy en X˚. Por el Teorema de Banach-Alaoglu, px˚αqα

tiene una subred px˚γ qγ que es ω˚´convergente. Si x˚γ
ω˚

ÝÑ x˚ tenemos que x˚α
ω˚

ÝÑ x˚. Ya que px˚α ´

x˚qα es acotada y ω˚´nula (ver (Megginson, 1998, Corolario 2.6.10)), se sigue de la hipótesis

b) que pLpx˚αqq Ñ 0 en norma y así pLpx˚αqqα es una red de Cauchy. Por lo tanto, b) implica c).

Para mostrar que c) implica d) supongamos que B Ă X˚ es acotado. Debemos probar que L|B es

ω˚´uniformemente continua, esto es, que dado ε ą 0, existe un δ ą 0 y F Ă X finito tal que

si x˚,y˚ P V p0,F,δ qXB, entonces }Lpx˚q´Lpy˚q} ă ε donde V p0,F,δ q :“ ty˚ P X˚ : |y˚pxq| ă

δ ,x P Fu. Si no fuera así, existiría ε0 ą 0 tal que para cualquier δ ą 0 y F Ă X finito, podemos

encontrar x˚
δ ,F ,y

˚
δ ,F P V p0,F,δ qXB tales que }Lpx˚

δ ,Fq´ Lpy˚
δ .Fq} ě ε0. Sea rXsăω la colección

de todos los subconjuntos finitos de X y considere el conjunto A “ Nˆ rXsăω ordenado por

pn,Fq ĺ pm,Gq si, y solo si, n ď m y F Ă G. Para cada pn,Fq P A , sea z˚n,F :“ x˚1{n,F ´ y˚1{n,F . El

Teorema de Banach-Alaoglu implica que pz˚n,Fqn,F tiene una subred pz˚αqα ω˚´convergente. Por

lo tanto, pz˚αqα es una red acotada y ω˚´Cauchy. Pero por la hipótesis c), pLpz˚αqqα es una red de

Cauchy en norma lo cual es absurdo ya que }Lpz˚n,Fq} ě ε0 para todo pn,Fq P A . Es claro que d)

implica a). Supongamos ahora que las afirmaciones son equivalentes para todas las aplicaciones

pn´ 1q´lineales. Si la hipótesis a) se tiene para una aplicación n´lineal continua L pero b) es

falsa, existe una colección de redes px˚
α,iqα acotadas y ω˚´Cauchy con i“ 1, ...,n donde al menos

una de ellas, digamos px˚
α,1qα es ω˚´nula y Lpx˚

α,1, ...,x
˚
α,nq Û 0. Así, existe ε0 ą 0 y una subred

pLpx˚
γ,1, ...,x

˚
γ,nqqγ tal que }Lpx˚

γ,1, ...,x
˚
γ,nq} ě ε0 para todo γ . Sea γ fijo y considere la aplicación
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pn´1q´lineal Lx˚γ,n : pX˚qn´1 Ñ Y dada por

pz˚1, ...,z
˚
n´1q ÞÑ Lx˚γ,npz

˚
1, ...,z

˚
n´1q “ Lpz˚1, ...,z

˚
n´1,x

˚
γ,nq.

Note que Lx˚γ,n es una aplicación ω˚´continua sobre conjuntos acotados. Por hipótesis de induc-

ción, existe kγ ě γ tal que si β ě kγ , entonces

}Lx˚γ,npx
˚
β ,1, ...,x

˚
β ,n´1q} “ }Lpx

˚
β ,1, ...,x

˚
β ,n´1,x

˚
γ,nq} ă ε0{2.

Se sigue que

}Lpx˚kγ ,1, ...,x
˚
kγ ,n´1,x

˚
kγ ,n´ x˚γ,nq} ě }Lpx

˚
kγ ,1, ...,x

˚
kγ ,n´1,x

˚
kγ ,nq} (9)

´}Lpx˚kγ ,1, ...,x
˚
kγ ,n´1,x

˚
γ,nq} (10)

ě ε0´ ε0{2“ ε0{2 (11)

para cada γ . Si y˚γ,n :“ x˚kγ ,n´ x˚γ,n, entonces y˚γ,n
ω˚

ÝÑ 0 y

}Lpx˚kγ ,1, ...,x
˚
kγ ,n´1,y

˚
γ,nq} ě ε0{2

para todo γ . Ahora, si kγ es fijo, sea Lx˚kγ ,n´1 : pX˚qn´2 Ñ Y dada por

pz˚1, ...,z
˚
n´2q Ñ Lx˚γ,n´1pz

˚
1, ...,z

˚
n´2q “ Lpz˚1, ...,z

˚
n´2,x

˚
kγ ,n´1,y

˚
γ,nq.
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Entonces la aplicación Lx˚kγ ,n´1 es ω˚´continua sobre conjuntos acotados. Una vez de nuevo por

hipótesis de inducción, existe k
1

γ ě kγ tal que si β ě k
1

γ , entonces

}Lx˚kγ ,n´1px
˚
β ,1, ...,x

˚
β ,n´2q} “ }Lpx

˚
β ,1, ...,x

˚
β ,n´2,x

˚
kγ ,n´1,y

˚
γ,nq} ă ε0{2.

Usando el mismo razonamiento de la ecuación (9) tenemos que

}Lpx˚
k1γ ,1

, ...,x˚
k1γ ,n´2

,x˚
k1γ ,n´1

´ x˚kγ ,n´1,y
˚
γ,nq} ě ε0{2

para cada γ . Haciendo y˚
γ,n´1 :“ x˚

k1γ
´ x˚kγ ,n´1 tenemos que y˚

γ,n´1
ω˚

ÝÑ 0 y

}Lpx˚
k1γ ,1

, ...,x˚
k1γ ,n´2

,y˚γ,n´1,y
˚
γ,nq} ě ε0{2

para cada γ . Procediendo inductivamente, construimos n redes acotadas y ω˚´nulas py˚
γ, jqγ donde

j“ 1, ...,n, tales que }Lpy˚
γ,1, ...,y

˚
γ,nq}ě ε0{2 para cada γ . Ya que py˚

γ,1, ...,y
˚
γ,nqγ es ω˚´convergente

(ver (Megginson, 1998, p. 205)) esto contradice la hipótesis a). El procedimiento realizado cuando

se asume que px˚
α,iqα es una red ω˚´nula para algún 2ď iď n es análogo al anterior. Supongamos

ahora que se satisface b) y sea px˚
α,iqα una red acotada en X˚ y ω˚´Cauchy para cada i “ 1, ...,n.

Si α y β son dados, entonces

Lpx˚α,1, ...,x
˚
α,nq´Lpx˚

β ,1, ...,x
˚
β ,nq “ Lpx˚α,1´ x˚

β ,1,x
˚
α,2, ...,x

˚
α,nq
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`Lpx˚
β ,1,x

˚
α,2, ...,x

˚
α,nq´Lpx˚

β ,1, ...,x
˚
β ,nq

“ Lpx˚α,1´ x˚
β ,1, ...,x

˚
α,nq`Lpx˚

β ,1,x
˚
α,2´ x˚

β ,2, ...,x
˚
α,nq

`Lpx˚
β ,1,x

˚
β ,2, ...,x

˚
α,nq´Lpx˚

β ,1, ...,x
˚
β ,nq

...

“ Lpx˚α,1´ x˚
β ,1, ...,x

˚
α,nq`Lpx˚

β ,1,x
˚
α,2´ x˚

β ,2, ...,x
˚
α,nq

` ¨ ¨ ¨`Lpx˚
β ,1,x

˚
β ,2, ...,x

˚
β ,n´1,x

˚
α,n´ x˚

β ,nq.

Sea z˚
α,β , j :“ x˚

α, j´x˚
β , j para α,β y j“ 1, ...,n. Entonces pz˚

α,β , jq es una red ω˚´nula. Renumeran-

do las redes y usando la hipótesis b), concluimos que pLpx˚
α,1, ...,x

˚
α,nqqα es una red de Cauchy en

Y . Para probar c) implica d) sea px˚
α,1, ...,x

˚
α,nqα una red acotada y ω˚´Cauchy en pX˚qn. Entonces

cada red px˚
α,iqα con 1 ď i ď n es acotada y ω˚´Cauchy. Por c) tenemos que pLpx˚

α,1, ...,x
˚
α,nqqα

es una red de Cauchy en Y . Por lo tanto, L envía redes ω˚´Cauchy en redes de Cauchy y así L es

ω˚´} ¨ }´uniformemente continua (ver (Dineen, 1999, Lema 2.3)). Finalmente, d) implica a) se

sigue directamente.

Lema 3.9. Sea x˚ P X˚ y }x˚} ď 1,entonces

sup
}x˚2 }ď1,...,}x˚n }ď1

}
_

Ppx˚,x˚2, ...,x
˚
nq} ď

nn

n!
sup
}y˚}ď1

}
_

Ppx˚,y˚, ...,y˚q}.

Demostración. Supongamos que x˚ P X˚ tal que }x˚} ď 1 y sea Px˚ : X˚Ñ Y tal que Px˚py˚q :“

_

Ppx˚,py˚qn´1q para todo y˚ P X˚. Ya que
_

P PL spnX˚;Y q tenemos que la aplicación
_

Ppx˚, ¨, ..., ¨q P
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L spn´1X˚;Y q y por lo tanto Px˚ PPpn´1X˚;Y q. Sabemos de la Proposición 2.30 que existe una

única aplicación pn´ 1q´lineal simétrica continua
_

Px˚ tal que Px˚py˚q “
_

Px˚py˚, ...,y˚q para todo

y˚ P X˚. Esto obliga a que
_

Ppx˚, ¨, ..., ¨q “
_

Px˚p¨q. Por otro lado, del Corolario 2.27 y de la Proposi-

ción 2.30 se sigue que }
_

Px˚} ď
nn

n!
}Px˚}, esto es

sup
}x˚2 }ď1,...,}x˚n }ď1

}
_

Px˚px˚2, ...,x
˚
nq} ď

nn

n!
sup
}y˚}ď1

}Px˚py˚, ...,y˚q}

y como
_

Ppx˚, ¨, ..., ¨q “
_

Px˚p¨q tenemos que

sup
}x˚2 }ď1,...,}x˚n }ď1

}
_

Ppx˚,x˚2, ...,x
˚
nq} ď

nn

n!
sup
}y˚}ď1

}Px˚py˚, ...,y˚q} “
nn

n!
sup
}y˚}ď1

}
_

Ppx˚,y˚, ...,y˚q},

donde la última igualdad se sigue de la definición de Px˚ .

Teorema 3.10. Si P PPpnX˚;Y q, X y Y son espacios de Banach, entonces los siguientes enuncia-

dos son equivalentes:

a) P PPω˚p
nX˚;Y q;

b) para cada k, 0ď k ď n, el polinomio
pdkP
k!

es ω˚´continuo sobre conjuntos acotados;

c) para cada k , 0ď k ď n, el polinomio
pdkP
k!

es compacto y ω˚´ω´continuo;

d)
pdn´1P
pn´1q!

es un operador compacto y ω˚´ω´continuo.

Demostración. a) ñ b). Ya que
pdkP
k!

“ P cuando k “ 0, la implicación se sigue directamente

para dicho caso. Supongamos ahora que 1 ď k ď n y que P es un polinomio ω˚´continuo sobre
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conjuntos acotados. Por la Proposición 2.35,
_

P es ω˚´continuo sobre conjuntos acotados y por lo

tanto satisface las condiciones del Lema 3.8. Sea px˚αqα una red acotada en X˚ tal que x˚α
ω˚

ÝÑ x˚ y

suponga que existe ε0 ą 0 tal que

›

›

›

›

›

pdkP
k!
px˚αq´

pdkP
k!
px˚q

›

›

›

›

›

ě ε0 (12)

para todo α . Observe que la ecuación (12) obliga a que k ‰ n pues
pdnP
n!

es una función constante.

En efecto, si x˚1,x
˚
2 P X˚ entonces

pdnP
n!
px˚1qpy

˚
q “

_

Pppx˚1q
0,py˚qnq “

_

Ppy˚, ...,y˚q “
_

Pppx˚2q
0,py˚qnq “

pdnP
n!
px˚2qpy

˚
q

para todo y˚ P X˚. Luego
pdnP
n!
px˚1q “

pdnP
n!
px˚2q y así

pdnP
n!

es constante. Por otro lado, por definición

de la norma, para cada α existe un vector unitario u˚α en X˚ tal que

›

›

›

›

›

˜

pdkP
k!
px˚αq

¸

pu˚αq´

˜

pdkP
k!
px˚q

¸

pu˚αq

›

›

›

›

›

ě
ε0

2
. (13)

Ya que pu˚αqα es una red acotada en X˚, por el Teorema de Banach-Alaoglu podemos suponer que

u˚α
ω˚

ÝÑ u˚ para algún u˚ P X˚. Entonces

˜

pdkP
k!
px˚αq

¸

pu˚αq´

˜

pdkP
k!
px˚q

¸

pu˚αq
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“
_

Pppx˚αq
n´k,pu˚αq

k
q´

_

Pppx˚qn´k,pu˚αq
k
q

“ pr
_

Ppx˚α ,px
˚
q

n´k´1,pu˚αq
k
q´

_

Pppx˚qn´k,pu˚αq
k
qs

` r
_

Pppx˚αq
2,px˚qn´k´2,pu˚αq

k
q´

_

Ppx˚α ,px
˚
q

n´k´1,pu˚αq
k
qs

` r
_

Pppx˚αq
3,px˚qn´k´3,pu˚αq

k
q´

_

Pppx˚αq
2,px˚qn´k´2,pu˚αq

k
qs`

...

`r
_

Pppx˚αq
j,px˚qn´k´ j,pu˚αq

k
q´

_

Pppx˚αq
j´1,px˚qn´k´1´ j,pu˚αq

k
qs`

...

`r
_

Pppx˚αq
n´k,pu˚αq

k
q´

_

Pppx˚αq
n´k´1,x˚,pu˚αq

k
qsq

“
_

Ppx˚α ´ x˚,px˚qn´k´1,puαq
k
q`

_

Ppx˚α ,x
˚
α ´ x˚,px˚qn´k´2,puαq

k
q`

...

`
_

Pppx˚αq
j,x˚α ´ x˚,px˚qn´k´1´ j,puαq

k
q`

...

`
_

Pppx˚αq
n´k´1,x˚α ´ x˚,puαq

k
q

“

n´k´1
ÿ

j“0

_

Pppx˚αq
j,x˚α ´ x˚,px˚qn´k´1´ j,pu˚αq

k
q.

Como
˜

pdkP
k!
px˚αq

¸

pu˚αq´

˜

pdkP
k!
px˚q

¸

pu˚αqÛ0
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(ver Ecuación 13), tenemos que

n´k´1
ÿ

j“0

_

Pppx˚αq
j,x˚α ´ x˚,px˚qn´k´1´ j,pu˚αq

k
qÛ0.

Pero esto implica que existe 0ď r ď n´ k´1 tal que

_

Pppx˚αq
r,x˚α ´ x˚,px˚qn´k´1´r,pu˚αq

k
q Û 0.

Esto contradice el Lema 3.8, literal b). Por lo tanto concluimos que a) implica b) cuando 1ď kď n.

b) ñ a). Ya que b) se cumple para 0 ď k ď n, en particular se tiene para k “ 0. Entonces
pd0P
0!

, esto es, P satisface a). b)ñ c). Sea 0ď kď n y px˚αqα una red acotada en X˚. Por el Teorema

de Banach-Alaoglu podemos suponer que x˚α
ω˚

ÝÑ x˚. Como estamos suponiendo b),
pdkP
k!
px˚αq Ñ

pdkP
k!
px˚q y por lo tanto,

pdkP
k!

es compacto. Veamos ahora que
pdkP
k!

es ω˚´ω´continuo. En efecto,

sea px˚αqα una red en X˚ tal que x˚α
ω˚

ÝÑ x˚. Entonces px˚αqα es una red acotada y ya que
pdkP
k!

es

ω˚´continuo en conjuntos acotados se tiene que
pdkP
k!
px˚αq Ñ

pdkP
k!
px˚q. Se sigue inmediatamente

que
pdkP
k!
px˚αq

ω
ÝÑ

pdkP
k!
px˚q. c) ñ d). Se sigue directamente. d) ñ a). Suponga que

pdn´1P
pn´1q!

es un

operador compacto y ω˚´ω´continuo. Por lo tanto
pdn´1P
pn´1q!

es ω˚´continuo sobre conjuntos

acotados (ver Proposición 2.10). Si px˚αqα es una red ω˚´convergente a x˚ en X˚, entonces

›

›

›

›

›

pdn´1P
pn´1q!

px˚αq´
pdn´1P
pn´1q!

px˚q

›

›

›

›

›

“ sup
}y˚}ď1

›

›

›

›

›

˜

pdn´1P
pn´1q!

px˚α ´ x˚q

¸

py˚q

›

›

›

›

›

“ sup
}y˚}ď1

}n
_

Ppx˚α ´ x˚,py˚qn´1
q}.
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Ya que
›

›

›

›

›

pdn´1P
pn´1q!

px˚αq´
pdn´1P
pn´1q!

px˚q

›

›

›

›

›

Ñ 0,

se sigue que

sup
}y˚}ď1

}n
_

Ppx˚α ´ x˚,py˚qn´1
q} Ñ 0. (14)

Veamos ahora que
_

P es ω˚´continuo sobre conjuntos acotados. Suponga que px˚
α,iqα es una red

acotada y ω˚´Cauchy en X˚ para cada 1ď iď n y existe un entero k tal que 1ď kď n y px˚
α,kqα es

ω˚´nula. Podemos asumir sin perdida de generalidad que k“ 1 pues
_

P es un operador multilineal

simétrico. Como }x˚
α,i} ďMi para todo 1ď iď n y todo α , entonces }x˚

α,i} ďM para todo 1ď iď n

y todo α , donde M :“ máx
1ďiďn

Mi. Por otro lado, de la fórmula (14) se tiene que dado ε ą 0, existe

β ą 0 tal que sup
}y˚}ď1

}Mn´1n
_

Ppx˚
α,1,y

˚, ...,y˚q} ă
n!

nn´1 ε para todo α ě β . Tenemos entonces

}n
_

Ppx˚α,1, ...,x
˚
α,nq} “ }M

n´1n
_

Ppx˚α,1,
x˚

α,2

M
, ...,

x˚α,n

M
q}

ď sup
}x˚2 }ď1,...,}x˚n }ď1

}Mn´1n
_

Ppx˚α,1,x
˚
2, ...,x

˚
nq}

p1q
ď

nn

n!
sup
}y˚}ď1

}Mn´1n
_

Ppx˚α,1,y
˚, ...,y˚q} ă

nn

n!
¨

n!
nn´1 ε “ nε

para todo α ě β . La desigualdad (1) es consecuencia del Lema 3.9. Por lo tanto

}
_

Ppx˚
α,1, ...,x

˚
α,nq}ă ε para todo α ě β y así

_

Ppx˚
α,1, ...,x

˚
α,nqÑ 0. Por el Lema 3.8,

_

P es ω˚´continuo

sobre conjuntos acotados y por la Proposición 2.35 se tiene que P es ω˚´continuo sobre conjuntos

acotados. Por lo tanto d) implica a) y esto completa la prueba.
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Teorema 3.11. Si X ,Y son espacios de Banach, entonces la aplicación

P PPω˚p
nX˚;Y q Ñ

pdn´1P
pn´1q!

P Kω˚pX˚;Pω˚p
n´1X˚;Y qq

es un isomorfismo sobreyectivo.

Demostración. Sea T : Pω˚p
nX˚;Y q Ñ Kω˚pX˚;Pω˚p

n´1X˚;Y qq tal que T pPq :“
pdn´1P
pn´1q!

para

todo P PPω˚p
nX˚;Y q. Supongamos que P1,P2 en Pω˚p

nX˚;Y q y α PK. Entonces

pdn´1pP1`αP2q

pn´1q!
px˚qpy˚q “

_

pP1`αP2qpx˚,y˚, ...,y˚q “ p
_

P1`α
_

P2qpx˚,y˚, ...,y˚q

“
_

P1px˚,y˚, ...,y˚q`α
_

P2px˚,y˚, ...,y˚q “
pdn´1P1

pn´1q!
px˚qpy˚q`α

pdn´1P2

pn´1q!
px˚qpy˚q

para todo x˚,y˚ en X˚. Por lo tanto

pdn´1pP1`αP2q

pn´1q!
“

pdn´1P1

pn´1q!
`α

pdn´1P2

pn´1q!

y así T es lineal. Supongamos ahora que T pP1q “
pdn´1P1

pn´1q!
“

pdn´1P2

pn´1q!
“ T pP2q. Entonces

_

P1px˚,py˚qn´1q “
_

P2px˚,py˚qn´1q para todo x˚,y˚ en X˚. Si fijamos x˚ P X˚, tenemos que

_

P1px˚, ¨, ..., ¨q y
_

P2px˚, ¨, ..., ¨q son aplicaciones pn´1q´lineales simétricas continuas. Sea Px˚ el poli-

nomio asociado a
_

P1px˚, ¨, ..., ¨q. Esto es, Px˚py˚q “
_

P1px˚,y˚, ...,y˚q para todo y˚ P X˚. Como
_

Px˚ es

la única aplicación pn´1q´lineal simétrica asociada a Px˚ que cumple esta condición, se sigue que

_

Px˚px˚2, ...,x
˚
nq “

_

P1px˚,x˚2, ...,x
˚
nq “

_

P2px˚,x˚2, ...,x
˚
nq para todo x˚i PX˚ con 1ď iď n. Ya que x˚ PX˚
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se escogió arbitrariamente se sigue que
_

P1“
_

P2 y concluimos que P1“P2 ya que PÑ
_

P es inyectiva

(ver Proposición 2.30). Veamos ahora que T es sobreyectiva. Dado G P Kω˚pX˚;Pω˚p
n´1X˚;Y qq

debemos probar que existe P P Pω˚p
nX˚;Y q tal que

pdn´1P
pn´1q!

“ G. Sea L : pX˚qn Ñ Y tal que

Lpx˚1, ...,x
˚
nq :“

_

Gpx˚1qpx
˚
2, ...,x

˚
nq para todo x˚i P X˚ con 1ď iď n. Ya que

Lppx˚1`αy˚1q,x
˚
2, ...,x

˚
nq “

_

Gpx˚1`αy˚1qpx
˚
2, ...,x

˚
nq “ p

_

Gpx˚1q`α

_

Gpy˚1qqpx
˚
2, ...,x

˚
nq

“
_

Gpx˚1qpx
˚
2, ...,x

˚
nq`α

_

Gpy˚1qpx
˚
2, ...,x

˚
nq

“ Lpx˚1, ...,x
˚
nq`αLpx˚1, ...,x

˚
nq

y

Lpx˚1, ...,px
˚
j `αy˚j q, ...,x

˚
nq “

_

Gpx˚1qpx
˚
2, ...,px

˚
j `αy˚j q, ...,x

˚
nq

“
_

Gpx˚1qpx
˚
2, ...,x

˚
j , ...,x

˚
nq`α

_

Gpx˚1qpx
˚
2, ...,y

˚
j , ...,x

˚
nq

para todo x˚1,y
˚
1, ...,x

˚
j ,y
˚
j , ...,x

˚
n en X˚ y 1 ď j ď n se sigue que L es n´lineal. Sea P el polinomio

asociado a L, esto es, Ppx˚q “ Lpx˚, ...,x˚q para todo x˚ P X˚. Entonces, dados x˚,y˚ en X˚ se tiene

que

pdn´1P
pn´1q!

px˚qpy˚q “
_

Ppx˚,y˚, ...,y˚q “ Lpx˚,y˚, ...,y˚q “
_

Gpx˚qpy˚, ...,y˚q “ Gpx˚qpy˚q.

Luego
pdn´1P
pn´1q!

“ G y concluimos que T es sobreyectiva.
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Finalmente, si P PPω˚p
nX˚;Y q, entonces

}T pPq} “

›

›

›

›

›

pdn´1P
pn´1q!

›

›

›

›

›

“ sup
}x˚}ď1

›

›

›

›

›

pdn´1P
pn´1q!

px˚q

›

›

›

›

›

“ sup
}x˚}ď1

˜

sup
}y˚}ď1

›

›

›

›

›

pdn´1P
pn´1q!

px˚qpy˚q

›

›

›

›

›

¸

“ sup
}x˚}ď1

˜

sup
}y˚}ď1

}
_

Ppx˚,y˚, ...,y˚q}

¸

p1q
ď sup
}x˚}ď1

˜

sup
}x˚2 }ď1,...,}x˚n }ď1

}
_

Ppx˚,x˚2, ...,x
˚
nq}

¸

“ sup
}x˚}ď1,...,}x˚n }ď1

}
_

Ppx˚,x˚2, ...,x
˚
nq}

“ }
_

P}
p2q
ď

nn

n!
}P}

donde la desigualdad (1) se sigue del siguiente argumento: dado x˚ P BX˚ , como

t}
_

Ppx˚,y˚, ...,y˚q} : y˚ P BX˚u Ď t}
_

Ppx˚,x˚2, ...,x
˚
nq} : x˚2, ...,x

˚
n P BX˚u, entonces

sup
}y˚}ď1

}
_

Ppx˚,y˚, ...,y˚q} ď sup
}x˚2 }ď1,...,}x˚n }ď1

}
_

Ppx˚,x˚2, ...,x
˚
nq}.

Por lo tanto

sup
}x˚}ď1

˜

sup
}y˚}ď1

}
_

Ppx˚,y˚, ...,y˚q}

¸

ď sup
}x˚}ď1

˜

sup
}x˚2 }ď1,...,}x˚n }ď1

}
_

Ppx˚,x˚2, ...,x
˚
nq}

¸

.

Además, la desigualdad (2) se sigue del Teorema 2.27 y así T es continua. Ya que }T pPq} “
›

›

›

›

›

pdn´1P
pn´1q!

›

›

›

›

›

“ }
_

P} y }
_

P} ď }P} para todo P P Pω˚p
nX˚;Y q (ver Teorema 2.27) se sigue que la

inversa de T es continua. Así, T es un isomorfismo sobreyectivo.
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El siguiente resultado es una generalización del Teorema de Drewnowski para el espacio

Pω˚p
nX˚;Y q y es consecuencia del Teorema 3.11:

Teorema 3.12. Sean X ,Y espacios de Banach. Entonces Pω˚p
nX˚;Y q contiene una copia de `8

si, y solo si, X o Y contiene una copia de `8.

Demostración. Sea n PN y supongamos que X o Y contiene una copia de `8. Dado que Pω˚p
nX˚;Y q

es isomorfo a Kω˚pX˚;Pω˚p
n´1X˚;Y qq (ver Teorema 3.11) y que

Kω˚pX˚;Pω˚p
n´1X˚;Y qq contiene una copia de X y Pω˚p

n´1X˚;Y q (ver Proposición 2.15), tene-

mos que Pω˚p
nX˚;Y q contiene una copia de Pω˚p

n´1X˚;Y q, esto es,

Pω˚p
n´1X˚;Y q ãÑPω˚p

nX˚;Y q). Usando el argumento anterior para cada 1 ď k ď n se cumple

que

Y “Pω˚p
0X˚;Y q ãÑ ... ãÑPω˚p

k´1X˚;Y q ãÑPω˚p
kX˚;Y q ãÑ ... ãÑPω˚p

nX˚;Y q. (15)

Si es X quien contiene una copia de `8, como Kω˚pX˚;Pω˚p
n´1X˚;Y qq contiene una copia de

X , se sigue que Pω˚p
nX˚;Y q contiene una copia de `8. Si es Y quien contiene una copia de

`8, por la ecuación (15) concluimos también que Pω˚p
nX˚;Y q contiene una copia de `8. Su-

pongamos ahora que Pω˚p
nX˚;Y q contiene una copia de `8. Por el Teorema 3.11 tenemos que

Kω˚pX˚;Pω˚p
n´1X˚;Y qq es isométricamente isomorfo a Pω˚p

nX˚;Y q, entonces

Kω˚pX˚;Pω˚p
n´1X˚;Y qq contiene una copia de `8. Aplicando el Teorema 3.1 (Teorema de Drew-

nowski) al espacio Kω˚pX˚; Pω˚p
n´1X˚;Y qq obtenemos que X o Pω˚p

n´1X˚;Y q contiene una

copia de `8. Si es X quien contiene una copia de `8, la prueba se concluye. Si es Pω˚p
n´1X˚;Y q
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quien contiene una copia de `8, utilizamos nuevamente el Teorema 3.11 para probar que X o

Pω˚p
n´2X˚;Y q contiene una copia de `8. Procediendo de la misma manera se llega en un má-

ximo de n´ 3 pasos adicionales a que X o Pω˚p
1X˚;Y q contiene una copia de `8. Ya que

Pω˚p
1X˚;Y q “ Kω˚pX˚;Y q, aplicando el Teorema de Drewnowski una última vez al espacio

Kω˚pX˚;Y q concluimos que X o Y contiene una copia de `8.

3.2. El Teorema de Drewnowski y el espacio PKp
nX ;Y q

A pesar de que el Teorema de Drewnowski puede generalizado al espacio Pω˚p
nX˚;Y q

veremos a continuación que el Corolario 3.13 no puede ser generalizado al espacio PKp
nX ;Y q.

Recordemos su enunciado:

Corolario 3.13. ((Drewnowski, 1990, Corolario 1)) Sean X y Y espacios de Banach. Entonces

KpX ;Y q contiene una copia de `8 si, y solo si, X˚ o Y contiene una copia de `8.

Consideremos el espacio PKp
nX ;Y q donde n “ 2, X “ `2 y Y “ K. Esto es, el espacio

PKp
2`2;Kq. Por el Teorema de linealización de Ryan (Proposición 2.45) tenemos que PKp

2`2;Kq

es isométricamente isomorfo a Kp ˆÂ
2,s,π`2;Kq y además L p ˆÂ

2,s,π`2;Kq es isométricamente iso-

morfo a Pp2`2;Kq. Entonces

PKp
2`2;Kq – Kp ˆâ

2,s,π`2;Kq “ p ˆâ
2,s,π`2q

˚
“L p

ˆâ
2,s,π`2;Kq –Pp

2`2;Kq. (16)

Son conocidos además los siguientes isomorfismos ((Dineen and Mujica, 2015, p. 370))

Pp
2`2;Kq –L s

p
2`2,Kq

p1q
– L p

2`2,Kq
p2q
– L p`2;L p`2;Kqq –L p`2;`2q, (17)
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donde el isomorfismo (2) es consecuencia de la Proposición 2.39. Los espacios como `2 que cum-

plen el isomorfismo (1) son llamados espacios estables, esto es, X es estable si L spnX ;Kq –

L pnX ;Kq ((Dineen and Mujica, 2015, p. 370)). Por otro lado, observe que Kp`2;`2q ‰L p`2;`2q

ya que si I : `2 Ñ `2 es el operador identidad, I P L p`2;`2q y sin embargo I no es compacto

(B`2 es un conjunto acotado en `2 pero IpB`2q “ B`2 no es relativamente compacto). Ya que `2

tiene una expansión incondicional finito dimensional de la identidad (ver Ejemplo 2.47), por la

Proposición 2.48 concluimos que L p`2;`2q contiene una copia de `8. Considerando los isomor-

fismos dados en la ecuación (16), la ecuación (17) y todo lo anteriormente mencionado, se sigue

que PKp
2`2;Kq –L p`2;`2q contiene una copia de `8. Sin embargo, ni `˚2 “ `2, ni K contienen

una copia de `8. Por lo tanto, el Corolario 3.13 no puede ser extendido al espacio PKp
nX ;Y q.

Podríamos pensar que el intento de generalizar el Corolario 3.13 falla debido a que el espacio

Y que estamos tomando en el ejemplo anterior, esto es, K, es de dimensión finita. Sin embargo,

observemos que esto no es así: Consideremos el espacio PKp
nX ;Y q donde n “ 2 y X “ Y “ `2.

Esto es, PKp
2`2;`2q. Claramente X y Y son espacios de dimensión infinita. Por el Teorema de

linealización de Ryan (Proposición 2.45) sabemos que PKp
2`2;`2q es isométricamente isomorfo

a Kp ˆÂ
2,s,π`2;`2q, y a partir del Corolario 3.13 tenemos que PKp

2`2;`2q – Kp ˆÂ
2,s,π`2;`2q con-

tiene una copia de
´

ˆÂ
2,s,π`2

¯˚

“ L pp ˆÂ
2,s,π`2,Kq. Como se probó al inicio de esta sección,

PKp
2`2;Kq –L pp ˆÂ

2,s,π`2,Kq contiene copia de `8. Tenemos entonces que

`8 ãÑL pp
ˆâ

2,s,π`2,Kq ãÑPKp
2`2;`2q.
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Sin embargo, ni `˚2 “ `2, ni `2 contienen una copia de `8.

3.3. Copias de c0pΓq y `8pΓq en Pω˚p
nX˚;Y q

En esta sección abordaremos el problema general de este trabajo: intentaremos encontrar

condiciones para que un espacio de funciones, a saber, el espacio Pω˚p
nX˚;Y q, contenga una

copia de `8pΓq o c0pΓq donde Γ es un conjunto de cardinal arbitrario.

Definición 3.14. Sea X un espacio de Banach. Denotamos por denspXq al menor cardinal κ para

el cual X tiene un subconjunto denso de cardinalidad κ . Sea τ un cardinal infinito. Entonces la

cofinalidad de τ que denotamos por cfpτq es el menor cardinal α tal que existe una familia de

ordinales tβi : i P αu satisfaciendo βi ă τ para todo i P α y supiPα βi “ τ .

El siguiente resultado será usado en la prueba del próximo teorema:

Proposición 3.15. ((Rosenthal, 1970, Proposición 1.2)) Sea X un espacio de Banach, Γ un con-

junto infinito, y T : `8pΓqÑ X un operador lineal tal que ı́nfγPΓ }T peγq} ą 0 para todo γ P Γ donde

eγ es tal que eγpβ q “ 1 cuando γ “ β y eγpβ q “ 0 en los demás casos. Entonces existe un conjunto

Γ
1

Ď Γ con |Γ
1

| “ |Γ| tal que T |`8pΓ1q es un isomorfismo.

Teorema 3.16. Sean X y Y espacios de Banach y Γ un conjunto no numerable. Supongamos que

cfp|Γ|q ą denspX˚q. Entonces `8pΓq ãÑ Kω˚pX˚;Y q si, y solo si, `8pΓq ãÑ Y .

Demostración. Si `8pΓq ãÑ Y , ya que Y ãÑ Kω˚pX˚;Y q (ver Proposición 2.15) se sigue directa-

mente que `8pΓq ãÑ Kω˚pX˚;Y q. Sean J : `8pΓq Ñ Kω˚pX˚;Y q un isomorfismo, ε0 ą 0 satisfa-

ciendo }Jpaq} ě ε0 para cada a P S`8pΓq y D Ď BX˚ tal que D}¨} “ BX˚ y |D| “ denspX˚q. Da-

do d˚ P D, definamos Γd˚ “ tγ P Γ : }Jpeγqpd˚q} ě ε0{2u, donde eγ P `8pΓq está definida por
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eγpβ q “ 1 si β “ γ y eγpβ q “ 0 en los demás casos. Veamos que Γ “
Ť

d˚PD Γd˚ . Si existe γ0 P Γ

tal que γ0 R
Ť

d˚PD Γd˚ , entonces }Jpeγ0qpd
˚q} ă ε0{2 para todo d˚ P D. Sea a P BX˚ . Como D es

denso en BX˚ , existe una sucesión pd˚n qn en D tal que d˚n Ñ a y como }Jpeγ0qpd
˚
n q} ă ε0{2 pa-

ra todo n concluimos que }Jpeγ0qpaq} ď ε0{2. Por tanto, }Jpeγ0q} ď ε0{2 lo cual es absurdo. Por

otro lado, como |Γ| ě cfp|Γ|q ą denspX˚q “ |D|, existe d˚0 P D tal que |Γd˚0
| “ |Γ|. En efecto, si

|Γd˚ | ă |
Ť

d˚PD Γd˚ | “ |Γ| para todo d˚, entonces

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

d˚PD

Γd˚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

d˚PD

|Γd˚ | ď |D| ¨ sup
d˚PD

|Γd˚ | ă |D| ¨ |Γ| “ |Γ|.

Sea T0 : `8pΓd˚0
q Ñ Y dada por T0paq “ Jpaqpd˚0 q. Veamos que T0 es lineal. Si a,b P `8pΓd˚0

q

y α P K, por la linealidad de J tenemos que Jpa`αbq “ Jpaq `αJpbq y así Jpa`αbqpx˚q “

Jpaqpx˚q`αJpbqpx˚q para todo x˚ P X˚. En particular tenemos que

T0pa`αbq “ Jpa`αbqpd˚0 q “ Jpaqpd˚0 q`αJpbqpd˚0 q “ T0paq`αT0pbq.

Para probar la continuidad de T0 sea panqn una sucesión en `8pΓq tal que an Ñ a para algún

a P `8pΓq. Como J es continua, Jpanq Ñ Jpaq y

}Jpanqpx˚q´ Jpaqpx˚q} “ }pJpanq´ Jpaqqpx˚q} ď }Jpanq´ Jpaq} Ñ 0
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para todo x˚ P BX˚ . Luego Jpanqpx˚q Ñ Jpaqpx˚q para todo x˚ P BX˚ . En particular

T0panq “ Jpanqpd˚0 q Ñ Jpaqpd˚0 q “ T0paq

y así T0 es continua. Finalmente, como }T0peγq}ě ε0{2 para cada γ PΓd˚0
, se cumple que ı́nf

γPΓd˚0

}T0peγq}ě

ε0{2 ą 0. Por la Proposición 3.15 existe Γ
1

Ď Γd˚0
con |Γ

1

| “ |Γd˚0
| “ |Γ| tal que T0|`8pΓ

1
q

es

un isomorfismo. Por lo tanto `8pΓ
1

q ãÑ Y y como `8pΓ
1

q – `8pΓq se sigue directamente que

`8pΓq ãÑ Y .

Corolario 3.17. Sean X y Y espacios de Banach y Γ un conjunto no numerable. Supongamos que

cfpΓq ą denspX˚q. Entonces `8pΓq ãÑPω˚p
nX˚;Y q si, y solo si, `8pΓq ãÑ Y .

Demostración. Supongamos que `8pΓq ãÑY . Como se argumentó en la prueba del Teorema 3.12,

tenemos que `8pΓq ãÑ Y ãÑ Pω˚p
nX˚;Y q. Como Pω˚p

nX˚;Y q es isométricamente isomorfo a

Kω˚pX˚;Pω˚p
n´1X˚;Y qq (ver Teorema 3.11), se sigue que

`8pΓq ãÑ Kω˚pX˚;Pω˚p
n´1X˚;Y qq. Ya que cfp|Γ|q ą denspX˚q, el Teorema 3.16 implica que

`8pΓq ãÑPω˚p
n´1X˚;Y q. Repitiendo el razonamiento anterior pn´ 1q´veces encontramos que

`8pΓq ãÑPω˚p
1X˚;Y q “Kω˚pX˚;Y q. Nuevamente por el Teorema 3.16 concluimos que `8pΓq ãÑ

Y .

El próximo resultado da una condición que garantiza la existencia de una copia isomorfa

de `8pΓq en L pnX ;Y q a partir de una copia de c0pΓq en Y . La prueba es inspirada por (Pérez and

Rincón, 2019, Proposición 1.3).
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Definición 3.18. Sean τ un cardinal infinito, Γ un conjunto tal que |Γ| “ τ . Decimos que un

espacio de Banach X tiene la propiedad de τ´Josefson-Nissenzweig (o de forma corta, X tiene

la propiedad de JNτ ) si existe una familia de elementos px˚γ qγPΓ en SX˚ tal que px˚γ pxqqγPΓ P c0pΓq

para todo x P X.

Proposición 3.19. Sea Γ un conjunto infinito y X un espacio de Banach con la propiedad de JN|Γ|.

Entonces para cualquier espacio de Banach Y tenemos que

c0pΓq ãÑ Y ùñ `8pΓq ãÑL p
nX ;Y q.

Demostración. Supongamos que c0pΓq ãÑ Y y sea T : c0pΓq Ñ Y un isomorfismo. Ya que X tiene

la propiedad de JN|Γ|, existe una familia px˚γ qγPΓ en SX˚ tal que px˚γ pxqqγPΓ P c0pΓq para todo x P X .

Veamos que
´

aγ

śn
j“1 x˚γ px jq

¯

γPΓ

P c0pΓq para cada x1, ...,xn P X y

a“paγqγ P `8pΓq. Cuando a“ 0 o xk“ 0 para algún 1ď kď n tenemos que
´

aγ

śn
j“1 x˚γ px jq

¯

γPΓ

“

0 que claramente pertenece a c0pΓq. Supongamos que existen a“ paγqγPΓ, x1, ...,xn P X no nulos y

ε0 ą 0 tales que el conjunto

Γε0 “

$

&

%

γ P Γ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

aγ

n
ź

j“1

x˚γ px jq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě ε0

,

.

-

es infinito y sea γ
1

P Γε0 . Entonces |x˚
γ
1 px jq| ‰ 0 para todo 1ď j ď n ya que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a
γ
1

n
ź

j“1

x˚
γ
1 px jq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |a
γ
1 ||x˚

γ
1 px1q| ¨ ¨ ¨ |x˚

γ
1 pxnq|

p1q
ě ε0 ‰ 0.
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Si 1ď k ď n y denotando

N “ sup
γPΓ

|aγ |,N1 “ sup
γPΓ

|x˚γ px1q|, ...,Nn “ sup
γPΓ

|x˚γ pxnq|,

entonces por la desigualdad (1) tenemos que

|x˚
γ
1 pxkq| ě

ε0

|a
γ
1 ||x˚

γ
1 px1q| ¨ ¨ ¨ |x˚

γ
1 pxk´1q||x˚

γ
1 pxk`1q| ¨ ¨ ¨ |x˚

γ
1 pxnq|

ě ε0N ¨N1 ¨ ¨ ¨Nk´1 ¨Nk`1 ¨ ¨ ¨Nn.

De esta manera, para ε1 “
ε0

N ¨N1 ¨ ¨ ¨Nk´1 ¨Nk`1 ¨ ¨ ¨Nn
se sigue que γ

1

P tγ P Γ : |x˚γ pxkq| ě ε1u o

equivalentemente Γε0 Ď tγ P Γ : |x˚γ pxkq| ě ε1u. Esto implica que tγ P Γ : |x˚γ pxkq| ě ε1u es infinito

lo cual es absurdo. Sea J : `8pΓq ÑLap
nX ;Y q dada por

Jpaqpx1, ...,xnq “ T paγ

n
ź

j“1

x˚γ px jqq,

donde x1, ...,xn P X . Ya que

Jpaqpx1, ...,xk`αyk, ...,xnq “ T paγx˚γ px1q ¨ ¨ ¨ px˚γ pxkq`αx˚γ pykqq ¨ ¨ ¨x˚γ pxnqq

“ T paγx˚γ px1q ¨ ¨ ¨x˚γ pxkq ¨ ¨ ¨x˚γ pxnqq

`αT paγx˚γ px1q ¨ ¨ ¨x˚γ pykq ¨ ¨ ¨x˚γ pxnqq

“ Jpaqpx1, ...,xk, ...,xnq`αJpaqpx1, ...,yk, ...,xnq,



COPIAS DE c0pΓq y `8pΓq EN ESPACIOS DE FUNCIONES 78

para todo x1, ...,xk,yk, ...,xn P X , α P K y 1 ď k ď n, se cumple que Jpaq P Lap
nX ;Y q para todo

a P `8pΓq. Veamos que J es continua. Si a“ paγqγ P `8pΓq, tenemos que

}Jpaq} “ sup
}x1}ď1,...,}xn}ď1

}Jpaqpx1, ...,xnq}

“ sup
}x1}ď1,...,}xn}ď1

}T ppaγ

n
ź

j“1

x˚γ px jqqγq}

ď }T } ¨ sup
}x1}ď1,...,}xn}ď1

}paγ

n
ź

j“1

x˚γ px jqqγ}

ď }T } ¨ sup
pγ,x1,...,xnqPΓˆBXn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

aγ

n
ź

j“1

x˚γ px jq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ }T }}a}.

Por lo tanto J es continua. Por otro lado, existe δ ą 0 tal que }T pxq} ě δ }x} para todo x “ pxγqγ P

c0pΓq. Entonces

}Jpaq} “ sup
}x1}ď1,...,}xn}ď1

}Jpaqpx1, ...,xnq}

“ sup
}x1}ď1,...,}xn}ď1

}T ppaγ

n
ź

j“1

x˚γ px jqqγq}

ě δ ¨ sup
}x1}ď1,...,}xn}ď1

}paγ

n
ź

j“1

x˚γ px jqqγ}

“ δ ¨ sup
pγ,x1,...,xnqPΓˆBXn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

aγ

n
ź

j“1

x˚γ px jq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ δ }a}.
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Luego }Jpaq} ě δ }a} para a P `8pΓq. Así, J es inyectiva y J´1 es continua. Por lo tanto, `8pΓq ãÑ

L pnX ;Y q.

La proposición anterior nos da pie a conjeturar lo siguiente:

Conjetura 3.20. Sea Γ un conjunto infinito y X un espacio de Banach tal que X˚ tiene la propiedad

de JN|Γ|. Entonces para cualquier espacio de Banach Y tenemos que

c0pΓq ãÑPω˚p
nX˚;Y q ùñ `8pΓq ãÑPω˚p

nX˚;Y q.

Con el siguiente ejemplo notamos que la conjetura anterior es falsa.

Ejemplo 3.21. Sea Γ un conjunto infinito y X “ Y “ c0pΓq. Es fácil ver que X˚ “ `1pΓq tiene la

propiedad de JN|Γ|. Notemos que c0pΓq ãÑY . Sin embargo, Pω˚p
nX˚;Y q no contiene una copia de

`8pΓq. En efecto, si esto ocurriera, por el Teorema 3.12 tendríamos que

`8 ãÑ c0pΓq, pero esto no es cierto puesto que c0pΓq admite una norma LUR mientras que `8

no admite una norma LUR (ver (Fabián et al., 2011, p. 409 y Teorema 13.27)).
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