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RESUMEN

TiTULO: ACCIONES PARCIALES Y TEORIA DE GALOIS °
AUTOR: ANDRES SEBASTIAN CANAS PEREZ ~

PALABRAS CLAVE: ACCIONES PARCIALES, TEORIA DE GALOIS DE ANILLOS CONMUTATI-
VOS, GRUPO DE HARRISON, EXTENSIONES DE GALOIS SOBRE ANILLOS CONMUTATIVOS,
EXTENSIONES DE GALOIS PARCIALES SOBRE ANILLOS CONMUTATIVOS.

DESCRIPCION:

El presente trabajo de grado expone la teoria de Galois de anillos conmutativos y la teoria de Galois
parcial de anillos conmutativos, las cuales son generalizaciones de la teoria de Galois sobre cuerpos.
Estas teorias se basan en el concepto de extensiones de anillos y acciones parciales de un grupo
sobre algebras. Dado R un anillo, se dice que S es una extensién de R si S es un R-modulo fiel,
y por otra parte se asigna un grupo G, el cual va a estar actuando global o parcialmente sobre
S, dependiendo el contexto. En particular, se estudian las extensiones de Galois sobre un anillo
conmutativo grupo de Galois G, acciones parciales de grupos sobre algebras, globalizaciones de
acciones parciales y extensiones de Galois parciales sobre un anillo conmutativo dada una accién
parcial «. En este trabajo se encuentran los resultados mas importantes de estas teorias, las cuales
son, entre otras, las condiciones para que una accién parcial admita una globalizacion, la relacion
entre extensiones de Galois globales y extensiones de Galois parciales, y los respectivos teoremas
de correspondencia. Adicional a lo anterior, a partir de estas definiciones y resultados se detalla
la construccién de estructuras, como el grupo de Harrison y el semigrupo inverso de Harrison, los
cuales son, respectivamente, conjuntos de clases de equivalencia de las extensiones de Galois y

extensiones de Galois parciales de un anillo R y un grupo abeliano G fijos.

Tesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctorado
en ciencias.



ABSTRACT

TiTLE: PARTIAL ACTIONS AND GALOIS THEORY *
AUTHOR: ANDRES SEBASTIAN CANAS PEREZ ™

KEYWORDS: PARTIAL ACTIONS, GALOIS THEORY OF COMMUTATIVE RINGS, HARRISON’S
GROUP, GALOIS EXTENSIONS OF COMMUTATIVE RINGS, PARTIAL GALOIS EXTENSIONS OF
COMMUTATIVE RINGS.

DESCRIPTION:

In this paper, the Galois theory of commutative rings and the partial Galois theory of commutative
rings are presented. These theories are based on the concept of ring extensions and partial actions
of groups over algebras. Given a ring R, S is a ring extension of R if S is a faithful R-module. If S
is a ring extension, a group G is assigned, which is going to be acting globally or partially over S,
depending on the context. In particular, Galois extensions of a commutative ring with Galois group G,
partial actions over algebras, enveloping actions of partial actions, and partial Galois extensions of a
commutative ring with partial action « are studied. The most important results of these theories are
found in this document, which, among others, are a criterion for the existence of a global extension
of a given partial action on an algebra and the respective correspondence theorems. In addition, the
constructions of Harrison’s group and Harrison’s inverse semigroup are detailed. These structures are
sets of equivalence classes of Galois extensions and partial Galois extensions of a fixed commutative

ring R and a fixed abelian group G, respectively.

Thesis

Facultad de Ciencias. Escuela de Matematicas. Director: Héctor Edonis Pinedo Tapia, Doctorado
en ciencias.



INTRODUCCION

El concepto de extensidén de Galois de anillos conmutativos S/ R fue introducido por
M. Auslander y O. Goldman en '. Mas tarde, en 1965 los autores S. U. Chase, D.
K. Harrison y A. Rosenberg publican 2, donde desarrollan esta teoria bajo la hipdte-
sis de que S/R es separable y finitamente generado. En aquel trabajo se introduce,
ademas, un teorema fundamental de extensiones de Galois, que establece una co-
rrespondencia biunivoca entre los subgrupos de G y las subalgebras de S/R que

son separables y G-fuertes.

Por otro lado, las accidénes parciales son objetos de una investigacion intensiva y
tuvo sus origenes por R. Exel en la teoria de algebras de operadores, isometrias

parciales, productos cruzados y C*-algebras (3, 4, ®). Los primeros resultados alge-

' AUSLANDER, Maurice y GOLDMAN, Oscar. “The Brauer group of a commutative ring”. En:
Trans. Amer. Math. Soc. 97 (1960), pags. 367-409.

2 CHASE, Stephen; HARRISON, David y ROSENBERG, Alex. “Galois theory and Galois coho-
mology of commutative rings”. En: Mem. Amer. Math. Soc. 52 (1965), pags. 1-19.

3 EXEL, Ruy. “Circle actions on C*-algebras, partial automorphisms and generalized Pimsner-
Voiculescu exact sequences”. En: J. Funct. Anal. 122 (1994), pags. 361-401.

4 EXEL, Ruy. “The Bunce-Deddens algebras as crossed products by partial automorphisms”. En:
Bol. Soc. Brasil. Mat. (N.S.) 25 (1994), pags. 317-179.

5 EXEL, Ruy. “Twisted partial actions: a classification of regular C*-algebraic bundles”. En: Proc.
London Math. Soc. 74 (1997), pags. 417-443.
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braicos sobre este concepto, fueron establecidos en &, 7 y &, y el desarrollo de una

teoria de Galois para acciones parciales en °, estos trabajos estimularon un creci-

miento algebraico sobre acciones parciales, en particular, resultados en teoria de

Galois han sido obtenidos en %, ', 12 y mas recientemente en '3, 14y 13,

Una forma de obtener acciones parciales es restringir acciones globales (ver Ejem-

plo 4.1.1), asi que una pregunta natural es saber cuando una accién parcial puede

ser obtenida a partir de una accién global, si lo anterior sucede se dice que la accién

10

11

12

13

14

15

DOKUCHAEYV, Michael y EXEL, Ruy. “Associativity of crossed products by partial actions,
enveloping actions and partial representations”. En: Trans. Amer. Math. Soc. 357 (2004),
pags. 1931-1952.

DOKUCHAEV, Michael; EXEL, Ruy y PICCIONE, Paolo. “Partial representations and partial
group algebras”. En: J. Algebra 226 (2000), pags. 505-532.

STEINBERG, Benjamin. “Inverse semigroup homomorphisms via partial group actions”. En: Bull.
Aust. Math. Soc. 64 (2001), pags. 157-168.

DOKUCHAEYV, Michael; FERRERO, Miguel y PAQUES, Antonio. “Partial actions and Galois
theory”. En: J. Pure Appl. Algebra 208 (2007), pags. 77-87.

BAGIO, Dirceu y PAQUES, Antonio. “Partial groupoid actions: globalization, Morita theory and
Galois theory”. En: Comm. Algebra 40 (2012), pags. 3658-3678.

PAQUES, Antonio y SANT’ANA, Alveri. “When is a crossed product by a twisted partial action
Azumaya?” En: Comm Algebra 38 (2010), pags. 1093-1103.

PAQUES, Antonio; RODRIGUES, Virginia y SANT'ANA, Alveri. “Galois correspondences for
partial Galois Azumaya extensions”. En: J. Algebra Appl. 10 (2011), pags. 835-847.

DOKUCHAEYV, Michael; PAQUES, Antonio y PINEDO, Héctor. Partial actions cohomology and
related homomorphisms (expanded version). 2018. Disponible en Internet: arXiv: 1804 .03762v2
[quant-ph].

MARIN, Victor. “O semigrupo inverso das estensdes abelianas parciais”. Tesis doct. Brasil: Uni-
versidade Federal do Rio Grande do Sul, 2016.

PAQUES, Antonio y THAMUSIUNAS, Thaisa. “The Galois correspondence theorem for grou-
poid actions”. En: J. Algebra 509 (2018), pags. 105-123.
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parcial dada tiene una globalizacion. En ¢, M. Dokuchaev y R. Exel muestran condi-
ciones necesarias y suficientes para solucionar este problema de globalizacion en

la categoria de algebras con unidad.

En este trabajo se consideran acciones parciales globalizables (ver Teorema 4.2.1)
y tiene como objetivo hacer un estudio profundo de ° y '* para entender la teoria de
Galois de extensiones de anillos conmutativos en el contexto de acciones parciales

y presentar el semigrupo inverso de Harrison.

Este trabajo esta dividido en seis capitulos. Después de la introduccién, en el capitu-
lo 1 se encuentra el objetivo general y los objetivos especAficos de este documento.
En el capitulo 2 se dan definiciones y teoremas preliminares que son base para la
construccion de los temas a seguir. A continuacion, en el Capitulo 3 se encuentran
las definiciones y resultados importantes de la Teoria de Galois de anillos conmu-
tativos descrita en '®, como la definicion de extensién de Galois y el teorema de
correspondecia, y ademas la definicion del grupo de Harrison. El capitulo 4 esta de-
dicado al estudio de la Teoria de Galois parcial. Posteriormente, en el capitulo 5 se
presenta la construccién y definicion formal del semigrupo inverso de Harrison. Por

ultimo, en el capitulo 6 se plasman las conclusiones y alcances de este trabajo.

6 PAQUES, Antonio. Teoria de Galois sobre anillos conmutativos. Universidad de los Andes, Méri-
da, 1999.
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1. OBJETIVOS

1.1. OBJETIVO GENERAL

» Disertar sobre la teoria de Galois de anillos conmutativos basada en acciones
parciales.

1.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

= Analizar la teoria de Galois de anillos conmutativos al contexto de acciones
parciales.

» Estudiar productos cruzados parciales y tépicos relacionados al problema de
globalizacion.

13



2. PRELIMINARES

En este capitulo se presenta las definiciones y los teoremas pertinentes de algebra
conmutativa que son fundamentales para la compresién y el desarrollo de los temas
en las secciones siguientes. A partir de ahora R denotara un anillo con elemento

identidad 1 y por un R-modulo se entenderd un R-mddulo a izquierda.

2.1. MODULOS PROYECTIVOS

Definicion 2.1.1. Un R-mddulo P es llamado proyectivo si P es un submodulo de

un R-modulo libre L y existe un submodulo ) de L tal que

P®Q=L.

Es conocido que todo R-médulo es imagen homomorfa de un R-mddulo libre. Esto
es, si M es un R-mddulo entonces existe un R-modulo libre L y una proyeccion
L — M — 0. El siguiente teorema garantiza que los R-modulos proyectivos son
exactamente aquellos R-mddulos M tal que la sucesidén exacta L — M — 0 se

escinde.
Teorema 2.1.1. Sea P un R-mddulo. Las siguientes proposiciones son equivalentes
1. P es proyectivo;

2. Dado el diagrama de R-mddulos,

9
M >

=
o

Q
—

g

14



donde 6 es sobreyectivo, existe un homomorfismo de R-mddulos o* : P — M

tal que el diagrama conmuta;

3. Si0— M LN N NN 0 es una sucesion exacta de R-mddulos, entonces la

sucesion de R-modulos

0 — Homg(P, M) £ Homp(P, M) < Homp(P,N) — 0
es exacta, donde p*, o* estan dados por *(f) = fo f ya*(g) = ao g, para
todos f € Homg(P,M") y g € Homg(P, M), respectivamente;

4. Toda sucesion exacta de R-médulos M % P — 0 se escinde, esto es, existe
un homomorfismo de R-mddulos i) : R — M tal que ¢ = idp;

5. Existen conjuntos {p; | i€ I} en P y{f; | i € I} en P* = Homg(P, R) tales
que para todop € P, p = > fi(p)p:, donde f;(p) = 0 excepto para un numero

o ; . el
finito de indices.

Corolario 2.1.1. Sea P un R-mddulo proyectivo. Sea
0= M 25ME M =0
una sucesion exacta de R-mddulos. Entonces la sucesion
0= M @rP 2% MopP 22% M"or P -0

es exacta.

Demostracion. Inicialmente se mostrara que si L es un R-modulo libre, entonces la
sucesion

0= M @5 L 22% MopL 22% Ve L — 0
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es exacta. En efecto, sea {z; | « € I} una base de L sobre Ry sea f; € L*,i € I,
dado por fi(z;) = d;;. Luego,siz = >  mj®@x; € M'@rL estalque a®id.(z) =0,

jeJclI
entonces

Z@(m;) ®z; =0,

jeJ

lo que implica que para cada i € J,

(1® fJ(Z a(m}) ® a:j) =0,

jedJ
0 sea,

0=> a(m)) ® fi(z;) = a(m) @1,

jeJ

Luego = € Ker(a) ® id,. Como « es inyectivo, se tiene que m, = 0 para todo i € J,

)

esto es z = 0, luego a ® id;, es inyectiva. Razonando de manera anéloga se obtiene

que

Ker(f ®idr) = kers ®g L
= O[(M,) XRpr L

= (Oé & |dL>(M/ SR L)

La sobreyectividad de g ® id;, es inmediata.
Para el caso general. Sea P un R modulo proyectivo. Luego existen un R-mdodulo
Q@ y un R-médulo libre L tales que L = P & (. Entonces se tiene las siguientes

sucesiones de R-modulos:
0= M @ P 2% M ey P 22 M7 @p P — 0,

0= M @r0 2% Moo 2% u"g,0 0.

16



Lo que da paso a la sucesién

(omidp)@(awidg) (Boidp)@(Boidg)

0= M r(P®Q) > M Qg (P®Q) M"@r(P®Q) — 0.

ComoPd @ =1L, (a®idp) ® (a®idg) = a® (ldp ®idg) = a ® id,. De manera
andloga (5 ®idp) @ (8 ® idg). De donde se tiene que la tercera sucesién es exacta

y por consiguiente las otras dos también lo son. O

Sea P un R-modulo proyectivo. Se dice que P es proyectivo finitamente generado
si P es un sumando directo de un R-mdodulo libre finitamente generado. El siguiente

teorema da una caracterizacion de médulos proyectivos finitamente generados.
Teorema 2.1.2. Sea P un R-modulo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
1. P es proyectivo finitamente generado;

2. PopPt % Hompg(P, P), donde gf)( Zn: Di® fz») (p) = Zn: fi(p)p; es un isomorfismo
i=1 =11
de R-modulos.

Sea A una R-algebra. Se dice que A es central si el centro
Z(A)={a€ A | ab=ba, Ybe A}
de A es isomorfo al anillo R.

2.2. ALGEBRAS SEPARABLES SOBRE ANILLOS CONMUTATIVOS

Para poder definir las extensiones de Galois primero se debe recordar el concepto

de algebras separables.
Definicion 2.2.1. Sea R un anillo conmutativo. Una R-algebra es un anillo A tal que:
1. (A, +) es un R-mddulo;

17



2. r(ab) = (ra)b = a(rb) para todosr € R y a,b € A.

A partir de ahora, cada vez que se utilice ® se hara haciendo referencia a @ .
Dadas dos R-algebras Ay B, A ® B también tiene estructura de R-algebra via la
accion inducida por (a; ® by)(as ® be) = ajas ® byby, para todos ai,a; € Ay by, by € B,
Sea S una R-algebra no necesariamanete conmutativa con elemento identidad 15,
se denota por S° el R-algebra opuestade Sy S* = S ®z.S° el algebra envolvente de
S.

Se tiene que S es un S*-mddulo via la accion inducida por (a ® b)x = azb, para todos
a,b,x € S. Considere i : S* — S el epimorfismo de S¢-médulos definido como la

multiplicacién usual en S, es decir,

i=1 i=1

Se denota J(S) = keru. Entonces J(S) es un ideal de S* generado por {s ® 15 —
ls®s | se S}. Estoes
J(S)=(s®1ls—1s®s) (1)

En efecto, paratodo s € S, u(s®1lg—1s®s) = s—s = 0. Ahora, setoma > a, ®b; €
=1

J(9), luego i ab; =0y
i=1

18



n n

Z(ls ®b)(a; @15 — ls®@a;) = Z(ls ®bi)(a; ® 1s) — (s @ b)) (1s ® a;)

= Z(ai ®b; — 1s ® a;b;)

i=1

:zn:a,®bl—zn:15®albz
=1 i=1

:ia%@bz— 15®iazbz
=1 i=1

= i a; @ b;
i=1

Por lo tanto J(S) es generado por {s ® 1g —1ls® s | s € S}.
Teorema 2.2.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. S es un S*-mddulo proyectivo;

2. La sucesion exacta de S¢-mddulos
0—=J(S) =855 550

se escinde;
3. Existee € S° tal que u(e) = 15 y J(S)e = 0.

Demostracion.
1 < 2. Se sigue de la definicion de mddulo proyectivo.
2 = 3.Seav:S — S un homomorfismo de S*-mddulos tal que p o v = idg. Sea

e =v(1) € S°. Luego

19



Ademas, para cualquier a € S, se tieneque (1®a)l=1-1-a=ay asi

(a®@l)e=(a®v(l)=v((a®1)]l)=v(a) = (1 ®a)e.

Porlotanto, (a® 1 —-1®a)e=0y J(S)e = 0.

3 = 2. Por hipodtesis, existe e € S tal que p(e) =1y J(S)e =0. Se definev : § — S°
por v(a) = (a® l)e = (1 ® a)e, asi, v(a +b) = ((a +b) ® 1)e = v(a) +v(b) y
wov = idg. En efecto, dado a € S, como px es un epimorfismo de S®-modulos,
p(v(a)) = p(a®1l)e) = (a®@ ule) = (a® 1)1g = alg = a. Ahora, dados a,b,c € S

se tiene que

v((a®b)c) = v(ach)

Luego v : S — S* es un homomorfismo de S¢-modulos tal que o v = idg. N

Se dice que S es separable sobre R si S satisface una, y por lo tanto todas, de las
condiciones del teorema anterior. Sea S separable sobre R, y sea e € S¢ verificando
3 del Teorema 2.2.1, entonces e es idempotente. En efecto, e cumple que e—el®1 €

J(S) y gracias a esto se obtiene
e —e=(e—1®1)e e J(S)e=0.

20



Tal elemento e se llamara un idempotente de separabilidad de S sobre R.

Proposicion 2.2.1. Sea S una R-algebra separable conmutativa. Entonces su idem-

potente de separabilidad es unico.

Demostracion. Sean e,¢’ € S¢ tales que u(e) = p(e') = 0y J(S)e = J(S)e' = 0.

Luego

por lo tanto e — ¢’ € J(S). Entonces (e — e¢’')e = 0 = —(e — €’)e’. Luego

2 —ecde=e—~¢e

— _eel +e/2

=e —e€.

Como S es conmutativa se obtiene que e = ¢’ O

Ejemplo 2.2.1. Sea R un anillo conmutativo con elemento identidad 1, entonces R

es una R-algebra separable ya que . : R* — R es un isomorfismo.

Ejemplo 2.2.2. Sisetoma R = Z y S = Z/nZ para un entero n > 1, se obtiene
que i : S® S — S es, también, un isomorfismo, por lo tanto Z./nZ. es una Z-algebra

separable.

21



3. TEORIA DE GALOIS

3.1. EXTENSIONES DE GALOIS

Como se menciono en la introduccion, el concepto de extension de Galois de un
anillo conmutativo aparecio en el trabajo de Auslander y Goldman en '. Mas tarde, en
2 este concepto fue desarrollado, obteniendo, entre otras cosas, varias equivalencias

del mismo.

Dado un R-moédulo P, el anulador de P es el conjunto
anng(P)={re R | rp=0, Vp € P}.

Se dice que P es fiel si anng(P) = 0y que S es una extensién de R si S es fiel
como R-mddulo. Luego si S se una extension de R, existe una inmersion natural

¢ : R — S, dada por o(r) =rlg.

Proposicion 3.1.1. Si P es un R-mddulo proyectivo finitamente generado y fiel,
entonces Tr(P) = R, donde Tr(P) es el ideal generado por {f(p) e R | pe Py f €
P*}.

Ahora, dados S una extension del anillo R y G un subgrupo finito del grupo Aut(.S)
de todos los automorfismos de S, se denotard como A(S : G) el S-modulo libre
con base {u, | o € G}. Se define sobre este conjunto la suma componente a

componente y la multiplicacién de la siguiente forma:

(Z%%) (ZIWT> = > a,0(bs)ptor.

oeG TeG o,7€G

La multiplicacion definida anteriormente dota, junto a la suma, a A(S : G) de una

22



estructura de anillo no conmutativo con identidad 1y, = 1. Note que A(S : G) es un
R-médulo y una R-algebra, siy sélo si, G C Autg(S) = {0 € Aut(S) | o(z) =z, Vx €
R}.

En efecto, si A(S : G) es un R-&lgebray r € R, se tiene que (u,)(ru1) = s, PErO
por la multiplicacion definida se tiene () (rp1) = o(r)u., por lo tanto o(r) = r. Como
o Yy r eran arbitrarios, se puede concluir que G C Autg(S). Reciprocamente se tiene

que si G C Autg(S) entonces dados r,p € R, vale que

r(ZaU,ua)p(ZbT,uT> = Z rayo(pb;) thor

ceG TEG o,7eCG

Sea A = Hom(S, S) entonces A es una R-algebra con elemento identidad 1, = idg
y ademas es un S-médulo via (sf)(s') = sf(s'), paratodos s,s’ € Sy f € A.
Ademads, sea ¢ : A(S : G) — A dada por

¢ <Z aaﬂd) (5) = ZCLUU<S)7
ceG ceqG

para todo s € S, luego ¢ es un homomorfismo de S-moédulos. Ademas, si G C
Autg(S), ¢ también es un homomorfismo de R-algebras.

Con las mismas condiciones anteriores se considerara el S-moédulo libre denotado

23



por /(S : G) cuya base es {v, | o € G}, sobre este S-modulo se define la multipli-

cacion:
(Z aa”a) (Z bTVT) = Z aab’r(saﬂ'yaa
oceG TEG o,7eG
donde
1, Sioc=r;
60'77' -
0, Sio#T.

La multiplicacion expresada arriba dota a /(S : G) de una estructura de S-algebra

conmutativa con elemento identidad > v,. Seav : S® S — (S : G), dada por
celG

(0 (Z a; & bi) = Z Z a;o (b;) Ve,

i=1 c€G

considerando S ® S como S-algebra via accion s(a ® b) = (sa) ® b, para todos

a,b,s € S se tiene que ) es un homomorfismo de S-algebras.

Teorema 3.1.1 (', Teorema 3.4). Sean S una extension de R y G un subgrupo finito
de Aut(S). Sea S¢ = {x € S | o(z) = z, Yo € G}. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

1. a) S es un R-modulo proyectivo finitamente generado;

b) ¢: A(S: G) - Homg(S,S) es un isomorfismo de R-algebras.

2. a) SY=R;

b) v:5®S — (S :G) es unisomorfismo de S-algebras.

3. a) S¢=R;

b) existen elementos x1,--- ,x,,y1, - ,y, € S tales que

Z .Z’jO'(yj> = 517(,.
7j=1
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4. a) S¢=R;
b) Paracadao # 1 en G y para cada ideal maximal M de S, existe x € S tal

que o(z) —x € M.

5. a) S¢=R;
b) Para cualquier idempotente no nulo e € S y para cada paro # 7 en G
existe x € S tal que o(z)e # 7(x)e;
c) S es separable sobre R.

Se demostrara una versidon mas general de este teorema en el Teorema 4.3.2.

Definicién 3.1.1. Sean S una extension de R y G C Aut(S) un subgrupo finito. Se
dice que S es una extension de Galois de R con grupo de Galois G, si satisface

una de las condiciones, y por lo tanto todas, del teorema anterior.

Corolario 3.1.1 (', Corolario 3.6). Sea S una extension de Galois de R con grupo
de Galois G

1. Existe un elemento c € S tal que trs/r(c) = Y o(c) = 1;
oceG

2. R es un sumando directo de S como R-mddulo;

3. SiT es una R-algebra conmutativa, con elemento identidad 11, y G actua sobre
TSviao(t®s)=t®o(s), paratodos € S,t €T yo € G, entoncesT @ S

es una extension de Galois de T' con grupo de Galois G.
Demostracion.

1. Evidentemente trg;z € Homg (S, R) y trg/r = ¢( > u,), donde ¢ es el isomor-
ceG
fismo mencionado en el teorema anterior. Seat = > u, € A(S : G) y se
oeG

demostrara que Homg(S, R) = ¢(¢S). Por lo tanto, para todo f € Homg(S, R),

existe s € Se tal que

ceG



y en consecuencia

para todo = € S. Esto muestra que para todo [ € Homg(S, R), f = trg/r(s—)
para algun s € S. Por otra parte, S es un R-modulo fielmente proyectivo Luego
existen xy,- - ,z, € Sy f1,---, fn € Homg(S, R) tales que Z fi(z;) = 1 por la

Proposicion 3.1.1. Luego existen sq,--- , s, € S tales que fZ = trS/R(sl )y

1= Z filz;) = ZtrS/R<5ixi> = trS/R(Z s;x;) = trs/r(c),

i=1 i=1

n
parac= Y s;x; €S.
=1

. Por 1, existe ¢ € S tal que trg/r(c) = 1. Luego la sucesion de R-modulos
s "% R 5 0 es exacta. Se define 6 : R — S por 6(r) € R, para cualquier

r € R. # es un homomorfismo de R-médulos, trof = idy y se sigue el resultado.

. Por2, S = R® N para algin R-moédulo N, entonces T ® S = (T® R) & (T ®
N) y se puede identificar Tcon T @ Ren T ® S. Si xy,- -+ ,Zp, Y1, , Yn SON

elementos de S tales que satisfacen > z,0(y;) = §,,, entonces 1@z, -+ ,1®
=1
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Tn, 1®y1, -, 1®y, sonelementosde TT® Sy

n

SHenienlen) =163 nolw =186, = b,

i=1 =1

Hace falta mostrar que T'= (T'® S)¢. Para todo ¢ € T se tiene que (1 ® o)(t ®
1) =t®o(l) =t® 1, para cualquieraque seac € GyasiT =T® R C
(T ® S)¢. Seaw € (T ® S)“. Por 1) existe ¢ € S tal que tr(c) = 1. Entonces
Y (1®0o)(l®c)=1®1.Ahora,seaw(l®c) = f:lti ®s; € T®S. Luego

ceG

w=wl®l)=w (1es)(le))

ceG

=Y (1@o)(w(lec),

ceG

y en consecuencia

w=Y (@) (wleo)

oceG

=> 1® 0)(Zti ® i)

oeG

ceG

= t;®tr(s) ETRR=T.
=1
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3.2. TEOREMA DE CORRESPONDENCIA

Definicién 3.2.1. Sean f,g : S — T homomorfismos de anillos. Se dice que [ y g

son fuertemente distintos si para todo idempotente no nulo e € T existe s € S tal

que f(s)e # g(s)e.

Lema 3.2.1. Sean S una R-algebra separable con elemento identidad 15. Sea f :
S — R un homomorfismo de R-algebras. Entonces existe un unico idempotente

e € Stalque f(e) = 1g y se = f(s)e, cualquiera que sea s € S. Mas aun, si

f17f27“' 7fn:S_>R

son homomorfismos de R-algebras fuertemente distintos dos a dos, entonces los
correspondientes idempotentes ey, ey, - - - ,e, € S satisfacen que e;e; = 0Sii # jy

file;) =6  parai,j=1,2,--- n.
Demostracion. Sea f : S — R un homomorfismo de R-algebras. Como S es separa-

(2

ble, existen zy, -+, zn, 41, ,y, € Stalesque Yz, =1y Y s, @y = Y 2 D y;s,
i=1 —1 '

=1

paratodo s € S. Seae = i f(z;)y; € S. Entonces
=1

fle) = f(_Zf(aci)yi)

n

= Zf(cw)f(yi)

= f(z l‘z%)

= j(1)=1

28



Ahora, para todo s € S, se tiene (f ®1)( > sz;®@y;) = (f®1)( X ;@ y;s), entonces
=1 =1

Z f(sai) @y = Z f@i) @ yis,
=1 =1
por un lado se tiene que

Y flsz) @y =D 1@ flsmi)ys = > 10 f(s)f(wi)ys = 1© f(s)e,

y por otro

n

Y fa)@yis =Y 1@ fla)ys = 1@ se,

i=1 i=1

luego 1 ® f(s)e = 1 ® se. Por lo tanto

p(l® f(se) = f(s)e

= u(1 ® se).

Asi f(s)e = se, para todo s € S. Ahora, sea s = e, f(e)e = ¢. Por un lado se
tenia que f(e) = 1, luego le = e = ¢% Por lo tanto, e es idempotente. Sea ¢’ € S
otro idempotente que verifica f(¢/) = 1y f(s)¢ = sé¢, para todo s € S. Luego

¢ = f(e)e =ee =¢e = f(c)e = e, es decir, e = ¢’

Sean ahora f1,---, f, : S — R homomorfismos de R-algebras fuertemente distin-
tas dos a dos. Sean e, --- ,e, € S los respectivos idempotentes. Sea e;; = fi(e;),
entonces

e = filej) file;) = fi(eF) = file;) = eji.
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Asi, ¢;; es idepotente, para todos 1 < i,j < n. Ahora

f(s)ei; = fi(s)files)

= fi(se;)

= fi(fi(s)e;)

= [i(s)file;)
(

- f] S>€l]7

para todo s € S. Como f;, f; son fuertemente distintas si i # j se concluye que
€ij = 0, |Uego fi(ej) = 52‘,]" Finalmente €;6; = fj(ei)ej = 5i,j =0si 7& j
]

Definicion 3.2.2. Sea S una extension de Galois de R con grupo de Galois G y
T C S subanillo. Se dice queT es G-fuerte si para todos o, € G, By|1 = B-|r 0 Bo|r

y B-|r son fuertemente distintos.

Si S es una extension de Galois de R con grupo de Galois G, H C G un subgrupo de
Gy T C Sesuna R-subdlgebrade S, se denotan S¥ = {s € S | B,(s) = s, Vo € H}
yHr ={0€G | B,(z) =z, Vo €T} S es R-subdlgebrade Sy Hy es un subgrupo
de G.

A continuacién se presenta el Teorema fundamental de la teoria de Galois para
anillos conmutativos con unidad. Se establecera una demostracion de una version

mas general de este resultado en el Teorema 4.4.1.

Teorema 3.2.1 (Teorema fundamental de la teoria de Galois). ['®, Teorema 3.8]

Sea S una extension de Galois de R con grupo de Galois G.

1. Sea H un subgrupo de G yT = S*. Entonces T es una R-dlgebra separable y
G-fuerte como subalgebra de S, S es una extension de Galois de T' con grupo
de Galois H y H = Hr.
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2. SeaT una R-subalgebra separable y G-fuerte de S 'y H = Hr. Entonces T' =
SH.

3. Para cada o € G y cada R-subalgebra separable y G-fuerte T' de S, H, 1) =
oHypo~t. En consecuencia un grupo H de G es normal, si y sélo si, o(S%) =
St para todo o € G y en este caso S* es una extension de Galois de R con

grupo de Galois G/H.

3.3. EL GRUPO DE HARRISON

En 1965, Harrison en 7 presentd un estudio sobre las extensiones de Galois de un
mismo anillo con grupo de Galois abeliano. El conjunto de clases de isomorfismos
de tales extensiones se le dota de un producto con el cual es un grupo, llamado el

grupo de Harrison, que se definira a seguir.

Definicién 3.3.1. Sean B D A y B’ O A extensiones de anillos.

= Una extension de Galois B de un anillo A con grupo de Galois G se dice

abeliana si G es abeliano.

» Se dice que dos extensiones abelianas de Galois B y B’ de A con mismo grupo
de Galois G son G-isomorfas si existe un isomorfismo de algebras f : B — B’

tal que

foBs=p5,0F.

Se consideran las clases [B] bajo la relacion de G-isomorfismos. Se denota este

conjunto por T,,(G, A). Sean [B], [B'] € T,(G, A). Entonces B® 4 B’ es una extension

7 HARRISON, David. “Abelian extensions of commutative rings”. En: Mem. Amer. Math. Soc. 52
(1965), pags. 67-79.
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abeliana de A con grupo de Galois G x G, esto es un caso particular del Teorema
4.3.4.

Se denotard ¢G el subgrupo de G x G cuyos elementos son de la forma (c71, o),
o € G. Se tiene que Gy (G x G)/dG son grupos isomorfos via la aplicacion o +—
(0,1) 6G = (1,0) IG.

G actla sobre (B ® B')°“ de la siguiente forma:

U:Zbi®bgl—>20(bi)®b; :Zbi@)a(b;)?

para todo b, € B, b, € B'y o € (G. Para ver que esta accion esté bien definida, se

toma

Bx B - BB

(a,b) = o(a) @b

la cual es una funcién bilineal, y por la propiedad universal de los productos tenso-

riales, se obtendra que existe un homomorfismo de mdédulos dado por:

6:B®B - B®B
=1 =1

Si se hace la restriccion 7|y 515, S€ oObtendra la accion del elemento o € G sobre
(B ® B')°“. Resta ver que si an b; ® b, € (B ® B')°¢ entonces znj o(b;) @b, = an b ®
o) € (B B

De hecho, si ibi@b; € (BeB')°“, setiene que dado 7 € G entonces (771, 7) an b ®

7 =1
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V=3 7)) @ 7(b) = b; @Y, luego si o € G, entonces

i=1 =1

(L)Y ) @b =3 o) 9 ()

= (o)) (b))

=1

yasi > o(b;) @b, € (BeB')°“. Por consiguiente, > o(b;) @b, = (671, 0) 3 o (b)) @b, =
=1 P :

=1 =1
=1
Luego, por Teorema fundamental de la teoria de Galois (3.2.1) se obtendra que

n

(B ® B')°“ es una extension de Galois de A con el mismo grupo de Galois G.

Se define sobre T,,(G, A) la operacion = dada por
[B]*[B] = [(B® B')],

para todos [B|, [B'] € T,(G,A).
La operacion * tiene un elemento neutro dado por la extensién trivial £ = > Ae,,

oelG
donde los elementos e, son idempotentes ortogonales dos a dos cuya suma es 1.
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Una accién de G sobre E esta dada por o(e,) = e,,, para todo o, 7 € G. Para todo

[B] € T,(G, A) es facil ver que

(B® E)%¢ = {Za‘l(b)@wa | beB}

oeG

y que la aplicacion

f:(B®E)YY =B
ZJ_I(b)@)egv—)b

oeG
es un isomorfismo de A-algebras tal que f oo = o o f, para todo o € G, donde se
sigue que [B] x [E] = [B].
Dado [B] € T,,(G, A) el elemento inverso [B]~! es representado por la propia exten-
sién B con la accion de G dada por o : b +— o~ 1(b), paratodo o € Gy b € B. De

hecho, la aplicacién

9:B®B—>ZB@Z
leG

bb — Y bl(b)er,
leG

es un isomorfismo de B-algebras. Dicho esto, BBy > Be; son extensiones abelia-
leG@

nas de A con grupo de Galois G x GG actuando respectivamente sobre las A-algebras

de la siguiente forma:

(0, 7)(b@ V)=o) @7 (V),
leG leG
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para todos 0,7 € G. Luego 0 o (0,7) = (o,7) o 0 para todo o,7 € Gy de esto se

sigue que ¢ induce por restriccion un isomorfismo de A-algebras entre (B ® B')°¢ y
6G

E=Y Ae, = ( 5 Bea> . Por lo tanto [B]  [B]* = [E].

oeG oeG

Proposicion 3.3.1. T,,(G, A) es un grupo con la operacion *.

35



4. TEORIA DE GALOIS PARCIAL

En este capitulo se hablara de la teoria de Galois parcial, haciendo analogia al
desarrollo de la teoria de Galois (Global). Primero se pasara por la definiciéon de ac-
ciones parciales de grupos sobre algebras para llegar a la definicién de extensiones

parciales de Galois.

4.1. ACCIONES PARCIALES DE GRUPOS SOBRE ALGEBRAS

A continuacién se presenta la definicién de accion parcial de un grupo sobre una

algebra.

Definicion 4.1.1. Sea G un grupo y S una algebra unitaria sobre un anillo conmuta-
tivo R. Una accion parcial o de G sobre S es una coleccion de ideales S, o € G, de

S e isomorfismos de R-algebras o, : S,-1 — S,, tales que:

1. Sy =S y o, es laidentidad de S;
2. Syr D a7 Y(S,NS,);

3. a, o a,(z) = a,.(z), para todo x € a;' (S, N S,-1) yo,7 € G.

Donde la propiedad 2 puede ser reemplazada por «,(S,-1 N S;) = S, N S, y de
esta manera la propiedad 3 puede ser reescrita como a, o a.-(z) = a,.(x), para todo

r€S1NSen-rparaoc,7el.

Ejemplo 4.1.1 (Accidn parcial inducida de una accion global). Sea T" una R-
algebra y G un grupo actuando sobre T' con automorfismos {§, | o € G}. Sea S un
ideal de T, y sea S, = SN 3,(9), o € G. Se define o, como [, restringida a S,-.

Luego la familia {c, : S, — S, | o € G} es una accion parcial « de G sobre S.
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Ejemplo 4.1.2. Sea R un anillo conmutativo y S = Re; @ Re, ® Res donde {e, ez, e3}
es un conjunto de elementos idempotentes no nulos, ortogonales dos a dos, cuya
suma es igual a 15. Se denota por G el grupo ciclico de orden 4 generado por o
y se define la accion parcial o de G sobre S tomando S, = S, S, = Re; ® Re,,

S,2 = Rey @ Reg y S,3 = Res @ Res, y aq = idyg,
Qy 1 Sys — S, dada por a,(ey) = e1 ¥ ay(e3) = e,
Q2 1 Sy2 — S,2 dada por a,z(e1) = e3 ¥ ayz2(es) = e y
Qg3 @ S,z — S, dada por a,s(e1) = es ¥ ags(es) = es.

Definicién 4.1.2. Dada una accion parcial o de un grupo G sobre una R-algebra S,
el producto cruzado S x, G correspondiente a o es el conjunto de todas las sumas

formales finitas

{Zagég | ay € SU},

oceG
donde los 6, son simbolos. Se define la suma componente a componente y la mul-

tiplicacion determinada por

(a505)(b:07) = p(-1(ay)br)gr
Se define f : S — S x, G por f(s) = sdy, lo cual permite identificar S con Sé;. En
general el producto cruzado no es asociativo como se vera a continuacion.

Ejemplo 4.1.3. Sea A un K -espacio vectorial con base {1,t,u,v}. Se define la mul-

tiplicacion en A por

tv =vt=uyla=al =aparacadaa € A. Luego A es una K -algebra asociativa

con unidad.
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SeaG = (0 : 0 = 1), e I el ideal de A generado por v. Se considera la accién
parcial o de G sobre A definida por S, = I, a,(u) =v ya,(v) =u, Sy = Ay, esla
identidad de A.

Asi, A x, G no es asociativo. Si se toma x = té, + ud, se tiene que (xx)x = 0y

z(zx) = udy.

4.2. GLOBALIZACION DE UNA ACCION PARCIAL

Definicion 4.2.1. Sea o una accion parcial de un grupo G sobre una R-algebra S.
Se dice que una accion (5 (global) de G sobre una R-algebra S’ es una globalizacion
para o si existe un isomorfismo de R-algebras ¢ de S sobre un ideal de S’ tal que

para todo o € GG se satisfacen las siguientes condiciones:

1. 0(Ss) = (S) N B (p(5));
2. poa,(x) =LF,0¢(x), paratodo x € S,-1;

3. S’ es generado por |J B,(¢(S)).

ceG

El siguiente teorema da condiciones suficientes y necesarias para la existencia de

globalizaciones.

Teorema 4.2.1 (6, Theorem 4.3). Sea S una R-dlgebra unitaria. Una accion parcial o
de un grupo G sobre S admite una globalizacion 3, si y solo si, cada ideal S,, o € G,

es una R-algebra unitaria. Mas aun, si 3 existe, es unica bajo isomorfismos.

De ahora en adelante se supondra que S es una R-algebra unitaria con identidad
1s y a una accion parcial de un grupo G sobre S, ademas se denotara el elemento

unitario de S, por 1, y se asume que existe una globalizacion de « denotada por
(5", B).

Proposicion 4.2.1 (°, Proposition 4.3). S x, G esta contenido bajo un encaje en

S" xp G. En particular, S %, G es asociativo.
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Como G es finito, S’ tiene elemento identidad 15.. Como S" = ) 3,(5), la identidad
oceG

de S’ puede verse como la suma booleana de idempotentes 3,(15), o € G, de S'.

Se denotaran los elementos de G por {o; = 1,09, -+ ,0,}, asi se puede escribir:
lgg=€e1Dea® - D ey,

donde e1 =1lg, e9 = (15/—13)502(15) ye; = (15/ _15)"'<1S’_Baj,l(IS))ﬁaj(ls)- Asi

lgr = Z Z D18, (1s) -+ By (1s). (2)

=1 11<-<q

Gracias a esto se define ¢ : 8" — S’ por

Z ST (DB (L) - By (1) (),

=1 11<--<qg

este es un homomorfismo R-lineal y se puede escribir

= Bo(x)e;.® (3)
=1
De forma similar, todo subgrupo H = {r, = 1,7, -+, 7,,} de G determina una aplica-
cion ¢y - 8" — S’ dada por la férmula
Z Z l+1ﬁle 15)57'12 (15) ﬂnl (15)57” (b)a (4)

1<i<n i1<-<7

8 La demostracién de las ecuaciones (2) y (3) no requieren mayor esfuerzo pero son muy extensas,
por lo cual es omitida.
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para todo b € S’. La cual puede escribirse de la forma

vu(b) = > Br(be;,

1<i<n

paratodo b € S’,donde e; = 1g,y e; = (1g — 1g)(lsr — Bry(1s)) - - (Lsr — Bry_y ) Bri (1),
con 2 < i < n, los cuales son idempotentes de S’ y ademas, ortogonales dos a dos.
Ahora, H también determina, por restriccion, una accion parcial ay = {a, : S,-1 —
S, | T€ H} de H en S. Se denotard por S*# a la subdlgebra de S de los elementos

invariantes por la accién ay.

Teorema 4.2.2. Sea vy : S — S’ la funcion descrita anteriormente. Luego,

1. ¢y es un homomorfismo de anillos;

2. Yy es unitario, si y sélo si, H = G y, en este caso, S’ = 1<§<: Bg: (S)es;
3. Yy es S"-lineal;

4. (vYy)|s es inyectiva;

5. ey = ¥y (ls) es un idempotente de S,

6. Yy(s) € S'M, para todo s € S

7. La restriccion de vy a S es un isomorfismo de anillos de S*# sobre S"" ey,
cuya inversa esta dada por la multiplicacion por 1g. Particularmente, S""1¢ =
SoH

Demostracion. 1. Se sigue de manera inmediata del hecho que 53,, 0 € G, es un
homomorfismo de anillos y los idempotentes ¢;, 1 < ¢ < n, son ortogonales

dos a dos.
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2. De acuerdo al Lema 4.4 de © se tiene que

1y =vu(ls) € 3 Bu(S)e,

1<i<m
que es un ideal de S, de lo cual se sigue la igualdad deseada.

3. ¢y es S"M-lineal pues, paratodo z € S’ y b € ', se tiene:

Yy (xb) = Z B, (xb)e;

= Ba(a)B e

4. Se recuerda que 15 = e;. Ahora, ¢y restricta a S es inyectiva, ya que

Yi(s)ls =Y Br(s)eils = Bi(S)erls = slg = s,
=1

para todo s € S.

5. Se sigue del hecho que los elementos £,.(15) y los elementos ¢; son idempo-

tentes de S’ y e;e; = 0, para todo i # k.

6. Se debe probar que si s € 52 entonces 5. (Yu(s)) = ¥u(s), paratodo T € H.

Para esto es suficiente mostrar que para todo r € S*# y 7 € H. El elemento
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Br(Br, (1s) -+ Br,, (15)Br (s)), con iy < - < 4, €s una particion de 1y (s),
paral <[ <mn.

Se inicia probando que

/87'1' (15)5‘@ (7”) = 57']- (LS’)/BT@' (T)a

paratodo 1 <i, j<nyre S,

De las condiciones de globalizacién se puede deducir que a.(s1,-1) = 3,(s)1s,

paratodose Sy T e H.

Particularmente, si s € S*# se tiene que 5.(s)ls = sl,, paratodo T € H,y

entonces

Br.(1s)Br;(s) = Br; (Bry-17,(1s)s)
= Br,(Br,-17,(15)1s5)
= Br,(ar;-17,(Ls1s,-17,)8)
= B,
= Br;,(1sBr,-17,(5))
(Ls)Br,(s)-

J—

= [
Ahora,
Br(Briy (L) -+ Br,, (15)Br, (5)) = Brr (Ls) -+ Brry (L) Brr, ().
Sea 7, =77, paratodo 1 <k <. Como S’ es conmutativa, se puede reorde-

nar Bm(ls), e ,BTjH(ls) de forma que los 7j,,---,7;,_, aparezcan de forma

creciente.
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Si7;, , aparece listado antes que 7;,, no se debe hacer nada. Si se tiene el caso
contrario, por lo que se mostré antes, se puede organizarlo de forma creciente.

Por lo tanto, el elemento es una parte de ¥y (s).

. Se prueba inicialmente que la aplicacion vy : S®# — Sy esté bien definida.

Para s € 5% se tiene que

VYu(s) = ¥u(sls) = Yu(s)¥u(ls) = Yu(s)en

y por 6 se tiene que Yy (s) € S"Hey.

Por otro lado, si x € S’ entonces

ar((zepls)l 1) = ar((zls)l—1)
B-((715)1:-1)
B-((x1s)1s8:-1(1s))
(
(

Br(zls)ls
B-(z)B:(1s)1s
_

= (z19)1,

= (ZE@Hls)lT,

para todo 7 € H, es decir, reylg € SH.

Finalmente se tiene

(15 O@Z)H)( ) - ]-S(l/)H Zﬁn 6115 — /87'1< )61 — 515 =S

i=1

(Y o 1s)(wen) = Yu((ven)ls) = vu(rls) = x¢u(ls) = ven,
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para todo s € S y todo x € S"7.

El subanillo de invariantes de S bajo « es definido por
S*={r eS| a,(xl,~1) = 1,z}.

Se denotan por R’ = Sy R = S°.

Definicion 4.2.2. La traza parcial se define como trs/r(z) = > a,(x1,-1), para todo
ceG
res.

La traza global entre S y R’ esta definida por trs/ /p (x) = ZG By (z), paratodo z € 5'.
o€
Se tiene:
Lema4.2.1 (°, Lema2.1). 1. trg/r : S — R es un homomorfismo R-lineal;
2. trs/r(x) = tre/p (x)1g, para todo x € S,
3. trsyr(S) = trsyr (5')

Demostracion.

1. Size Syt edq,

ar(trs/p(z)l-1) = Z Br(Bs(2)14)1,

ceG

= Z /BT(BO'('I))/B’T(]'S)]'S

oceG

= trs/R(.Z') 17—.

Asitrg/r(z) € R.
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2. Paratodo x € S se tiene que

troyr(@) =Y ag(ale) =Y B(x)1,

oceG ceG

= trS//R/(x)ls.

3. Seasume que y € trg//p(S') y se toma x € S’ con trg ) (x) = y.

Se puede escribir z = Y f,(z,) conz, € S,yaque S’ = > 5,(S5). Asi

oeG oceG
y=3"B@) =3 (3 Bobolen))
peG ceG  peCG
= Z trS//R/(iCU)
oceG
€ trS//R/(S).

Por lo tanto tre /s (S’) C tre/m (S).
O

Corolario 4.2.1 (°, Corollary 2.2). Bajo las mismas condiciones anteriores trs: /. €s

sobreyectiva en R, si y sblo si, trq;r €s sobreyectiva en R.
/

Demostracion. =) Si existe ¢ € S’ tal que trs//p/(c) = 1g, luego existe d € S tal que
trg/r(d) = 15 por 3 del Lema 4.2.1.
<) Se supone que existe c € S tal que trg/r(c) = 1g. Asi trg/r/(c)ls = 15y se tiene

que

Ly = ¥(trs/r(c)ls)
= trs/r (c)(ls)

= trS//R/(C)lgl = trSI/R/ (C)
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Proposicion 4.2.2 (°, Proposition 2.3). SiR, R, S, S', G y « estan dadas por las
condiciones anteriores y trs; /€S sobreyectiva. Luego la restriccion de ¢ a R es un
isomorfismo de anillos de R a R’ cuya inversa es la aplicacion ¢ que enviar’ ar'lg,

para todor' € R'.

El siguiente teorema muestra que las globalizaciones de acciones parciales se com-

portan bien respecto al producto tensorial.

Teorema 4.2.3. Sean S y T anillos, G un grupo finitoy o = {a, : Sy-1 — S, | 0 € G}
yo ={a :T,» — T, | o € G} acciones parciales unitarios de G sobre S y T

respectivamente. Sean (S', 3) y (1", ') sus respectivas globalizaciones.

1. SiS* =R =T, entonces
a®d ={a,®a. :S;-1 @T,-1 = S, T, | (0,7) € G x G}

es una accion parcial unitaria de G sobre S ® T.

2. SiS'"“ = A="T" entonces (S'®.T', 3@ 3') es una globalizacion de (S® T, a®

a).
Demostracion. 1. Se verifica de manera usual.

2. Por hipotesis existen monomorfismos de anillos ¢ : S — ¢(S) CS'y ¢’ : T —
¢'(S) C T" tales que ¢(S) y ¢'(S) son ideales de S" y T" respectivamente, tales

que satisfacen, paracada o € G

a) ¢(S5) = (S) N Ba(0(5)) Yy ¢'(55) = ¢'(5) N BL(L'(5),
b) ((:0 © a0)|5071 = (50 °© 90>|ng1 y (90/ © 047)|T0/71 = (5;7 © ¢/>|T0717
) 8= 2 Bo(0(S) yT' = X B,(£'(T)),

oceG ceG
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entonces

R SRT =5 @4T

es un monomorfismo de anillos tal que ¢y ® ¢'(S® T) esunideal de S"®, T"y

para cada (o,7) € G x G

b) paratodo x ®@y € Sy,-1 @ T,-1,

[(p@¢)o(ar@d)](x@y) =[(poas) @ (¢ oa)](z®y)
=[(Br o) @ (Bro@)(z®y)

[(Bs @ BL) o (@ @ )](z @),

S @aT = (3 Arle(s) @ (X sute! (1)

ceG TEG

= Y B.(e(5) @ Be(T))

(0,7)EGXG

= ) B08(ped(SaT)).

(o,7)EGXG
Por lo tanto, (S’ ®4 1", 8 ® /') es una globalizacion de (S ® T, a ® o).
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4.3. EXTENSIONES PARCIALES DE GALOIS

El concepto de extension de Galois parcial aparece por primera vez en el trabajo de

Dokuchaev, Ferrero y Paques en °.

Definicién 4.3.1. S es una extension de Galois parcial de R con accion parcial o (0
extension de Galois «-parcial de R) si S® = R y existen xy,--- ,Tn, Y1, ,Yn € S,

conn € N, tales que

inaa(ylg_l) = 01,-
=1
Se dice que {z;,y;} son coordenadas parciales de Galois de S sobre R.
Teorema 4.3.1 (°, Theorem 3.3). Son equivalentes:
1. S’ es una extension de Galois de R’ con grupo de Galois G,
2. S es una extension de Galois parcial de R con accion parcial .

Se define el homomorfismo de S-modulos y R-algebras j : S x, G — Endg(.5), por

J(Z Toly)(2) = ZSEGO‘U(Zla*l)a (5)

oceG ceG

paratodo z € S.

Sea M un S %, G-mbdulo. Se define
MCE ={me M | (1,0,)m = 1,m, Yo € G}

el R-submddulo de invariantes de M bajo G. S puede ser considerado como un

S x4 G-modulo via j, esto es, (z,0,)y = j(z,0,)(y), paratodosy € Sy o € G.
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Teorema 4.3.2 (°, Theorem 4.1). Sea o una accion parcial de un grupo finito G sobre

una R-algebra S. Son equivalentes:
1. S es una extension de Galois parcial de R con accion parcial «;

2. S es un R-mddulo proyectivo finitamente generado y el homomorfismo j como

fue definido en (5) es un isomorfismo de S-mddulos y de R-algebras;

3. S es un R-mddulo proyectivo finitamente generado y para cada S x, G-mddulo
M, la funcion p : S® M — M, dada por p(x ® m) = xm es un isomorfismo de

S-mddulos;

4. S es un R-modulo proyectivo finitamente generado y ¢ : S® S — [] S, defi-
ceG
nido por¢(z @ y) = (za,(yl,-1))sec €S Un isomorfismo de S-modulos;

5. Paracadao # 1 € G y para cada ideal maximal M de S, existe x € S tal que
T — ay(rly—1) ¢ M.

Demostracion. 1 = 2. Sean x;,y; € S, 1 <i < n tales que
Z 20 (Yily-1) = 016
=1

y se define f; € Homz(S, R) por fi(x) = trs/r(y;x), para todo = € S. Luego
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Z zifi(x) = Z ritrs/r(yiv)
=1 =1

= Z Z (0% (yixla_l)

i=1 c€G

= Z Z T (Yilg-1)a, (s1,-1)

ceG 1=1

= < Zn: xiaa(yila—1)> g (z15-1)

ceG =1

= Z 01000 (T15-1)

ceG

=X.

Asi S es un R-médulo finitamente generado por {z1,--- ,z,}. Para mostrar que j es
un isomorfismo, dado 7 € End(S) setomaw € Sx,Gdelaforma ) > h(x;)o,(yily-1)u,.

ceGi=1
Se puede ver que j(w)(z) = h(z), paratodo = € S,

Jw)(@) = 303 ha)an(yils g (e1,1)
= h(a),

En efecto j es sobreyectivo. Seav = ) z,u, € ker j. Luego, j(v)(z;) = 0 para todo
oceG
1 <i<n.Asi,

Como S es una extension de Galois a-parcial de R, R = S¢, setiene que > a,(zy;1,-1) =
ceG

trS/R(xyi) € R.
2 = 3. Como S es un R-mébdulo proyectivo finitamente generado, se tiene que por 5
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del Teorema 2.1.1 existen z; € Sy f; € Homg(S, R), 1 < i < tales que
l
v =Y zfi(v),
=1

para todo » € S. Se define v : M — S ® M% por v(m) = ixl ® v;m, donde
v; = 77 fi) € S x, G. v esta bien definida y es un homomorfisrrzzlque es la inversa
de .

3=>48SeaF={f:G—= S| flo) e S,, Yo € G}. Luego F es isomorfo a
I] S, como S-médulos. Ademas, F tiene estructura de S x, G-médulo dada por

oceG

(oue) f)(T) = oy (f(o7 1)1,-1), paratodos f € Fyo,7 € G. Se sigue de 3 que

p:SeFf s F=T]S,,

oeG

definido por p(z ® f) = (zf(0))seq, €S un isomorfismo de S-modulos.

Ademas, se define

A S — F¢

= f

donde f, : G — S estd dado por f,(7) = a,(z1,-1), con 7 € G, es un isomorfismo de

R-moddulos. Consecuentemente

S®S%S®]—"G—>HSU

oeG

es un isomorfismo de S-mddulos, que es precisamente igual a .
4 = 1. Se toma z € S*. Se sigue por 4 que z ® 1 = 1 ® x. Ademas, S es fielmente

proyectivo, entonces R es sumando directo de S. Asi z € R y se sigue que S* = R.
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Para obtener las coordenadas parciales de Galois se toma (1,0,---,0) € [] S,.
ceG

Como ¢ es un isomorfismo, existe w = > z; ® y; € S ® S tal que
=1

¢(w): (1307"' 70)

y 1 se sigue.

5= 1.Seaoc # 1 € Gyseconsideral C S elideal generado por {x—a,(xl,-1) | = €
S}. Por la hipotesis I = S, pues si no pasara esto, / estaria contenido en un ideal
maximal de S, lo cual es un absurdo. Asi, existen elementos x1, ..., 2., y1,..., Y0 € S

tales que Y- z;(y; — o, (yil,-1)) = 1s.
i=1

A partir de esto se obtiene que > z;y; = 15 + szag(yl -1). Se define z,,; =
i=1 =1

- Z xiaa(yilofl) Y Ynt1 = ]-S-
=1

Luégo
n+1 n
Z TiYi = Z TiYi + Tn1Yn+t1
=1 i=1
_1S+Z$zao ylal szaa yzal)
=1
= 157
y
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n+1 n
D wioe(yiler) = Y 1300 (Yilo—1) + Tos10o (Yns1lo)

=1

= ZZ'ZQU yz —1 — (leaa yz -1 ) U(yn+110_1)
= szaa Yily-1) — (Zx,aa Yilg—1 ) ay(lgly-1)
:ZCCO[J %01 _(ZZL'OéU yz01> (10,1)

= szacr yz *1 szao yz 71

=0.

Inicialmente se supone que H y H’' son subconjutos de G que con-
tienen el elemento identidad 1 de G, para los que existen elementos
Tly ooy Ty Yty ooy Yms Ty ooy Ty Yy - - Yy € S tales que que paracadal #o0 € Hy
l#417€H,

szag(yz 1) =015 Y 2%0&7(% 1) = 017

Luego, para todo n € H U H' se tiene que

n

i=

Z:sz an ylyj n—l = (ZCIJ Oén Yi n_1>(2x Oén yj n-1 )
1 j=1

Como G = |J {1,0}, el resultado se sigue.
o#leG
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1 = 5. Sean z;,y; € S,coni = 1,...,n, las coordenadas parciales de Galois de
S. Se supone que existe ¢ € G, con g # 1, y M un ideal maximal de S tales
que = — a,(rl,-1) € M, para todo = € S. Luego, en particular, se tiene que y; —
a,(y:l,-1) € M. Ahora

15’ = le(yz - aa_l(yi10_1>) € M7
i=1

lo cual contradice que M sea ideal maximal. O

Lema 4.3.1. Si S es una extension de Galois a-parcial de R, entonces trg/p(S) = R.

En particular existe s € S tal que trg/r(s) = 1s.

Se dice que dos elementos o y 7 son fuertemente distintos, respecto a la accién
parcial « de G sobre S si para cualquier e € S, U S, idempotente no nulo, existe
x € S tal que

g (xls-1)e # a(zl.-1)e.

Teorema 4.3.3 (°, Theorem 4.2). Sea o una accién parcial de un grupo G sobre
una R-algebra S. Si S es una extension de Galois «-parcial de R, entonces S es
separable sobre R y los elementos de G son fuertemente distintos dos a dos. Si,

adicionalmente, S es conmutativo y S = R, la reciproca se cumple.

Demostracion. S, al ser ideal generado por un idempotente central, es sumando

directo de su globalizacion 5,
S = (15/ - 15)5/ D 155/,

y S’ es una extension de Galois de R’ = S’“, luego es R’-separable. Ademas, S es
R’-separable, y asi es R-separable.

Ahora, se toma 0,7 € G y se supone que e € S, |JS; es un idempotente no nulo. Si
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as(rl,-1)e = a (xzl,-1)e, con z € S, se tiene que o(x)lge = 7(x)1lge y asi
vo e) = o r(x)o " (e)

en S’. Usando las coordenadas de Galois z;,y;, 1 < i < n, de S’ de R’ y tomando

x =y;, paratodo 1 < i < n, se obtiene que
o=,

y asi, estos son a-fuertemente distintos.
Reciprocamente, se asumira que S es conmutativo, ademas de ser una algebra
separable sobre R = S* y los elementos de GG son a-fuertemente distintos.

Para o € G se considera el homomorfismo de S-algebras
00 . S ® S — S ® So‘

definido por 6, (z ® y) = = ® a,(yl,-1). Se denotaré por

ezzn:xZ-@yiES@S

i=1

el idempotente de separabilidad de S sobre Ry por u la funcion multiplicaciéon =z ®

y — xy, que ademas es un homomorfismo de S-modulos. Sea o € G
e, = u(b,(e)) = inag(yilgq) cs
=1

es idempotente. Ademas,
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>
Q
N

— M(ix% ® ozg(xyz‘lafl))

= iy (zyil,-1)
i=1

= Z i (xlg-1)ay (yily-1)

i=1

= ay(xl,-1) Z 20 (Yily-1)
i=1

== Oéo’(xlo'_l)eo'

para todo x € S. Como los elementos de G son fuertemente distintos, para o # 1,

se obtiene que e, = 0y asi

> wiag(yile1) = 0.
i=1
O

Teorema 4.3.4. Sean S,T,G,«a y o' como el Teorema 4.2.3. Si S (respectivamente
T) es una extension de Galois «-parcial (respectivamente o' -parcial) de S (res-
pectivamente S*) y S* = R = T, entonces S ® T es una extensién de Galois

a ® o -parcial de R.

Demostracion. Se verifica que si {z;,yv; | 1 <i < n} son las coordenadas de Galois
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de Srelativasaay {z}, 4. | 1 <i < m} sonlas coordenadas de Galois de S’ relativas
a o, entonces {z; ® v}, y; ®y; | 1 <i <n, 1 <j < m} son las coordenadas de
Galois de S ® S’ relativas a a ® /. Por lo tanto S ® S’ es una extension de Galois
a ® o'-parcial de (S ® S')®,

Para concluir resta mostrar que (S ® S')*®*" = R. De hecho, es inmediato que R =
R®R=5"® 5" C(S®S)*® Para lainclusion reciproca se observa que cada
ideal S!, es unitario con elemento identidad denotado por 1/, y que trg//p : S" — sre!
y dado por trg. g(s') = ZGa;(sq;_l) para todo s’ € S’. Por el Lema 4.3.1 se sigue

S

que existen c € S'y ¢ € S’ tales que trg/r(c) = 1g y tro/p(c’) = 1.

k
Sea ) s;®s, € (S®S5)®. Luego
=1

1

k k
Y@ (5@l @) =) (si®s)l, o1,

i=1 i=1

para todo (o, 7) € G x GG, y consecuentemente se tiene
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]_S®].//

trs/r(c) @ tre/r(c))

(X
(X

:(iws)(z% (e Y a (1)
( )

=1 ceG TEG
k
= ZSl@S (Zagclol ®Za cl >
i=1 oceG TEG
k
=3 (Lsos oo )adlcl, ) @ o)

o,7eG
k

( 04(, R (@8 1,-1® 1’7,1))040(01(,_1) ® o (el 1)
rea

Z o(8icly—1) @l (sid1 )

(Z (sicly—1 ) ® <ZO/T(S;C'1'T_1)>

1 ge TEG

B
3

I
Mw IIMw

.
I

I
E

trg/n(sic) @ re p(sic) € S ® § = R.
1

()

]

4.4. TEOREMA DE CORRESPONDENCIA PARA EXTENSIONES DE GALOIS PAR-
CIALES

Definicidén 4.4.1. Si S es una extension de Galois parcial conmutativa de R con

accion parcial o de G sobre S, para una subalgebra T de S se define

Hr={0€G | a,(zl,1) =zl,, Ve eT}.
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Se dice que T es a-fuerte si, paratodo o, 7 € G, con o7 ¢ Hy y todo idempotente

nonuloe e S, US,, existe t € T tal que
o (tl,-1)e # a (t1,-1)e.

Teorema 4.4.1 (Teorema fundamental de la teoria de Galois parcial). [°, Theorem
5.1]Sea S una extension de Galois parcial de R con accion parcial o de G sobre S.
Entonces existe una correspondencia uno a uno entre los subgrupos de G y las
subalgebras T de S que son separables, a-fuertes y tales que Hr es subgrupo de
G.

El teorema fundamental de la teoria de Galois parcial fue probado en ° a partir de

los siguientes tres resultados

Teorema 4.4.2 (°, Theorem 5.2). Sea S una extension de Galois o-parcial R y H un
subgrupo de G. Entonces ay = {a, : S,-1 — S, | 0 € H} es una accion parcial de
H sobre S y S es una extension de Galois oy -parcial de T' = S*#. Ademas, T es

R-separable, a-fuertey Hr = H.

Demostracion. La restriccion oy de o a H es una accion parcial de H sobre S.
Ahora, como S es una extensién de Galois a-parcial de R existen las coordenadas

parciales de S sobre R, {x;,y;}, con 1 <i < n, tales que paratodo o € G

Z 20 (Yi) = O1,0-
i=1

En particular esto sucede para todo o € H y como S“# = T, se puede concluir que
S es una extensién de Galois ay-parcial de T
Se denota por (5’, G) a la globalizacién de a y tome S'“ = R'. Como S’ = Y o(9)

oceG

es facil ver que existe una accion global de H sobre S = 3" ¢(S) la cual es una
ceH
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globalizacion de ay, la cual esta dada al restringir la accion global de G sobre S’ a
HyS.

La accién global de G sobre S’ induce una accién parcial 3 de G sobre S para la cual
también es una globalizacion. Luego, por Proposicion 4.2.2 se sigue que R'15 = (S5)”

y R'1s = R. Consecuentemente
(S)’1s = R'1glg = R'lg = R.

Ademas, (5)"1g = S*u. Por otro lado, ' = S'1: ® S'(1g — 15) = S @ S'(1g — 15).
Claramente, S'(1s —15) es H-invariante, luego 5" = (5)7 & (S (15— 1)y §14 =
(S)"15 = (S). Porlo tanto T = S°# = (S)1g = 51515 = S 1g.

Por Teorema 4.3.1 5" es una extension de Galois de R’ con grupo de Galois G. Por
lo tanto S" es R'-separable, G-fuerte y H = Hgyu. Se verifica de forma facil que si

e € 8" @p S'M es el idempotente de separabilidad de S’# sobre R’, entonces
e = 6,(15 X 15) S S/Hls QR1g S/Hls = S @ S — T QT

es el idempotente de separabilidad de 7" sobre R, para esto se ve que sie’ = ) a;®b;
=1
entonces
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Por otro lado, J(T)e C J(S"™)e = J(S"M)e'(15 ® 15) = 0, donde J(—) esta dado por
la ecuacién (1). Luego T' es R-separable.

Ahora, se prueba que T es a-fuerte. Se toman cualesquiera o,7 € G con o7 ¢
Hr y un idempotente no nulo e € S, U S,. Como S"# es G-fuertey o7 ¢ Hy C
H = Sgn, siel,1, # 0 entonces existe = € S’ tal que o(z)el, 1, # 7(x)el,1,.

Consecuentemente z1g € T'y
a,(rlgly-1)el, 1, = o(x)el, 1, # 7(x)el, 1, = ar(xlgl,-1)el, 1,

por lo tanto a, (xlgl,-1)el 1, # a,(rlgl,-1)el,1,. Finalmente, siel,1, =0ye € S,
se tiene que a,(lgl,-1)e = 1l,e = e # 0 = el, 1, = el, = a,(1gl,-1)e. De forma
analoga se muestra que el resultado es cierto sie € S,.

Ahora, es claro que Hy C H. Reciprocamente, se asume que o € Hy\H, H = Sgu.
Como S es G-fuerte, se sigue que existe z € S'¥ con o(x)1, # z1,. Por lo tanto
a,(xlsl,-1) = o(x)1, # z1, = x1sl,, lo cual es una contradiccion pues o € Hr y

rlg € S"M1g = T. Por lo tanto H; = H y la prueba esta completa. O

Lema 4.4.1 (°, Lemma 5.3). Sean S una extension de Galois a-parcial de R y T una
R-subalgebra de S, separable y o-fuerte. Entonces existen z;,y; € T,i =1,--- ,m,

tales que

Zmiaa(yilafl) = 51,0’7
=1
para todo o € G\ Hr.

Demostracion. Como T' es separable sobre R, existe ey = i Ry €T ®T idem-
potente de separabilidad y se considera 1 : S® S — S el F1:olmomorfismo dado por
la multiplicacion. Luego p(er) = fj ry; = 1.

Por otro lado, si = € T, se tiene qzu:é (r®15—1s®z)er = 0. Dado o # 1 € G\ Hr, se

define e, = u(6,(er)), donde 6, : S — S es un homomorfismo de S-algebras dado
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por 0,(x ® y) = = ® a,(yl,-1). Por construccién e, es un idempotente de S,. Luego,

sizeT

O, ((x ®1s — 1g @ x)er))

(0(z® 15 — 15 ® z)0,(er))

1(
u(
1z @ ap(lsly-1) — Ls ® ap(215-1)0,(er))
pula

® ay(lp-1) — 15 @ ag(x1,-1)) (0o (e1))
rly, — lgay(z1,-1)0,(er))

= (
= (21, — ay(zl,-1))e,
=zlse, — ap(xlo-1)e,

=ze, — p(Tl,-1)e,,

por lo tanto ze, = a,(zl, —1)60, para todo x € T, pero como T es a-fuerte, esto

implica que e, = 0, es decir Z Ty (Yily-1) = 0. N

Teorema 4.4.3 (°, Theorem 5.4). Sean S una extension de Galois a-parcial de R
y T una R-subalgebra de S, separable y a-fuerte tal que Hr es un subgrupo de
G. Entonces S*# =T para H = Hr, donde oy es la accion parcial de H sobre S

definida anteriormente.

Demostracion. Claramente 7' C S“#. Ahora, se probara la otra inclusion. Sea (5, )
la globalizacion de oy R’ = S’“. Como en la prueba del Teorema 4.4.1 se considera
S =Y o(S) sobre la cual H acttia como un grupo de automorfismos y (S, H) es la
globgﬁgacién de la accién parcial de oy de H sobre S.

Por la Proposicion 4.2.2, existe un isomorfismo de anillos ¢ : S*# — ($)" tal que
Y (2)1g = z, para todo z € S°#. Se escribira ahora T = " (T).

Afirmacion: existen elementos #;,4; € T, 1 < i < m, tal que
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Y Twmi=1gy Y Zio(y) =0,

1<i<m 1<i<m

para todo o € G\H. De hecho, por Lema 4.4.1 existen elementos z;,y; € T, 1 <
i <m,talesque > =y, =1sy > z;a,(y;ls—1) =0, paratodo o € G\H. Como

1<i<m 1<i<m

> xio(yi) € SNo(S) =S, se tiene que

1<i<m

Z 20 (yi) = Z zi0(yi)lo = Z it (Yilo—1) = 0.

1<i<m 1<i<m 1<i<m
A partir de ahora, se escribira como #; = " (x;) y 4 = v (y;)en T, 1 < i < m,y
se denotaran por 7, = 1,7, ..., 7, los elementos de H. Ahora, para cada = € S se
tiene que ¢ (z) = 3 7i(z)e;, donde ey, ...,e; € S son idempotentes ortogonales

1<i<l
dos a dos. Por lo tanto

Ty = ¢H< Z mi%) =¢(1s) = 14

1<i<m 1<i<m

y para cada o € G\ H se tiene

Y@@ =) Y miw)eo(ry(yes)

1<i<m 1<i<m 1<j,j'<1
_ E E -1 _
= €j0'(€j/)7'j< iL’Z'Tj O'Tj/(yi)> =0.
1<4,4'<1 1<i<m

Note que como H C Hj; y los elementos 7, y; estan en T, lo que implica que H; =
H.

La restriccion de (S',G) a S resulta en una accién parcial 3 de G sobre S para la
cual también es su globalizacion.

Se sigue de Proposicién 2.1.2 que existe un isomorfismo de anillos S’ — (S)° que
envia a z en x15. Ademas, la aplicacion = — z1g es un isomorfismo de S’“ sobre R.

Asi, se tiene un isomorfismo (S)? — R definido por y — y1g para todo y € (S)?, cuya
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inversa es ¢! restringida a R. Luego 1" (R) = (5)° y consecuentemente 7' = " (T
es separable sobre (5)°.

Note que S = S"H1:@5 (15 —15) = (S'15)T @S (1g—15) = () @S (15 —17).
En particular S"#14 = (5)"1g = Sou.

Se considera la subalgbebra 7" = T @ S"¥ (14 — 1;5). Se vera ahora que T’ es sepa-
rable sobre R’y es G-fuerte. De hecho, S'¥ es separable sobre R’y asi S"# (15 —15)
es separable sobre R'(1s — 15). Como T es (S)-separable y (5)? = $'%15 = R'lg,
se sigue que T’ es separable sobre (S)° & R'((1gr — 15) = R.

Para probar que 7" es G-fuerte se asume que o € G\H y e € S’ es un idempotente,
y suponga que o(z + y)e = (z +y)e, paratodo z € Ty y € S (15 — 15).

Se escribirdn e = e; + e, cone; = elg y ex = e(lg — 15). Entones multiplicando la
igualdad o(z + y)e = (z + y)e por 1g, se obtiene que o(x + y)e; = (x + y)e; = ey,
paratodo z € Ty y € S"(1¢ — 15). En particular, tomando y = 0 se observa que
o(z)e; = zey paratodo z € 7.

Como ya se sabe, existen 7;,7; € T, 1 < i < m, con Yo zgi=1gy Y. Tio(y) =
1<i<m 1<i<m

0. LuegO 0= Z fia(g]i)el = E :Eig]iel = 1§€1 =e1.

1<i<m 1<i<m B
Porlotanto e = es y o(z+y)es = (x+y)ea = yes, paratodoz € Ty y € S (15 —1g).
Tomando z = 0 se obtiene que para todo y € S"# (15 —15) se tiene que o (y)ez = yeo.
Como S es G-fuerte y separable sobre R, por Lema 4.4.1 existen u;,v; € S,
1 <5<, con Z U;V; = lgry Z UjO'(Uj) =0. Asi

1<j<1 1<j<1

0= wo(v)o(ly —lgles = Y u;(ly — Ig)ez = Lor(lg — Ig)ea = e,

1<j<1 1<j<1

lo cual demuestra que 7" es G-fuerte.
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5. ACCIONES PARCIALES Y EL SEMIGRUPO DE HARRISON

5.1. HACIA LA CONSTRUCCION DEL SEMIGRUPO INVERSO DE HARRISON

En los siguientes resultados se van a utilizar los Teoremas de correspondecia de
la teoria de Galois y la teoria de Galois parcial para construir nuevas extensiones
parciales de Galois y poder, a su vez, construir el semigrupo inverso de Harrison
que se verd en la siguiente seccidn.

Sea S es una extension de Galois a-parcial tal que (B, 5) es globalizacién de a. Se
considera vy : B — B dada por la ecuacion (4) y se supone que H es un subgrupo
normal de GG. Por el Teorema de correspondencia de la Teoria de Galois global se
sabe que la accion  del grupo G sobre B induce una accion global g,y de G/H

sobre B¥ dada por:

Baym : G/H — Aut(B™)

ocH — 6U|BH'

Como B es una extension de Galois de B con grupo de Galois GG, entonces B
es una extension de Galois de B“ con grupo de Galois G/ H. Mas aln, esta accién

induce una accion parcial ag/y de G/H sobre B¢y de la siguiente forma:
ag/g ={tn : Doy — Do | oH € G/H},
donde DUH = (BHeH) N BU(BH6H> = BH60H7 con e,pg = eHﬁa(eH) Y &op = /60'|D0-71H'

Proposicion 5.1.1 ("4, Proposi¢do 2.4.3). Sea H un subgrupo normal de G y ac/n

definida anteriormente. Entonces
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1. ag/u €s una accion parcial de G/H sobre B"ey;
2. (B, B u) es una globalizacion de (B ey, o u ).

Demostraciéon. 1. Por construccion D,y es un ideal de Bfey y cada o,y =

Bs|p,_,, €s unisomorfismo de anillos.

Ahora, se revisan las condiciones para que o,y Sea una accion:

a) Primero, se tiene que Dy = B¥eypi(en) = Ben Yy ag = Bilp, = idpu.,

b)

o (Do-1 N Drpr) = (D

Bo(B"enfo-1(en) N B enfrer)
(B enBo1(en) B e fren)
Bo(B" et o1 (en))Bo(B" errBren)
= BYB,(en)en B e for(en)

= BYB,(ex)en N B ey Byr(en)

= DG’H N -DO'TH‘

o 1HmD7'H)

c¢) Por ultimo, de (2) se sigue que si z € D.-1y5 N D(,)-14, €ntonces 3. (r) =
a-p(x) € Dy-1y, y por lo tanto se tiene que o, g © arp(x) = asg(B-(z)) =
Bo(B:()) = Bor(x) = aorn ().
2. Para mostrar la segunda afirmacién es suficiente verificar que B¥ = > f,,(Bfey),
donde oy = 1,04, ..., 0, denotan los representantes de las clases okl)?é?ﬁaas al
hacer el cociente entre Gy H. Como esa suma es un ideal de B basta con ver

que 1z# esta contenido alli. La accién parcial de G/H sobre B establecida
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por los elementos f,, determinan la aplicacion v,y : B — B dada por

wG/H Z Z l+15021 eH)ﬁch (6H> ﬁgil (6H>ﬁ0'il (33)

1<i<m i1 <<

A partir de estose tiene que ¢g/u(B?) C > By (BPey)y como Yg/ulen) =
1i<i<m
1zn por el Lema 4.4 de , se obtiene el resultado deseado.

]

Ahora, se induce una accion parcial de G/H sobre S*# a partir de la accion ag/u
sobre B ey multiplicando por 15, y se denotara por g
Sea {0 = 1,...,0,} un conjunto de los representantes de las clases al cocientar G

en H, sean:

1/Uz‘ = eUiHlS = eHﬁUi(eH)lS = ﬂai(eH)ls,

D/_ = DU HlS = B €o; ng SaHll

oF)

Oé;_i = (15 O Qg H OwH)‘D;ifl'

Proposicion 5.1.2 (4, Proposigdo 2.4.5). Sean H un subgrupo normal de G y {o;, =
1,...,0,} un conjunto de representantes de las clases del cociente entre G y H.

Entonces,

1. agy ={a;, : D, .« — D | 1 <i < n} esuna accion parcial de G/H sobre
SeH;

2. (§om)/n = Goc,

3. (B", Bau) es una globalizacion de (5°1, o ;;);
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4. S°v es una extension de Galois ay,,, de S si'y sblo si B es una extension

de Galois de B“ con grupo de Galois G/ H.

La demostracidén de la proposicion 5.1.2 sigue los lineamientos de las demostra-
ciones anteriores y por lo tanto no se presentara. A partir de estos resultados se

enuncia y demuestra el siguiente teorema.

Teorema 5.1.1 (4, Teorema 2.4.2). Sean S un anillo, G un grupo finito y o una
accion parcial de G sobre S tal que S es una extension de Galois «-parcial de S*.
Entonces todo subgrupo normal H de G induce una accion parcial o, I sobre S*H

y S¢# es una extension de Galois oy, -parcial de S°.

5.2. EL SEMIGRUPO INVERSO DE HARRISON

Similar a el Capitulo 3.3, se toma un grupo abeliano G y un anillo R, y se emula
la construccién del grupo de Harrison en el contexto de extensiones de Galois par-
ciales de R. Se notara que el resultado no es un grupo, pero si es un semigrupo

inverso.

Definicién 5.2.1. Un semigrupo inverso S es un semigrupo en el cual para todo

elemento x € S tiene un unico inverso y € S en el sentido que x = xyx yy = yzy.
Ejemplo 5.2.1. Todo grupo es un semigrupo inverso.

Ejemplo 5.2.2. Sea S un semigrupo tal que todos sus elementos son idempoten-
tes, entonces S es un semigrupo inverso. En particular el conjunto de los numeros

naturales dotado con el producto m - n. = min(m,n) es un semigrupo inverso.

Ejemplo 5.2.3. Sean X un conjuntoe I(X)={f:A— B | f esbiyectivay A,B C

X}. Entonces I(X) es un semigrupo inverso con la composicion de funciones.

A continuacion se define una relacién de equivalencia sobre el conjunto de todas
las extensiones de Galois relativas a acciones parciales de un grupo finito G sobre

extensiones del anillo R.
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Definicion 5.2.2. Se dice que dos extensiones de Galois parciales (S,«) y (5, )
par

de R son G-isomorfas parcialmente, y se denotara por (S,«) '~ (S, ), si existe un

isomorfismo de R-algebras f : S — S’ tal que para todo o € G :
1. f (SU) = Sc/f;

2. (f © a0)|5071 = (O‘ZT © f)|5071'

Es claro que '~ es una relacion de equivalencia y se denotara por [S, o] la clase de
equivalencia representada por la extension de Galois parcial (S, «), esto es [S,a] =
{(S",a) | (8,0/) "% (S,a)}. Se considera T,,,(G, R) como el conjunto de las clases

de equivalencia de las extensiones abelianas parciales bajo la relacion '~

Sean (B, ) y (B, ') las globalizaciones de (S,«a) y (5, a’) respectivamente, y se
supone que B¢ = A = B'“. Se dir4 que son G-isomorfas globalmente, lo cual se

denotard por (B, ) & (B, 5'), si existe un isomorfismo de A-algebras f : B — B’ tal

que:
1. foBs=0,0f;
2. f(ls) = 151,

para todo o € G.

Proposicion 5.2.1 (4, Proposicdo 2.5.2). Sean (S,a) y (S’,a') extensiones par-
ciales de Galois de R con globalizaciones (B,f3) y (B',(’), respectivamente. Si

(B, 8) £ (B, 8'), entonces (B', 8') es una globalizacion para (S, a).1®

Demostracion. Sean f : B — B’ un isomorfismoy ¢ : S — B un monomorfismo
de anillos que satisface las propiedades de globalizacidén en la Definicion 4.2.1. Es

suficiente mostrar que f o p también cumple tales propiedades.

®  Note que en general S* = S’ no implica que B¢ = B’“, pero por la Proposicion 4.2.2 conclui-
mos B¢ ~ B'C.
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De hecho, es claro que f o ¢ : S — B’ es un monomorfismo de anillos pues tanto f
como ¢ lo son. Primero, se debe vertificar que f(¢(S)) es un ideal de B’ pero esto
se tiene de que f es un isomorfismo y ¢(S) es un ideal de B. Ahora se ver4 el resto

de propiedades:

1. Paratodo ¢ € G, se obtiene que

F((8) N Ba((5)))
F(((5)) N f(Bo(0(5)))
F((@(S)) N (B 0 f)(#(9))
= (fo@)(5) N BL((f o 9)(S))-

(f o ©)(S0)

)
)N

2. Paratodoo € Gy x € S,-1 se tiene

3. Note que
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]

Teorema 5.2.1 (4, Teorema 2.5.3). Sean (S,«) y (S’,a') extensiones de Galois par-
cialesde R y (B, ) y (B',3') sus respectivas globalizaciones. Sea H un subgrupo
normal de G. Si (B, ) y (B', i) son G-isomorfas globalmente, entonces (5", o, ;)
y (8%, ag,y) son G/ H-isomorfas parcialmente. En particular (S, ) y (S',a’) son

G-isomorfas parcialmente.

A continuacion se enuncia una proposicion, la cual sera usado en la prueba de la

Proposicion 5.2.6.

Proposicioén 5.2.2 ('* Proposicao 2.5.4). Sean (S, «a) y (S, o) extensiones de Galois
parcialesde R y (B, 3) y (B, ') sus respectivas globalizaciones. Si (S,a) '~ (S, '),
entonces (B, [3) £ (B, 5.

La aplicacion ys; : B® B' — B ® B’ es dada por la formula

Ysalz@y) = > Y (=1)T'B, @8, (1a®1R) -+ B2 @F;, (1r®1R)B, @B, (+8Y).

1<I<)6G] 11 <+ <1y

Se denota por e;¢ == V5a(1r @ 1r) = Vsa(ls @ 15). Se sabe que S = R = S™ y por
lotanto 1g = 1 = 15%.
Ademés, ((B®B')°¢, (B®8")@xc)/sc) €s una globalizacion de ((S®S7)2®%%a, Nexay/sa)s

donde
B \=a®d,
= Naxaysa = {Dlg, ot {a @l o }),
= D, = (B® B (B,, @ Bl )(esc)ls @ g,
" a®a, = (ls®lyoa®ay 0 %G)\D’

oo 01].
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Dados [S,a],[5, /] € T,..(G,R), el Teorema 4.3.4 asegura que S ® S’ es una
extension abeliana o ® o'-parcial de R ® R = R. Por la Proposicion 5.1.2, ((S ®
S")e%a, Nexa)/sc) €8 una extension de Galois parcial con accion parcial A, gy /5¢

de R. Luego es natural definir sobre T, (G, R) la operacion x,,, dada por

[(S, Oé)] *par [(S/, O/)] - [15 X 1S’(B &® B/)éG, 15 &® 1{9A(G><G)/6G]

=[(S® §)*®%%0, Naxa)sal;

conA=pRFyl=axd.
Proposicion 5.2.3 ("4, Proposigédo 3.1.2). La operacion x,,, esta bien definida.

Demostracion. Considere [S, o, [S’,a/], [S1, 1]y [S], )] enT,.. (G, R)ysean [B, 5], [B', 5],
(B, 1], [B1, 5] las clases de sus respectivas globalizaciones en 7,,(G, A). Suponga
que [S,a] =[S, an] y [, o] = [S], o], entonces [B, 5] = [By, B1] y [B', 8] = [By, B1],

y asi

[(B® B')Y, Aaxaysc] = [B, 8]+ [B', B
= [B1, 1] * [Biaﬁﬂ
= [(B1 ® B¢, (M) @xa)/5c]

conA=p®p8yA=7pop.
Ahora, ((B® B')°%, Aaxays,) Y ((B1® B1)°Y, (A1) @xa),,, ) SON, respectivamente, glo-
balizaciones de ((S ® S’)O@O‘%G,/\’(GX@%) y ((S1 @ Sk, (X)axa),,)- Por el
Teorema 5.2.1 se sigue que la operacion x,,, esté bien definida.

L]

Proposicion 5.2.4 (4, Proposigéo 3.1.3). La operacion x,,, es conmutativa y aso-
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ciativa.

Demostracion. Se mostrara que x,,, €s conmutativa. De hecho, sean [S, o, [5,&/] €
Trer (G, R) Y [B, 5], [B, B'] € Ty(G, A) las clases representadas por las globalizacio-
nes de (S,a) y (', /) respectivamente. La aplicacién x : (B ® B')°¢ — (B’ ® B)%¢,

dada por (b ® V') = V' ® b, es un isomorfismo de A-algebras tal que
X(ls & 151) = 15/ X 15,

Xo(ﬂa®/8;) :57/—®500Xa
para todo (o, 7) € G x G, luego

(B®@ B (B® B )axa)ysc) Y (B BNY (6 @ B)axa)/sc)

son (G x G)/dG-isomorfas globalmente, y por lo tanto
((S® 8@, (o ® o Nigxaysa) Y (5@ §)eesa, (of @ a)iaxa)5c)

son (G x G)/éG-isomorfas parcialmente por el Teorema 5.2.1, lo cual muestra la

conmutatividad. De manera analoga se prueba que x,,, es asociativa. O
A partir de este resultado se puede enunciar:
Teorema 5.2.2 (%, Teorema 3.1.4). T,..(G, R) es un semigrupo abeliano.

Ahora hace falta ver que 7,,, es de hecho un semigrupo inverso. Para tal motivo se

enuncia la siguiente proposicion.

Proposicion 5.2.5 (4, Proposi¢do 3.1.6). T,..(G, R) es un semigrupo inverso abe-

liano.

Demostracion. Por la proposicion anterior 7, (G, R) es un semigrupo abeliano, 1o

que resta ver es que es un semigrupo inverso.
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Sea (5, a) una extension parcial abeliana de R con globalizacion (B, 8). Se denota
por o* la accion parcial de G sobre S* = S, con ideales S¥ = S,-1 e isomorfismos
ay : S¥., — S dados por o = a,-: para todo o € G. Se denota por * la accion
global de GG sobre B* = B dada de manera analoga.

Se denota a [S*,a*] por [S,al* en T,,.(G,R). Se nota que [B*,3*] = [B,3]™" en
T,(G, A). Se infiere que

1. (S*,a*) es una extension parcial abeliana de R;
2. (B*,p*) es una globalizacion para (S*, a*);

3. [B, B+ [B", 7] [B, f] = [B, 8] en Ty(G, A);

4. [B*,3") % [B, ] » B, "] = [B*, "] en T,(G, A).

Sea A(G) = {((¢71,1)6G,0) | 0 € G}. De (3) se sigue

0:(B® B*®B)*“ - B
TRYR 2z Yz

es un isomorifsmo de A-algebras tal que o (3, ® 85, ® 8,,) = B,00 paratodo o € G.

Ademas, como 0(1p ® 1z ® 1g) = 1g, Se sigue que

((B® B*® B)A%, (B ® B* @ B)(exaxayac) Y (B, B),

son (G x G x G))/AG-isomorfas globalmente. Estas son las globalizaciones respec-

tivas de
(9 ® 5% @ 5)ewremas, (a @ o @ @)(graxayac) Y (9:);

y por lo tanto estas ultimas son (G x G x G)/AG-parcialmente isomorfas por el

Teorema 5.2.1, es decir
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(S ® S*® S)@®a™®ac (o ®a*® a)(axaxay/ac) = [S: ] *par [S, a]* xpar [S, 0] =[S, ]
en T, (G, A). De manera analoga se obtiene que
[S, & #par [S, @] #par [S, 0" =[S, a]* en Ty, (G, A).
[

Observacion: El semigrupo inverso de Harrison no es un grupo. En efecto 7., (G, R)
fuera un subgrupo este deberia tener un elemento neutro. Este elemento necesa-
riamente serd [¢ = Elg,1g o p|, donde (e = Elg, 15 o p) es la extension de Galois
parcial de R cuya globalizacion es (E, p), el cual es el representante de la clase del
elemnto neutro en T,,(G, A). Este elemento esta dado por £ = ) Ae,, donde los e,
son idempotentes ortogonales dos a dos y con suma igual a 126,6; 0o . B — E esta
dado por p,(e,) = e,,, para todos o, 7 € G.

Para toda extension abeiana parcial (S, «) de R, con envolvente dada por la exten-

sién abeliana global (B, 5) de A se tendria

[(B® E)°°,(B® p)axa)sc) = B, B = [E, p] = [B, ]

en T,,(G, A), esto quiere decir que ((B ® E)°“, (8 @ p)axa)sc) Y (B, ) son (G x

() /d0G-isomorfas globalmente via un isomorfismo de A-algebras

la cual satisface la primera condicion de isomorfismo global, es decir, f(1s®1.) = 15,
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y ademas (1s ® 1.) = (7,7 !)(1s ® 1.), para todo 7 € G. Asi, se tiene que

tomando A = 7 'o~!, se puede reescribir esto como

I 808 @) = (3 Ao (ls) @ )

oeG oeG

= F( X B (Boa(1s) @ e)

AeG

- 60<1S)

luego 15 = f,(1g), para todo o € G. Esta igualdad sélo se da cuando (S, «) es una

extensién global de R.

Proposicion 5.2.6. Dos extensiones de Galois G-isomorfas globalmente son G-

isomorfas, pero el reciproco no es necesariamente verdadero.

Demostracion. La relacién de G-isomorfismo global tiene una propiedad adicional
a la relacion de equivalencia de G-isomorfismo entre extensiones globales dada
en la Definicion 3.3.1, por lo cual es claro que G-isomorfismo global implica G-

isomorfismo.
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Ahora se prueba que el reciproco no es cierto. Sea (S, a) una extensiéon de Ga-
lois parcial de R con grupo de Galois G y (B, 3) su globalizacién, se supone que
[S,a] € T,,(G,R) es un elemento idempotente. Se sabe, ademas, que ((B ®4
B)’“, B ® Baxa)se) es globalizacion de ((S @ S)@®)se, X, 54), Pero como [S, ol

es idempotente

((S ® S)(O@a)(ma )‘/GXG/éG) "~ (Sa O./),

luego ((B ®4 B)°“, B ® Biaxa)sc) £ (B, 3), y por lo tanto son también G-isomorfas.
Entonces [(B®4 B)°%, B® Baxa)/s6) 4 1B, 8] en T, (G, A). Es decir, [B, 3] es un ele-
mento idempotente de T,,,(G, A). Como este ultimo es un grupo, su Unico elemento
idempotente es [E,p|, y asi [B, 5] = [E, p]. Por lo que se concluye que la globa-
lizacion del representante de una clase idempotente de 7). (G, R) es G-isomorfa
a (E,p). Se procede por contradiccion suponiendo que G-isomorfismo implica G-
isomorfismo global. Entonces, como (B, 3) y (E, p) son G-isomorfas, ellas seran G-
isomorfas globalmente, y por la Proposicion 5.2.1 (E, p) es globalizacion de (S, «).
Si [S’, /] es otro elemento idempotente se obtiene que (F, p) es globalizacion de
su representante. Por el Teorema 5.2.1, se obtiene que (S,a) '~ (', /), que es lo
mismo a decir
1S, a] =[5, d/].

Esto es, sélo existe un elemento idempotente en 7, (G, R), al cual se denotara por
I. Ahora, se conoce que para todo [U, 0] € T,,.(G, R), al ser un semigrupo inverso,
(U, 0] *pqr [U, 0]* €s un elemento idempotente, es decir [U, 0] ., [U,0]* = I. Por lo
tanto

(U, 6) %3 (U O] par (U, 6] = I 5 [U, 0] = [U, 6] 5y T = [U.6],

para todo [U, 8] € T,,-(G, R). Lo cual contradice el hecho de que T, (G, R) no es un

grupo. U
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6. CONCLUSIONES

Al principio del presente trabajo se propuso disertar sobre la teoria de Galois de
anillos conmutativos basada en acciones parciales y para ello, se estudi6 la teoria
de Galois de anillos conmutativos global, el concepto de accién parcial sobre alge-
bras, producto cruzado, globalizacién de una accidn parcial y extensiones de Galois

parciales. Al final se logré cumplir el objetivo trazado, mas exactamente:

= Enla Seccion 3.3 se construye en detalle el grupo de Harrison 7, (G, A).

= |mitando la construccion del grupo de Harrison en el contexto de extensiones
de Galois parciales, se construye el semigrupo inverso de Harrison (Proposi-
cién 5.2.5).

= |a teoria de semigrupos inversos dice que estas estructuras pueden descom-
ponerse como unién de grupos cuyos elementos neutros son los elementos
idempotentes. Al intentar hallar los posibles idempotentes del semigrupo inver-
so T,.-(R, G) se obtiene la Proposicion 5.2.6, la cual diferencia dos relaciones
de equivalencia entre extensiones abelianas de Galois sobre un mismo anillo
y con mismo grupo G, enriqueciendo la estructura del semigrupo inverso de

Harrison.
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